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Absztrakt: A gordeszka globdlis dinamikdjdnak vizsgdlatdhoz feldllitottunk egy egyszerii, anholonom kényszereket tartalmazo mechanikai
modellt. A mozgdsegyenleteket a Gibbs—Appell-mddszer alkalmazdsdval hatdroztuk meg, amely kompakt, elsérendii differencidlegyenletek
formdjdban szolgdltatja a dinamikdt leiro egyenleteket. Realisztikus paramétervdlasztds esetén meghatdrozdsra keriilt az egyensiilyi helyzetek
szdama és azok stabilitdsa. Vizsgdlatra keriiltek a hamiltoni és a nem hamiltoni rendszert eredményezd paraméter egyiittesek. Bizonyitdsra

keriilt, hogy a dinamikai rendszer a nem hamiltoni esetben sem tartalmaz hatdrciklust.

Kulcsszavak: anholonom rendszer, gordeszka, Gibbs—Appell-egyenletek, nemlinedris viselkedés

1. BEVEZETES

A gordeszkdzds egyike a legnépszeriibb extrém sportoknak. Az els6 mechanikai modell megalkotdsét a sériilések
elkeriilése motivélta, igy a gordeszka megjelenését kovetd évtizedben megsziiletett az elsd publikacié a témaban
[1, 1980]. Azéta jelentek meg tovabbi tanulméanyok a gordeszkazassal kapcsolatban (példaul [2, 2008] vagy [3,
2014]), ezek koziil kiemelendd Wiesse és Schwab [4, 2005] munkdja, amelyben bemutatasra keriil a biciklizés, a
gordeszkazas és a harom dimenzids sétalo robot dinamikdjanak hasonlésdga. Ezen rendszerek k6zos tulajdonsiga,
hogy az egyenes vonali mozgés stabilitdsa a sebességfiiggs.

Az egyenes vonall egyenletes mozgds stabilitdsdnak vizsgdlata mellett egyéb egyenstilyi helyzetek keresése is
fontos, ahhoz hogy a gordeszka globalis dinamikéjat megismerjiik. Ehhez egy anholonom (kinematikai kénysze-
reket) tartalmazé mechanikai modellnek keressiik az egyensilyi helyzeteit, el6szor a matematikailag konnyebben
kezelhet6 hamiltoni (jelen esetben konzervativ) esetben, majd az ebbdl nyert informaciékbdl kiindulva vizsgaljuk
a nem konzervativ esetet.

2. A VIZSGALT MECHANIKAI MODELL

1. dbra. Gordeszkazas legegyszerlibb mechanikai modellje




A gordeszkazas lefrdsdhoz legegyszert(ibb esetben is sziikséges két darab kinematikai kényszer figyelembevétele,
hiszen a gordeszka paly4jat befolydsolja annak megdélése a kerekek tengelyének elforduldsan keresztiil. Igy anél-
kiil, hogy modelleznénk a kerekeket a probléma kezelhet6 az 1. dbran az F (els6) és R (hats6) pontokban lathato
anholonom (kinematikai) kényszerek figyelembevételével. Az tgynevezett kormdnyzasi (5g) szog €s a deszka
megbillentésének szoge () kozti kapcsolat egyszertien kifejezhet6 (1asd [2, 3]):

tan dg = sinptank , )

ahol x a gordeszka felfiiggesztését jellemzd paraméter.

Mivel a gordeszkazast egy adott sebesség (V, értsd a gordeszka hosszirdnyu sebessége) mellett vizsgaljuk, igy
felmeriil annak a lehet&sége is, hogy kib&vitsiik a modellt még egy kinematikai kényszerrel, amely megadja, hogy
a gordeszka hosszirdnyu sebessége dllandé nagysagu. Ezen kényszer figyelembevétele a gordeszka kis laterélis
mozgasokra érvényes dinamik4jit nem befolydsolja, mig a rendszert leiré dllapottér dimenzidjat csokkenti.

Az alkalmazott mechanikai modell a kinematikai kényszerek mellett, az egyszerliségre vald torekvés érdekében,
két darab tomeg nélkiili rudat tartalmaz, melyek mereven kapcsolédnak egymashoz az S pontban: FR a gordeszkat
modellezi, melynek hossza 2/ és CS pedig a gordeszkdzé személyt, aki 2h magas. A gordeszkas tomegét a CS
rid szabad végén taldlhat6 tomegpont (m) hivatott reprezentdlni. A kerekek felfiiggesztéséb6l ad6dé merevséget
egy keményedd nemlinedris karakterisztikdju (sinh) torzids rugé s; modellezi, mig az a paraméter segitségével a
gordeszkasnak a deszkéan 1év6 pozicidja adhaté meg. Az {gy kapott modell hasonlit egy inverz ingdhoz, melynek
mozgdasit sebesség kényszerek befolydsoljak.

Az egyszertiség kedvéért azt feltételezziik, hogy a gordeszka nem valik el a talajtél, ez a mechanikai modellben
geometriai kényszerként jelenik meg, {gy mindossze 4 altaldnos koordinéta elegendd a modell egyértelmi leira-
sdhoz. Ezek rendre: X és Y az S pont helyének koordindtdi az X — Y sikon, ¢ a deszka és az X tengely dltal
bezart sz6g, mig ¢ a gordeszkds és a fiiggbleges irdny éltal bezart szog, ami a merev kapcsolat miatt megegyezik a
gordeszka billentési szogével. A mozgdst a mér emlitett kinematikai (anholonom) kényszerek is befolydsoljik, igy
a mozgasegyenletek szarmaztatasdhoz a Gibbs—Appell-egyenletek [5] haszndlhaték, melyek kompaktabb forma-
ban (elsérendi alakban) szolgaltatjdk a dinamikai egyenleteket szemben a Routh—Voss-egyenletekkel [5], vagy az
els6faji Lagrange-egyenletekkel. A mozgdsegyenletek részletes levezetését nem (levezetést lasd [3]) csupan azok
végsd kompakt alakjat kozoljik:

o :ag sin ¢ — agt sinh ¢ + %a%@h (6n sin? p — 1) sin(2¢) — ay b, (1 — sin? ©)o, 2)
$ =0, 3)
5 = (costp + 0, sinsiny) 4)
Y . .
W =ay (siny — 6, sinpcosv) | 5)
=~ aylsing, 6)

ahol o2 := g/h , oy :=V/ ,h,a?, := s,/(mh?) kérfrekvencia dimenzi6ji mennyiségek, illetve , = al™" tan
és 0, = hi~! tan k dimenzi6tlan paraméterek. Az egyenletekben szerepld o := ¢ a gordeszkds d6lési szogsebes-
sége, amely a Gibbs—Appell-mdédszer sordn bevezetett igynevezett pszeudosebességeknek felel meg.

Megfigyelhetd, hogy X, Y és 1) ciklikus koordindtak, tehat a tovabbi vizsgédlatokhoz a (4), (5) és (6) egyenletek
nem sziikségesek.

3. EGYENSULYI MOZGASOK ES STABILITASUK VIZSGALATA KONZERVATIV ESETBEN

Az egyenletek levezetése sordn csak idedlis kényszereket hasznéltunk, tehat minden kényszererd virtudlis teljesit-
ménye zérus. Mindez persze nem jelenti azt, hogy a kényszererSk valddi teljesitménye is zérus. Beldthatd, hogy
az 4llando sebességkényszer fenntartdsdhoz sziikséges erdnek csak akkor van potencidlfiiggvénye, ha a gordeszkas
a gordeszka kozépen 4ll, tehdt a = 0. Mivel a kényszereken kiviil csak olyan kiils6 er6k hatnak melyek rendelkez-
nek potencialfiiggvénnyel ezért a = 0 esetén a rendszer konzervativ. Ebben a fejezetben ezt az esetet vizsgéljuk
tovabb.

Egyensulyi mozgasokat akkor taldlhatunk, ha a ciklikus koordindtakra vonatkoz6 egyenletek levalasztdsa utan
maradé egyenletrendszerben az dllapotvéltozdk (o, @) id6 szerinti derivaltjait zérusnak tekintve megoldjuk az igy
keletkezd algebrai nemlinedris egyenletrendszert. Ez a nemlinedris egyenletrendszer a kovetkez6 formdara hozhato:

c=0, )

2

Qg

1
,sinhp = ag sin g + 504%/0;1 sin(2¢p) (65 sin? o — 1) . (8)



Itt megjegyzendd, hogy ha hosszirdnyu sebességkényszert nem vettiik volna figyelembe akkor is ugyanezeket
az egyenstlyi megoldasokat kaptuk volna, csak az egyenletek bonyolultabb struktiraja miatt a tovabbi nemlinedris
viselkedések felderitése lenne nehézkesebb (abban az esetben 3 nem ciklikus dllapotvaltozénk marad, melyek mar
egy 3 dimenzids teret feszitenek ki, ellentétben a mostani 2 dimenzids dllapottérrel).

A (7) egyenlet fizikai jelentése szemléletes, hiszen ez azt jelenti, hogy azt tekintjiikk egyenstilyi mozgasnak,
melynek sordn a gordeszkas d6lési szoge nem valtozik.

A tovabbi vizsgalatokhoz tekintsiik a #;, = 4 paraméter értéket, mivel igy egy egyszer{ibb és analitikus meg-
oldast kaphatunk. Beldthatd, hogy ezen valasztds jol modellezi a valdsdgot, mivel az 1. tabldzatban szerepld
adatokkal 6, értékere 4.23728 [—] ad6dik. A tdbldzatban megadott, gérdeszkdra vonatkozé adatok egyébként egy
valés gordeszkat tiikroznek (gordeszka tipusa: REBEL, a gordeszka hossza 31", szélessége 8").

h m g l K

m] | [kg] || [ms™2] || [m] [I[°]
085| 75 || 9.81 | 0.3937 | 63

1. tablazat. A gordeszkas és a gordeszka paraméterei

Tehat, 6, = 4 esetén a (8) egyenlet atalakithato:
sinh ¢ = (,sin ¢ + 2¢y (sin(2p) — sin(4y)) , )

ahol (4 az ardnydt jelképezi a maximdlis potencidlis energidnak és egy a rugoban tdrolt energidval ardnyos
mennyiségnek, mig (y szintén egy aranyszdmot mutat meg a transzldcios mozgdsi energia és a rugoban tdrolt
energidval ardnyos mennyiség kozott:

2 2 2
« mgh «a mV
(g=—F%= , v=—= : (10)
Oést St Oést St

A (9) egyenletet megoldhatjuk grafikusan is (lasd 2. dbra). Az egyszertiség kedvéért a (9) egyenlet bal oldalat
elnevezziik f(p)-nek, mig a jobb oldalét g(p)-nek, vagyis:

f(p) = sinh | (11)

8(p) = (gsinp + 2(v (sin(2p) — sin(4p)) . (12)

A 2. dbran a piros gorbe az (), mig a kék a g(p) fiiggvényt mutatja. A ¢ = 0 tetszGleges paramétervélasztds

mellett kielégiti a (9) egyenletet. Beldthat6, hogy ezen egyensilyi helyzet Lyapunov értelemben stabilis akkor és
csak akkor, ha:

1> ¢y —4Cy . (13)
4 6l 10
2 3t 5
= = T T x ‘ 3 T % = 3 T
2 4 2 2 4 4 2 4 1 2
2+ 3r 5
—4f —6r " 10t

2) b) )

2. abra. A (9) egyenlet grafikus reprezentdcidja a) 1 megoldas b) 3 megoldds — a gorbék éppen érintik egymast c)
5 megoldas

Az egyensulyi helyzetek (f és g gdorbék metszéspontjai) szdma akkor véaltozik meg egy paraméter véltoztatdsa
mellett, ha a két gorbe éppen érinti egymast. Ebben az esetben mind a fiiggvényérték, mind pedig a meredekségek
megegyeznek, tehat:

(o) = g(p) és dfi(:f) = di(;) : (14)



A feltételekbdl kifejezhetSk az energia-ardnyok (g és (v) a ¢ fiiggvényében:
__cosh(yp) (sin(4p) — sin(2¢)) + 2 (cos(2¢) — 2 cos(4yp)) sinh ¢
b = sin® o (6 + 12 cos(2¢))
_ cosh — cot psinh ¢
V' 9sin? © (6 +12cos(2¢))
Ezzel megvizsgélasra keriilt azon eset amikor a vizsgélt tartomanyban 4j gyokok keletkeznek. Itt megjegyzendd,
hogy ha az 0j gyokok valamely "nagy" ¢ értéknél keletkeznek, azok madr irrelevansak lehetnek a vizsgalatunk

szempontjdbol. Keressiik tehdt a (v —(, paraméterek azon tartomdnydt, ahol a legszéls6 egyensiilyi helyzet is a
¢ € [—m/2; /2] tartomdnyba esik. Ezen kritériumunk ¢, paraméterre az aldbbi kritikus értéket szolgéltatja:

Gy =sinh (5 ) =2.3013. (17

; 15)

(16)

Bar a gordeszkds megddblési szogére felvett értelmezési tartomany onkényesnek tlinik, ennél nagyobb szdgek vizs-
gélata mdr biztos, hogy nem értelmezhetd fizikailag. A tovdbbiakban megkonstrudlt stabilitdsi térkép értelmezé-
sénél tehdt tekintettel kell lenni r4, hogy a ¢, > 2.3013 tartomanyok mdr fizikailag nem értelmezhets egyensilyi
megoldéasokat is tartalmazhatnak.

A 3. 4abrén lathat6 a rendszer stabilitasi térképe, ahol a sziirkitett tartomdnyban az egyenes vonald egyenle-
tes mozgds Lyapunov értelemben stabilis. A térképen berajzolt hatdrok az eltér6 szdmu egyensilyi mozgdsokat
tartalmazd tartoméanyokat hatdroljdk. A kiilonboz6 egyensulyi helyzetek linedris stabilitdsa megvizsgalhat6 egyen-
ként. A fejezetben vizsgalt esetben (¢ = 0) a rendszer konzervativ, tehat csak nyergeket, illetve centrumokat
tartalmazhat.
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3. abra. A fazissik kiillonboz6 tartomanyai

A 3. dbran lathat6 kiilonbozd rémai szdmok azon feliil, hogy a kiilonb6z6 tartoméanyokat azonositjdk a stabil
egyensulyi helyzetek szamat is mutatjdk. A kiilonb6zd tartomanyokhoz tartozé tipikus fazissikok a 4. dbran
lathat6ak, ahol a fekete vonalak a nyeregpontokhoz tartozé szeparatrixokat jelolik.

Lathato, hogy a gordeszkas szempontjabol a legkedvez6bb helyzet az I tartomanyban 4ll eld, hiszen ekkor csak
egyetlen stabil egyenstilyi helyzet 1étezik. Tehat tetszbleges nagy perturbacio esetén is az egyenes vonalii mozgas
koriil alakul ki rezgés és ezen mozgés globdlisan nézve is stabilis.

A globalis viselkedés megértéséhez eldszor megvizsgaljuk azt, hogy az egyes rendszerparaméterek véltozasa
miként képzelhet6 el (y,—(, dimenzidtlan paramétersikon. A gordeszkds tomegének (m) ndvelésével egy az origon
atmend egyenesen mozoghatunk tdvolodva az origétdl, mig a felfiiggesztés merevségének (s;) novelése ugyanazon
egyenes mentén az origd irdnyaba torténd mozgasnak felel meg. A V' sebesség novelésével a (y paraméter négy-
zetesen novekszik, mig ¢, véltozatlan marad, azaz egy vizszintes egyenesen mozgunk. A gordeszkds magassdgat
(h) nem varidlhatjuk szabadon, hiszen a 3. abra alkotdsa soran felhaszndltuk, hogy 6;, = 4, igy ha a magassag
novekszik, akkor a gordeszka félhosszanak () is novekednie kell. Tehat mind a h illetve [ paraméterek kolcsonos
novelése biztositja a §;, = 11. kritériumot mikozben egy fiigg6leges egyenes mentén mozdulunk el a nagyobb ¢,
paraméterek irdnyaba. A gordeszka felfiiggesztésében 1évS k szog, illetve a nehézségi gyorsulds (g) valtozasanak
vizsgélatitdl jelen tanulmanyban eltekintiink.



Linedris stabilitasi vizsgalatokbdl kideriil [2], hogy a sebességnek stabilizal6 hatdsa van. Minél nagyobb a gor-
deszka hosszirdnyu sebessége anndl kisebb rugémerevségre van sziikség a fliggbleges egyensulyi helyzet stabilita-
sdhoz. Egy drnyaltabb képet kaphatunk a sebesség hatdsardl, ha az I tartomdnybdl kiindulva noveljiik a sebességet,
tehat egy vizszintes egyenesen mozgunk a térképen jobbra. Egy meghatdrozott sebességérték felett 4tlépiink a
IIT tartomanyba, ahol az egyenes vonali egyenletes mozgds tovabbra is stabil, de egy ugynevezett kancsdfiil bi-
furkécion keresztiil megjelenik még négy egyensilyi helyzet, két-két nyereg illetve centrum tipusd. A 3. dbran
piktogramok illusztraljak gordeszka kiillonboz6 egyensulyi mozgdsait. A nyereg tipusu egyensilyi helyzeteket
szaggatott vonallal, mig a centrum tipustakat folytonos vonallal jeloltiik.

A sebesség novelésével az egyenes vonald egyenletes mozgas ugyan stabil marad, de egy kellen nagy zavaras
hatdsara mar egy masik stabil egyensilyi mozgas (korpalyan valé mozgdas) koriil alakul ki a gordeszka rezgd
mozgasa.

Az I tartomdnybdl kiindulva kozvetleniil el lehet jutni a II tartomdnyba a gordeszkds magassdganak (ezzel
egylitt a gordeszka hosszdnak) novelésével egy tugynevezett vasvilla-bifurkacionk keresztiil. Az dtmenet a II és
III tartoményok kozott komplikdltabb. A II tartomdnybdl kiindulva eljuthatunk a III tartoméanyba példdul pusztan
a sebesség novelésével (vizszintes mozgdassal), amelynek sordn az egyenes vonald egyenletes mozgéashoz tartozé
nyereg tipusi ¢ = 0 egyensilyi helyzet szétvalik két nyereggé és egy centrumma, ezzel stabilld téve a trividlis
megoldast.

A II és IV, valamint a III és V tartomdnyok kozti &tmenet sordn (mindig a kevesebb egysulyi helyzettdl a tobb
egyenstlyi helyzet felé haladva) pedig a sz€ls6 centrum tipusi egyensilyi helyzetek valnak szét két centrum tipusu
valamint egy nyereg tipusu egyensiilyi hellyé vasvilla tipusu bifurkécidszertien.
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4. dbra. A jellegzetes fazissikok



4. EGYENSULYIMOZGASOK ES STABILITASUK VIZSGALATA NEM KONZERVATIV ESET-
BEN

Nem konzervativ esetben, tehdt amikor a gordeszkas nem pontosan kozépen éll (¢ # 0), az egyensulyi helyek
ugyanott helyezkednek el a fazissikon, mint a konzervativ esetben. Mindez kovetkezik abbdl, hogy a (7) és (8)
egyenletek fiiggetlenek az a-t tartalmazé 6, paramétertSl. Fontos megjegyezni azonban, hogy az egyensilyi moz-
gdasok stabilitdsa fligg a gordeszkds gordeszkan 1év6 poziciéjatol.

Linedris stabilitasi vizsgalattal belathatd, hogy az egyenes vonali egyenletes mozgds csak akkor lehet aszimpto-
tikus értelemben stabilis, ha a deszkds a deszka geometriai kozéppontja elétt all, tehat a > 0 (1asd [2]). Amennyi-
ben a (13) feltétel teljesiil, mely elképzelhetd egy sebesség korlatnak, akkor a p—o fazissikon stabil fokusz, mig
a < 0 esetben instabil fékusz jelenik meg, a nyereg tipust egyensilyi helyzetek pedig véltozatlanok. Tehat a 3. ab-
rdn lathat6 stabilitdsi hatdrok nem véltoznak csak az egyes tartomanyokban 1év6 egyensulyi mozgdsok stabilitdsa
az a paraméter fiiggvényében médosul.

5. HATARCIKLUSOK LETEZESE

A fazissiknak egy egyszeresen Osszefiiggé vizsgalt tartomanyan létezik hatarciklus, ha az tigynevezett Bendixon
fiiggvény (B) elgjelet valt vagy értéke azonosan zérus. Ezen fliggvény a definicié alapjan szamithato:

a6 O
B = — 4+ — 18
a mi esetiinkben ez:
B(p,0) = —ay b, cos® ¢ . (19)

Ez a fiiggvény tetsz8leges o € R és ¢ € R esetén pozitiv csupdn a ¢ = 7/2 + km, k € Z diszkrét értékeknél vesz
fel nulla értéket. Tehat nem létezhet hatarciklus a teljes fazissikon, igy az altalunk vizsgélt tartoméanyon sem.

Ezzel belattuk, hogy nem csak a hamiltoni (konzervativ) rendszerben nem létezhet hatarciklus, hanem a nem
konzervativ esetben sem.

6. OSSZEFOGLALAS

A gordeszkazas globalis dinamikdjanak vizsgélata sordn belattuk, hogy a mozgéasokat csak az egyenstlyi mozga-
sok hatdrozzak meg, hiszen hatarciklus nem alakulhat ki. Megmutattuk, hogy 1étezik egy olyan, alacsony sebességi
tartomdny, ahol az egyenes vonald egyenletes mozgds az egyetlen egyensilyi mozgds és az stabil, ha a gordesz-
kds a deszka kozéppontja elbtt all. A gordeszkds szempontjabdl ez a legkedvezbb eset, hiszen ezen egyenstilyi
mozgas stabil marad tetszleges zavaras esetére is. Ezen tartomanyban tehdt nagy amplitidéval jaré mandverek
(példaul kikeriil6 mandver) is megengedettek. A sebesség novekedésével tovabbi egyensulyi helyzetek jelennek
meg, kovetkezésképpen, nagy zavardsok oldalsé egyensulyi helyzet (korpalya) koriili rezgésekhez vezethetnek.
Modelliink segitségével az is beldthatd, hogy minél magasabb a gordeszkds, tehdt ¢, paraméter minél nagyobb,
anndl kozelebb helyezkednek el a stabil egyensilyi helyzetet koriilvevd instabil egyensilyi helyzetek. Tehdt a ma-
gassdg novelése mind az egyenes vonali egyenletes mozgds stabilitdsdra, mind pedig a globdlis viselkedésre rossz
hatdssal van.

A 3. dbran lathaté stabilitasi térkép azt is megvilagitja, hogy a gordeszka hosszirdnyu sebessége eltérden befo-
lydsolja a gordeszka globdlis stabilitdsdt a kiilonbozd ¢, értékek esetén. Mig kis (, esetén a sebesség ndvekedése
globdlisan ront a stabilitdson, hiszen tovabbi egyensulyi mozgdsok megjelenését eredményezi, addig nagy ¢, mel-
lett az instabil egyenes vonald mozgast stabilizdlja.

Vizsgalatunk alapjan kijelenthetd, hogy 1étezik egy a stabilitds szempontjab6l optimalisnak nevezhetd sebesség-
tartomany, ahol az egyenes vonald egyenletes mozgés globalisan stabil. Sajnos ez az allapot azonban tetszbleges
paraméterek mellett nem biztosithato.

Koszonetnyilvanitas: A szerzok koszonetiiket fejezik ki az OTKA PD105442 projekt keretében kapott timogata-
sért. A kutatds részben a Bolyai Janos Kutatdsi Osztondij timogatdsaval késziilt.
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