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Tartalmi Kivonat

Jelen dolgozat a gazdasagi novekedést hivatott tanulmanyozni, matematikai modellek mod-
szertanan keresztiil. A vizsgalat fo célja az, hogy az eddig kevésbé szamitasba vett addicionalis
dinamikakat is figyelembe vevd, leheté legegyszeriibb kozgazdasagi modellt allitsunk fel.
Amelybél létrehozhat6 egy matematikai modell, aminek segitségével a gazdasag folyamatai fel-
tarasra Keriilhetnek.

A dolgozat olyan dinamikakra koncentral, mint amik azt irjak le, hogy a mar a gazdasag-
ban létezo t6kébol és munkabol hogyan lesz valoban kibocsatas, GDP, ezaltal jovedelem, mely
fontos tényezdje jolétnek. Ezalatt akar értheto a gazdasag fejlettsége is. Ezeket a dinamikakat
egy koncentralt paraméter segitségével igyekszik magyarazni, amely az id6késés lesz.

A vizsgalat az egyszerii neoklasszikus modellbdl indul ki, ezt béviti a mar emlitett dinami-
kakat modellezé uj paraméterrel, a késéssel, ezzel létrehozva egy késleltetett differencialegyen-
lettel operaléo matematikai modellt az eredeti kozonséges differencialegyenlethez képest. Ezzel
a megoldassal a modell maga folytonos marad, mely jol illeszkedik az eddigi modellek soraba.
Ezutan, a szakirodalombdl jol ismert egyszerii modellek is sorra Keriilnek, mint az exogén tech-
nikai haladassal bdvitett neoklasszikus modell, az AK modell, illetve a
Mankiw — Romer — Weil - modell.

A Kkésleltetett modellekbdl nyert eredmények a dolgozat soran Gsszehasonlitasra keriilnek
a késleltetést nem tartalmazoval. Ennek osszefiiggésében a modell azt eredményezi, hogy ezen
dinamikaknak akar nagy hatasuk is lehet, mind az egyensilyi kibocsatasra, mind a konvergen-
cia sebességre nézve. Ez a hatas, altalaban csokkenti az egyensilyi kibocsatast, illetve a konver-
gencia sebességet is, mégpedig annal nagyobb mértékben minél nagyobb a késés a modellben.
Azt, hogy novelheti-e az adott modell fiiggé, fontos az, hogy az amortizacio késleltetve vagy
azonnal jelenik meg. Dinamikus stabilitasvesztés csak az elobbi esetben léphet fel, vagyis kés-
leltetett amortizacio esetén. Ez a fajta stabilitasvesztés vezet stabil hatarciklus 1étezésé¢hez, mely
magyarazhatja a konjunktiaraciklusokat.

Ezzel részben magyarazni tudjuk a vilagban kialakulo jovedelmi diszparitasokat, hogy a
fejletlenebb orszagok miért rendelkeznek mas jovedelemszinttel, illetve azt is, hogy a konver-
gencia sebesség a méréseknek megegyezoen kisebb, mint amit a Solow—Swan-modell szolgaltat.
Ezenfeliil ha arra gondolunk, hogy a gazdasagi novekedés a 17. szazaddal bezaro6lag miért volt
szinte elenyész6 akkor ez is magyarazhato azzal, hogy a gazdasagi mechanizmusok akkoriban
jelentdsen lassabban mentek végbe, jelentésen tobb idét vett igénybe a téke osszegyiijtése, az
épitkezések is lassabban torténtek. Ezen paraméterekre a modell azt eredményezi, hogy az
egyensilyi helyzet is csekély, de az ahhoz tarté konvergencia is nagyon lassu, tehat a gazdasagi
novekedés szinte elenyészo.



Abstract

In this paper the economic growth is studied through mathematical models. The main goal
of the paper is to create an economical model what considers additional dynamics in economics.
After this a mathematical model is created from the economical one, with the help of it we are
able to discover these dynamics.

We consider dynamics like how the mechanism of existing capital and labour can imply
GDP, thereby incomes, which is a relevant factor of welfare. By this mean it can be the state of
development of the economy. This model describes these complicated dynamics with one con-
centrated parameter.

In our analysis, the Solow-Swan model is taken as a starting point. It had been amplified by
only one parameter, one so-called point delay, which one describes the already mentioned dy-
namics. This turns the Solow-Swan’s ordinary differential equation (ODE) model into a delayed
differential equation (DDE) model from mathematical point of view. The continuous property
has been kept, what is an advantage of this model. Then, the same improvement is made on
several simple models, for example: where the technology is introduced, or the AK model, or
the Mankiw — Romer — Weil model.

The results, which are given by the model, are compared to the original Solow-Swan
model’s same consequent. This dynamics, represented by the delay, can have a huge effect on
the steady-state level of GDP and on the speed of convergence. This effect means usually that
the steady-state level of GDP and the speed of convergence decrease as the delay increases.
Which means the better the economy, the lower the delay. But, in same setups, it may occur
that the steady state increases while the delay increases too. This phenomenon characterized by
the consideration of the amortization, whether it is delayed or not. One can find Hopf-bifurca-
tion only in the delayed amortization case. This dynamic stability loss can lead to a stable limit
cycle, what can explain business cycles.

The constructed model can explain the income disparities on the world, namely why several
countries have higher level of income than others. There is another result of this model, it can
predict less speed of convergence than the Solow-Swan model. It is also able to give an answer
for the question why there was not economic growth until the end of the seventeenth century.
If we take account, that the efficiency of the economy was poor at that time, thus the delay must
be big, this means the collecting of the capital took a long time. This model gives tiny steady-
state level of GDP and gives also small speed of convergence for big delay parameter.
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1. BEVEZETES

A gazdasagi novekedés egy mar régota kutatott téma a kézgazdaszok kozott, a 2007-ben kirob-
bant gazdasagi valsag 6ta még jobban felértékelddott annak fontossaga, hogy a gazdasagi ndvekedést
leirhassuk megfeleld modellekkel. Ezzel az olyan egyszerli modellek felértékelddnek, melyekkel

megfeleld pontossaggal le lehet irni a gazdasagi novekedést.

A gazdasagi folyamatokban akér jelentds hatést is okozhatnak azok a dinamikak, melyeket az
egyszerli modellekben a megfeleld matematikai kezelhetdség és az eredmények értelmezhetdsége
érdekében elhanyagolunk. Ilyenek lehetnek példaul azok, amelyeket elhanyagolunk akkor, amikor
azt feltételezziik, hogy a hatalmas tokeinjekciok (példaul FED Quantitative easing) azonnal kifejtik
hatasukat a gazdasdgban. Ezt a mechanizmust okozhatja a pénziigyi rendszer fejlettsége, vagy akar

onmagaban a gazdasag fejlettsége is.

Ezen dinamikék vizsgalata nagyon nehézkes, sokkal komplikaltabba tenné a leir6 modelljeinket,
mivel feltételezne még valtozokat, melyek ndvelnék a probléma méretét. Ennek az lenne a kdvetkez-
ménye, hogy a modell altal szolgaltatott eredmények mar-mar értelmezhetetlenné valnak. Ehelyett itt
egyetlenegy paraméterrel operalunk mindezek leirasara, egy késéssel, miszerint a gazdasagban 1&vo
toke és munka csak késdbb befolyasolja a kibocsatést, tehat késdbb érezteti hatasat. Természetesen

ezen meggondolas is bonyolit a modellen, de a magyarazo erejét nem vesziti el.

Ezen modellek alkalmasak lehetnek a konjunktiraciklusok magyarazatara, amennyiben a felalli-
tott modellekben taldlhatdo Hopf-bifurkacio (lasd Kuznetsov (1998)). Hiszen ilyen stabilitasi hatarok
mentén kialakulhatnak hatarciklusok, melyek lehetnek stabil, illetve instabil periodikus palyak.
Amennyiben az eldbbi eset all fenn, akkor az eredeti egyensulyi helyzet instabilla valik, és az 1d6-
fliggvény ezen érték koriil ingadozik. Ilyen jelenségek feltardsa a gazdasdgban egy aktivan kutatott
teriilet napjainkban, ezt bizonyitja, hogy szdmos publikacio 14t napvilagot ebben a témaban, a teljes-
ség igénye nélkiil 1asd példaul: Szydtowski (2003); Krawiec & Szydtowski (2009); Guerrini (2012c¢);
Bianca et al. (2013); Bianca & Guerrini (2014) vagy Ferrara et al. (2014). Ilyen hatarciklusok egy
dimenzids (egy fliggetlen valtozoval rendelkezd) kozonséges differencidlegyenletekben nem alakul-
hatnak ki, de az id6késés bevezetésével erre lehetdség nyilik. Az idokésés hatasara kialakuld stabil
hatarciklus megfigyelhet6 példaul az emberi egyenstlyozas egyszerti modellje esetében is (1d. Stépan
(2009)), emellett hasonl6 eredmények lelhetdek fel tobbek kozott a vadasz-préda modellben is (1d.
Faria (2001))

Ezen modelleknek 1étezik szakirodalma, mint példaul Asea és Zak (1997), ahol a vizsgalatokat a
fundamentalis egyenlettdl kezdik, nem pedig a gazdasagi modelltdl, amivel elfednek egyébként fel-
meriilé problémakat. Egy olasz szerzd, Guerrini (2012a) is felallitott egy ilyen modellt, melyben le-

vezeti a fundamentalis egyenletet is. Ezen publikacid esetén egy hiba keriilt elkovetésre a kalkulacid



soran, mely kihat a végkovetkeztetésre is, ezt a cikket a szerzé hivatkozza késdébbi irasai soran lasd:
Guerrini (2013a) és (2013b). Ez a szerz6 egy publikacidja soran (lasd Guerrini (2012c¢)) egy idOkés-
leltetett AK modellt is vizsgalt, de ebben az esetben is csak kozli a fundamentélis egyenletet, melynek

szarmaztatasa nem vilagos. Dolgozatomnak egyik motivacioja ezen eredmények tisztazasa.

Jelen dolgozat tdmaszkodik a Solow—Swan-féle modell ismeretére, lasd Barro et al. (2005) és
ezen feliil minimalis szinten tdmaszkodik az olvas6 matematikai alapjaira, azon beliil is a differenci-
alegyenletek elméleteire, 1asd Arnol’d (1992). Ez indokolja azt, hogy egyéb teriileteken a dolgozatban
részletesen kifejtem a Iépéseket, ahol ez mégsem lehetséges, ott feltiintetem a vonatkoz6 szakirodal-

mat.

A dolgozat 6 f6 egységre tagolodik. Az 1. fejezetben a téma fontossagat vettem gorcso ala, illetve
a motivaciomat fejtettem ki a dolgozat elkészitéséhez. A 2. fejezetben a legegyszeriibb neoklasszikus
modellek egyikén keresztiil keriil bemutatasra az id6késés hatasa, kiilonvéalasztva az azonnali és kés-
leltetett tokeamortizacio esetét. Az idokésés és egyéb paraméterek hatasat ugynevezett stabilitasi tér-
képeken, illetve diagramokon keresztiil szemléltetem az analitikus szdmitasok mellett. Ez a matema-
tikai reprezentacio nagy eldnye a dolgozatnak, hiszen igy egyszeriien lehet elemezni a bonyolultabb
struktarakat is. A 3. fejezetben az el6bb bemutatott modellt bévitem ki exogén technikai haladassal,
mig a 4. fejezetben az AK modelleket vizsgalom id6késés szempontjabol. Végiil az 5. fejezetben a
human tékével kibodvitett neoklasszikus modellt elemzem 1d6késés bevezetését is figyelembe véve,
melyet a 6. 6sszefoglalo fejezet kovet. Ezek mellett a dolgozat tartalmaz még két szamozott fejezetet,
mégpedig a 7. fejezetet, az irodalomjegyzéket, valamint a mellékleteket a 8. fejezet tartalmazza. Ide
kertiltek olyan 4brak, amelyek nem feltétleniil sziikségesek a dolgozat megértéséhez, de szemléltetik
az eredményeket, és igy nem torik meg a gondolatmenetet. Valamint 2 darab szamozott dsszefiiggés

is itt kap helyet, melyek méretiiket tekintve zavarnak a kovethetoséget.



2. A TOKEFELHALMOZAS MODELLJE

Ebben a fejezetben bemutatasra keriil a Solow- és Swan-féle neoklasszikus novekedési modell
lasd Solow (1956) és Swan (1956), vagy Barro et al, (2005) egy tovabbfejlesztett valtozata, illetve az

ezen modell alapjan meghatarozott eredmények.

2.1. Termelési fiiggvény idobelisége

Amellett nem kell érvelni, hogy a ndvekedési elméletekben felhasznalt termelési fiiggvény
Y(t)=F(K(t),L(1),A(t)) 2.1)
létezik, ahol Y/ (t) a kibocsatas, K (t ) a gazdasagban miikodé toke, L(t) a gazdasagban megtalalhato

munka mennyisége, valamint A(t) a technologia. Az alap Solow-modellel 6sszhangban feltételezziik,
hogy a termelési fiiggvény elsé fokon homogén a tokében és a munkaban, tehat

F(yK,yL,A)=yF(K,L,A), (2.2)
valamint a tokére és a munkara kiilon-kiilon a csokkend hozadékok elve teljesiil (K >0 és L >0 ese-
tén), vagyis

oF 0*F . OF 0*F
v v L 2.3
6K>O’aK2<O és 8L>0’ K <0. (2.3)

Ezenfelill az ugynevezett Inada feltételek is teljesililnek, melyek:

. (oF\ . (oF o o [OFY_ . (OF
hm(—j = hm(—j =0 & lim (—j = lim (—j =0. (2.4)
k-o\ pK ) 10\ oL K—o\ 0K ) L=\ OL

Az eddigieken kiviil feltételezziik a termelési fiiggvényrdl azt, hogy ha barmely termelési tényezd
(K, L) zérus, akkor a kibocsatas () is zérus.

Ezen feliil a modell figyelembe kivanja venni azt, hogy az adott termelési tényezok hatésa a ki-
bocsatasban csak késobb, adott id6 mulva jelentkezik. Tehat, ha a tékeallomany és munka értéke a £
idépontban van jelen, akkor a kibocsatas ¢+7, illetve £+7; idépontban jelenik meg a gazdasagban,
ezért valojaban

Y(t)=F(K(t-7),L(t-7,),A(1)), (2.5)
ahol
T, =[4T (2.6)

Emellett a feltevés mellett konnyen lehet érvelni, ha a tokét vessziik figyelembe. Hiszen, a kozott

a két id6pont kozott, hogy a téke megjelenik a gazdasagban, és a redlgazdasag folyamatai felépiilnek



(pl. a gyartas valdban elindul egy iizemben), id6 telik el. A modell soran azt feltételezziik, hogy ez az

ugynevezett idokésés, mind a tékében, mind a munkaban megjelenik.

2.2. Mozgasi egyenlet meghatarozasa
Tekintve azt, hogy a tékefelhalmozas hatasat szeretnénk vizsgélni, a levezetés soran a technolo-

giai szintet allandonak vessziik:
A(t)= 4,. (2.7)

Adottnak tekintve a népesség exogén novekedési titemét (n) , valamint kihasznalva a homoge-
nitasi feltételt, a termelési fiiggvény egy konnyebben kezelhetd alakra hozhato. Elosztva a (2.5)

egyenletet L( t) -vel kaphatjuk az

y(t)zF[K(t_T)- L(t—r) .L(t—rL) L(Z—Z'L) Aoj

) ) 2.8
L(i—7) Lit-,) L(1) ~ L(1) 29
Osszefliggést, ahol
Y(z)
= 2.9
y(1)=— 0 (2.9)
az egy fore esO kibocsatas. Bevezetve az egy fore esd tokét
K(1)
k(t)=—+= 2.10
()= 0 (2.10)
és
L(t—z'L) L(t—r)
A — . AL g G 2.11
#L(t) L(t) I”L(t) L(t—Z'L) ( )
fliggvényeket az egy fore esd kibocsatas az
y(t)=A, (0)-F(k(t=7)A., (£).1.4,) (2.12)

formara hozhato, ahol az £ ( ) fliggvény csak a tokétol fiigg, igy kaphatjuk az intenziv termelési fiigg-
vényt:

y(t)=A, (1)-f(k(t=7)-A.,, (1)). (2.13)

Lathato, hogy a (2.13) egyenletben a termelési fiiggvény csak a fajlagos tokétol fiigg, ezen leve-

zetés sordn azt hasznaltuk ki, hogy mind a technologia (a (2.7) 6sszefiiggés alapjan), mind a munkaerd

exogén mddon adott, és a dinamikajuk a kdvetkezo:

L(t)=nL(t) & A(t)=0, (2.14)



ahol a valtozok feletti pont az id6 szerinti derivalast jeldli.

A (2.14) differencidlegyenlet technologiara vonatkozod részének megoldasa mar szerepelt a (2.7)

Osszefliggésben, ahol A4, a kezdeti érték feladat kezdeti értékébdl hatarozhatjuk meg. Ugyanezen

egyenlet munkaerdre vonatkozd részének megoldésa:
L(t)=L,e", (2.15)
ahol a kezdeti munkét L, jeloli. Ezek ismeretében A, (1) és A " (1) szamithato:
—ny T _ (=)t
A, (1)=e", A, (£)=e""7", (2.16)

Tehat a harom aggregalt termelési tényezobdl kettonek a dinamikaja ismert, vagyis mar csak a
toke (fajlagos toke) dinamik4jat kell meghatarozni. A fizikai tékeallomany bdviilése megegyezik a

gazdasagban létesitett Uj beruhdzasok és a meglévo tdke amortizacidjanak kiillonbségével:
K(1)=1(t)-0K(t-7;), (2.17)
ahol [ a beruhazasok 0sszege, mig J az amortizacié mértéke, mely z; =47 idével kés6bb jelentkezik.

Ebben a modellben az egyszerliség kedvéért a beruhdzasok dsszege megegyezik a megtakaritasok
Osszegével [ =S, ahol S a megtakaritasokat jeloli. Konstans megtakaritasi ratat feltételezve a meg-

takaritasok egyenldk a mindenkori kibocsatas s héanyadaval:
S(1)=sY(). (2.18)

Felhasznalva a (2.18) egyenletet, illetve a beruhazasok és megtakaritasok egyenldségét a tokefelhal-

mozas egyenlete a kovetkezd alakba irhato:
K(t)=sY(t)-SK(t-7;). (2.19)
A modell fundamentalis egyenlete igy
k(t)=sy(t)-oN, k(t—7,)—nk(t), (2.20)
ahol
A, =em (2.21)

mivel

(2.22)

't:% d K(t) :K(t)_L(t) t—K(t)—n t
k(1) [L(t)} L(¢) L(t)k() ),

dr  dt
Felhasznalva a termelési fliggvény (2.13) alakjat, a fundamentalis egyenlet (2.20) tovabb alakit-
hato:
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k(t)=sA, f(k(t=7)-A, )=0N, k(t—z,)—nk(z). (2.23)

Ezzel mind a harom aggregalt termelési tényezd dinamikdja ismert, tehat a modell ismertnek

tekintheto.

2.3. Egyensulyi helyzetek meghatarozasa
Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban feltételeziink egy specialis termelési fliggvényt, az ugy-

nevezett Cobb — Douglas - féle termelési fliggvényt:
F(t)=AK" ()L™ (¢). (2.24)
Ezzel a (2.23) fundamentélis egyenlet a
k(t)=sAA, A7, k(t—7)=0N, k(t—75)—nk(?) (2.25)
alakra hozhato.
A termelési fiiggvényben (2.24) szereplé o paraméternek a csokkend hozadékok elve miatt (2.3)

O<a<l (2.26)

tartomanyba kell esnie, €s ha ez a feltétel teljesiil, az Inada feltételek (2.4) is automatikusan teljesiil-

nek, emellett az A paramétert pozitivnak feltételezziik.

A (2.25) differencidlegyenlet egyensulyi helyei kielégitik azt az algebrai egyenletet, ahol
k(Z)EO azaz k(t)Ek(t—T)Ek(t—To_)Ek*. (2.27)
Az igy kapott
0=sdA, Af, k*“—(n+5A, )k (2.28)

egyenletnek két megoldéasa k”-ra nézve a pozitiv valds szamok halmazan:
1

SAA  A“ jl—a

)

2.29
5Aﬂ5 +n ( )

ky=0 ¢és k :{
Ezek koziil kozgazdasagilag a relevans megoldas &, , mivel k, esetén nincsen t8kefelhalmozas, il-

letve a 2.1 fejezet feltevései szerint ekkor a kibocsatas is zérus. Természetesen ez egy megoldésa, igy

a kovetkezOkben megvizsgaljuk az egyensulyi helyzet koriili kis kitérités esetén a stabilitasat, de fi-

gyelmiinket ezek utdn a &, egyenstlyi hely vizsgalatara 6sszpontositjuk.

Mivel a A -val jelolt mennyiségek tartalmazzak az idékésést a (2.29) dsszefliggésben, igy el-
mondhato, hogy az egyensulyi t6ke mértéke valtozik a késés fliggvényében. A késés ndovekedésével

az egyensulyi helyzet értéke magasabb lehet az idokésést nem tartalmaz6énal, amennyiben:
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o <t (6+n)-ou,

. 2.30
(4, -1)(6+n) (230

Tehat az idokésés hatasa nem egyértelmiien meghatarozhato6. Biztosan nem 1étezik az eredeti egyen-

sulyi helyzetnél nagyobb egyensulyi helyzet idokésés esetén a modell feltételei mellett, miszerint «

pozitiv, ha

o
PRy (2.31)
L 5+n o)
¥ ln?l%J
B [%] i
100 —— a=0
~. oy 102
98 F \“.\‘ L o 11"3
g =101
~
96 | ~.
M 100
94 } Sig
~. 99
092 | x‘x_a 2/3
AN 98
\‘-
0 0.2 0.4 0.6 08 elal

0 0.2 0.4 0.6 0.8 7lal g 0.2 0.4 0.6 0.8 clal
(c) (d)

1. abra: A gazdasagilag relevans egyensulyi egy fore jutd tokéjének fiiggése az idokéséstol: (a) a munkaerd és az amor-
tizacio sincsen késleltetve; (b) a munkaerd nem, mig az amortizacio a tokével azonos mértékben késik; (c) a munkaerd
késik a tékével azonos mértékben, mig a az amortizacié nem késik; (d) mind a téke, mind az amortizacié késik.

Az 1. abran lathat6 a fajlagos egyensulyi toke az idokésés fliggvényében, tehat az egyensulyi

tokét a 0 idokésést tartalmazo modellhez képest vizsgaljuk, vagyis

k' = . (2.32)

Itt lathato, hogy az egyensulyi toke, ami nagyban meghatarozza az egyensulyi kibocsatast, Iényegesen
fligg o értékétdl, valamint a (2.30) és (2.31) Osszefiiggések altal meghatarozott modon kvalitativ

modon is fligg a munkaerd, illetve a téke késésétol.
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2.4. A trivialis megoldas linearis stabilitasa

A trividlis megoldas koriili kis megzavarasokra a linearis differencidlegyenlet a

k(t)=sAA, A7, lim (k™ (1=7))k(t—7)-0N, k(t—7,)—nk(t) (2.33)

AL k(=)0
alakra hozhatd, ahol a k(f—7) tag egyiitthatoja +oo, amennyiben s pozitiv és nr#-+00, mig a tobbi

komponensé véges, tehat a k, trivialis egyensilyi helyzet instabil.

2.5. A nem trivialis egyensulyi helyzet és a koriilotte 1évé dinamika

Ezen egyensulyi hely kortili linearis differencidlegyenlet a
(1) =ar(n+&/\%)K(f—l)—&/\%/{(f—yg)—mzc(f) (2.34)
alakra hozhato, ahol
k(f)=k(it)-k & T=t/t. (2.35)
A (2.34) linearis mozgasi egyenlet analitikus vizsgalata koriilményes, igy a tovabbiakban két

kiilonbozd alapesetet vizsgalunk. Els6 esetben tigy tekintjiik, hogy a toke a megjelenési pillanatatol

kezdve amortizalodik (z;=0), masodik esetben pedig azt feltételezziik, hogy csak attol kezdve, amikor

elkezd termelni (z;=7).

2.5.1. Stabilitas azonnali tokeamortizacio esetén
Amellett, hogy a toke megjelenésétdl kezdve amortizalodik, érvelni lehet a téke pénzbeli tartasa-

val. Hiszen az inflaci6 minden megtermelt pénzegységre hat. Ebben az esetben
s =0 (2.36)
¢s a (2.34) linearis differencialegyenlet a kovetkezOképpen egyszertisodik:
K'(f)=ar(n+8)x(f —1)—(n+8) (7). (2.37)
Késleltetett differencidlegyenletek (DDE) egyenstlyi helyzetei akkor, és csak akkor stabilak, ha
az 0sszes karakterisztikus exponensiik valos része negativ (lasd Stépan (1989)), akar a kozonséges

differencidlegyenletek (ODE) esetén. A (2.34) differencidlegyenlet egy a Hayes-féle egyenlethez ha-

sonld, igy a megoldasi modszer is hasonld, lasd Hayes (1950).

Ezek alapjan a karakterisztikus fliggvény
D(A)=A-ar(n+5)e*+(n+d)r , (2.38)
amelyet a

x(f)=Ce" (2.39)
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probafiiggvény linearis differencidlegyenletbe torténd behelyettesitésébol kaphatunk, ahol C és
A € C. A mar emlitettek alapjan adott paraméter értékek esetén az egyensulyi helyzet stabilitasa

eldonthet6 a
D(/”t) =0 (2.40)

karakterisztikus egyenlet gyokeinek valos résznek eldjeleivel. Kozonséges differencidlegyenleteknél
egy [ dimenzids elsérendii differencialegyenlet rendszernek pontosan / gyoke van, ez jelen esetben
1 gyokot jelentene, de késleltetett differencidlegyenletek esetén a karakterisztikus egyenlet egy ugy-
nevezett transzcendens egyenlet, melynek végtelen sok gyoke van, ezzel megnehezitve a szamitast.
Akkor valtozik a stabilitasa az egyensutlyi helyzetnek, ha a 4 komplex szamsikon egy valos
gyok, vagy egy komplex konjugélt gyokpar athalad a képzetes tengelyen. Amennyiben egy valos
gyok halad at, azt statikus stabilitdsvesztésnek, nyereg-csomo bifurkacionak nevezziik (saddle-node),

ekkor a karakterisztikus egyenlet:
D(0)=—ar(n+6)+(n+6)r (2.41)

ez akkor zérus (2.40), ha vagy a, =1, vagy 7(n+9) o = 0. Ezen esetekben egy valds gyok van
épp hatarhelyzetben, tehat ezt a hatart keresztezve 1-el valtozik az instabil gyokok szdma.

Amennyiben két tisztan képzetes gyok van hatarhelyzetben (Hopf-bifurkacio), tehat A =iw, ahol
we R*, a karakterisztikus egyenlet (2.40) egy komplex egyenlet, amelynek jobb oldalan 0 all, ez

csak akkor lehetséges, ha a valds (R) €s képzetes (S) rész is zérus:

R(w)=1(n+8)—ar(n+5)cos(w) =0,

S(w)=w+ar(n+5)sin(w)=0. (2.42)
Ebbdl az egyenletrendszerbdl kifejezhetd
o = 1
e (2.43)
r(n+5), =- ©__

" tan(w)
amely o fliggvényében egy gorbe az a - 7(n+6) sikon. Ez a gorbe lathato a 2. dbran az instabil

gyokok szamanak feltlintetésével egyiitt, melyeket a

”

.S (-1) sgnR(O'j)+%(—l)r sgn R(0) (2.44)

J

N =

N | =

Osszefiiggesbdl lehet meghatarozni (Stépan, 1989, 23), ahol N az instabil gyokok szama és o,

j=1.r jelolik az § =0 egyenlet nem negativ valos gyokeit.
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A 2 4bran sziirkével van jelolve a stabilis tartomany,illetve ki van fehéritve az a rész ahol a (2.26)
& -ra vonatkozd korlatozé feltétel miatt nem is johetne szdmitasba. Tehat a valds paramétereket fi-

gyelembe véve azt mondhatjuk, hogy ez az egyensulyi helyzet stabilis ha

O<a<l é (n+6)>0, (2.45)

pozitiv késleltetést 7> 0 feltételezve. A (2.45) feltétel megegyezik a késleltetést nem tartalmazo mo-
dell ennek megfeleld egyensulyi helyzetének stabilitasaval (ebben az esetben a két sik negyed teljes
egészében stabilis lenne), tehat a feltételes konvergencia jelensége itt is fenn all. A 2. dbran még a
késéssel dimenziotlanitott berezgési frekvencidk is feltiintetésre keriiltek. A stabilitasi térkép nume-

rikusan is meghatarozasra keriil szemi diszkretizacio segitségével, lasd Insperger et al (2011).

4 ]
| 5
4 I.'
o /
7 .'I R
o | 3
2 / =0, SN &)
2 / .St ~,
/ 0 NG
0Ty < stabil :
= | =0, SN
=0
T 0 w-—»ﬂ:lr:’. -
s P
& 1 /’/..
>3
22 )
P instabil i
5
o
2 3
~
-]
%;) 4
5
4 -2 0 1 2 4

2. dbra: A ki" egyensulyi helyzet stabilitdsa azonnali t6keamortizaci6 esetén, ahol a sziirkitett tartoméanyok stabilak, a
fehéren hagyottak pedig instabilak. A tartomanyokba irt szamok az instabil karakterisztikus exponensek szamat mutat-
jak

Ennek értelmében levonhato az a kovetkeztetés, hogy a termelési fliggvény késleltetése az egyen-
sulyi helyzet stabilitdsdban nem jatszik jelentds szerepet, az egyensulyi helyzet csak statikusan ve-

szitheti el a stabilitasat, azaz nem létezik hatarciklus realis paramétervalasztas esetén.
Természetesen az eddig egyiitt kezelt r(n+5) kifejezésbol egyértelmiien kifejezhetd a noveke-

dési litem 71, igy az Osszes kritérium atfogalmazhat6 erre a mennyiségre, valamint a stabilitasi térkép
is megrajzolhato, immar sziikséges értéket ad az amortizacionak, illetve az id6késésnek. A stabil tar-
tomany igy az a€(0;1) és ne(-5;) intervallumba esik, amelyet csak statikus (SN) bifurkécios vo-

nalak hatarolnak, tehat dinamikai (Hopf) stabilitdsveszités nem johet létre.
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Ezen modell egy egyszertsitett valtozatat hasznalta Guerrini (2012) is az id6késés vizsgalatara
(ebben a modellben a szerzd eltekintett az amortizaciotol, tehat o =0), ebbdl a modellbdl a szerzd
hibasan azt a kovetkeztetést vonja le egy rossz egyensulyi helyzet vizsgélatanak kovetkezményeként,
hogy létezhet dinamikus stabilitdsvesztés is. Ennek a megallapitasnak a céfolata leolvashat6 az 2.
abrarol.

Ahhoz hogy a késdbbi térképekkel dsszehasonlithato legyen az 2. dbran lathat6 stabilitasi térkép
attranszformalhatd, az a—n térbe, a vizszintes statikus stabilitdsvesztési hatar eltolodik —o -hoz, il-

letve atskéalazhato a fliggdleges tengely az idokéséssel. Az ehhez tartozo stabilitasi hatarok egyenletei:

1 & w . (2.46)

2.5.2. Konvergencia sebesség azonnali tokeamortizacio esetén
A konvergencia sebesség linearisan kertiil kozelitésre a jelen dolgozatban, tehat a (2.37) késlelte-
tett linearis differencidlegyenlet hasznalhat6 (Dombi, 2014, 42). A differencidlegyenlet megoldasa

felirhato a
x(7) =iq e (2.47)
i=1

alakban, ahol a 2, karakterisztikus exponensek a (2.40) karakterisztikus egyenletbdl hatarozhatoak

meg, mig a ¢, e Ckonstansok a kezdeti feltételbdl, valamint abbdl, hogy a & (T ) fiiggvénynek valos
értékiinek kell lennie.
A 1 = p+iw komplex karakterisztikus exponensek pe R a (2.40) karakterisztikus egyenlet

megoldasai, amely ebben az esetben is szétszedhetd valds €s képzetes részre:

—ar(n+do)e’cos(w)+7(n+5)=0,
p-ar(mt8)e” cos() +e(n+0) o
w—ar(n+d8)e”sin(w)=0.
A valos részre vonatkozo egyenlet megoldhato grafikusan is (lasd 3. abra). Ha @ # 2/x , ahol
[ € Z , akkor a cos(w) kifejezés mindig kisebb mint 1, tehat a legnagyobb p megoldast (a legkisebb
abszolut értéki megoldast) akkor kaphatjuk, ha @ = 2/7 . Ezek koziil csak az w=0 elégiti ki a (2.48)

egyenletrendszer masodik egyenletét.
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at(n+d)cos(m)e’

T(ni d)_

at(n | §)cos(w)
—
- —
» /1]

— .
~  Tnto)ytp

3. abra: A karakterisztikus egyenlet valds részének megoldasa grafikusan

A (2.47) megoldasfiiggvénybdl, csak a legnagyobb valos részii (legkisebb abszolut értékil) ka-
rakterisztikus exponenst vessziik figyelembe, hiszen a mozgasbdl a tobbi megoldas gyorsabban ki

fog halni, tehat

k()~Ce". (2.49)

Ez eddigiekbdl kovetkezik (a):O) ,hogy 1, = p, e R tehat differencidlegyenlet atalakithato a

KE_E) :a(n+§)Cl ept"—p_(n+§)C'l e =(ae*p—1)(n+§)erf Z(aefp—l)(n+5)x(f)(2,50)

formara kétszer felhasznalva a (2.49) 6sszefiiggést, tehat
£ (7)
L_=(ae’-1)(n+5). (2.51)

w(f)

Visszatérve az eredeti valtozokhoz (k(t), 1) a(2.51) Gsszefiiggés tovabb alakithato, és a konver-

cres

P10

ok et ) d). 252)

el

Tudjuk, hogy ebben az dsszefliggésben p egy negativ valos szam, tehat e ™ egy pozitiv szam.

Ennek kdvetkeztében az mar megallapithato, hogy az idokésés a rendszerben kisebb egyenstlyi hely-
zetet eredményez, valamint kisebb konvergencia sebességet is. Latszolag noveli az o paraméter ér-
tékét, vagyis a fizikai tOke részaranyat, ami a tal nagy konvergencia sebesség egy kritikaja volt az
alap Solow - modellnek.

Tovéabbiakban azt vizsgéaljuk meg, hogy ez az idokésés kvalitative mekkora kiilonbséget ad a

késést nem tartalmazo alap modellhez képest. Ehhez el6bb meg kell hatarozni az elsd karakterisztikus
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exponenst () a (2.48) egyenletrendszer elsé egyenletébdl w=0 esetén. Jelen esetben szamunkra
fontosabb az igynevezett karakterisztikus gyok, illetve annak is a reciprokjanak meghatarozasa

uli=e ", (2.53)

hiszen a konvergencia sebesség meghatarozasaban (2.52) az a kifejezés szerepel. Ezzel a (2.48)

egyenletrendszer elsO egyenlete atirhat6 a
—ln(ugl)—ar(n+5)y;1+r(n+5)=0 (2.54)

alakra.
Természetesen a (2.54) egyenlet nem oldhaté meg zart alakban, de ahhoz hogy a paraméterfiig-

gést megdrizhessiik linearizalhatjuk a (2.54) egyenletet ' =1 koriil, hiszen ha p kicsi, akkor

1" kozel 1. Véve az In ( ,u‘l) Taylor — sorat, 1 koriil

tn (") = (s =1) =5 (1" =1+ 3 (" =1) + 0" (s 1) (2.55)

kozelithetjiik a természetes alapt logaritmus fiiggvényt. Ezt a sort csonkolhatjuk a tetszéleges tagok-
nal, természetesen ebben az esetben polinomokat fogunk kapni, igy negyed rendii polinomnal na-
gyobbat nem érdemes meghagyni, hiszen annak mar nem Iétezik zart alaki megoldasa. Tekintve azt,
hogy mi a lehet6 legegyszerlibb, de még a kelld paraméterfliggdséget tartalmazd megoldast kerestink,

csak a linedris tagot tartjuk meg, tehat:
(g )= (p,' -1). (2.56)
Ezzel a (2.54) egyenletbl u ~' kifejezhetd:

1+T(n+5)
l+ar(n+9)

-1 _ _—p
M, =€

112

(2.57)

A késleltetés hatdsat a konvergencia sebességre gy vizsgalhatjuk, hogy a (2.52) 6sszefiiggésben

meghatdrozott sebességet aranyositjuk az idékésést nem tartalmazé modell sebességével:

. 1+7(n+6)
ppota _mae?)nrd) | rarned) 1
A5 —(1—a)(n+5) -« 1+ar(n+5)
=0

Errdl lathatd, hogy késleltetés nélkiili esetben (2’20) ez a hanyados pontosan 1-et ad, amit el is

varunk a modelltél. Valamint az is jol 1atszik, hogy novekvd késleltetés mellett ez a tort egyre kisebb
értéket vesz fel, tehat a konvergencia sebesség lassul. Ez lathat6 a 4.(a) abran kiilonb6z6 o paramé-
terek mellett, n+0 =0.06 év esetére.

A konvergencia sebesség a (2.56) linearis kozelitéssel:
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P (I-a)(o+n)

— _ 2.
“ Nt ar(5+n) (2.59)

Természetesen numerikusan a (2.56) lineéris kozelités nélkiil is meghatarozhat6 a konvergencia se-
besség.
A steady-state allapothoz kozel a kibocsatas kozelitését a A, segitségével felirhatjuk, ehhez venni

kell a (2.13) egyenlet id0 szerinti derivaltjat. Felhasznalva a (2.16) eredményt kaphatjuk a

%y(t) =y(t)=e" afa(kk(gt__:))) dr (:h_ 7)_ e f(k(t—1))k(t-7) (2.60)

Osszefliggést, ahova k (t - 2') kifejezéséhez hasznalhatjuk a (2.23) fundamentalis egyenletet:
()= f(k(t=7))(se™ f(k(t-27))=(n+3)k(t-7)) . (2.61)

Véve az y(l) fiiggvény els6 foku Taylor-sorat & (t ) =k Koriil:

y(Q;yH% (k(t)_k;)+6lf{z(i)r) *(k(t—r)—kl*)+$(_27)

K ki k

(k(t-20)-K), (2.62)

ahol természetesen ), = 0, hiszen egyensulyi helyzetben a kibocsatas nem valtozik, valamint

228 -0 (2.63)
81?2;(?1) =e" (f”(k(t_r))(sew f(k(r=27))=(n +5)k(t_T))_f’(k(t—r))(n+5)) (2.64)
ak?fgt;r) =S (R (se S (k(1-20))), (265)

a (2.64) és (2.65) osszefiiggések kiértékelve az egyensulyi helyen:

85(?;1) - () (se £ (K)~(n+ 80K ) - 1K ) (n+5)) (2.66)
azjy;(—t;‘r) = k) (se s (k). .67

A (2.62) 6sszefiiggés felhasznalva a (2.63), (2.66) és (2.67) eredményeket, valamint azt, hogy az
egyensulyi helyzet definicigjabol kdvetkezden
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se" f(k)-(n+5)k =0, (2.68)
ezen feliil felhasznalva azt is, hogy a steady-state kizelében
L) k(t-2)=k)=y()-» ¢ f(k)(k(t-20)-K)=y(t-7)-y  (2.69)
a GDP/f6 érték valtozasara a
y(t)=e" (a(n+ ) (y(t—7)=¥ )= (n+8)(¥(1)-¥)) (2.70)

kifejezés adodik. Ez egy a (2.34) egyenlettel formailag teljesen megegyezd mozgasi egyenlet — itt
is be lehetne vezetni a (2.35) mintdjara egy 0j valtozot, melytdl itt eltekintiink. Abban kiilonbozik,
hogy itt minden egyiitthaté meg van szorozva a e kifejezéssel, tehat a (2.49)-hez hasonlé kozeli-

téssel:
p(t)==2(y(t)-»). A =e" AL (2.71)
Ezzel a konvergencia sebesség a kibocsatasra nézve, illetve annak becslése:

_ (-2 +n)

l+ar(5+n) @72)

A :e_”’(l—ae_p)(n+5), y, =4,

A karakterisztikus exponens linearis becslésével kapott, a kibocsatasra vonatkozé konvergencia

sebesség, kiilonboz6 paraméter beallitasok mellett 1athaté a 4.(b) abran, ahol n =06 =0.02.

ALTI] =0 A1)
1.00 ~— 1.00 ;
T~ 099 |
0.99 SO>S 1
.. — =153 0.98 |
~ — I
008 . ~ 097 | ‘ -
. \,\‘ 0.96 | . H__‘(,t=]f3
L ~ . I ~ T
0.97 \“\ a=2/3 0.95 5 \\,\ a=2;’3h
RN 0.94 | N
. . ST a I ~.
02 04 0.6 0.8 i ool 02 04 06 08 i tlal
(a) (b)

4. abra: A késleltetés konvergencia sebességre gyakorolt hatasa; (a) a fajlagos t6kére vonatkoztatva, (b) a fajlagos GDP-
re vonatkoztatva

A 4. 4bra alapjan elmondhat6, hogy fél éves késés esetén kozel 2 % az eltérés a tékére, mig 4 %
a kibocsatasra nézve, a konvergencia sebesség késést tartalmazo, illetve nem tartalmazoé kifejezése

kozott. Hossz tavon mar ez is jelentds kiillonbségeket okozhat.
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2.5.3. Stabilitas késleltetett amortizacio esetén

Ebben a részben azt feltételezziik, hogy a termeléshez hasznalt eszk6zok csak akkor amortiza-

l16dnak, ha termelnek is, tehat 7;=r, vagyis

u;=1 és A, =e™ (2.73)

Hs

ami alapjan a (2.34) linedris differencidlegyenlet a kdvetkez6 alakra egyszerusitheto:
K’(f)Z((a—1)5[\”51'+0H’lT)K'(tN—1)—TnK'(t~) . (2.74)
A stabilitasvizsgalathoz sziikséges karakterisztikus fliggvény késleltetett amortizacid esetén
D(l)zﬂ,—((a—1)5A#a_r+anr)e'ﬂ+rn (2.75)
modon néz ki. Statikus stabilitdsvesztés (SN), tehat akkor alakul ki, ha a
D(A=0)=(1-a)(6A, +n)z (2.76)
kifejezés éppen nullaval egyezik meg. Vagyis az a, = | hatar szintén hatar lesz, ahogy az az azon-

nali tOkeamortizacio esetét vizsgald modellnél volt, de a masik hatdrvonal némileg megvaltozik

T (n +0oe "™ )SN = 0, melynek még fontos szerepe lesz.

Dinamikus stabilitasi hatarok vizsgéalatdhoz most is sziikség lesza D (la)) =0 komplex egyenlet
valos (R ) és képzetes (S ) részére:

R(w)= rn—((a—l)5Aﬂé_r+anz')cos(a)) =0,

(2.77)
S(w):= a)+((a -1) SN, T+ anr) sin() =0.
Ebbdl kifejezhetdek a stabilitasi hatarok
(a—-1)oA Tant=- .a) ,
: sin w (2.78)
)
Th=— ,
tan w

ami szintén egy gorbe ezen paramétersikon (lasd 5. dbran). Ezen az dbran megfigyelhetd, hogy a
stabil tartomanyt egy dinamikus (Hopf) stabilitdsvesztési hatar is kdzrezarja a statikus mellett, tehat
van arra esé¢ly, hogy dinamikus stabilitasvesztés 1épjen fel, ami oszcillacidhoz vezet, tehat képes lehet

magyarazni a konjunkttraciklusokat.
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10
stabil
0
5
1
=0
S 4
S =0, SN _ _
instabil
-10 | I
-10 -5 0 5 10

(a— 1DoA,t+ ant [1]

5. 4bra: A k" egyenstlyi helyzet stabilitasa késleltetett tékeamortizacio esetén, ahol a sziirkitett tartomanyok stabilak, a
fehéren hagyottak pedig instabilak, a tartomanyokba irt szimok az instabil karakterisztikus exponensek szamat mutatjak

Az egyes paraméterek vizsgalatdhoz a hatarokra vonatkozo (2.78) 0sszefiiggéseket at kell fogal-
mazzuk a toke részaranyara (& ), és a munkaerd ndvekedési litemére (n), igy a kapott térképek 0sz-
szehasonlithatdak lesznek az azonnali tékeamortizacio vizsgalata sordn kapott térképpel. Ehhez sziik-

séges a ¢s n kifejezése a (2.78) Osszefliggésbodl, mely komplikaltabb, mint az azonnali tdkeamorti-

@
wtan| —
(2j

ny ()7 + Sre @’ (2.79)

0]

zacio esetén:

oy =1-

rtan(w)

Mindezek mellett a statikus stabilitdsvesztéshez tartoz6 hatarokat is at kell fogalmazni o -ra és n-re,
ami zart alakban nem oldhat6 meg, de feltételezve azt, hogy a nr szorzat kicsi, linearisan kereshetiink

megoldast. Az igy kapott hatarok:

oy =1,
S (2.80)
A =——,
NS —1
emellett az is megmutathat6, hogy a munkaerd ndvekedési litemére vonatkoz6 statikus stabilitasi fel-

tétel nem ad megoldast, amennyiben
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> (2.81)

Ez ad a (2.80) kozelitésre egy hasznalati korlatot.

Ebbdl kovetkezik, hogy az Inada feltételek altal szabott korlatokon belill (0 <« <1) a vizsgalt
egyensulyi helyzet, csak akkor tudja elvesziteni a stabilitdsat dinamikusan, ha az nre vonatkoz¢ sta-
tikus stabilitdsvesztési hatar nem létezik, tehat a (2.81) 0sszefliggés igaz. Amennyiben ez nem telje-

stil, akkor jobbrdl és ballrol is statikus stabilitdsvesztési hatar Ovezi a stabil tartomanyt (lasd 6. abra).
Az 6. abran jol lathato a két kiilonbozd eset, illetve az is megfigyelhetd, hogy a (2.80) linearis
kozelités is megfeleld.
Mindazonaltal meg kell jegyezni azt, hogy redlis feltételek mellett nem jelenhet meg dinamikus
stabilitasvesztés (Hopf-bifurkacio), hiszen 6 =0.02 1/év amortizacidohoz tobb, mint 7=18 év késés

tartozna, ami a mai gazdasdgban nem tekinthetd reélisnak.

0
a , stabil ) 1
=
=0 SN,
= ‘ N
instabil [~ or-1 =0, SN /9/,
iy | 5
instabil Ra
-4
2 3
4 2 0 1 2 4
al] a[1]
(a) (b)

6. abra: A k" egyenstlyi helyzet stabilitasa késleltetett tékeamortizacio esetén, ahol (a) dbra azt az esetet mutatja, ami-
kor 1étezik dinamikus stabilitasvesztés, 0=0.5 1/év és =1 év, (b) pedig azt, amikor nem létezik ilyen a vizsgalt tartoma-
nyon beliil, =0.5 1/év és =0.5 év

2.5.4. Konvergencia sebesség késleltetett amortizacio esetén
A linearisan kozelitett konvergencia sebességhez, ebben az esetben is a karakterisztikus egyen-
letet kell vizsgaljuk, egy altaldnos megoldas esetén, ahol a komplex egyenlet szintén szétvalaszthato
valos €s képzetes részre:
p—((a—l)é‘A%ﬁLanr)e’p cos(w)+7n=0,

(2.82)
a)+((a—1)5A%r+anr)e"’ sin(w) =0,
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ahol p a A karakterisztikus exponens valds, mig @ a képzetes része.

Pozitiv munkaerd ndvekedési iitem esetén konnyen belathatd, hogy a 2.5.2 fejezetben bemutatott
modszer jol hasznalhatd, mig negativ ndvekedési litem mellett ez komplikaltabb. Feltételezve azt,
hogy csak a 0 <a <1 intervallumot vizsgaljuk kicsi #, illetve & esetén hasonld eredményre jutha-

tunk. Igy a konvergencia sebesség linearis kozelitése ebben az esetben:

. (a—l)(&e‘”’ +n) AL 1 (56‘”’ +n)

C’l:1+(a—1)§e‘”’r+anr 1+(a=1)6c " r+ant (5+n) (2.83)

természetesen 7 =0 értékre ez is szolgaltatja az eredeti Solow - modelbdl szarmazd konvergencia

sebességet.

Ebben az esetben megfelelden kicsi @ esetén a konvergencia sebesség novekedhet a késést nem
tartalmazo Solow - modellhez képest, de 1étezik megfelelden nagy toke részarany, a hasznalt realisz-
tikus paraméterek mellett, példaul « =1/3 ilyen, amire az id6késés novekedésével a konvergencia

sebesség lassul. Megfigyelhet6 az is, hogy 7—> esetén AL — 0.

2.5.5. Azonnali amortizacio és késleltetett amortizacio 6sszehasonlitasa
Lathattuk, hogy az egyensulyi helyzetet befolyasolja az idokésés mértéke, illetve az sem mind-
egy, hogy milyen az ardnya a munkaer6 és az amortizacio késésének, vagy éppen az o értéke mek-
kora. Léteznek olyan, a modell altal nem kizart paraméter valasztasok, ahol az idokésés novekedesé-

vel a fajlagos munka értéke novekszik, tehat a gazdasag jobban teljesit.

0.08 - 0.08 -
0.06 - 0.06 - 1
1
= 0.04 = 0.04 1
= 002} = 002
0F ok
-0.02 -0.02
! =0, SN 0 | =0, SN 0
—0.04 instabil —0.04 - instabil
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1
a[1] a[l]
(a) (b)

7. dbra: A ki" egyensilyi helyzet stabilitasa (a) azonnali és (b) késleltetett tékeamortizacid esetén realisztikus paraméte-
rekre, 6=0.02 1/év és =1/4 év

Annak ellenére, hogy a késleltetett tdkeamortizacio esetén létezik dinamikus (Hopf) stabilitas-
vesztés, realisztikus paraméterek mellett ez nem fordul eld, hiszen 2%-o0s amortizacidé mellett 18.39

évnél magasabb idékésés lenne sziikséges ahhoz, hogy ez el6forduljon. A 7. abran lathatdéak a nem
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trivialis egyensulyi helyzethez tartozo stabilitasi diagramok késleltetett, illetve nem késleltetett toke-
amortizacié esetén. Ezen abrazolasi tartomany mellett a kiilonbség mindenképpen vonalvastagsag

alatti, igy elhanyagolhatonak tekinthetd.

Konvergencia sebességek esetén nem egyértelmi a kép, mig azonnali amortizacid esetén a kon-
vergencia sebesség csokken, ugy késleltetett amortizacio esetén ez a toke a termelésben 1év0 részara-
nyatol fiigg. Ezen mutatdk is megvizsgalhatoak redlis paraméterekkel, amibdl kidertil, hogy 1ényegi
kiilonbség ezen a téren sem adodik a kiilonb6zé modellek kdzott. Az egyértelmiien kijelenthetd azon-
ban, hogy késleltettet amortizacio esetén a konvergencia sebesség gyorsabb, mint azonnali tékeamor-
tizacio esetén. Ez konnyen belathato, novekvd gazdasag esetén, hiszen ilyenkor mindig kevesebb toke

amortizalodik, mint a masik esetben, ezért gyorsabban tart az egyenstlyi helyzet felé.

A 8.1. mellékletben talalhatoak numerikus szimulacidk a tékére vonatkozdan, amelyek csak és
kizarolag illusztracids célokat szolgédlnak a kiilonb6z6 esetek bemutatasara. Példaul ilyen a hatarcik-
lus létezése. A numerikus szimulaciok Wofram Mathematica 10 szoftver NDSolve nevii beépitett

fliggvényének felhasznalasaval késziiltek.
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3. TECHNIKAI HALADAS

Ebben a fejezetben a ndvekedéspolitika irodalmahoz hasonldan kiterjesztésre keriil az eddig be-
mutatott modell, a technolédgiai fejlodésének egy egyszerii figyelembevételével (az egész fejezetben

Barro et al (2005) konyvét veszem alapul, melyet kiterjesztek késleltetett esetre is).

3.1. Technolégia figyelembevételének lehetoségei

Ha feloldjuk azt a megkotést, miszerint a technoldgia (T (t)) szintje alland6 az idében, akkor

vizsgalhatjuk a hatdsat is. Az egyszertiség kedvéért a technoldgiat kiviilrél adott valtozonak tekintjiik,
tehat a technologia fejlédése fliggetlen a mind a tdke, mind a megtakaritas, és foként a beruhdzasok,

illetve a népesség alakulasatol is.

Ezaltal a technoldgia fejlédése termelési fiiggvényen keresztiil vehetd figyelembe. Az tigyneve-
zett semleges technologiai fejléddéshez harom kiilonb6z6 definicidé kothetd, idérendi sorrendben
Hicks (1932), Harrod (1942) és Solow (1969). A tovabbiakban nem kronolédgiai sorrendben haladunk,
mivel belathatd, hogy a steady state létezésének kikdtésével, a tobbi modell is visszavezethetd

Harrod-éra.

3.1.1. Harrod - féle semlegesség
Harrod akkor nevezi a fejlddést semlegesnek, ha adott téke - kibocsatas arany mellett a relativ

bementi részesedések allandoak maradnak, azaz:

K-F,

=4ll, (3.1)

i)
Robinson (1938) és Uzava (1961) megmutatta, hogy ez a megkotés atfogalmazva a termelési fligg-
vényre az alabbiian néz ki:
Y=F(K,L-T) . 3.2)

Ezt az alakot masképpen munka - ndveld technoldgiai fejlddésnek nevezziik, hiszen ebben az esetben

a technolodgia szintje (7) a munka szorzdja.

3.1.2. Hicks - féle semlegesség
A legkorabbi modell azt feltételezi, hogy adott téke-munka ardny esetén a hatartermékek valto-
zatlanok maradnak a technologia valtozéasa esetén is. Ezen elgondolas mellett a termelési fiiggvény a

kovetkezOképpen alakul:
Y=T-F(K,L) . (3.3)

Amennyiben a technoldgia novekedési iiteme adott
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T(t)=x>0 (3.4)

belathato, hogy konstans ndvekedési iitemet a tdkében akkor kaphatunk, ha a Cobb-Douglas termelési
fiiggvényt hasznaljuk. Ez a feltétel nem korlatozza tovabbi vizsgalatainkat, hiszen eddig is ezt a meg-
kozelitést hasznaltuk. Amennyiben viszont egy ilyen specialis termelési fliggvényre szikitjiik a vizs-

galatot, akkor megmutathatjuk, hogy a (3.3) termelési fliggvény atirhat6 a
Y = (konst)TK “L"™* = (konst)K * (eﬂ’L)Hz (3.5)

alakba, ahol

X

B = (3.6)

l-a
Tehat ilyen feltevések mellett is haszndlhatjuk a (3.2) termelési fliggvényt, azzal a kiilonbséggel,

hogy ebben az estben a technologiat modellez6 valtozo ndvekedési liteme nem X, hanem g, .

3.1.3. Solow - féle semlegesség
Ez az alapvetés keriilt publikalasra a legkés6bb. Akkor nevezi a technolédgiai fejlodést semleges-
nek, ha adott munka - kibocsatas arany mellett, a relativ bementi részesedések allanddéak maradnak.

Ez azt eredményezi, hogy a termelési fliggvény
Y:F(K-T,L) (3.7

alaku. Ezt tehat masképpen téke noveld technoldgiai fejlédésnek is nevezhetjiik, hiszen itt a techno-
logia a téke szorzdja. Ebben az esetben is belathatd, hogy csak a Cobb-Douglas termelési fiiggvény

hasznalhato. Ez ebben az esetben is (3.5) alaktl, azzal a kiilonbséggel, hogy itt az x ndvekedési litem

helyett:
B, = l‘i ’; (3.8)
kell haszndlni.
Itt megjegyzendd, hogy tetszdleges
Y=F(K-B,L-A), A=¢", B=¢" (3.9)

termelési fliggvény esetén belathato, hogy ha z # 0, akkor csak a Cobb-Douglas termelési fliggvény

hasznalhato, hogy a tékére allandd ndvekedési litemet kapjunk, amely elvaras ezektdl a modellektol.

Minden ilyen termelési fliggvényhez talalhato egy vele ekvivalens ((3.5) alaku)
Y = (konsK “ (e”'L) ", (3.10)

amely akkor megfeleld, ha S, -t
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alakban valasztjuk.
3.2. Mozgasi egyenlet meghatarozasa

Ebben a megkdzelitésben a modellt leiré mozgasi egyenlet a tokére vonatkozoan megegyezik a

2. fejezet (2.19) egyenletével:

K(t)=sY(t)-6K(t-7;) , (3.12)
ezen feliil természetesen mind a munka, mind a technoldgia dinamikaja is ismert:

L(t T (t

L, o IO (3.13)

n =
L(7) T (1)
Jelen esetben viszont nem a munkara eso tokét vezetjiik be, hanem az egységnyi effektiv munka-
erore eso tokét:
: k()

O~ ore

Tehat a (3.12) egyenlet mind két oldalat el kell osztani a munka és toke szorzataval. Ebben az esetben

(3.14)

a bal oldal a kovetkez6képp alakul:

KO f ey n)i(0) (3.15)

L(1)T (1)

mig a jobb oldal els6 tényezdje:

-0 5 :F( K(t-7) L(t—rL)T(t)]:AﬂL Flke-oA,,) . (3.16)

L(1)T( L()T ()" L(1)T(2)
ahol
Ry, = e o (3.17)
és a masodik tényezd pedig a
f((t’);f('; ; —k(t-7,)A, (3.18)
médon alakul, ahol
A, =gl (3.19)

Itt 1athato, hogy a technologia azonnal (késés nélkiil) jeleneik meg az egyenletekben. Emellett

azzal lehet érvelni, hogy a technologia (informécid) terjedése nagyon gyorsnak tekinthetd, igy ez
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minden gazdasagi szerepléhoz eljut végteleniil gyorsan. Természetesen ez a kép arnyalhat6, mely

tovabbi vizsgalatok targyat képezheti.

Ebben az esetben a mozgasi egyenlet a kovetkezd formaban irhat6 fel:
k(6)=sA,, £ (A, k(t=7))=oA, k(t=7,)~(n+x)k(r) , (3.20)
mely a Cobb-Douglas termelési fiiggvényt felhasznalva:

k()= sA, Ae, k*(t-1)=0A, k(t-r5)—(n+x)k(r) . (3.21)

3.3. A steady state és a konvergencia feltétele

A tovabbi vizsgalatokra vonatkozoan itt megjegyezziik, hogy a (3.21) egyenlet megfeleltetheto a
(2.25) egyenletnek, tigy hogy a £ — k, A, —)/A\lf y €A, —A 4, linearis leképzéseket hasz-

naljuk. Tehat a 2 fejezetben bemutatott gondolatmenetek, okfejtések itt is megismételhetdek a fent

emlitett atjelolésekkel. Ennek nyoman itt csak az eredményeket kdzoljiikk még egyszer.

3.3.1. Egyensulyi helyzet meghatarozasa
Hasonloan az exogén technologia haladast nem tartalmazé modellhez, itt is két darab egyensulyi
helyzet 1étezhet:

1

n n n+x+0A _ a-1
k,=0 és k =| — . (3.22)
SAAﬂLA“

177

Belathatd, hogy az eldbbi az mindig instabil, mig a gazdasagi értelemben relevans egyensulyi helyzet
stabilitasat itt is két esetben fogjuk vizsgalni, az elsd esetben a tOkeamortizacido mar a téke megjele-
nésének pillanataban elkezdddik, mig a masodik esetben a toke csak a mitkodésbe allasa idépontjatol

kezd amortizalodni.

3.3.2. Azonnali tékeamortizacio esete
Ebben az esetben a dinamikat is leir6 iddvel is dimenziotalanitott linearis differencidlegyenlet a

kovetkezo:
K'(T)=ar(n+x+8)k(f—1)—(n+x+5)&k(f) , (3.23)
ahol K az effektiv munkaer6vel fajlakositott t0kébdl képezhetd.
Igy a karakterisztikus fiiggvény:
D(A)=A—ar(n+x+8)e” +(n+x+5)7 . (3.24)

Mivel a karakterisztikus fliggvény hasonl6 alak mit az el6z6 fejezetben, igy ugyantigy talalhaté nye-

reg - csomo bifurkécid, valamint dinamikus stabilitasi hatar is:
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ag, =1 vagy r(n+x+6)y =0,
1

a, = cos (@) és r(n+x+0), =-

o (3.25)
tan (o) ’

Ezek ismeretében az 2. abrahoz hasonlo stabilitasi térkép szerkeszthetd, melyen csak a fiiggdleges

tengely kap mas elnevezést: 7(n+x+3) a t(n+5) helyett.

Vagyis az Inada feltételek altal szabott hatarokat is figyelembe véve, ez az egyensulyi helyzet is
csak statikusan veszitheti el a stabilitasat. Stabil esetben a konvergencia sebességet szintén lehet li-

nearis approximacioval becsiilni:

Ji _(=a)S+x+n)

(A ) 3.26
T 1+ ar(S+x+n) (3-26)
valamint a kibocsatasra vonatkozo konvergencia sebességre pedig a
; i) (1=a)(O+x+
A=t (d=a)otx+n) (3.27)

I+ar(o+x+n)

Osszefiiggést kaphatjuk, hasonldan a technologiai névekedést mell6z6 modellhez.

3.3.3. Késleltetett tokeamortizacio esete
Hasonloan az el6z6 ponthoz ebben az esetben a dinamikat leir linearizalt differencidlegyenlet a

kovetkez6:
R([)=((a-1)oA, r+a(n+x)7)&(f-1)-7(n+x)&(7) , (3.28)

ami alapjén a karakterisztikus fiiggvény az alabbira adédik:
D(2)=i-((a-1)A, z+a(n+x)r)e’+z(n+x). (3.29)

Ezek alapjan a statikus illetve dinamikus stabilitasi hatarokat definiald osszefiiggések a kovetke-

z0ek:

ag =1 vagy r(n+x+5e_("”)’ )SN =0,

a)tan(wj (3.30)
2 , 0]
€S n, =

oy =1-

(ny (@) +x)7+ Sre e  rtan(w)

Tehat a stabilitasi térkép az kvalitative ugyaniagy néz ki, mint az 6. abran, csak a vizszintes ten-

gelyt sziikséges eltolni negativ iranyba x-szel.

Végiil meghatarozhat6 az egységnyi effektiv munkara jutd téke konvergencia sebessége erre az

estre is, ami:
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. a—-1)(se " £+ x
Ay = Sl . ) : (3.31)
T 1+ (a-1)de "+X)Tr+a(n+x)r

3.4. Exogén technologia bevezetésének eredményei
Az igy bevezetett technoldgiai haladds garantalja a pozitiv ndvekedési ratat. Kvalitative az id6-
késésnek nincsen hatdsa a neoklasszikus modellhez képest, tekintve, hogy algebrailag a munkaerd
novekedési litemét kellett megndveli a technoldgiai fejlodés ndovekedési iitemével x. Ezzel egyiitt a
modell problémaja, hogy ez a ndvekedési litem egy exogén tényezd, igy a novekedési litem magya-
razata, nem a modellen beliil torténik. Itt érdemes megjegyezni, hogy az ilyen fajta technoldgiai ha-
ladas bevezetése nem csak a novekedés litemét, hanem a konvergencia sebességet is noveli, de kisebb

mértékben, mint azt idokésést nem tartalmaz6 variansa.

A 8.2. mellékletben talalhatoak numerikus szimulaciok a tokére vonatkozoan ehhez a modellhez,
amelyek csak és kizarolag illusztracids célokat szolgéalnak a kiilonb6zd esetek bemutatasara. A nu-
merikus szimulaciok Wofram Mathematica 10 szoftver NDSolve nevil beépitett fliggvényének fel-

hasznalasaval késziltek.
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4. IDOKESES AZ AK MODELLBEN

Az alabbi fejezetben bemutatésra keriild modell a neoklasszikus ndvekedési modell egy specialis
esetének tekinthetd, ahol a munkaallomany nincs figyelembe véve explicit médon a termelési fligg-
vényben. Ezen modellek korében nem érvényes a csokkend hozadékok elve, mely irredlis feltevésnek
is tlinhet. Ha azonban a tékének egy kiterjesztet értelmezését tekintjiik (példaul beletartozhat a fizikai-
¢s a humantdke is), akkor a modell védhetéve valik. (1d. Domar (1946), ahol a bemutatott termelési
szerkezet tekinthetd AK tipust termelési fliggvénynek is, mivel itt a szerzé nem foglalkozik a mun-

kaerdpiaccal, nem tekinti szlik er6forrasnak azt.)

4.1. Mozgasi egyenlet meghatarozasa
Ebben az esetben a termelési szerkezetet az igynevezett AK termelési fliggvény irja le, melyben

a jelenlegi kibocsatast a toke multbeli értéke hatarozza meg:
Y(t)=AK(t-71) , (4.1)

ahol 4 egy pozitiv konstans szinttényez6. Ezek alapjan lathat6, hogy az AK modell egy hataresete a
Cobb - Douglas — féle termelési fliggvénnyel operald neoklasszikus novekedéselméletnek, mégpedig
a (2.24) termelési fiiggvényben az o =1 paramétert kell hasznalni.

A 2. fejezetben ismertetett fundamentalis egyenlet meghatdrozasa intenziv mennyiségekkel itt is

megismételhetd, aminek eredményeképpen a kdvetez6 mozgasi egyenletet kaphatjuk:
k(t)=sANk(t—7)=0N, k(t—7,)-nk(t) , (4.2)

ahol A, =¢e™™.

4.2. A steady state és novekedési litem
Ebben a fejezetben szemléltetésre kertiil, hogy a kozgazdasagi értelemben értékesebb steady state
megoldast ez a modell nem szolgaltatja, tehat a (4.2) fundamentalis egyenletnek, csak a trividlis
egyensulyi helyzete 1étezik. Ennek ellenére a modell endogén mdédon magyarazza a gazdasagi nove-

kedést.

4.2.1. Egyensulyi helyzet meghatarozasa
Az egyensulyi helyzetet meghatarozo egyenletet ugy kaphatjuk, ha feltételezziik azt, hogy a toke

nem valtozik idében, tehat:
k(t)=0 azaz k(t)=k(t-7)=k(t-7,)=k", (4.3)
fgy a kapott algebrai egyenlet:
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Amennyiben k” egyiitthat6ja zérus, akkor tetsz6leges fajlagos tokeérték megoldas, ellenkezd esetben
csak a k&~ = 0 megoldasa az egyenletnek. Ezen két kiilonbdz6 tipust megoldast fogjuk a kdvetkezOk-

ben vizsgalni azonnali, illetve késleltetett tokeamortizacio esetére.

4.2.2. Azonnali tokeamortizacio esete
Azonnali tkeamortizaciot feltételezve a differencialegyenlet, mely ebben az esetben linearis, az

alabbi alakra hozhato:
k(t)=sAAk(t—7)—(5+n)k(t) . (4.5)
Eldszor vizsgéljuk meg azt az esetet, ahol minden egy fore esd tokeérték megoldas, tehat:
0=s4AA, -6 —-n, (4.6)
aminek segitségével a (4.5) egyenlet
K’(f):(5+n)r(x(f—l)—x(f)) 4.7
alakra hozhatd. Az ehhez tartozo6 karakterisztikus fiiggvény:
D(A)=2A-(8+n)z(e”-1) . (4.8)

A karakterisztikus egyenletnek a 4 =0 gyoke, tehat a megoldas nem lehet aszimptotikusan stabilis.

A karakterisztikus exponenst A = o +1@ alakban keresve (o, ® € R) belathatjuk azt, hogy a zérustol

kiilonb6z6 gyokok valdsrésze negativ, mivel a karakterisztikus egyenletbdl @ kifejezheto:

w=+Je T (S +n) —(z(5+n)+0) | (4.9)

ami csak o <0 -ra adhat w#0 valdés megoldast. Tehat ebben az esetben a tetszdleges egyensulyi
helyzet Lyapunov értelemben stabilis (lasd Gantmacher (1975) 166-176), vagyis kis zavaras esetén a

megoldas nem tavolodik el a vizsgalt egyensulyi helyzettdl nagyon messzire.

Kovetkezdkben vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a (4.6) egyenldség nem 4ll fenn. Ilyen eset-
ben csak egy darab egyensulyi megoldas 1étezik, nevezetesen a 0. Irjuk 4t a (4.5) mozgasi egyenletet
novekedési ratara, ahhoz meg tudjuk vizsgalni, azt hogy a késleltetett eset miben tér el a késést nem

tartalmazotol:

~(8+n)=sdAe™ —(5+n), (4.10)

ahol y, azegy fOre es6 toke novekedési ratdja megegyezik a dimenzidval rendelkezd karakterisztikus

exponenssel A (a differencialegyenlet megoldasa felhasznalasra keriilt a (4.10) osszefliggés szarmaz-

tatasa soran).
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Az egy fore es6 toke novekedési ratajat (legnagyobb karakterisztikus exponens) linearis kozeli-

tése meghatarozhato, amennyiben linearizaljuk a (4.10) jobb oldali 6sszefiiggését a zérus érték kortl:

A=sde™ (1= Ar)=(5+n) , 4.11)
melynek megoldasa:
- s4e™ —(5+ n)
=] = ) 4.12
Ve=h 1+sAre™ (12

Itt meg kell, hogy jegyezziik, hogy mivel a vizsgalt egyensulyi helyzet a 0, ezért a toke ndvekedési

rataja és a konvergencia sebesség megegyezik.

Feltételezve azt, hogy minden paraméter valds €s pozitiv, akkor a (4.12) 0sszefliggés nevezdje
mindig pozitiv, tehat a karakterisztikus exponens eldjelét csak a szamlalo hatdrozza meg, tehat az egy

fore esd zérus tékemennyiség instabil, akkor €s csak akkor, ha:

sde™ >(S5+n) , (4.13)
itt megjegyzendd, hogy ez nem csak a karakterisztikus exponens lineéris kozelitésére, hanem magara
a karakterisztikus exponensre is igaz.

Jelen esetben viszont az instabil megoldas az érdekesebb kozgazdasagi szempontbol. Ilyenkor a
novekedési litemét az egy fore esd tokének linedris kozelitésben a (4.12) 6sszefiiggés hatarozza meg.
Megfigyelhetd, hogy ez a novekedési litem kisebb, mint az idékésést nem tartalmazoé esetben, mely

eltérés akar tobb 10 %-os is lehet.

Vagyis a késeltetett AK modell esetén is 1étezhet a kibocsatasnak pozitiv hosszu tava ndvekedési
iiteme akar exogén technikai haladas nélkiil is. Az idokésés ezt a ndvekedési tlitemet csdkkentheti,

akar szignifikansan is.

4.2.3. Késleltetett tokeamortizacio esete
Ebben a fejezetben azt az esetet vizsgaljuk, ahol a toke amortizacioja a kibocsataséval egyezd

mértékben jelenik meg késobb. Ezt a modellt leird (lineéris) differencidlegyenlet a
k(t)=(sA=S)Ak(t—7)—nk(t) . (4.14)
El6szor itt is vizsgaljuk meg azt az esetet, ahol minden egy fore es6 tokeérték steady state, tehat
OZ(SA—é')Al—n , (4.15)
aminek segitségével az id6vel is dimenzidtalanitott mozgasegyenletet a
K'(f)=nr(/((f—l)—lc(f)) (4.16)

formara lehet hozni. Ahol tulajdonképpen csak a jobboldali tag egyiitthat6ja kiilonbozik a (4.7) 6sz-

szefliggéstol. Ezek alapjan a 4.2.2 fejezetben vazolt gondolatmenet megismételhetd és megallapithato
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az, hogy ebben az esetben is Lyapunov értelemben lesz stabilis a kivalasztott egyenstlyi helyzet,
vagyis a zavaras mértékétol fliggden fog eltavolodni az eredeti egyenstlyi helyzettol.
Ezek utan vizsgalhatjuk azt az esetet, amikor az egyensulyi helyzet egyértelmii. Késleltetett t6-

keamortizacid esetén az egy fore eso toke novekedési rataja:

7, =/1=M=(5A—5)A1 k(e =7)

k(1) k(1)

Ilyenkor az egy fore es6 toke ndvekedési ratdjanak linearis kozelitése:

—n=(sd-8)Ae —n . (4.17)

i (sA=68)e™ —n 4.18)
A T (A=) re ™ |

Ez a modell akkor és csak akkor lesz instabil ha
(sA—é')e"'”>n , (4.19)

ahonnan lathatjuk, hogy ebben az esetben kisebb amortizacio (avagy munkaerd ndvekedési rata) ese-
tén is el6fordulhat, hogy a gazdasag nem novekszik, hanem csokken. Emellett, ha ndvekszik is, akkor
is lassabban novekszik, mint akar az idokésést nem tartalmazo, vagy akar az azonnali tkeamortiza-

ciot feltételez6 modell esetén.

4.3. Technikai haladas az AK modellben
Exogén technologiai haladas bevezethetd ezen modell esetén is, a 3. fejezetben hasznalt moédszer
itt is alkalmazhatd. Az eredmények is hasonléan alakulnak, a technologiai haladas ndveli az endogén,
pozitiv hosszll tavu ndvekedési rata megvalosulasat. Technikailag a 4.2. fejezet eredményeit meg

lehet ismételni azzal a kiilonbséggel, hogy minden 7z helyére n+ x -et helyettesitiink.

4.4. AK modell eredményei
Lathattuk, hogy a késleltetett AK modellek esetén is vagy egyensulyi helyzetek csoportjait kap-
hatjuk, ahol a kezdeti feltételek dontik el, hogy melyik egyenstlyi helyhez fog tartani a gazdasag,
vagy egy¢b esetben csak 0 toke, igy csak a 0 kibocsatas 1étezik, mint egyensulyi megoldas, ami kony-
nyebben valik instabilld. Azt itt meg kell jegyezni, hogy az elsd eset, csak egy bizonyos paraméter-
valasztas mellett lehetséges, mely a valésdgban nem all fenn (hiszen, ehhez szigort egyenldségnek

kellene teljesiilnie, 14sd a (4.6) és (4.15) Osszefliggések).

Az id6késének azonban itt is van hatasa a konvergencia sebességre, azonnali tokeamortizacio
esetén kisebb, mig késleltetett tokeamortizacid esetén nagyobb. Ez a realitds talajan mozog, hiszen
ha egy pozitiv tékeértéktdl indulunk, az lassabban fog csokkeni (tehat kdzeledni a 0 egyenstlyi hely
fel¢) akkor, ha a gazdasdgban kevesebb toke van. De azt ki kell jelenteni, hogy az idokésés mind a

két esetben lassit a konvergencia sebességen.
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A 8.3. mellékletben talalhatoak numerikus szimulaciok a tokére vonatkozoan ehhez a modellhez,
amelyek csak és kizarolag illusztracids célokat szolgéalnak a kiilonb6zd esetek bemutatasara. A nu-
merikus szimulacidk Wofram Mathematica 10 szoftver NDSolve nevil beépitett fliggvényének fel-

hasznalasaval késziltek.
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5. HUMANTOKE HATASA

Ebben a fejezetben a Mankiw Romer Weil — modell, tovabbiakban MRW, alapjan beépitésre
keriilk a modelliinkbe a humantdke hatasa (lasd. Mankiw et al. (1992)).

5.1. Mozgasi egyenlet meghatarozasa
A mozgasi egyenlet meghatarozasahoz jelen esetben is a termelési fliggvénybdl indulunk ki, ahol
a human tokét (H) is figyelembe vessziik az egyszeriiség kedvéért a fizikai tokével megegyezd ké-

séssel:
Y(t)=AK“(t—7t)H  (t-7) L™ " (t-7,) , (5.1)
ahol az Inada - feltételekhez hasonl6an itt
a,f>0 é a+p<l (5.2)
feltételeket hasznaljuk. Az (5.1) termelési fliggvényt intenziv formara hozva kaphatjuk a

y()=AZIA, Ak (t=T)h" (t-7) , (5.3)

l=uy,

Osszefliggést, ahol /(f) az egy fore jutd humantdke aranya.
Emellett a fizika-, illetve a humantdke boviilésére a neoklasszikus modell felvetéseit érvényesit-

juk:
K(t)=sY(t)-0K(t-75),

H(t)=s,Y (t)-0H (t-1,), (5.4)

ahol s, és s, rendre a kibocsatas fizikai illetve humantdke beruh4zasra forditott alland6 nagysaga.

A Solow -- Swan - modell analogiaja alapjan az MRW modellben a gazdasag fejloddsét a kovet-

kez6 két differencialegyenlet irja le:
k(t)=s,APA, Ak (t=7)h (t=7)= 0N, k(t—1,)—nk(t),
h(t)=s,AZP N, Ak (t=7) W’ (t-7) =0\, h(t—7,)—nh(t).

l=py 5

(5.5)

5.2. A steady state és a konvergencia feltétele
Ezen modell is a gazdasagi novekedést hivatott magyarazni, igy az (5.5) egyenletek altal megha-

tarozott dinamikat fogjuk vizsgalni az egyensulyi helyzetek és azok stabilitdsanak segitségével.

5.2.1. Egyensilyi helyzet meghatarozasa
Az (5.5) gazdasagot leir6 egyenletrendszernek két egyensuly helyzete 1étezik, akar csak az eredeti

Solow — Swan - modellben:
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ky=0, hy=0 ¢és
1 1
} - (A?;‘ZAM Astsie } (5.6

a+p 1-B B
AH,LA;[LAS/{ S
1

k=
! ( 5Aﬂd+n 5Aﬂd+n

ahol a trivialis megoldasrol (k,, /4, ) konnyen beldthat6, hogy instabil minden a (5.2) feltételeket ki-

elégitd paraméterre.
A gazdasagilag relevans esetet vizsgalatahoz sziikség lesz az egyensulyi helyzet koriil linearizalt

egyenletrendszerre:
X(7)=IX(7)+TX(7 1)+ T,X(7 - p; ), (5.7)

ahol az iddvel valo dimenzidtanitas utan a masodrendii mennyiségek:

i a-1 B
| x(7) 10 S| 10
X(t):[ } J:—rn[ } T,=7(oA,, +n) és T2=—T5Aﬂ|: }(5.8)
n(7) 0 o g 101
Sk
ahol
n(7)=h(it)-h . (5.9)

5.2.2. Azonnali t6keamortizacio esete
Azonnal tékeamortizaciot feltételezve az egyensulyi megoldas kozelében a modell viselkedése

leirhat6 a kovetkezOképpen:
} . (5.10)

Hasonl6 mddon itt is megkaphato a karakterisztikus fliggvény:

D(A)=A +(@+n)(2+e*Q2-a-B))A+e™ (! +1)7 (S +n) (1—a-p+e*), (5.11)

A D(/i) =0 karakterisztikus egyenletnek ebben az esetben is végtelen sok gydke van a késleltetett

tag miatt. Az alap Solow — modellhez hasonldéan ebben a rendszerben is talalhatunk két darab nye-

reg - csomo bifurkacidhoz tartozo paramétervalasztast:
Ay =2-p4,
N (5.12)
Ny, =—0 .

A D-szeparacid segitségével meghatarozhato Hopf — bifurkdcios paraméterparok szarmaztatdsa

ugyanugy torténik, de itt az egyenletrendszer mérete és a paraméterek szama is novekedett, igy ennek
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analitikus kozlésétdl eltekintiink. Fontos megjegyezni, hogy a stabilitas fiiggetlen attol, hogy a kibo-
csatasnak hanyadrészét forditjuk fizikai-, illetve huméntokére. Ezek alapjan konstrualhato egy stabi-

litasi térkép, lasd 8. abra.

b | ]
Sl
(|
|
(|
|
11
1
[ |
I 1~ =0, SN
(|
'F 11
= 0| | oSN
B B
v
[
2= -p=0 S N
[
Y ¥ instabil
- —p=2/3 . |
—---f=1 RN
4f HE
-4 -2 0 1 2 4

all]

8. abra: A human toke részaranyanak a hatdsa a stabilitasra azonnali t6keamortizacio esetén

A 8. abran, illetve az (5.12) 0sszefiiggésbdl is jol lehet l1atni, hogy ahogy a human tékének egyre
nagyobb a részaranya a megtermelt jovedelembdl, Gigy egyre kozelebb ériink az alap Solow — mo-
dellbdl nyert eredményekhez. Az kijelenthetd, hogy a human tékének a bevezetése nincsen hatdsa a
stabilitasra, hiszen amennyiben az Inada — feltételek altal megszoritott keretek k6zott maradunk, csak
akkor veszitheti el a stabilitasat a vizsgalt egyensulyi helyzet, ha n < -0, tehat a munkaerd fogy,
vagyis a népesség csokken. Az egyetlen kiilonbség az, hogy a jobb alsé kvadransban eddig 1étez6

stabil tartomany eltiint, de ennek nincsen gyakorlati jelentosége.

5.2.3. Késleltetett tokeamortizacio esete
Késleltetett tokeamortizacid esetén a vizsgalt steady-state koriili kis zavarasokat figyelembevevd

linearis modell a kovetkezOképpen irhato:

TR R N S A

Az ebbdl szarmaztathatd karakterisztikus egyenlet pedig
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D(/l) = +e " (nre'” (—a — f+2¢ +2)—5r(a+,6’—4))2, +

(5.14)
+ e 2 (25 + (ei + 1) ne" )(ne’” (—a —f+et+ 1) —-o(a+ - 2))
modon szdrmaztathato.
Nyereg-csomo bifurkacidhoz tartdzé paraméterparokat itt is talalhatunk, ezek az
g =2- (5.15)
€s az
(n+oe™ )SN =0 (5.16)

egyenlet megoldéasa, mely n-re vonatkozoan zart alakban nem adhaté meg. A Hopf-bifurkéacidhoz
tartozo hatarok ebben az esetben nem fejezhetdek ki analitikusan zart alakban, igy azokat csak szem-
1¢ltetjiik a mar megszokott stabilitasi térképeken (lasd 9. dbra). A probléma bonyolultsagat szemlél-

tetve a karakterisztikus egyenlet valds, illetve képzetes része megtalalhatd a mellékletben.

T T L
| | 4} 0
| I o
I 1 |
| / 0
1 | T
| 21 ) |
| 1 |
| | : | —~m=0, SN
| —~w=0, SN — : : I |
| =0 stabil ! | |
| ~ ! | . _0=0,5N
~| EEE
1
| BN
| nstabil 20 T f, . |  instabi
— Ll
- —p=25 »
| — | |
| o4l | e |
2 4 4 2 o 1 2 4

all]
(b)

9. abra: A human téke részaranyanak a hatasa a stabilitasra késleltetett tokeamortizacio esetén, ahol (a) abra azt az ese-
tet mutatja, amikor 1étezik dinamikus stabilitasvesztés, 0=0.5 1/év és =1 év, (b) pedig azt, amikor nem létezik ilyen a
vizsgalt tartomanyon beliil, =0.5 1/év és =0.5 év

Ebben az esetben is levonhatdak az egyszerti Solow - modell sordn megallapitott kdvetkeztetések,
miszerint nagy késés, illetve amortizacios hanyad esetén az (5.15) kifejezésben szerepld egyenletnek
nem lesz valds megoldasi, igy az egyik stabilitdsvesztési hatdr eltiinik. Illyenkor elképzelhetd az, hogy
realis a érték mellett 1€pjiink ki a stabil tartomannyal, ugy hogy az egyensulyi helyzet dinamikusan
veszitse el a stabilitasat. Az ehhez sziikséges paramétertartomanyok megegyeznek a 2. fejezetben

targyaltakkal.
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A 9. abran lathato stabilitasi térképeken latszik £ hatdsa is melynek novekedése mellett a stabil

tartomany egyre jobbra tolodik. Azt meg kell emliteni, hogy ez nem valtoztat a stabilitasi térkép szer-

kezetén, hiszen a jobb oldali SN hatart is csak érinti a stabil tartomany széle szélsdséges £ mellett,

valamin a Hopf-bifurkacids hatdr, ami jellemzden ballrol hatarolja a stabil teriiletet is szintén csak

érintheti, az altalunk vizsgalt 0 < <1 tartomanyt.

5.3. Technikai haladas az MRW modellben
A 3. fejezetben bemutatott modell és eddigi vizsgalataink alapjan a technoldgiai haladas beveze-
tése az MRW modellbe nem okoz nehézséget. Hasonloan kell eljarni, mint eddig, az eredmények is
hasonloak annak koszonhetden, hogy a technologiai haladast késés nélkiil vezettiik be a gyors infor-

macioaramlasra hivatkozva.

A stabil tartomadnyok ebben az esetben kvalitative nem véltoznanak az o —n paramétertéren, csak
a fiiggdleges tengely (munka ndvekedési liteme n) tolodik el lefele. De ettdl ugyanugy talalhat6 lesz

dinamikus stabilitasvesztési hatar is a modellben.

5.4. Human téke bevezetésének eredményei
A human téke bevezetése idokéséssel a neoklasszikus modellbe esetiinkben egyszertiisitve tortént,
miszerint azzal a feltételezéssel éltlink, hogy a human t6ke azonos mértékii késleltetéssel rendelkezik,
mint a fizikai téke, amely természetesen nem feltétleniil igaz. Erre az egyszertsitésre modellezési
szempontbol volt sziikség, hiszen, igy tudtuk redukalni az egyébként szép szammal rendelkez6 para-
méterek szamat, igy konnyitve a vizsgalatok komplexségén. Az MRW modell nem csak a tobb para-

méter miatt (példaul kiilonboz6 megtakaritasi ratdk s, és s,), hanem a tobb valtoz6 miatt is bonyo-

lultabba teszi az elemzést. Ezért is keriilt a karakterisztikus egyenlet valds €s képzetes része 1 =+t
esetére a 8.5 mellékletbe. Ezen feliil a késleltetett tokeamortizacio esetén a Hopf - bifurkaciohoz tar-

toz6 hatar analitikusan nem is hatdrozhat6 meg.

A modellbdl azt az eredményt kaphatjuk, hogy mig az egyensulyi helyzetek fliggenek a human-
¢s fizikai tokére vonatkoz6 megtakaritasi rataktol, addig ezek, az egyensulyi helyzet stabilitdsara nem
gyakorolnak hatast, fiiggetleniil a tékeamortizacio figyelembevételétdl. Emellett azt is lathattuk, hogy
a human tékének a részarany a kibocsatasra nézve csak késleltetett tokeamortizacid esetén befolya-
solhatja a stabil tartomanyt, de ezt is csak viszonylag nagy idokésések, illetve amortizacidk esetén.
Itt is kaphatunk egy kritikus id6késést az amortizacio fliggvényében, melynél mar késleltette toke-
amortizaci6 esetén sem befolydsolja a stabilitast, mig azonnali tékeamortizacid esetén semmilyen
paraméterallas mellett sem tudjuk valtoztatni a stabilitasi hatarokat. Itt meg kell jegyezni, hogy a tag
értelemben vett stabilitasi hatarokat természetesen befolyéasolja az egyéb paraméterek megvalasztéasa.

Ebben az esetben azonban, csak a 0 < @ <1 intervallumot helyezziik vizsgélataink kzéppontjaba.
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Emellett meg kell jegyezni, hogy kisebb idokésések és amortizaciok esetén nem kapunk szamot-
tevo kiilonbséget az azonnali, illetve a késleltetett amortizacioval torténd vizsgalatok kozott stabilitasi
szempontbol, ahogyan azt a 7. abran is lathatjuk az egyszer(i neoklasszikus modell esetére. Viszont
nagy idokésés esetén, ahol létezik dinamikus stabilitdsvesztés, ott az id6jelben felfedezhetiink tobb
frekvenciat is, emellett érdesebb dinamikat (lasd 8.4 melléklet), melyek tovabbi vizsgalatra szorul-

nak.

A8.4. mellékletben talalhatoak numerikus szimulaciok a tékére vonatkozoan ehhez a modellhez,
amelyek csak és kizarolag illusztracids célokat szolgéalnak a kiilonb6zd esetek bemutatasara. A nu-
merikus szimulacidk Wofram Mathematica 10 szoftver NDSolve nevil beépitett fliggvényének fel-

hasznalasaval késziltek.
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6. OSSZEFOGLALAS

A dolgozat soran kiilonb6z6 modelleken keresztiil mutattam be, hogy mi a hatdsa annak, ha egyes
tényezok rendelkezésre allnak ugyan, de a termelésbe csak késdbb kapcsolddnak be, ami egy koz-
gazdasagi szempontbdl védhetd érv. Ahhoz, hogy ennek az idokésésnek a hatasat be tudjam mutatni
analitikus vizsgélatokat végeztem, melyeket preciz és pontos matematikai formalizmus segitségével
hajtottam végre. igy a bonyolultabb, Gsszetettebb modellek is kezelhetdek maradtak, illetve jol el
tudtam kiiloniteni az idoékésés hatasat. Valamint elénye a dolgozatnak, hogy nem az idokésés nélkiili
esetre mar létezé fundamentalis egyenletet hasznaltam fel, hanem gazdasagi megfontolasok alapjan
szarmaztattam a késleltetett fundamentélis egyenletet. Mivel ez a két egyenlet nem egészen egyezik
meg, ezért allithatjuk, hogy igy elkertilhettiik modellezési hibakat, melyek a végkdvetkeztetésekre is

hatassal lehetnek.

A 2. fejezetben bemutatott alap neoklasszikus modell segitségével el6szor megmutattam, hogy a
késleltetett esetben is két darab egyensulyi helyzet 1étezik: a nulla és egy pozitiv steady state. A nulla
megoldas megegyezik az id6késés nélkiili modell zérus megolddsaval, mig a gazdasagi szempontbodl
relevansabb masik megoldas eltér az idokésés nélkiili esethez képest. Ezt az eltérést vizsgalva meg-
allapitottam, hogy az idokésésnek nem mindig negativ a hatdsa, tehat van olyan eset is, amikor az
egyensulyi megoldas magasabb késéssel, mint nélkiile. Ez jellemzden attol fligg, hogy a gazdasagban
1évé munkaerdnek mennyi a késése, illetve, hogy az amortizacidonak van-e késése vagy nincsen, to-
vabbé az o értékétdl. Belathato tovabba, hogy ez realis (negyed-fél éves) idokésést figyelembe véve
akar elérheti az 5%-ot is. Természetesen a kibocsatasban 1€vé kelléen magas toke részarany mellett

a késés nem javit, hanem ront, ahogyan ezt intuitivan varnank.

Az egyensulyi helyzetek 1étezése mellett egy masik, igen csak jelentds tulajdonsag ezen egyen-
sulyi helyzetek stabilitdsa. A sima, idOkésést nem tartalmazo esetben a zérus egyensulyi helyzet bar-
milyen paramétervalasztas mellett instabil, mig a relevansabb, pozitiv egyensulyi helyzet az Inada
feltételek altal szabott korlatok kozott mindig stabil volt. Ez a kép idokésés esetén arnyaltabb, de
mindenek el6tt le kell szogezni, hogy ebben az esetben sem fligg a stabilitds a megtakaritasi hdnyad-
tol, illetve munka késéstdl, ami a steady state nagysaganal fontos szerepet jatszott. Az idokéséstol
alapvetden vart Hopf (dinamikus) stabilitdsvesztési hatarokat, amikkel esetleg a konjunkturaciklusok
részben magyarazhatoak lennének, ugyan szolgaltatta a modell, de azonnali tékeamortizacié esetén
ezek a hatarok kiviil esnek a vizsgalt 0 < a <1 tartomanybol. Ezzel ellentétben ilyen hatarokat talal-
hatunk relevans teriileten akkor, ha a késleltetett tOkeamortizacio esetét vizsgaljuk. Tehat, ahogyan a
melléklet numerikus szimulaciéi is mutatjak, ebben az esetben eléfordulhat az, hogy a gazdasag egy
egyensulyi érték koriil leng, jol meghatarozott amplitudoval és periodusidével. Aminek értéke ebben

a csak demonstraciot szolgéald példaban koriilbeliil 8 év. Ez a stabilitdsvesztési forma viszont csak
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viszonylag nagy idokésés és amortizacios rata esetén képzelhetd el, ami napjainkban nem realis, de
100 vagy 200 évvel ezelott, vagy akar elmaradottabb régidokban, ahol lasst a befektetések fejlodése
(kelléen nagy késések esetén kicsi amortizacids rata is elegendd, de 20%os amortizacio és 2 éves
késés mar okozhat problémat) kordnt sem elképzelhetetlen. Ami viszont érdekes eredmény az az,
hogy pozitiv tokeamortizacid esetén ez csak negativ népesség novekedési litem parosulva képzelhetd
el, amig negativ tOkeamortizacio esetén pedig egyaltalan nincsen ilyen. A szakirodalomban elfoga-
dott érékek mellett kijelenthetd, hogy nem létezik Hopf — bifurkécio, illetve innen kiindul6 hatarcik-

lus, mely magyarazna a konjunktaraciklusokat.

Ezen eredmények j6 egyezdséget mutatnak a szakirodalomban talalhato, mar létez6 modellekkel,
kivéve a mar emlitett Guerrini-féle két darab modellt, ahol a kiinduldsi fundamentalis egyenlet, vagy

az egyensulyi helyzet visszahelyettesitése hibas.

A dolgozat elsd részében részletesen levezetésre keriilt, hogy a konvergencia sebességre, mind a
tokéében, mind a kibocsataséban milyen hatdsa van az idokésésnek. Melyek alapjan megallapithato,
hogy az idokésés bevezetése csokkenti a konvergencia sebességet minden esetben. Ez a valtoztatas
nem jelentds, kicsi idékésések esetén, maximum 3-4%, de ezen eredmények is figyelembe vehetdek

lennének az 6konometriai vizsgalatok soran

Az exogén technologiai haladast is beépitettem a modellbe, mely jelentdsebb, 1) eredményeket
nem szolgaltatott, hiszen a technologiai haladést késés nélkiil illesztettiik be a gyors informécioterje-
désre hivatkozva. Természetesen lehetne vizsgalni a technologiaban bekovetkezd id6késést is, mely
szintén késobbi tanulmanyok kiindulopontja lehet. Amit viszont ezen vizsgalatok alapjan is meg lehet
erOsiteni, hogy ugyan az egy fore es6 GDP ebben az esetben itt is ndvekszik, akarcsak a késés nélkiili
esetben. Ez azonban a probléma nincsen feloldva, mivel igy a modellen kiviilre keriilnek a hosszu

tava gazdasagi novekedés okozoi.

Az ugynevezett AK modellek vizsgéalataval is foglalkoztam, ahol vagy csak Lyapunov értelem-
ben stabil egyensulyi helyzetek csoportjardl beszélhetiink, vagy csak a nulla toke lehet egyensulyi
helyzet. Ez utobbi a fontosabb, hiszen az els6 esetbdl barmilyen kis paraméter-bizonytalansag mellett
kimozdulunk. A masodik esetben viszont az id6késés stabilizdlja a zérus egyensulyi helyzetet, ami
egy részrdl érdekes, hiszen azt gondolhatnank, hogy az egyensulyi helyzet egyre instabilabba kellene
valjon novekvo késés mellett. Mésrészrdl ez szamunkra a rosszabb eset, hiszen ez azt jelenti, hogy
kdnnyebben alakul ki olyan helyzet, amikor nincs novekedés, s6t csokkenés van. Mindezekkel egytitt

az AK modellek csaladja nem tarthaté magyarazo erejiinek.

A dolgozat végén foglalkoztunk a humantdke bevezetésével, ahol ennek a bonyolultsagara vald

tekintettel egyszeriisitettiink a modellen: a huméantSkének és a realtdkének a késése megegyezik. igy
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is komplex matematikai sszefiiggéseket kaphattunk csak, ahonnan a Hopf-bifurkaciohoz tartozo sta-
bilitasi hatar nem is minden esetben hatarozhaté meg explicit modon. Itt is hasonld eredmények alla-
pithatoak meg, mint az egyszerii neoklasszikus modell esetén, a stabilités itt sem fligg a megtakaritasi
rataktol, akar a real-, akar a humantokére vonatkoztatva. Hasonloan csak késleltetett amortizacio ese-
tén Iéphet fel dinamikus (Hopf) stabilitasvesztés, ahol talalhatd hatarciklus. Ebben az esetben lathato,
hogy a humantdke részaranyat a kibocsatasban leiré paraméter segitségével arrébb tolhatjuk a stabil

tartomanyt, de az Inada - feltételek mellett igy sem hatdrolja a stabil tartomanyt dinamikus hatar.

Jogosan vetddhet fel a kérdés, hogy az idokésés allandd-e, ahogyan azt mi feltételeztiik. Termé-
szetesen ez nem allando, hiszen magatol értetddik, hogy ha egy gazdasag fejlettebb, akkor a folya-
matok is gyorsabban zajlanak le, konnyebb a kapcsolatteremtés, vagy akar nagyobb a bizalom. Ezek
nyoman azt lehet feltételezni, hogy minél nagyobb a toke értéke (minél nagyobb/fejlettebb a gazda-
sadg) anndl kisebb a késés mértéke. Ez viszont egy még Osszetettebb differencialegyenlet tipushoz
vezet, az ugynevezett state-dependent delay-t tartalmazora. Ennek matematikai hattere, ugyan fiatal,
de kidolgozott (lasd Hartung & Turi (2000) és Hartung (2005)), melynek mar ipari alkalmazasa is
megjelent, Insperger et al. (2005). Ezek nyoman a jelenlegi modelliink egyszertien kiterjesztheto,

mely szintén a késébbi munkdk halmazat boviti.
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8. MELLEKLET

8.1. Numerikus szimulaciok tékefelhalmozas modelljéhez
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10. abra: Idébeli numerikus szimulacios eredmények a késleltetett Solow — Swan modellhez, ahol a kék gorbék az azon-
nali amortizacios esetre, a zold gorbék a késeltetett amortizacios esetre vonatkoznak, mig a piros gorbék egy dinamiku-
san instabil esetet szemléltetnek

8.2. Numerikus szimulaciok A technologiai haladas modelljéhez
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11. abra: Idébeli numerikus szimulacios eredmények a késleltetett exogén technoldgiai haladas modellhez, ahol a kék
gorbék az azonnali amortizacios esetre, a zold gorbék a késeltetett amortizacids esetre vonatkoznak
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8.3. Numerikus szimulaciok AK modellhez
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12. abra: Id6beli numerikus szimulacids eredmények a késleltetett AK modellhez Lyapunov stabil esetre, ahol a kék
gorbék az azonnali amortizacios esetre, a z0ld gorbék a késeltetett amortizacios esetre vonatkoznak
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13. abra: Idébeli numerikus szimulacios eredmények a késleltetett AK modellhez aszimptotikusan stabil esetre, ahol a
kék gorbék az azonnali amortizacios esetre, a zold gorbék a késeltetett amortizacios esetre vonatkoznak
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14. ébra: Id6beli numerikus szimulacios eredmények a késleltetett AK modellhez instabil esetre, ahol a kék gorbék az
azonnali amortizacios esetre, a zold gorbék a késeltetett amortizacios esetre vonatkoznak

8.4. Numerikus szimulaciok a humantoke hatasara
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15. abra: Idébeli numerikus szimulacios eredmények a késleltetett MRW modellhez, ahol a z6ld gorbék egy stabil, mig
a piros gorbék egy dinamikusan instabil egyensulyi helyzet koriili dinamikat mutatnak; illetve a vastag vonalak tartoz-
nak a fizikai tokéhez, mig a vékonyak a humantdkéhez; valamint a folytonos vonalak jelolik a rendszer adott kezdeti
feltételébdl inditott viselkedés a szaggatottak pedig az egyensulyi helyzetet
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8.5. Karakterisztikus egyenlet valos és képzetes része (MRW)

Az 1d6késést 1s tartalmazd6 MRW modell azonnali t6keamortizaciot feltételezd variansanal a ka-
rakterisztikus egyenlet valos, illetve képzetes része a kdvetkezOképpen alakul:
R(@)=7(6+n)(2-a-posino+r(2—a— )5 +n)cosw—1(a+ f—1)(5 +n)cos(2w)) +

+7°(5+n)’ -, (8.1)
S(@)=1(5+n)((2—a-pwcosw+1(5+n)(a+ f-2)sinw+(a+ B -1)sin2w))+2w).

Mig ugyanezeket a mennyiségeket a késleltetett tokeamortizacid esetében a kovetkezd formaban ir-
hatjuk:
R(a)) =7’ cos(2a))(52(a +p4-2)-n*(a+ ,B—l)) —n’t*(a+ f—2)cos(w)+n’c’ +
+wsin(w)r(-S(a+ -4 —n(a+B-2))+5nr* (a+B-4)(-e" )cos(w) +
+0r’e”" cos(2w)(S(a + B —2)(sinh(nr) —3cosh(nr)) + nr(-3a -3 +4)-w’,
S(w)=28c*(a + B —2)sin(2w) cosh’ (n7) + 2ntew+ (S sinh(nr) —1) (a + f—4)wT cos 0+ (8.2)
+nz’ sin a)(n(a + L -2)-or(a+[—-4) sinh(nz')) —467% (a + f—2)sin(2w) sinh(nr) +
+ 17 sin(2w)(n — 28 sinh(n7))(n(a + S —1) — 5t(a + S —2)sinh(nr)) + 67 cosh(nr) +

+nt’sinw((6a+68—8)cosw+a+ f—4)+wnt’ cosw(2—a— ).
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