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Kapitel 1
Einfuhrung

In der Starrkorperstatik wurden ebene und rdumliche statisch bestimmte Trag-
werke behandelt. Mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen werden die Aufla-
gerreaktionen bestimmt und bei stabartigen Tragwerken kénnen Schnittgrofien
berechnet werden. Die Starrkdrperstatik ist jedoch immer auf statisch bestimm-
te Systeme beschrinkt.

In der Elastostatik wird durch die Einfiihrung eines Materialgesetzes die Be-
stimmung des Kréftespiels im Inneren des Korpers und der Verformung mog-
lich. Damit koénnen auch statisch unbestimmte Tragwerke analysiert werden.
Die Festigkeitslehre beschéftigt sich mit der Analyse der Beanspruchung der
Tragstrukturen, sie hat letztlich die Frage zu beantworten, wie weit die tatséch-
liche Beanspruchung einer Konstruktion von der Beanspruchung entfernt ist, die
zu ihrem Versagen fiihrt.

Ein Maf fiir die Beanspruchung eines Materialpartikels ist die mechanische
Spannung. Diese Spannung, auf die in dem folgenden Kapitel nidher eingegangen
wird, ist im Allgemeinen durch Betrachtung der Gleichgewichtsbedingungen am
verformten System zu bestimmen.

Gliicklicherweise sind die Verformungen bei den meisten Tragwerken sehr klein,
so dass es geniigt, das Gleichgewicht am unverformten System anzuschreiben.

Man spricht hier von linearer Theorie oder Theorie 1. Ordnung.

Fiir einige Problemstellungen ist es jedoch erforderlich, das Gleichgewicht am
verformten System zu betrachten und zu untersuchen, ob sich nach einer Sto-
rung des Gleichgewichtszustands wieder das urspriingliche Gleichgewichtszu-
stand einstellt. Zu diesen Problemen gehdren die Stabilitdtsprobleme, die mit
der Theorie II. Ordnung behandelt werden.

Fiir folgenden Fall ist die lineare Theorie ausreichend:
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Im Gegensatz dazu ist fiir Stabilitdtsfélle die Theorie 2. Ordnung erforderlich,
da das Einspannungsmoment infolge der Verschiebung v wichst, was wiederum
eine Vergrofserung der Verschiebung zur Folge hat.

In den folgenden Kapiteln wird es dementsprechend um die Fragen gehen, was
sind Spannungen?, welche Eigenschaften haben sie?, wie hingen sie mit den
Verformungen zusammen?.

Die letzte Fragestellung fiihrt uns zu Materialgesetzen, von denen das Hoo-
ke’sche Gesetz eine besondere Bedeutung hat.

Als weitere Fragen werden behandelt:

e Wie werden Spannungen bei Stabtragwerken bestimmt, wie Verschiebun-
gen?

e Wie werden Spannungen aus Normalkraft, Biegemomenten und Querkraf-
ten zu Vergleichsspannungen zusammengefasst, um sie mit den Ergebnis-
sen am einachsigen Zugversuch zu vergleichen?

In den weiteren Kapiteln werden Methoden gezeigt, wie die Schnittgrofen bei
statisch unbestimmten Systemen zu bestimmten sind.

Schlieflich wird der Knickstab als einfaches Stabilitdtsproblem behandelt.
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1.1 Spannungsbegriff, ebener Spannungszustand

Auf einen Stabquerschnitt wirken im ebenen Fall drei, im rdumlichen sechs
Schnittgrofsen.

Wir wollen uns zunéchst darauf beschrénken, dass auf dem Querschnitt einzig
eine Normalkraft wirkt. Sie greift definitionsgemé&f im Schwerpunkt der Quer-
schnittsfliche an. Die Normalkraft muss von den Materialpartikeln des Quer-
schnitts aufgenommen und weitergeleitet werden.

Auf ein Teilstiick der Grofe AA (AA — 0) wirke die Teilkraft AN.
Lasst man AA immer kleiner werden so wird aus dem Quotienten ﬁ—]){ durch

den Grenziibergang AA — 0:

AN

A AL O (1.1)

Das Ergebnis des Grenziibergangs wird als mechanische Spannung o bezeichnet.

Die Dimension der Spannung ist Kraft durch Flache, z.B. %; %

In den Werkstoffwissenschaften wird gern die Einheit Pascal (Pa) verwendet.

Es gilt die Beziehung:

1Pa = 1£; 1IMPa = 1 N2
m mm

2

Wirken die Spannungskomponenten parallel zur Stabachse, der x - Achse, so
wiirden sie mit o,, oder abgekiirzt o, bezeichnet.
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Selbstverstdndlich muss die Summierung der Spannungen iiber den Querschnitt
wieder die Normalkraft ergeben.

Es muss gelten:

Abbildung 1.1: Gleichverteilte Normalspannungen

Andererseits darf wegen der Voraussetzung, dass nur Normalkraft wirke, auch
kein Moment auftreten.

Es muss also auch gelten:

Lzt

?

b

Abbildung 1.2: Linear verteilte Normalspannungen

Wir betrachten hier Spannungen infolge von Schnittgrofien bei Stdben. Stébe
sind solche Gebilde, bei denen zwei Ausdehnungen des Raumes (Breite und Ho-
he) klein gegeniiber einer dritten Ausdehnung (Linge) sind.
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Wie spéter noch gezeigt werden wird, sind die Bedingungen (1.2 ) bis (1.4) er-
fiillt, wenn die Spannungen konstant iiber den Querschnitt verteilt sind.

Bei Spannungen, die nur aus einer Normalkraft herriihren, gilt also

Oy —

=

Greift nur ein Biegemoment M, an und ist der Querschnitt zur Y- oder Z-Achse
symmetrisch, so ergibt sich die Spannungsverteilung iiber der Hohe

worin I, eine Querschnittsgréfie ist, die Flichentrigheitsmoment genannt
wird.

I, = /z2 dA (1.5)
A

Abbildung 1.3: Spannungsverteilung bei Biegemomentenbelastung in y-
Richtung

Bei einem zu einer Achse symmetrischen Querschnitt, der nur durch ein Biege-
moment M, beansprucht ist, ergibt sich die Spannungsverteilung zu

M,
Oy = — )
L Y
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worin I, = [, y* dA ist.

Abbildung 1.4: Spannungsverteilung bei Biegemomentenbelastung in z-Richtung

Die Normalkraft N und die Biegemomente M, und M, erzeugen also Spannun-
gen im Querschnitt.

Diese Spannungen nennt man Normalspannungen o,; sie wirken auf der Schnitt-
fliche, deren Flichenaufennormale parallel zur x - Achse steht und die Richtung
der o, Spannung zeigt ebenfalls in Richtung der x - Achse.

Die Querkrifte ), erzeugen ebenfalls Spannungen, sie werden Schubspannun-
gen 7., genannt.

Sie wirken auch auf die Schnittfliche, deren Aufennormale die x - Achse ist,

aber zeigen in die Richtung der z - Achse, daher ist ihr Name 7,.. Die Schub-
spannungen wirken also in der Ebene nach der sie bezeichnet sind.

/A redd = Q. (1.6)

Die Verteilung der Schubspannung infolge Querkraft {iber einen Rechteckquer-
schnitt ist parabelférmig:

Abbildung 1.5: Schubspannungen
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Uber die Querschnittsbreite ist ihre Verteilung konstant, oben und unten geht
sie auf Null und ihr Maximalwert ergibt sich zu

Er liegt auf der Hohe des Flachenschwerpunktes.

Wie noch gezeigt werden wird, gibt es auch Schubspannungen .., die in der
gleichen Grofse auftreten.

Sie wirken in der Ebene, deren Flichennormale parallel zur z - Achse ist und
zeigt in die x - Richtung.
Auch Torsionsmomente haben Schubspannungen zur Folge.

1.2 Der rdumliche Spannungszustand

Bisher wurden die Spannungen eines Stabes betrachtet, der durch Biegemomen-
te, die Querkraft @@, und durch die Normalkraft belastet war.

Bei einem allgemein raumlich belasteten Korper konnen neun Spannungskom-
ponenten auftreten, die sich jedoch auf sechs Komponenten reduzieren lassen.

Abbildung 1.6: Rdumlicher Spannungszustand

Es erscheinen drei Normalspannungen o, oy und o, die auch mit o, oy, und
0., bezeichnet werden.

Tyz
/ \ X
Ort Richtung y

z
o, wirkt auf der Flidche, deren Aufsennormale parallel zur x-Achse ist,
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oy wirkt auf der Fléche, deren Aufennormale parallel zur y-Achse ist,
und o, entsprechend.

Abbildung 1.7: Normalspannungen
Die Normalspannungen wirken auch jeweils parallel zur Koordinatenachse, nach
der sie indiziert sind.

Analog ist es mit den Schubspannungen; ihr erster Index gibt jeweils die Fliche
an, auf der sie wirken, der zweite die Richtung, in der sie wirkt.

Die 9 Spannungen kann man auch zu einer Spannungsmatrix zusammenfassen:

Auf der Hauptdiagonalen stehen die Normalspannungen, die anderen Elemente
sind mit Schubspannungen besetzt und zwar so, dass der erste Index zeilenweise,
der zweite Index spaltenweise hochgezdhlt wird.

1.2.1 Vorzeichen der Spannungen

In der Darstellung sind die Spannungen in positiver Richtung dargestellt.

Wie bei den Schnittgrofien wird auch bei den Spannungen der Begriff des posi-
tiven Schnittufers gebraucht.

Positiv ist ein Schnittufer, wenn die Aufennormale in die positive Richtung
der Koordinatenachse zeigt.
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Positive Spannungen liegen vor, wenn am positiven Schnittufer die Spannungen
in die positive Koordinatenrichtung zeigen.

Darum zeigen in der Darstellung nur die Spannungsvektoren o, 7., und 7, in
die negative Koordinatenrichtung, alle anderen in die positive.

Die positiven Normalspannungen sind stets Zugspannungen, die Schubspannun-
gen laufen an den Ecken aufeinander zu oder voneinander weg.

1.2.2 Gleichheit einander zugeordneter Schubspannungen
in orthogonalen Schnitten

Die folgende Betrachtung des Momentengleichgewichts am differentiellen Ele-
ment zeigt, dass die Spannungsmatrix symmetrisch ist, und dass gilt:

Tey = Tyx

Y
T Tys + —85’;” dy

OTx
WEY| O | s

_ Y

| dz |
Abbildung 1.8: Schubspannungen in orthogonalen Schnitten

Die Skizze zeigt die Schubspannungen an einem Element der Groéfse dz - dy und
der Dicke t.

An der linken und unteren Kante sind 7,, und 7,, angetragen, wihrend an der

rechten und der oberen auch die Zuwichse ag;y -dx und 8;1”” - dy beriicksichtigt

wurden.

Bildet man das Momentengleichgewicht um 0 , so erh&lt man:

d d oty d OTya d
Txydyt;—Tyxdl'to—‘r(sz + ;—xy dx> dyt;— (Tym+ 7'; dy> dyt

Die (nicht dargestellten) Normalspannungen liefern keinen Anteil, da ihre Teil-
resultierenden durch den Punkt O gehen.
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Fasst man das Momentengleichgewicht zusammen und vernachléssigt die Ter-
me, die von héherer Ordnung klein sind, so erhilt man:

Toy - dx-dy-dz — Ty -dx-dy-dz = 0, woraus folgt: T,y = Ty

Dieses Ergebnis ldsst sich zum Satz von der Gleichheit einander zugeordneter
Schubspannungen verallgemeinern:

In je zwei zueinander senkrechten Ebenen sind die zur Schnittlinie der Ebenen
senkrechten Schubspannungen einander gleich.

Tey = Tyz Tez = Tzx Tyz = Tzy



Kapitel 2

Materialgesetz, Hook’sches
Gesetz

Das Materialgesetz (oder Stoffgesetz) beschreibt den Zusammenhang zwischen
den Spannungen und einer Deformationsgrofe, den Dehnungen.

Dehnung Der Quotient aus der Langendnderung Al und der Ausgangslange
[ heifst Dehnung €. Betrachtet man einen Stab der Lénge [, auf den die Zugkraft
F wirkt,

SO ist:

Al neue Linge - alte Linge
€ = — = _ (2.1)
l alte Lange

— > — > T,U

14
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Betrachtet man den gleichen Stab unter gleicher Belastung und tragt die Ver-
schiebung u(x) iiber x auf, so erhdlt man

u(w2) Al

r1 X2 l

Abbildung 2.1: Verschiebung

An der Stelle x = [ liegt die die Verschiebung v = Al vor, an der Stelle z;
erhilt man die Verschiebung u(x;) und bei 9 = z; + Az die Verschiebung
u(x; + Ax). Bildet man nun den Differenzenquotient an den Stellen z; und
zo und macht den Grenziibergang Ax = x9 — x; — 0, so kommt man zur
allgemeinen Formulierung;:

u(x + Azx) — u(x) du

= 1. = —
e(z) = Jim, Ax dz

Beriicksichtigt man, dass die Verschiebung u auch eine Funktion der Koordina-
ten y und z sein kann und Verschiebungen auch in y und z-Richtung vorliegen
konnen,so erhélt man:

o
Eziax

_ov
5y—ay

ow
= 2.2
€= 5 (2.2)

Die Dehnung ¢, &, ¢, ist die Anderung (partiellen Ableitung) einer Verschie-
bung (u, v, w) in die zugeordnete Koordinatenrichtung z, y, z.

2.1 Der Zugversuch
Die Dehnungseigenschaften eines Materials werden durch einen genormten Zug-

versuch gewonnen. Hierbei wird die Kraft so langsam aufgebracht, dass ihr Deh-
nungszustand stets der Spannung entspricht ( statische Lastaufbringung )
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F
A
Dynamisch
Statisch
> [
Abbildung 2.2: Lastaufbringung beim Zugversuch
Al,
'y
dynamisch
9 ARV .
r<i
statisch Al
v v .
{

Abbildung 2.3: Verschiebung beim Zugversuch

Nach Aufbringen der vollstéindigen Last stellt sich die Verlangerung Algq:. ein.
Bréchte man die Last sofort in voller Grofe auf (dynamische Lastaufbringung),

so wiirde die Verldngerung Al zundchst bis auf 2Als:,+ wachsen und schwingen.

Infolge der Dampfung werden die Amplituden geringer. Schlieflich wird sich das

gleiche Al wie bei statischer Lastaufbringung einstellen.

Zur Auswertung des Zugversuchs wird die Dehnung ¢ {iber der zugehérenden
Spannung aufgetragen. Diese Darstellung nennt man das Spannungs-Dehnungsdiagramm
oder kurz o — e-Diagramm.
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g e = £
" 1
U, -
Einschniirung o, = {L
U 1 der Probe "
Uz
Tp
._.-"Al Entlastungs-
* gerade
Hooke Fliefien Verfestigungsbereich I €

Abbildung 2.4: Spannungs-Dehnungsdiagramm

Betrachtet man das o - € - Diagramm bei Stahl S235, so finden sich folgende
Bereiche.

Zunichst zeigt sich ein Bereich, bei dem die Spannungen o geradlinig von
¢ abhéngen. In diesem Proportionalitidtsbereich, der bis zum Index P reicht
gilt: o=FE-¢

Die Grofle E nennt man den Elastizitatsmodul; sie ist fiir technische Anwendun-
gen in weiten Bereichen konstant.

Diese Beziehung wurde von Robert Hooke (1635-1703) 1660 in Form eines Ana-
gramms verdffentlicht (UT TENSIO SIC VIS) und gilt fiir viele technische Werk-
stoffe. Dem Proportionalititsbereich schliefit sich ein kleiner nichtlinearer Be-
reich bis zum Kennzeichen E an.

Nach einem weiteren nichtlinearen Ansteigen kommt das Kennzeichen F, die
Fliefsgrenze, die Spannung fallt und steigt iiber wachsender Dehnung. Dieser
Bereich wird Flieffbereich genannt. Von der Werkstoffwissenschaft wird er mit
einer Umstrukturierung des Kristallgitters erklart.

Dem Fliefbereich schliefit sich der Verfestigungsbereich an, in dem die Spannung
wieder bis zum Bruch (Kennzeichen B) steigt. Kurz vor dem Bruch tritt eine
Einschniirung des Querschnitts auf. Nach der gréfsten Spannung féllt die Nenn-
spannung (Kraft durch Ausgangsquerschnittsfliche) wieder ab, bis der Priifkor-
per vollstindig getrennt ist. Betrachtet man an Stelle der Ausgangsfliche die
durch die Einschniirung stark kleiner werdende wirkliche Querschnittsfliche, so
steigt die wirkliche Spannung bis zur endgiiltigen Trennung weiter an.

Vom Ursprung bis zur Elastizitdtsgrenze ist der elastische Bereich. Steigert man
die Spannung nicht hoher als og und fihrt sie dann zuriick, so kommt die Probe
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wieder in ihre Ausgangskonfiguration zuriick.

Der Bereich von der Elastizitdtsgrenze bis zum Bruch wird plastischer Bereich
genannt. Steigert man die Spannung bis in den plastischen Bereich und entlas-
tet die Probe wieder, so ist die Entlastungsgerade eine Parallele zur Geraden im
linear elastischen Bereich. Es bleibt eine bleibende Verformung.

2.2 Elastisches und Plastisches Werkstoffverhal-

ten
linear nicht linear
o o
‘ -
elastisch _~
= . £ ,
o o
‘ ~
plastisch " .
~ - _ E E
‘U ideal linear d Aluminium
elastisch
Beispiel ideal plastisch
,I . € ., €

e elastisch: Belastungskurve stimmt mit Entlastungskurve iiberein

e plastisch: Belastungskurve und Entlastungskurve stimmen nicht {iberein
(bleibende Verformung)

Reale Materialien haben elastische und plastische, lineare und nichtlineare Be-
reiche. Fiir die Bearbeitung mechanischer Probleme sind Idealisierungen not-
wendig. Oft geniigt es mit dem Hooke’schen Gesetz ¢ = FE - & zu rechnen. Im
Stahlbau wird mit linear elastischem und ideal plastischem Verhalten ( bilinea-
res ¢ - € -Diagramm ) gerechnet.

Der E-Modul ist eine Materialkonstante.
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Material E [N/mm? ar [1/oC]
Stahl 2,1-10° 1,2-107°
Aluminium 0,7-10° 2,3-107°
Beton 0,3-10° 1,0-1075
Holz-Faser | 0,7...1,6-10* | 2,2...3,1-107°
Gusseisen 1,0-10° 0,9-107°
Kupfer 1,2-10° 1,6-107°
Messing 1,0-10° 1,8-1075

Tabelle 2.1: Ubersicht iiber E-Module unterschiedlicher Werkstoffe

Beispiel:

gee:

ges:

Losung:

l=4m |
‘ — N = T70kN

N = 70kN
A = 10cm?
E=2,1-10°-2;
Al

_ N __ _7010°N__ __ N
0= A T 10102mm2 70mm2
oc=F-¢

_ o __ 70N/mm2 o . —4
€= 5 = 2110 mmz = 093 10

e=48 5 Al=¢-1=3,33-10"*-4-10°

Al =1,333mm

19
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2.3 Querkontraktion

Yy
A
L
— Ly T F
ls T Al

Abbildung 2.5: Querkontraktion

Betrachtet man die Verformungen eines Stab unter Zugkraft genauer, so zeigt
sich, dass neben der Verlangerung Al, der Stab schmaler geworden ist.

Diese Verzerrung nennt nennt sie Querdehnung.

Es gilt der Zusammenhang

v wird Querkontraktionszahl genannt. Bei Stahl gilt v = 0,3 bei Kunststoff
v~ 0,4. Es gelten die Grenzen der Querkontraktion

0<rv<0,5

Der Wert v = 0,5 gilt beispielsweise fiir Gummi. Die Volumendehnung &, be-
tragt dann

€y =€z t+ey+e, =0
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2.4 Stoffgesetz fiir Gleitung

Tyz
—_—
verformte Konfiguration
Toy
Ty
Y,
P)/ZCy
-— a2
Tyz

Abbildung 2.6: Gleitung

Wirken auf eine Scheibe ausschlieflich Schubspannungen, so veréndert sie ihre
Form so, dass aus einem Rechteck ein Parallelogramm wird. Der Winkel, um den
sie verzerrt wird, wird als Gleitwinkel oder Ingenieursgleitung 7., oder einfach
Gleitung bezeichnet.

Wie bei den Normalspannungen o, und den Dehnungen besteht auch hier ein
linearer Bereich fiir den gilt: 7,, = G -7y ( mit dem Gleitmodul G ). G ist
ebenso wie E eine Materialkonstante.

E und G sind nicht unabhingig voneinander, ist der Werkstoff isotrop und ho-
mogenen so besteht der Zusammenhang:
E
= —— 24
¢ 2-(14v) (2:4)

Fiir Stahl ergibt sich:

2,1-10%

¢ = 2-(1+0,3)

= 0,8077 - 10% KN/cm?

Wie der Elastizititsmodul hat der Gleitmodul die Einheit einer Spannung. Er
wird auch hiufig als Schubmodul bezeichnet.
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2.5 Verallgemeinertes Hook’sches Gesetz

Es gilt fiir homogene isotrope elastische feste Korper

Homogenitit: gleiche Zusammensetzung des festen Korpers bis in die kleinsten Teile
— Dehnungen sind stetige Funktionen der Ortskoordinaten

Isotropie: gleiche elastische Eigenschaften nach allen Richtungen

2.5.1 Hooke’sches Gesetz fiir den ebenen Spannungszu-
stand.

Ein ebener Spannungszustand liegt vor, wenn nur in zwei Koordinatenrichtun-
gen Spannungen wirken.

Beispiel:

Tey

T 0, =0,7Tp =72, =0

Abbildung 2.7: ebener Spannungszustand

Die Dehnungen setzen sich aus einem Anteil infolge der Normalspannung o,
bzw. o, und einem aus der Querkontraktion infolge der Normalspannung o,
bzw. o, zusammen:

Ox ay Op — V- 0y
€g = — —V-— =
E E E

Ox Oy —V 0y + 0y
€y = —V-—+= =
Y E FE E

Ox o v
€, = —V-——v-—2 = —— . (0,+0y)
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Es tritt auch eine Dehnung e, auf, obwohl (besser weil) in z-Richtung keine
Spannung wirkt!

Die Spannungen ergeben sich daraus:

Oy = m-(sz—i—u-sy)
oy = (1157”2)-(1/-6;54—53,)
o, = 0 (2.5)

2.5.2 Hook’sches Gesetz fiir den rdumlichen Spannungs-
zustand

In Erweiterung des ebenen Spannungszustandes ergibt sich fiir den radumlichen
Spannungszustand:

1

& = =oloa-v-(o,+02)
1

&y = E'[Uy_V'(Uw+UZ)]
1

€, = E'[JZ—V~(JI+O'y)]

und die Spannungen als Funktion der Dehnungen ergeben sich:

= E E+ — (ex+¢ —i—e)_
Or = (1+1/) -x (1_21/) x Yy z-
= E ey + (€x+¢ —i—a)_
R T B TR R
= b o (ea ey + )_
7T ) [T a2y ST

(2.6)

2.5.3 Beriicksichtigung des Temperatureinflusses

Die Erwarmung eines Korpers fiihrt zu dessen Ausdehnung. Diese Warmeaus-
dehnung folgt dem Gesetz e = ar-AT wobei der Wirmeausdehnungskoeffizi-
ent a7 in den uns interessierenden Temperaturbereichen eine Materialkonstante
ist. Die Gleitungen werden durch die Erwérmung nicht verédndert. Damit erhalt
das verallgemeinerte Hooke’sche Gesetz die Form:
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€z

€z

Yy

Vyz

Yz

€elastisch
Etemp

Ql= Q= == == &=~

Ql-

0w —v- (0, +0.) +ar. AT
oy —v-(0p+05)] +ar- AT
oy —v-(0g +oy)| +ar- AT
ey
Tya

*Tex
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Kapitel 3

Transformation der
Spannungsmatrix

3.1 Transformation des ebenen Spannungszustan-
des

3.1.1 Spannungen an Schnitten

Der ebene Spannungszustand ist dadurch gekennzeichnet, dass alle Spannungen
in einer Ebene wirken.

Wie bereits gezeigt treten Dehnungen jedoch in drei Richtungen auf.

Oy

Y PrEttteeeatt

Tyx

Oy Toy (1) Tay Oy

P

Tya
-ttt

P

Oy

IASASARABAN|

X

Abbildung 3.1: ebener Spannungszustand

Am dargestellten Element der Grofe dz - dy und der Dicke ¢ wirken die Span-
nungen o, oy und 7.y.
Die Spannungen seien iiber die Dicke ¢ konstant verteilt und das Element sei im

Gleichgewicht.

25
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Fiithrt man einen gedachten Schnitt unter dem Winkel ¢ durch das Element und
tragt die dabei frei werdenden Spannungen o¢ und 7¢, an, so muss sich dieses
Teilelement auch im Gleichgewicht befinden.

3
Y o, Y
o T o¢
S o T
ng dn sing fz%» =
% i dn cos : g ! : /Tin
TITIEINTI I T

Abbildung 3.2: Spannungen an geschnittenem Element

Das Gleichgewicht in &-Richtung liefert:

ZF§ =0 =o0¢-dnp-t—o0y-dr-t-sing
—Tay - dx -t-cosg
—0g - dy-t-cosp

— Ty - dy -t -sing

dr = dn-singp

dy = dn-cosyp

und nach einer Division durch dn - ¢t erhédlt man:

0 = 0¢—0y-sin®p— 1, sing-cosy
—0y - cos® p — Ty COS @ - Sin @

— 0 = Um~cos2g0+cry'sin2<p+2~r:cy'cos<p~sin<p
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Das Gleichgewicht in n-Richtung liefert:

ZF" =0 = Tg-dn-t—o0y-dr-t-cosy
FTpy -dr -t -sine
40, -dy-t-sing

—Tgy - dy -t-cos

mit
dr = dn-singp

dy = dn-cosyp

und nach einer Division durch dn - ¢ erhélt man:
0 = 7¢gp—o0y-sing-cosp+ Ty -sin?

+0, SN - cosY — Tyy cos? @

— Tey = (0 —0y) cOS@-sing + Ty - (cos? g —sin® )
Yy oy Yy
o, T :
LE 3, =,
“ 3 ldy sing = =
% i dn cosp : g 1 g
P P

Abbildung 3.3: Spannungen an geschnittenem Element

Die Gleichgewichtsbetrachtung eines zweiten Schnittes liefert die Formeln:

27
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o = ax-coszgo+cry-sin2<p+2'rxy-cos<p~sing0
oy = oz~sin2<p+0yocosch+2'71y~coscp~sing0
Ten = (0y —0z) cOSp-sing + Ty - (cos® o —sin® )
(3.1)
Fiihrt man die Beziehungen
cosp = = (1+cos2yp)
sinfp = = (1—cos2yp)
sing-cosp = §sin2<p
in (3.1) ein, so erhélt man:
1 1 .
og = 3- (0g +0y) + 5 (0z — oy) - cO82¢ + Tyy - sin2¢
1 1 .
oW o= 5 (04 +0y) — 3 (05 — 0y) - COS2p — Tyy - SIN 200
1
Ten = g (05 —0y) - sin2¢ + -7y - OS2
(3.2)

In dieser Form findet man die Transformationsbeziehungen hiufig in Formelsamm-
lungen.

3.1.2 Hauptspannungen

Nach den Gleichungen (3.1) bis (3.2) sind die Normalspannungen o¢ und o, eine
Funktion des Koordinatensystems oder des gewdhlten Drehwinkels .

Sie nehmen dort ein Extremum an , wo die erste Ableitung d%gp) verschwindet.
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do d (1 1 i
550) = 25 |3 (Or o) g (0w —0y) cos2p 4 7y sin2g
1 . * * !
= 5'(ox—ay)'2'(—sm2<ﬂ)+2'Twy'COS2‘/’ =0
(00 —0y) -sin2p" = 2-7, - cos2p"
smee Ty _ tan 2¢*
cos 2¢* Oy — Oy

Der Winkel ¢* | bei dem die Normalspannungen extremal werden, ergibt sich
zu:

2 Tay

tan2p* = (3.3)

Op — Oy

Setzt man (3.3) in (3.2) ein , so erhélt man nach einigen Zwischenschritten die
Extremalspannungen

o, + o0 Oy — O 2
o102 = w2 Y+ (””2 y) + 72, (3.4)

Fiir o ist das positive Vorzeichen zu verwenden:

01 > 02

Der Winkel ¢* ist der Hauptspannungswinkel, unter dem die Normalspannun-
gen extremal werden und die Schubspannungen verschwinden.

Die Schubspannungen werden mit der Bedingung %: 0 extremal.

dry d 1 1
T;’? = o =5 (0w —0y) 5 - +7uy - cos2p

1 *% 3 H :
— —7-(UI—Uy)'2‘C052§D —|—2-sz-(—511'12§0 ): 0

2
(03 —oy) -cOs20™ = =27y, -sin2¢™
sin 2¢p** Op — Oy ok
—— = ———— = tan2p
cos 2¢p** 2 Ty

*

©** wird der Hauptschubspannungswinkel genannt.
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Da tan2p* = —L___ ist, liegt zwischen 2¢* und 2¢** ein Winkel von 90°,

" tan 2p**
©* und ¢** bilden somit einen Winkel von 45°.

Die Hauptschubspannungen betragen:

2
Oy — O
Tmin,max = + \/( D) y) +Tz2y (35)

Die Normalspannungen haben unter dem Hauptschubspannungswinkel ¢o** den
Wert

oy = (36)

Wegen der Doppeldeutigkeit der Tangensfunktion ist es einfacher, den Haupt-
spannungswinkel mit

tanp* = Toy (3.7)

zu bestimmen.

Hierzu ist es allerdings die kleinere Hauptspannung oo erforderlich.

3.1.3 Mohr’scher Spannungskreis

Fiir den ebenen Spannungszustand ist ein graphisches Verfahren zur Bestim-
mung der Hauptspannungen und des Hauptspannungswinkels oft niitzlich. Hier-
zu wird mit Hilfe von o,, o, und 7, ein Kreis, der Mohr’sche Spannungskreis,
konstruiert, aus dem sich die Spannungen fiir jeden Transformationswinkel ab-
lesen lassen.

Es gilt:

Ox +0y  Op — 0y

o¢ 5 5 = + COS 24,0 + Txy * sin 290 (38)
ey = _% I 20 + Ty - OS2 (3.9)
0_5 _ Og ;— Oy — Oz g Ty - COS 2(‘[) —+ Tmy - sin 2()0 (310)

Nun wird der Winkel ¢ aus (3.9) und (3.10) eliminiert.
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(3.9)%:
2 Oz — Ty : 2 Oz — 0y . 2 2
Ten”w = 5 -sin” 2¢p — 2+ 5 “SIN2p + Tyy * COS 20 + Ty~ - COS™ 2¢0
(3.10)% :
orercry2 Oy — Oy 2 2 Og — Oy . 2 .. 92
O¢ — 5 = 5 - COS 2<p+2~T~c08230~7'xy~sm2<p+7xy - sin” 2¢
(3.9)% + (3.10)?
Uz+0y2 2 Oz — 0y ? .2 2 Oz — 0y .
0 — — + 7yt = 5 - (sin® 2 + cos” 2¢p) — 5 sin 20 - co82¢p - Tyy
Oz — 0y . 2 o2 2
-8in 2 - cO8 2 - Tyy + Tay” - (5in” 2¢0 + cos® 2¢)
mit sin? z 4+ cos®>z = 1 erhilt man:
2 2
[ag =T ;— Uy} + ey’ = (U’” 5 ay> + Tay”
(X—XJV[)Q —|— (Y—Y]\/I)Q = 7"2

Dies ist eine Kreisgleichung!

Der Spannungszustand in einem Punkt einer Scheibe wird durch den Mohr’schen
Spannungskreis beschrieben.

Zu jedem Schnitt ( Winkel ¢ ) gehort ein Punkt auf dem Kreis.
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Ay

Abbildung 3.4: Mohr’scher Spannungskreis

Konstruktion:

o, und o, werden auf der horizontalen Achse aufgetragen,
die Schubspannung bei o, Vorzeichen gerecht eingetragen,
bei o, in umgekehrter Richtung . (P und P¢)

Der Schnittpunkt der Geraden PP’ mit der o- Achse ist der Mittelpunkt des
Kreises.

3.2 Transformation des raumlichen Spannungs-
zustandes

Analog zu (3.2) ldsst sich der rdumliche Spannungszustand transformieren.
ay  Winkel z — é¢
51 Winkel y — é;

71 Winkel z — ¢

CoS a1 COS (g COs (g

— _

€c = |cosf '[e]; €y ez} €n = |cosfs '[ew €y e_;} ec = |cosF3 '[e_;

cos Y1 COS Y2 COS Y3

€y

—
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:'“'I r

Abbildung 3.5: rdumliche Spannungstransformation

(3.11)

mit
€ X € = €

Auch im rdumlichen Spannungszustand lasst sich eine Konfiguration finden, bei
der die Schubspannungen verschwinden und die Normalspannungen extremal,
d.h. zu den Hauptspannungen, werden.

Dazu ist die Losung einer kubischen Gleichung in notwendig.

Die drei Wurzeln (Nullstellen) sind die drei Hauptspannungen.

o3I -0+ L-oc—1I3 = 0 (3.12)
mit
L = o,+0y+0; (Spur der Matrix)
Iy = o4,0y+0y0,+ 0.0, — Twa — Tyz2 — szQ

Ox  Tzy Txz

Is = |70 0y 7y (Determinante der Matrix)

Tzx  Tzy Oz
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I,I5,I3 Invarianten der Spannungsmatrix,

da von der Drehung des Koordinatensystems unabhéngig!



Kapitel 4

Zug, Druck und Scherung

In diesem Kapitel sollen zur Einfithrung in die Festigkeitslehre die einfachsten
Beanspruchungen behandelt werden.

4.1 Zug

Ein Zylindrischer Stab mit der konstanten Querschnittsfliche A wird durch eine
Normalkraft mit positivem Vorzeichen, einer Zugkraft F, beansprucht. Die Kraft
greift im Schwerpunkt der Querschnittsfliche an.

/FZ

Abbildung 4.1: Zugstab

Bei Vernachléssigung von Querschnittsspriingen und Werkstoffinhomogenitéiten
kann von konstanter Spannungsverteilung {iber den Querschnitt ausgegangen
werden Die Normalspannung o kann damit durch

F,
o=-2

A

bestimmt werden.

Die fiir den Ingenieur wichtige Frage ist, wie grofs die Querschnittsfliche bei
bekannten Beanspruchung F, sein muss. Die Beantwortung dieser Frage nennt
man die Bemessung.

Die auftretenden Spannung darf eine zuldssige Spannung o ,,; nicht {iberschrei-
ten.

0 < 0z

35
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Diese zuléssige Spannung wird aus einem spezifischer Kennwert des Werkstoffs,
meist der Streckgrenze (3, abgeleitet.

_ DBs
Ozul = —
v
Der Sicherheitsfaktor v liegt zwischen 1,5 und 2, 5, in Sonderfillen auch darunter
und dariiber. Er wird in den Normen und anderen technischen Regelwerken
festgelegt.
Verfahren, bei denen die Tragsicherheitsnachweis durch den Vergleich der be-
tragsméfig hochsten auftretenden Spannung mit einer zuléssigen Spannung er-
bracht wird, nennt man ein Verfahren nach dem Konzept der zuldssigen Span-
nungen. Es gibt noch andere Konzepte, genannt sei das Konzept der Teilsicher-
heitsbeiwerte, bei dem auch die Wahrscheinlichkeit es Auftretens einer Bean-
spruchung und die Wahrscheinlichkeit der Unterschreitung einer Beanspruch-
barkeit beriicksichtigt wird.
Die Nachweisgleichung, oder wie es in einigen Vorschriften bezeichnet wird, das
Nachweisformat lautet beim Konzept der zuléssigen Spannungen:

F,

g = < O zul

4.1.1 Beispiel Flaschenzug

Mit einem zweifach geschorenen Flaschenzug soll eine Masse langsam gehoben
werden. Die zur Verfiigung stehende Zugkraft betrigt Fs = 11.9kN Es stehen
Seile mit folgenden Querschnittsflichen zur Verfiigung:

Ay = 0.5¢m? und As = 1.35em?

Die zuléssige Spannung im Seil betrégt
Osut = 21kN/em?

Welches Seil kann eingesetzt werden?

e

Y

Abbildung 4.2: Flaschenzug

Nachweis Seil 1:

_ 11,9kN

7= 0.5cm2 23, SkN/sz > 0,41 ~» unbrauchbar
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Nachweis Seil 2:

_11,9kN

c=——-=09, 521<;N/cm2 < 0,4 ~ brauchbar, Nachweis erbracht!
1.25¢m?

4.1.2 Beispiel: Zugstab mit geschraubtem Anschluss

Ein Zugstab in einem Fachwerk ist an ein Knotenblech mit zwei Schrauben hin-
tereinander angeschlossen. Durch das Bolzenloch mit dem Duchmesser dy wird
der Querschnitt geschwicht, tragend wirkt nur der sogenannte Nettoquerscha-
nitt:

A, =A—td,

Die Kerbwirkung soll hier ebensowenig beriicksichtigt werden wie verschiedene
technologische Vorschriften in den Fachnormen, sie sind spédteren Lehrveranstal-
tungen vorbehalten.

Abbildung 4.3: Nettoquerschnitt

Der Querschnitt ist im Schnitt I-I geschwécht, die Kraft F, muss aber in voller
Grofe vom geschwéchten Querschnitt A, aufgenommen werden. Das Nachweis-
format fiir den geschwichten Querschnitt ergibt sich somit zu:

F,
On = < Ozul

A,

4.2 Druckbeanspruchung

4.2.1 Druckbeansprungen bei stabformigen Ko6rpern

Druckbeanspruchungen entstehen bei stabformigen Bauteilen infolge einer Nor-
malkraft mit negativem Vorzeichen.
Die Druckspannung ergibt sich zu

Fy

Od = —

A

Das Nachweisformat ist entsprechend



KAPITEL 4. ZUG, DRUCK UND SCHERUNG 38

/Fd

Fy

Abbildung 4.4: Druckstab

F,
|0d| = % < O zul

Bei schlanken Stédben ist bei Druckbeanspruchung das Knicken zu beachten.

4.2.2 Pressungen

Wirken Druckspannungen in der Kontaktebene zwischen zwei Korpern spricht
man von Pressung p.

Abbildung 4.5: Pressung

Das Nachweisformat fiir Pressungen lautet:

F
b= Z < Pzul
Die zuldssige Pressung hingt von der Werkstoffpaarung und den Eigenschaften
der Oberflachen ab.

Die Pressung von Lagerteilen ist von der Lagerart und dem Lagerspiel
abhéngig. In technischen Berechnungen ist ein vereinfachter Ansatz iiblich:

_F<
p_gd_pzul

Die zuléssige Pressung ist den Unterlagen des Lagers zu entnehmen.
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_/ ¢

| d |

Abbildung 4.6: Lagerpressung

Der Lochleibungsdruck von Passschraubenverbindungen wird ebenso ver-
einfachend mit der Projektionsfliche (¢ d) angenommen:

F
Uézﬁgaézul

Abbildung 4.7: Lochleibungsdruck

Scherbeanspruchung tritt beispielsweise beim Stanzen und beim Abscheren
von Bolzen auf. Zunichst soll das Stanzen behandelt werden.
Die Scherspannung ergibt sich zu:

£
T = i

mit der Scherfliche A,
A, =t/

Die erforderliche Stanzkraft ergibt sich zu:

Ferf :As B

Bolzenscherung ist bei Niet- und Schraubenverbindungen zu beachten. In
Abb. 4.9 ist eine zweischnittige Verbindung dargestellt.
Die Scherfliche errechnet sich zu

T d?
Ag=n T2
"y
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Abbildung 4.8: Stanze

-~
-~

vl vl

Abbildung 4.9: Abscheren

dabei ist n die Schnittigkeit der Verbindung. Da eine zweischnittige Verbindung
vorliegt, ist n=2. Die Scherspannung ergibt sich zu:

F
Ta = —— < Tauwl

As

Der Festigketisnachweis einer Bolzenverbindung besteht aus drei Einzelnachwei-
sen:

e Abscheren
e Lochleibung

e Nettoquerschnitt der Laschen



Kapitel 5
Spannungshypothesen

Mit den Methoden der Festigkeitslehre kann angegeben werden, durch welche
Spannungen ein Bauteil beansprucht ist. Diese Spannungen miissen mit Ergeb-
nissen von Versuchen verglichen werden, um beurteilen zu konnen, wie weit
die Beanspruchung des Bauteils von der Beanspruchung entfernt ist, die zum
Versagen fiihrt.

Diese Versuche sind meist einachsige Zugversuche, deren Ergebnisse in Form
eines 0 — ¢ — Diagramms dargestellt werden.

Pretttttesss
LUJ» Og g Try (t) Try % Ox
L 7 - =
RN

Abbildung 5.1: Proportionalitéitsstab und ebener Spannungszustand

Bei den zu beurteilenden Bauteilen liegt aber selten eine reine Zugspannungs-
beanspruchung vor, meist wirkt eine Kombination von verschiedenen Normal-
und Schubspannungen.

Diese Beanspruchungskombination muss also so zusammengefasst werden, dass
eine Vergleichsgrofe entsteht, die dem Ergebnis aus dem einachsigen Versuch
gegeniibergestellt werden kann.

Diese Vergleichsgrofte wird Vergleichsspannung genannt.

In der Vergangenheit gab es viele Hypothesen, wie diese Grofe zu bestimmen
ist. Einige davon sollen hier angefiihrt werden.

41
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5.1 Hypothese von der Gestaltsinderungsenergie

Diese Hypothese, die auf Huber (1872-1950), von Mises (1883-1953) und Hencky
(1885-1951) zuriickgeht, geht davon aus, dass die Anderung der Gestalt eines
Korpers, fiir die Zerstorung seines Gefiiges mafgebend ist.

Die Vergleichsspannung nach der Hypothese der Gestaltsdnderungsenergie be-
riicksichtigt nur die Anteile aus dem Spannungstensor, die zur Anderung der
Gestalt beitragen.

5.1.1 Gestaltsdnderung:

—~
P /
L __ 1 rs /
N o
| | /
/ S
4 - — — _— 4 _ ~
/ —
—
Aus Wiirfel wird Quader Aus Quader wird Raute

Diese Vergleichsspannung, die meist als von Mises Spannung bezeichnet wird,
ist besonders fiir zihe Werkstoffe geeignet und wird fiir nach DIN18800 (11.90)
fiir Stahl eingesetzt.

Hat man bereits die Hauptspannungen vorliegen wird sie berechnet nach:

(T:J)'M = \/; . [(0'1—02)24-(0'2—(73)24-((73—01)2} (5.1)
In dieser Form zeigt sich deutlich, dass die Anderung der Gestalt als mafgebend
angenommen wurde. Man erkennt, dass der hydrostatische Spannungszustand
mit 07 = 09 = o3 die Vergleichsspannung Null ergibt.

Oft werden die Hauptspannungen nicht bekannt sein, die von Mises Vergleichs-
spannung bestimmt man dann mit:

1
oM — \/2 Now —0y)?+ (0y — 02)2 + (0. — 02)2] +3- (12, + 72, + 72,)
(5.2)

In vielen Féllen wirken nur o,- und 7,,-Spannungen, dann vereinfacht sich diese
Gleichung zu:
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afj'M = /o2 —&—37’% (5.3)

5.2 Die Schubspannungshypothese

Die Schubspannungshypothese geht auf Tresca ' zuriick. Sie geht davon aus,

dass durch Schubspannungen Gleitungen ausgelost werden, die zum Fliefen und
damit zur Zerstorung des Materials fithren. Daher ist sie vor allem fiir Material
mit einem ausgesprochenen Fliefsbereich geeignet. Allerdings ist sie weitgehend
von der Mises-Huber-Hencky-Hypothese verdrangt worden.

Verantwortlich fiir das Materialversagen ist nach der Schubspannungshypothese
die maximale Schubspannung. Die entsprechende Vergleichsspannung betrigt
das Doppelte der Hauptschubspannung:

oV = 2 m = \/(gz_gy)2+4.73y (5.4)

5.3 Hauptspannungshypothese

Die Hauptspannungshypothese geht davon aus, dass fiir das Versagen des Ma-
terials die grofte Normalspannung, die Hauptspannung, mafigeblich ist. Es gilt:

2
Or + 0O Op — O
oVl = o = IQ y+\/< 1:2 y) + 72, (5.5)

Sie wird h&ufig in der Form

VH
v -

. {UI + oy + \/(O}c —o0y)?2+4- TgyJ (5.6)

N |

angegeben Diese Hypothese, die auf Rankine (1861) und sogar auf Galilei (1564-
1642) zuriickgeht, liefert besonders fiir spréde Materialien zutreffende Ergebnis-
se.

5.4 Experimentell entwickelter Vergleichswert fiir
Schweifsnihte nach DIN 18800 (11.90)

In den vergangenen Jahrzehnten wurden umfangreiche Experimente durchge-
fiilhrt, um das Versagen von Schweifnidhten genauer erfassen zu konnen. Als
Koordinatensystem dient die Richtung der Schweiffnaht.

Henri Edouard Tresca (* 12. Oktober 1814 in Diinkirchen; { 21. Juni 1885)
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Abbildung 5.2: Spannungen in einer Schweifsnaht

Es werden Normalspannungen parallel (o)) und senkrecht zur Schweifinaht (o, )
und Schubspannungen 7/, und 7, unterschieden, wobei sich || und L auf die
Ausrichtung der Schweifnaht bezieht.

Um sich von den theoretisch abgeleiteten Vergleichsspannungen abzugrenzen,
wird vom Vergleichswert o, , gesprochen.

Tww = \fo7 +71 + 7 (5.7)

Erstaunlich ist bei dieser experimentell gefundenen Formel, dass o, die in
Schweifinahtlangsrichtung wirkenden Normalspannungen, fiir die Festigkeit der
Schweifiverbindung ohne Einfluss sind.



Kapitel 6

Spannungen aus Biegung und
Normalkraft

Im folgenden Kapitel soll (endlich) gezeigt werden, wie Spannungen bei Stdben
aus aus Schnittgrdfen ermittelt werden.
Es sollen folgende Voraussetzungen gelten:

Der Stab habe einen iiber die Linge konstanten Querschnitt.

Angreifende Schnittgrofen und die Querschnittsgeometrie sind im Haupt-
trigheitsachsensystem gegeben (Wenn der Querschnitt eine Symmetrie-
ebene hat, und diese mit einer Koordinatenachse zusammenfillt, liegt ein
Hauptachsensystem vor).

Die Lastebene falle mit der Symmetrieebene iiberein.
Die Stabachse sei im unbelasteten Zustand gerade.

Die Querschnittsabmessungen (Hohe h, Breite b) seien klein gegeniiber der
Lange L. Als Anhalt kann dienen: L > 5h und L > 5b.

Der Querschnitt sei formtreu, d. h. er behilt wihrend der Verformung seine
Querschnittsgestalt bei (aus einem Rechteckquerschnitt wird kein Paralle-
logramm). Diese Forderung wird gegebenenfalls durch Querschnittsschotte
sichergestellt.

Alle Querschnittsteile erfahren die gleiche Durchbiegung w(zx, z) = w(x)

Die Querschnitte bleiben wihrend der Verformung eben, kénnen sich aber
Verdrehen.

Die letzte Annahme ist nach Jakob Bernoulli (1654-1704) Bernoulli Hypothese
genannt. Sie gilt streng genommen fiir Querschnitte, die nur durch Biegemomen-
te und nicht durch Querkrifte belastet sind. Unter der Einschrinkung, dass die
Querschnittsabmessungen klein gegeniiber der Linge sind, stellt die daraus ab-
geleitete Theorie auch fiir querkraftbeanspruchte Stibe eine gute Niherung dar.

45
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Es wird von folgendem Koordinatensystem ausgegangen:
e x zeigt in Stabachse, die Verschiebung in z-Richtung heifst u

e z zeigt bevorzugt in Richtung der Schwerkraft, die Verschiebung in z-
Richtung heifst w

e y bildet dazu ein Rechtssystem, so dass gilt: & x i = 2, die Verschiebung
in y-Richtung heifit v

=

Y

Abbildung 6.1: Koordinatensystem

6.1 Beanspruchung allein durch N

Die Integration der Spannung o, iiber den gesamten Querschnitt muss aus Griin-
den des Gleichgewichts die Normalkraft ergeben.

/deA:N
A

Gleichzeitig miissen die Biegemomente M, und M, verschwinden. Das erreicht
man, wenn die Normalspannungsverteilung konstant iiber den Querschnitt an-
genommen wird. Man erh&lt damit

(6.1)

Oy =

|2

6.2 Beanspruchung allein durch 1/,

In diesem Abschnitt soll die Berechnung von Normalspannungen infolge eines
Biegemoments M, gezeigt werden.

Wenn ein urspriinglich gerader Balken mit konstanter Biegesteifigkeit von einem
Biegemoment M, belastet wird, so nimmt er die Form eines Kreisbogens an. In
Abb. 6.2 ist A der Kriimmungsmittelpunkt, p der Kriimmungsradius. In Abb.6.3
ist ein differentielles Element mit dem Kriimmungswinkel da dargestellt, das
gedanklich aus dem Balken heraus getrennt wurde. Die obere Faser des Balkens
wird gestaucht, die untere gedehnt, wahrend die Stabachse ihre urspriingliche
Lange beibehilt. Die z-Koordinate beginnt in der Stabachse und zeigt nach
unten. Eine Parallele zum rechten Rand wird an den linken Rand verschoben
dargestellt. Man erkennt, dass eine Faser in der Hohe z um Al = da z ldnger
geworden ist.
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Die gekriimmte Stabachse hat die Lénge p - da. Das ist die ,alte Lange* (lp).
Damit kann man die Dehnung in jeder Héhe z angeben:

A
_ l_zdoz_i (6.2)

Ex

o pda p

Abbildung 6.2: Biegelinie eines Stabes unter Biegemoment M,

p ..

Stabachse Liange unverédndert
lop =p da

da

2 alla

Y
z da
=2 'z

Abbildung 6.3: Differentielles Element

Mit dem Hooke’schen Gesetz und Gleichung 6.2 kann man auf die Spannungen
schliefen:

Uw:Eex:E% (6.3)

Man erkennt, dass die Spannungen linear iiber z verlaufen. Da die Normalkraft
vereinbarungsgemift verschwinden muss, gilt:

/awdA:():/EEdA
A A P

Der Elastizitdtsmodul und auch der Kriimmungsradius sind von der Koordinate
z unabhingig und koénnen vor das Integral gezogen werden:

FE
—/szzO
P JA
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Da weder E noch p stets Null sind, muss das Integral verschwinden. Der Aus-
druck unter dem Integral ist das Statische Moment S, eine Querschnittsgro-
e, die nur dann zu Null wird, wenn der Ursprung des Koordinatensystem im
Schwerpunkt liegt. Darum wird nun vereinbart, den Ursprung des Koordinaten-
systems in den Schwerpunkt zu legen.

Aus Griinden des Gleichgewichts muss gelten:

/ ox2dA = M, (6.4)
A

—

LT
Ll ORand i

Abbildung 6.4: o, iiber z

0 ist eine lineare Funktion von z, die am Ursprung den Funktionswert Null hat.

Die Funktion

(6.5)

erfiillt diese Forderung. ogang ist der Funktionswert der Normalspannung am
unteren Rande bei 2,4, — e, dem Abstand vom Ursprung zum unteren Rand.
Setzt man Gleichung 6.5 in Gleichung 6.4 ein, so erhélt man:

/Mzsz:My:w/zm (6.6)
A € € A

I,

Das Integral

/ 22dA = I,
A

wird axiales Fliachentrigheitsmoment oder Fliachenmoment 2. Ordnung genannt.
Durch Umstellung erhdlt man aus Gleichung 6.6:

Y
ORand = Vi
Yy

e (6.7)
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Der Ausdruck %’ wird Widerstandsmoment

genannt und ist bei symmetrischen Querschnitten oft in Tabellen angegeben.
Damit erhilt man fiir die Normalspannung am Rand:
M,
ORand = 1o
an: Wy
Wenn man Gleichung 6.7 in Gleichung 6.5 einfiihrt kann man die Normalspan-
nung o, an jeder Stelle z bestimmen:

M
op =22 (6.8)
1y

6.3 Beanspruchung allein durch M,

Auch ein Biegemoment M, erzeugt Normalspannungen o,.

Der Drehsinn des Biegemoments M, richtet sich nach der Definition der Schnitt-
grofsen: am positiven Ufer wirken sie in positive Koordinatenrichtung, d.h. von
x nach y. Die positiven Spannungen [, y dA erzeugen ein Moment, dessen

Drehsinn in die negative y-Richtung zeigt (Abb. 6.5). Damit gilt fiir das Biege-
moment M,:

M, = _/ o ydA (6.9)
A

Oy y
y
(o) T

Abbildung 6.5: o, iiber y

Analog zum Biegemoment M, ergeben sich die Normalspannungen aus einem
Biegemoment M, zu:

M
I

Op = — Yy

mit dem Fliachentrigheitsmoment

I, = / y?dA (6.10)
A
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6.4 Beanspruchung durch N, M, und M,

Bei linearem Materialgesetz gilt das Superpositionsgesetz:
die Anteile der Spannungen aus den einzelnen Beanspruchungen kénnen addiert
werden, somit gilt:

M, M.

N
=—+

Ox

Die extremalen Spannungen treten an den Eckpunkten der Umbhiillenden des
Querschnitts auf.

Ist das Koordinatensystem, in dem die Belastungen gegeben sind, oder das Ko-
ordinatensystem, das den Querschnitt beschreibt, kein Haupttriagheitssystem,
so miissen sowohl die Schnittgrofen als auch die Koordinaten der Eckpunkte
der Umbhiillenden des Querschnitts in das Haupttrigheitssystem transformiert
werden.

Py P

,7)9/ P;

Ps \ ]P4
z ¢

Abbildung 6.6: Querschnitt nicht im Hauptachsensystem

In Abb. 6.6 ist o der Winkel von der y-Achse zur n-Achse.
Die Biegemomente werden wie folgt transformiert:

M, cosa  sina M,
= (6.12)
M —sina  cosc« M,

Die Koordinaten P;; und P;, der Eckpunkte transformiert man mit der Vor-
schrift:

P, Pyig cosa  sina Py Pty
= (6.13)
P@( Pi+1,( —sina  cos« Pi,z Pi+172
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6.4.1 Die Grofse Biegeformel

In diesem Kapitel soll die Ermittlung von Normalspannungen aus Biegemomen-
ten und einer Normalkraft in einem Koordinatensystem gezeigt werden, dessen
Ursprung zwar im Schwerpunkt liegt, das aber kein Hauptachsensystem ist.

Die Transformation der Biegemomente und besonders der Geometrie auf das
Hauptachsensystem ist arbeitsaufwéndig und fehleranfillig, daher ist es oft von

Vorteil die Normalspannungen direkt ohne Transformation berechnen zu kon-
nen.

dA z

Abbildung 6.7: Grofse Biegeformel

Wie in den vorhergehenden Ausfiilhrungen wird vorausgesetzt, dass die Span-
nungen linear iiber den Querschnitt verteilt sind.

Macht man einen entsprechenden Ansatz,
Ux(yaz) :a+by+cz

so miissen die Integrale

/awdA = N
A

/O’m'ZdA = M,
A

/ —0z - ydA = M,
A
die entsprechenden Schnittgrofien ergeben.

Setzt man den Ansatz
o:(y,2)=a+b-y+c-z

fiir N ein, so erhélt man:

/(a—|—b-y—|—c-z)dA = a-A—|—b/ydA—|—c/sz = N
A A A
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die Integrale [,y dA und [, z dA werden statische Momente S, bzw. S. ge-
nannt.

Sie verschwinden, wenn der Ursprung des Koordinatensystems mit dem Schwer-
punkt zusammenfillt.

Somit gilt:
und daraus ergibt sich:

Fir a ist demnach % einzusetzen.

Nun soll der gleiche Weg mit | 40z 2 dA = M, beschritten werden:

/(a—|—b-y—|—c-z)-sz = a/sz+b/ysz+c/ 22dA = M,
A A A A

8y=0

Das erste Integral ist wieder ein statisches Moment, das zu Null wird. Das zweite
Integral ist ein Flachenmoment zweiter Ordnung; es wird Deviationsmoment .
genannt.

1, = —/ysz

Das Deviationsmoment verschwindet wenn das beschreibende Koordinatensys-
tem ein Hauptachsensystem ist.

Auch das dritte Integral ist ein Flichenmoment zweiter Ordnung, das schon
bekannte Flachentrigheitsmoment

I, = /szA
A

Somit liefert die zweite Gleichung:
—b- Iy, +c-I, = M,
Nun soll der gleiche Weg fiir [ 4 —0z -y dA = M, beschritten werden:

Fiir das Biegemoment M, schreibt man:

M, = —/(a+b-y+c-z)-ydA = —a/ydA—b/deA—C/ysz
A A A A

Das erste Integral ist das statische Moment S, das zweite Integral das Flichen-
tragheitsmoment
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Das dritte Integral ist wieder das Deviationsmoment.

Somit erhélt man aus der dritten Gleichung:
—b-I,—c-(—I,.,) = M,

Fiir die Bestimmung von b und c stehen zwei lineare Gleichungen zur Verfiigung,
die man zum Gleichungssystem zusammenfassen kann:

—I,, I, b M,
-1, Iyz c M,

Die Losungen bestimmt man mit der Cramerschen Regel:

o Myl = M.,
I, — I2,
o heMe - (CL)My ML M.,

LI, — 12, LI, — 12,
Nun sind die Koeffizienten a, b und ¢ bekannt.

Eingesetzt in 0,(y,2) =a+b-y+ c¢- z ergibt sich die Normalspannung:

N Myl,,— M., M1, — M.I,, .

(y,2) = ~ : 6.14
A= Gt e YL L (6.14)

Diese Beziehung wird auch die grofle Biegeformel (GBF) oder lange Biege-
formel genannt.
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6.4.2 Biegung stark gekriimmter Stibe

In den bisherigen Ausfiihrungen ist davon ausgegangen worden, dass die Achse
des Stabes gerade, oder wenigstens abschnittsweise gerade oder nur schwach
gekriimmt ist. Nun sollen die Biegespannungen bei einem stark gekriimmten
Stab (z.B. Kranhaken) mit konstantem Querschnitt untersucht werden *.

e Es wird weiterhin davon ausgegangen, dass die Hypothese vom Ebenblei-
ben der Querschnitte giiltig ist,

o dass das Hooke’sche Gesetz giiltig ist,
e dass das System in den Hauptachsen beschrieben ist.

o Biegemoment und Normalkraft werden nicht auf den Schwerpunkt der
Querschnittsfliche, sondern auf die (noch unbekannte) Dehnungsmulllinie
des nur durch ein Biegemoment belasteten Stabes bezogen.

In der Skizze ist ein differentielles Stiick mit dem Winkel dy des gekriimmten
Stabes gezeigt.
Die Bezeichnungen sind:

Ry: Abstand vom Kriimmungsmittelpunkt zum Flichenschwerpunkt des ge-
kriimmten Stabes

R: Abstand vom Kriimmungsmittelpunkt zur Spannungs-und Dehnungsnullli-
nie des gekriimmten Stabes

p: Koordinate beginnend an Kriimungsmittelpunkt

z: Koordinate in p-Richtung, jedoch beginnend an der Spannungsnulllinie (z =
p—R)

Inach Leipholz S. 60 ff
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Abbildung 6.8: Biegung des gekriimmten Stabes

Bestimmung vom R

Infolge der Wirkung des Biegemoments stehen zwei normal auf der Stabachse
angeordnete Querschnitte, die vor der Belastung im Winkel von dy zueinander
standen, unter der unter der Wirkung von M im Winkel von dy + k zueinander.
Die z-Achse beginnt, wie schon erwihnt, an der noch unbekannten Dehnung-
und Spannungsnulllinie.

Die urspriingliche Lénge einer Faser betrigt ¢y = p dy, die Verldngerung der
gleichen Faser betrigt A¢ = z k. Die Dehnung betrigt damit:

Z K
E =
p do
ndmlich Verldngerung z x dividiert durch alte Linge der Faser p dip.
Bei Giiltigkeit des Hooke’schen Gesetzes kann die Spannung angegeben werden:

Z K

p dp
Wegen der Bedingung, dass der Stab nicht durch Normalkraft belastet ist, kann
angeschrieben werden:

E
N:/adA:/E”dAz—”/fdAzo (6.16)
pde dp J p

Nun wird die Koordinate z in p iiberfiihrt:

c=Fe=F

(6.15)

z=p—R
und man erhéalt:
Er /ﬂ dA:O:/dA_/EdA
dg p p
——
A
1
R/;dA—A:O (6.17)

Damit kann die Hohe der Nulllinie bestimmt werden:

A

dA
I

R= (6.18)
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Bestimmung der Dehnsteifigkeit und ¢,

Nachdem die Hohe der Dehnungsnulllinie und damit auch R bekannt ist, kann
fiir die Dehnung ¢, angegeben werden:

R R

Ex =Ez0 — + K 2 — (6.19)
p p

Der Term £ stellt die Verénderung der ,alten Linge “ im Verhiltnis zur ,alten

Linge “ in der Hohe der Dehungsnulllinie dar.

Die Normalkraft ergibt sich zu:

N:/UI dA:/Esm dA (6.20)
bei konstantem Elastizitdtsmodul kann E vor das Integral gezogen werden:
R R

Das Integral besteht aus zwei Summanden, der zweite verschwindet wegen Glei-
chung 6.17. Der erste ergibt:

N:E/smOEdA: ezOER/ldA (6.22)
p p

EA

worin das Integral die verallgemeinerte Dehnsteifigkeit E'A ist.
Damit, ist

N

= 2
€x0 EA (6 3)
Bestimmung der Biegesteifigkeit und «
Das Biegemoment M ergibt sich zu:
Myz/oxszzE/sxsz (6.24)
R R
M,=FE / (Ezo n 24 K 2 p) dA (6.25)

Diesmal verschwindet der erste Summand wegen Gleichung 6.17, der zweite
ergibt:

1
MyzszR/ z2;dA (6.26)

Mit z = p — R erhilt man:

) 2
—HER/ pR+R dA (6.27)

durch Umstellung gewinnt man:

2
My:AER/ <p—2R—|—i) dA (6.28)

EJ
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Die verallgemeinerte Biegesteifigkeit EJ liefert dann die Kriimmung:

M, (6.29)

"= g

Bestimmung der Normalspannungen

Damit kénnen die Normalspannungen bestimmt werden:

R R
oy, =Fe,=F <5$0 —+k(p—R) ) (6.30)
p p
Der Verlauf der Normalspannung o ist hyperbolisch. Die Spannungsnulllinie liegt
nicht im Flachenschwerpunkt wie es bei ungekriimmten allein biegebeanspruchte
Stében der Fall ist.

Beispiel

Ein rechteckiger stark gekrliimmter Stab sei durch ein Biegemoment M = —90 Nm
beansprucht. Die Querschnittsfliche betrage h = 20mm, b = 10mm Der Innen-
radius R; betrage R; = 10mm.

Der Radius der Spannungsnullinie R wird nach Gleichung 6.18 bestimmt:

A
R =
dA
I
Mit dem Inkement der Fléche
dA=bdp
und der Querschnittsflache
A=bh
ergibt sich :
bh h 20
fRia b f In R7L2 In 10mm

Die Dehnsteifigkeit, (die in dieser Aufgabe nicht erforderlich ist) ergibt sich zu

EA=4210"2 N
und die Biegesteifigkeit zu

EJ =1.3726 10> Nmm?

Die sich daraus ergebenden Spannungen sind in Abb 6.9 dargestellt und der
Losung nach der Biegetheorie des geraden Stabes gegeniibergestellt. Der Einfluff
der Kriimmung ist deutlich zu erkennen. Am Innenrand kommt des zu héheren,
am Aussenrand zu kleineren Spannungen als beim geraden Stab.
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Stark gekrummeter Stab
-10 T T T T T
*  mit Krimmung «
—— Balkentheorie
5L : il
0 [ _
N :
5L . . _
* |
15 i i | i i i i
-150 -100 -50 0 50 100 150 200 250

Abbildung 6.9: Biegungspannung des gekriimmten Stabes
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6.5 Normalspannungen o, von Verbundquerschnit-
ten mit verschiedenen E-Moduln

Wie der Name vermuten ldsst, wirken bei Verbundquerschnitten verschiedene
Werkstoffe miteinander. Die Verbindungsfuge kann Schubspannungen iibertra-
gen und sichert das Zusammenwirken. Es wird davon ausgegangen, dass ver-
schiedene aber abschnittsweise konstante E-Moduln im Querschnitt vorhanden
sind.

— N S —
y= - E; 7777777777777 -
2 I B R X \
YZ Ex o

Abbildung 6.10: Verbundquerschnitt

Wie beim Querschnitt mit konstanten E-Modul kann, Balkenverhéltnisse vor-
ausgesetzt, vom Ebenbleiben der Querschnitte ausgegangen werden, weiterhin
wird die Giiltigkeit es Hooke‘schen Gesetztes vorausgesetzt. Dann liegt ein ab-
schnittsweise linearer Spannungsverlauf {iber die z-Koordinate vor. Im Gegen-
satz zu einem Querschnitt mit konstantem E-Modul muss bei Querschnitten mit
verschiedenen E-Moduln der Koordinatenursprung im gewichteten Schwerpunkt
liegen. Wenn der Querschnitt auch hinsichtlich der E-Moduln symmetrisch ist,
liegt auch der gewichtete Schwerpunkt auf der Symmetrieachse.

6.5.1 Der gewichtete Schwerpunkt

Um diesen gewichteten Schwerpunkt zu bestimmen, wird eine willkiirliche Ko-
ordinate Z festgelegt.

Der kinematische Zusammenhang zwischen Verschiebung und Dehnung wird
durch folgendes Bild dargestellt:

Abbildung 6.11: Kinematik des Verbundquerschnitts

Bezogen auf das willkiirliche Koordinatensystem Z — z erfahrt ein Punkt P die
Verschiebung in z-Richtung

u=ug—w z (6.31)
Die Dehnung ¢, wir dann:
£y = Ou _ up —w"z (6.32)

=5 =
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Die Normalspannung o, wird mit dem Hooke’sche Gesetz o, = FEe, bestimmt:

or=FEuy—Ew'z (6.33)

Die Normalkraft ergibt sich damit zu:

N = /aw dA = /E ugdA—/E w'z dA (6.34)
N 0

Wihrend das erste Integral bereits vollsténdig die Normalkraft ergibt, muss das
zweite Integral verschwinden, da die Kriimmung keinen Anteil an der Normal-
kraft erbringt.

Nun wird davon Gebrauch gemacht, dass der Elastizitdtsmodul abschnittsweise
konstant ist, damit kann das Integral in eine Summe verwandelt werden, Z;
bezeichnet die Koordinate des Schwerpunktes des Einzelteils.

0= / Ew'zdA=w" Y E; A; % (6.35)

Um welches Maf Z; muss das willkiirliche Koordinatensystem verschoben wer-
den, um Gleichung 6.35 zu erfiillen? Die auf den gewichteten Schwerpunkt be-
zogenen Koordinaten werden mit z; bezeichnet. Es wird die Transformation

Zi = 21' — 25 (636)

eingefiihrt.

ZEl A; (Ei — 25)— > ZEZ A; Z; = ZEl Al Zs (637)

Der Schwerpunkt liegt damit bei

Y EAE

== Spa (6.38)
6.5.2 Spannungen aus Normalkraft
Aus Gleichung 6.34 ist bekannt:

Og
N:/O}r dA:/EZ:'I() dA:EQZOZE’L Az: E: ZEZ Az
N
PR O p—— )

Ozk kZEi A (6.39)
6.5.3 Spannungen aus dem Biegemoment
Das Biegemoment M, ergibt sich zu:

M, = / 0, 2dA (6.40)

Die Koordinate z ist im Sinne des gewichteten Schwerpunkts zu verstehen. Mit
dem Hooke’schen Gesetz und mit Gleichung 6.32
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/! 1"
Ex =Uy— W 2

erhdlt man
My:/Eugsz—/Ew”z2 dA

Das erste Integral wird wegen Gleichung 6.35 zu Null, somit bleibt das zweite
Integral:

M, =—uw" /Ez2 dA

Das Integral wird zur Summe gewandelt:

/E PdA =" E; Jyi

M
M, = —w" E;, J,;, — > =Y
Y Z Y ZEz in
mit
Op = Eké‘x
und M
e=—w"z= ZEinyzz
erhilt man:
M
i Jyi




Kapitel 7

Flachenmomente

7.1 Flichenmomente 1. Ordnung, statische Mo-
mente
Fiir die Berechnung der Normalspannungen aus Biegung sind Flichenmomente

notwendig.
Im Folgenden sollen Hilfsmittel zu ihrer Berechnung bereitgestellt werden.

| ¥

Abbildung 7.1: Flichenmomente 1. Ordnung

Das Statische Moment ist ein Flachenmoment 1. Ordnung.

Es ist das Produkt aus der Fliche und dem Abstand zur Bezugsachse.
Das Statische Moment um die y — Achse hat den Abstand z,

das Statische Moment um die z — Achse den Abstand y.

Somit ergibt sich:
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Die Dimension der Statischen Momente ist Linge?, eine gebriuchliche Einheit
ist cm?3.

Man kann sich die Fliche eines Querschnittes in seinen Schwerpunkt konzen-
triert vorstellen.

Damit gilt auch:

Sy:A~ZS 5 Sz:A'yS (72)

mit den Koordinaten yg und zg des Schwerpunktes.

Wenn das Koordinatensystem bereits im Schwerpunkt liegt, werden yg = 0
und zg = 0 und die Statischen Momente S, und S, verschwinden.

Diesen Zusammenhang (7.1) und (7.2)kann man auch benutzen, um die Schwer-
punktskoordinaten zu bestimmen.

Es ergibt sich:

_ % _ fAydA
Yys = A - A
S z dA

s = o= fAA (7.3)

Oft ist ein Querschnitt aus mehreren Teilflichen zusammengesetzt, deren Schwer-
punktslage bekannt ist.

Dann konnen die Statischen Momente mit

Sy

D A zs
Sz = ZAl *Ysi (7.4)
bestimmt werden.

zg; und yg; sind die Schwerpunktskoordinaten der Teilflachen.

Der Schwerpunkt des Gesamtquerschnittes ergibt sich dann:
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R |

mit A = ). A; der Fliche des Gesamtquerschnittes.

7.2 Flachenmomente 2. Ordnung

Bei der Ermittlung der Normalspannungen bei Stében infolge von Biegemomen-
ten sind die Flachentrigheitsmomente

I, = / 22dA Tragheitsmoment um die y-Achse
A
.= / y2dA Tragheitsmoment um die z-Achse
A
I,. = —/yz dA Deviationsmoment (7.6)

erforderlich.

Ein weiteres Flachentrigheitsmoment ist das polare Trégheitsmoment.

mit 72 = 3% + 22 wird daraus:

Ip = /deA+/ 22dA = I, +1, (7.8)
A A

Die Dimension der Flichentriigheitsmomente zweiter Ordnung ist Liinge*. Eine
gebriuchliche Einheit ist ¢m?. Flichentrigheitsmomente fiir Normprofile sind
in Tabellenbiichern angegeben.

7.2.1 Flichenmomente fiir ein rechtwinkliges Dreieck

Fiir das dargestellte rechtwinklige Dreieck mit der Breite b und der Hohe h
sollen die Flichenmomente bestimmt werden. Das Koordinatensystem ist im
Schwerpunkt angeordnet.
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2/3 b ~1/3 b

~1/3 h

2/3 h

Flichentrigheitsmoment um die y-Achse

Das Fldchentragheitsmoment um die y-Achse ist:

Iy:/ 22dA
A

das Flachendifferential dA wird durch

dA =b(z) dz

ersetzt. Die von der Hohe abhéngige lokale Breite wird zur Unterscheidung mit

b bezeichnet. Damit gilt:
Iy:/zszzszde
A h

Der funktionelle Zusammenhang mit z lautet:

und damit ergibt sich fiir I,
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Das Einsetzen der Grenzen liefert:

b h?
=35

Flichentrigheitsmoment um die z-Achse

Das Flichentrigheitsmoment um die z-Achse wird analog berechnet. Es wird
nur das Ergebnis angegeben:

v h
I, = 2dA = ——
/Ay 36

Deviationsmoment

Das Deviationsmoment ist definiert durch:

JyZ:—/yz
A

Mit
dA =dy dz
wird daraus ein Doppelintegral:
z:%h y:%bfﬁ z
Jy> = —/ / y z dy dz (7.9)
zzféh yzféb
die Ausfithrung des inneren Integrals liefert:
z:%h 1 b/3—-b/h z
Jy: = —/ z [y2] dz (7.10)
z=—1h 2 —1/3b
Einsetzen der Grenzen:
J ——/Z_éh 1 (9—é )2—(—11))2 dz (7.11)
v Z:—%h 2 3 h 3 )
=T 2 B, B?
Z—gh 1 2 b2 b2 5
Jyz:_lz_lhz2[_3h Z+h22:| dZ (713)
z wird in die Klammer gezogen
s=5hoT g2 102
_ A B -
Jy> = /Z_ éh{3hz—|—2h22}dz (7.14)

z_gh
N Y4
Jyz - |: 32 A 27+ 2% 4 h2 z :|z:_:13h (715)
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Das Einsetzen der Grenzen liefert:

162 8 5 1b% 16 , 1?2, 1.4 101 ,
=—|-=-— = —— —ht (- - 1
Tz [ 9h 27h T3 81h { 9h( 27)h +8h281hH (7.16)

b? h? wird ausgeklammert:

1 8 116 1, 1 11
=V h |- — 4= — — =2 (—)+ = — 1
Jyz = 927 88l 07 T s & (7.17)
und auf den gemeinsamen Hauptnenner erweitert:
—8x8+3x16—-8x1—-1x3
272
.= — 1
Ty b 3% 8x 8l (7.18)
I = 22 (7.19)
T2 '

Flichenmomente wichtiger Querschnitte

2~

¥y
= v s
t; =
bh bh? T 47 p4 T P4
Jy P 36 (6 — o) R it
bh b3h T 47 p4 ™ P4
J- 12 36 [16 9W]R 4R
3 3
J- bh” bh” R4
] 3 12 16
: bh bh T 4
Jz 3 12 16R
b2h? 4 11 p4a
Jy= 0 72 [97\' S}R 0
I _ 0 _ 0 _R*
yz 4 24 3

7.3 Transformation des Koordinatensystems

Héaufig sind die Querschnittsflichen aus Einzelflichen zusammengesetzt, deren
Flachenmomente bekannt sind. Dann ist es gut, wenn man eine Methode hat,
die die Flichenmomente von einem Koordinatensystem in ein anders zu trans-
formieren, das heifst zu verschieben und gegebenenfalls zu drehen.

7.3.1 Translation des Koordinatensystems

Die Berechnung der Flichenmomente auf ein verschobenes Koordinatensystem
wird nach dem Satz von Steiner' durchgefiihrt, der nun hergeleitet werden
soll.

1Jakob Steiner (* 18. Mirz 1796 in Utzenstorf; + 1. April 1863 in Bern), Schweizer Mathe-
matiker
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Abbildung 7.2: Translation des Koodinatensystems

In Abbildung 7.2 ist die Fldche, das im Schwerpunkt liegende alte und das
neue Koordinatensystem dargestellt. Die Koordinaten des Schwerpunktes im
7 — (-System sind 1, und (,. Die Fléche A, die Flichenmomente I, I. und
I, sind, erkennbar am Index, bezogen auf das in Schwerpunkt liegende alte
Koordinatensystem bekannt. Zwischen den Koordinatensystemen besteht die
Beziehung

n=y+ns

=2+ (7.20)

Das Fléchentrigheitsmoment bezogen auf das 1 — (-System errechnet sich nach:

In:/ ¢2dA
A

Nun wird die Transformationsbeziehung Gleichung 7.20 eingesetzt:

1= [ G+

und der binomische Ausdruck ausmultipliziert:

I,,:/szA+/2z§sdA+/CfdA

I, 2¢, [, 2dA ¢z A

Der erste Summand ergibt das Flichentrégheitsmoment I, bezogen auf die y-
Achse, der dritte Summand ergibt das Produkt aus der Fliche mit dem Quadrat
Schwerpunktsabstands (s. Der mittlere Term bedarf noch einer Erlduterung: das
Produkt 2 (, ist konstant und kann vor das Integral gezogen werden, das be-
stimmte Integral [ 4 2dA = S, ist das statische Moment bezogen auf die y-Achse,
es wird zu Null, da vereinbarungsgemifs der Koordinatenursprung im Schwer-
punkt angeordnet ist. Damit ergibt sich das Flachentrigheitsmoment bezogen
auf die y-Achse zu:

I,=1,+¢ A (7.21)

Der erste Summand wird Eigenanteil, der zweite Summand Steiner-Anteil
genannt.
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Fiir I, ergibt sich entsprechend:

Ir=I1+n2 A (7.22)

Das Deviationsmoment ergibt sich zu:

InC = */ n¢dA
A

Setzt man die Transformationsbeziehung ein erhilt man:

Iy =— /A (v + 1)z + C)dA

Die Ausmultiplikation liefert:

ho=-[vzdac [yiaon [ zaa-n.c [ aa

I. 5.=0 8,=0 A

damit gilt fiir 1,¢:

Inc =1y, —Coms A (7.23)

Die Gleichungen 7.21, 7.22 und 7.23 werden als Satz von Steiner bezeich-
net. Der Satz von Steiner setzt voraus, dass das alte Koordinatensystem den
Ursprung im Schwerpunkt hat.

Flichenmomente aus zusammengesetzten Querschnitten

Wie schon eingangs erwihnt, kann man mit dem Satz von Steiner die Tragheits-
momente eines aus Einzelflichen bestehenden Querschnitts berechnen, wenn die
Trigheitsmomente der Einzelflichen bekannt sind.

S

Abbildung 7.3: Zusammengesetzter Querschnitt

Die Tragheitsmomente fiir das Gesamtsystem bestimmt man:
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L, = Z I, + Z sz‘ A
n n
I = le + 27731 Ai

In¢ = nyz - ZﬁsiCsz‘ A; (7.24)

A; sind die Teilflichen, 7,; und 7,; sind die Schwerpunktskoordinaten der Teilfla-
chen im 7n-¢-Koordinatensystem, dessen Ursprung im Gesamtschwerpunkt liegen
muss.

7.3.2 Rotation des Koordinatensystems

Neben einer Verschiebung kann auch eine Drehung des Bezugskoordinatensys-
tems erforderlich sein. In diesem Zusammenhang wird auch der Begriff der
Haupttrégheitsachsen naher erlautert.

Yp

a/
» 5 3

L—

Z

Abbildung 7.4: Rotation des Koordinatensystems um den Winkel o

Die Beziehung zwischen z — y- und 1 — (-System ist durch

=y cosa+2z sina
n=y A

2 1

(=—y sina+z cosq (7.25)
4 3

gegeben.



KAPITEL 7. FLACHENMOMENTE 71

Die Transformationsgleichungen 7.25 werden in die Flichentrigheitsmomente
eingesetzt:

I, :/ C2dA = / (—y sina 4+ z cosa)?dA
A A
der binomische Ausdruck wird aufgelést und die Konstanten vor das Integral
gezogen:

I, = sin2a/ y? dA+2 sina cosa / —yz dA+ cos® a / 22dA
A A A

I, I, I,

Die Teilintegrale sind bekannt und I, kann angegeben werden:

I, =sin®a I, +sinacosa 2 I, + cos® al, (7.26)

Entsprechend erhélt man fiir I.:

I =cos’a I, —sinacosa 2 I, +sin?al, (7.27)

Fiir I, ergibt sich:

2

a—sin*acosa) i —yzI, (7.28)

I =sincosa (I, — I;) + (cos

Die Transformationsvorschrift hat den gleichen Aufbau wie die der Spannungen,
man identifiziert o, mit I, oy, mit I, und 7, mit I ..
Wie bei den Spannungen fiihrt man die trigonometrischen Beziehungen

1
sin? o = 5(1 — cos(2ar))
9 1
cos“ a = 5(1 + cos(2a))
und

2sin a cos @ = sin(2a)

ein und man erhilt die Transformationsregeln bezogen auf den doppelten Win-
kel:

IL,+1, I,-1, )
I, = y;‘ 4+ 5 cos(2ar) + I, sin(2a)
IL,+1, I,-1, )
I, = y;— S 5 cos(2a) — I, sin(2a)
I,—1I, .
L = 73’7 sin(2a) + I, cos(2c) (7.29)

Nun sollen die Haupttrigheitsachsen und der Haupttrégheitswinkel bestimmt
werden. Rotiert man das Koordinatensystem um den Haupttrégheitswinkel (a*)
so werden sie extremal.
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Man gewinnt den Haupttrégheitswinkel durch Nullsetzen der Ableitung von I,
beziiglich a:
al, .
o sin(2c) (I, — I.) + 2 cos(2a) I, =0
man erhlt

sin(2a*) 2@,
cos(2a*) I, —1I,

tan(2a™) =

Die Hauptrigheitsmomente ergeben sich zu:

I, +1 I, - 1.1°
Iy = y2 Zi\/[y2 ] + (Iy2)? (7.30)

Dabei ist anlalog zu den Spannungen fiir I; das positive Vorzeichen zu nehmen.

Das Deviationsmoment I, verschwindet analog zu den Schubspannungen unter
dem Haupttrigheitswinkel a*.

Wegen der Doppeldeutigkeit des arctan(2a*) ist es zweckméifiger, den Haupt-
tragheitswinkel iiber die Beziehung

I
tana* = —% 7.31
ana L, - T (7.31)

zu bestimmen.

7.4 Tabellarische Ermittlung der Flichenmomen-
te zusammengesetzter Querschnitte

112 |3 |4 |5 6 T17T 09 10 11 12 13 14 16

16

i | Ai | Ust| Zsi| Ailsi| AiZsi| Ysi| zsi| Aivsi| Aizsi| Aiy2 AizZ| Awysizsil Tyi | L

EL

Iyzi

)3 DI DY RN R DV DI DY DI DI DI DY

Ist ein Querschnitt aus mehreren Teilflichen zusammengesetzt und sind die
Querschnittswerte der Teilflichen bekannt, so lassen sich die Werte fiir den
Gesamtquerschnitt auf folgende Weise bestimmen.

Oben ist ein Tabellenkopf angegeben, mit dessen Hilfe man Schwerpunkt und
Flachenmomente iibersichtlich berechnen kann.
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10.
11.

. Als erstes wihlt man ein willkiirliches Koordinatensystem Z —z. Wenn der

Querschnitt eine Symmetrieachse hat, ist es vorteilhaft, eine der willkiir-
lichen Koordinaten auf diese Symmetrieachse zu legen.

In der ersten Spalte werden die Teilflichen mit Nummern bezeichnet.

In der zweiten Spalte stehen die zugehorigen Querschnittsflichen. Damit
die Zahlen eine angenehme Grofenordnung haben, ist es gilinstig als Ein-
heit [cm] zu wihlen. Man addiert die zweite Spalte.

In Spalte 3 und 4 werden die Koordinaten der Schwerpunkte der Teil-
flichen im Z — Z-System eingetragen. Hierbei ist auf das Vorzeichen zu
achten.

In Spalte 5 und 6 werden die statischen Momente S; und Sy durch die
Produkte A; g5 und A; Zs; gebildet und die Summen gebildet. Man erhélt
S, = ZAlﬂw und Sy = ZAiZis-

Nun koénnen die Schwerpunktskoordinaten bestimmt werden: 35 = ’% ZT

und Z, = %.

i
i

Die Schwerpunkte der Einzelflichen werden in das Schwerpunktkoordina-
tensystem transformiert: ys; = ¥si — §s Und z5 = Zg; — Zs.

Spalten 9 und 10 dienen der Kontrolle. In ihnen wird das auf den Schwer-
punkt bezogen statische Moment gebildet. Es sollte Null ergeben.

In den Spalten 11, 12 und 13 werden die Steineranteile berechnet.
In den Spalten 14 bis 16 werden die Eigenanteile eingetragen.

Die auf das y-z-System bezogenen Trigheitsmomente errechnet man :

Die Haupttragheitsmomente bestimmt man nach Gleichung 7.30:

I, +1, I, — 1,17
Iy = y;— ﬂi\/[y2 ]+([y2)2

und den Hauptachsenwinkel nach Gleichung 7.31:

1

Yyz

tana* =
I, — I




Kapitel 8

Differentialgleichung der
Biegelinie

8.1 Allgemeine Differentialgleichung

Es gelten folgende Annahmen:
Querschnitt und E-Modul seien konstant lings der Stabachse
Schnittgréfien und Querschnittswerte liegen im Hauptachsensystem vor.

Die Querschnittsabmessungen sind klein gegeniiber der Lénge

— A Kriimmungsmittelpunkt

R

Abbildung 8.1: Differentielles Elements eines Stabes unter M,

Das differentielle Element eines verformten Stabes unter Momentenbelastung
ist in Abb. 8.1 dargestellt. Der Kriimmungsmittelpunkt ist A, der Kriimmungs-
radius p. Die z-Koordinate beginnt im Schwerpunkt und zeigt nach unten.

Mit Hilfe des Strahlensatzes kann man angeben:

ds _ Ads
oz
der Ausdruck umgeformt:
Ads Lz
ds " p

Die Einfiihrung des Hooke’schen Gesetzes (0 = E ¢) liefert:

74
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nach Division durch z erhélt man:

E J, - p
Der Ausdruck 1/p ist die Kriimmung, die genau genommen betrégt:

1 u)//

e 7( 1+ w?)3
w’ ist die Neigung des Stabes. Bei kleinen Verschiebungen sind sie klein, je-

denfalls sehr viel kleiner als 1, daher kann die Kriimmung mit guter Niherung
als

angenommen werden.
Als Beziehung zwischen Biegemoment und verformter Balkenachse (Biegeli-
nie)erhélt man somit:

My —
EJ,

Die bei der Integration auftretenden Integrationskonstanten sind mit Hilfe der
Randbedingungen zu bestimmen:

—w” (8.1)

Symbol Bezeichnung w %’ M| Q

iy Festlager 0 - 0 | -

A Loslager 0 - 0| -
Einspannung 0 0 - -
Einspannung mit Querkraftgelenk | - 0 - |0
Freies Ende - - 010

=

te Federlager £ 0
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Wenn sich die Momentenlinie nicht fiir den ganzen Stab geschlossen darstellen
lasst, weil Auflager, Gelenke oder Spriinge oder Knicke in der Belastungsfunk-
tion vorliegen, ist die Integration abschnittweise vorzunehmen.

Die zusitzlichen Integrationskonstanten sind mit Ubergangsbedingungen zu be-
stimmen.

8.2 Berechnung der Biegelinie mit der Mohrschen
Analogie

Wie im letzten Kapitel dargestellt, gilt der Zusammenhang:

und

/ w' (x)dr = w(x)

Man erkennt, dass sich die Differentialbeziehung zwischen Belastungsfunktion
q und dem Biegemoment M und zwischen dem durch die Biegesteifigkeit divi-
dierten Biegemoment M und der Biegelinie w wiederholt. Das hat zu folgender
Uberlegung gefiihrt:

Wenn man % als Belastung auffasst, man spricht von der zweiten Be-
lastung, traditionell geschrieben in alter deutscher Schrift ¢ und dafiir das Bie-
gemoment bestimmt, traditionell geschrieben alt deutsch M, erhilt man die
zweite Momentenlinie, die der Biegelinie entspricht. Das einzige worauf man
achten muss ist, dass die Randbedingungen richtig eingearbeitet werden

Beispiel:

Ein Tréger auf zwei Stiitzen mit konstanter Biegsteifigkeit (EJ = const) und
der Linge L ist mittig mit einer Kraft I’ belastet.

Die Durchbiegung in der Mitte betragt wyq, = ﬁF L3. Dieses Ergebnis soll

mit der Mohrschen Analogie nachvollzogen werden:

lF

Abbildung 8.2: Statisches System

Fiir das Biegemoment erhilt man:
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e ——

L
Mmax = FZ

Abbildung 8.3: Momentenlinie

Nun wird EMJ als Belastung aufgefasst, man erhélt folgende (zweite) Querkraft-
linie:

F

EJ 1

‘ ™
M

e

Qmax = Ménjz

[=2]

Q . :_anaméz_iﬁ
man EJ 4 EJ 16

Abbildung 8.4: zweite Querkraftline

Aus der zweiten Querkraftline wir durch Integration die zweite Momentenlinie
und damit die Biegelinie ermittelt:

wmaa:

Abbildung 8.5: Biegelinie

Die maximale Durchbiegung in der Mitte erhilt man durch Berechnen der Fli-
che vom linken Auflager bis zur Mitte:

2L 2L F L2 1
FIL3

Wmaz = 35 @mer = 355576 = RET

Beim dargestellten Beispiel sind die Randbedingungen von Biegemoment und
zweitem Biegemoment gleich, namlich M(x = 0) = M(z = L) = 0 und
w(r = 0) = w(z = L) = 0. Besondere Uberlegungen sind anzustellen, wenn
sich die Randbedingungen unterscheiden. Als Beispiel soll ein Kragtriger mit
einer Einzellast am freien Ende untersucht werden.

lF

Abbildung 8.6: Statisches System

Die Momentenlinie hat folgendes Aussehen. Die Randbedingungen lauten: M (z =
L)y=0und Q(z=1L)=0.
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Abbildung 8.7: Momentenlinie

Im Gegensatz dazu sind die Randbedingungen der Biegelinie: w(z = 0) =
w'(x = 0) = 0. Das ist bei der Bestimmung der Integrationskonstanten zu
beriicksichtigen. Zweckmaéssigerweise beginnen wir die Integration von der Ein-
spannung aus, dann erhélt man fiir die zweite Querkraft:

Q . — 1\/I7nam L — F L2
mwn

2~ EJ 2

Abbildung 8.8: zweite Querkraftline

Aus der zweiten Querkraftline wir durch Integration die zweite Momentenlinie
und damit die Biegelinie ermittelt:

—

wmar

Abbildung 8.9: Biegelinie



Kapitel 9

Schubspannungen aus
Querkraft

9.1 Allgemeine Betrachtungen

Schubspannungen treten bei Stdben infolge von Querkraft und infolge von Tor-
sion auf.

Nun sollen Schubspannungen infolge von Querkraft untersucht werden.

In den bisherigen Betrachtungen wurden die Verschiebungen infolge von Schub-
spannungen vernachlissigt. Bei der Ableitung der Differentialgleichung der Bie-
gelinie wurde von einen Stab ausgegangen, der nur durch ein Biegemoment und
keine Querkraft belastet ist. In diesem Kapitel sollen die Schubspannungen aus
Querkraft {iber Gleichgewichtsuntersuchungen gewonnen werden.

Die Integration der Spannungen iiber den Querschnitt ergeben die Schnittgro-
fen.

z.B.
/deA = N
A
/aw-sz = M,
A
/sz dA = Qz
A

Es soll ein prismatischer Vollquerschnitt betrachtet werden, bei dem das y—z—System
ein Hauptachsensystem ist.

Vereinfacht wird angenommen, dass die Schubspannungen iiber die Breite kon-
stant verlaufen.

79



KAPITEL 9. SCHUBSPANNUNGEN AUS QUERKRAFT 80

iny =0

Abbildung 9.1: Schubspannungen in Kreisquerschnitt

Dies ist in der Praxis eine vertretbare Ndherung, obwohl die Schubspannungen
in der Realitdt am Rande tangential zur Kontur verlaufen (siehe Abb. 9.1).

T, = 0 am Rand
M, + dM,

“
| ;
=

Cal

f

Abbildung 9.2: reale Schubspannungen

Die Skizze (Abb. 9.3) zeigt ein differentielles Scheibchen der Lénge dx aus ei-
nem Stab. Es ist durch ein Biegemoment M, und eine Querkraft (), belastet.
Aus dieser Scheibe wird ein Teilstiick von unten abgeschnitten (schraffiert dar-
gestellt).

Die Spannungen werden am abgeschnittenen Teilstiick angetragen:
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abgeschnittene Teiltlache

negatives Uter
TZX =

o, + do, i

Abbildung 9.3: Teilstiick der Lénge dz horizontal abgeschnitten

Das Gleichgewicht in z-Richtung liefert:

ZF”” =0 = 7/0’mdA7Tzz'dI'b+/(0$+d0m)dA)
Ja JA
0 = —Twz-dm-b—i—/damdA
A
1 do
= — . i A .1
o= g 91)

Es ist bereits bekannt:

M
0y = —2 .2
I,
dann ist
do dM, 1 B
dx dr I

weiter ist bekannt:



KAPITEL 9. SCHUBSPANNUNGEN AUS QUERKRAFT 82

dM,
dx

= Q:

damit erhalt man:

do,
dx

= Q: z (9.2)

1
I,
Die Gleichung (9.2) in (9.1) eingesetzt liefert:

1 1
xz — T ° z T " dA
iy 5 /AQ I z

Zieht man die Grofien @), und I, welche von der Querschnittsfliche unabhéngig
sind, vor das Integral, erh&lt man:

Der Ausdruck [; z dA ist auch bekannt.

Es ist das Statische Moment, aber nicht iiber die gesamte Querschnittsfliche,
sondern iiber die ,abgeschnittene” Teilfliche A. Dadurch wird S, zu einer Funk-
tion von z. Man erhélt die Diibelformel (auch Q-S-I-b-chen-Formel genannt):

Toz = 7 : (9.3)
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9.2 Schubspannungen infolge von Querkraft am
Rechteckquerschnitt

Q-

N|

ds Is

e

le

Abbildung 9.4: Rechteckquerschnitt

Bestimmung des statischen Momentes

Man fiihrt fiir die Integration eine Laufkoordinate s ein, die an der Seite beginnt,
an der z einen positiven Wert hat.

Sy = /sz mit dA = ds-b und 2z = ——3s
A



KAPITEL 9. SCHUBSPANNUNGEN AUS QUERKRAFT 84

Sy(s=0) = 0
S, ( _ﬁ) _ oy (hoh 1R
=5 = 22 271
h B2
Sy(s=h) = 0
S, =0
5, = b
S, =0

Abbildung 9.5: Verlauf des Statischen Moments bei einen Rechteckquerschnitt

Das Maximum des statischen Moments liegt bei

dSy:b_<h_S):O Lo h

dz s

Das Statische Moment hat am Schwerpunkt sein Maximum, bei £ und —£ wird
es zu Null.

M — b~h3 _ Qz'sy b .
Mit I, = 5 und 7, = T, erhalt man:

h
Tz =3 =0
w(+=3)




KAPITEL 9. SCHUBSPANNUNGEN AUS QUERKRAFT 85

(NI

>

o]

Abbildung 9.6: Schubspannungsverlauf am Rechteckquerschnitt

2
Qz : %
Tox(2=0) = —53 )
12
Das Maximum:

Da bei konstanter Breite das Maximum der Schubspannungen am Schwerpunkt
liegt, ist es vorteilhaft, das statische Moment am Schwerpunkt ohne Integral

direkt zu bestimmen.

Man schneidet den Querschnitt am Schwerpunkt. Die abgeschnittene Teilflache
habe die Grofe A (A abgeschnitten).
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SGesamt
ZTSI

Steil

A

Abbildung 9.7: Statisches Moment bei zusammengesetzten Querschnitten

86

Der Abstand in z-Richtung vom Schwerpunkt der Teilfliche zum Gesamtschwer-

punkt sei Zrg, so ist das Statische Moment

Sy maxr — A'ZTS

Analog kann das Statische Moment an der Stelle 1 bestimmt werden

Steil 1

Zrs

SGesamt

(Y | N

Abbildung 9.8: Statisches Moment bei zusammengesetzten Querschnitten

S, = A-Zrs
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9.3 Schubspannungen infolge von Querkraft bei
diinnwandigen Querschnitten

Abbildung 9.9: diinnwandige Querschnitte

Diinnwandig sind solche Querschnitte, bei denen die Querschnittsabmessungen
Breite und Hohe grofs gegeniiber der Materialdicke (Blechdicke) ¢ sind.
Typische Vertreter von diinnwandigen Querschnitten sind Walzprofile (U-Profile,
Doppel-T-Profile).

Auch fiir diinnwandige Profile ist die Diibelformel giiltig. Zur Berechnung des
Statischen Moments fithrt man auch Laufkoordinaten s; ein, die im Bereich mit
positiven z beginnen.

Es ist zweckméafig zunichst an der Skelettlinie z - ¢ anzutragen und dann die
Fliche zu integrieren, man erhélt damit die Funktion Sy(s;).
Am Schwerpunkt zeigt sie ein Maximum.

i"t !%_-‘{:J/.\ L

Abbildung 9.10: Schubspannungen an diinnwandigen Querschnitten

Bei der in der Skizze vorgeschlagenen Vorgehensweise zur Bestimmung des Sta-
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tischen Moments ist folgende Uberlegung eingegangen: Bei abschnittsweise kon-
stanter Blechdicke gilt:

dA = t,’ ds

Dann kann man fiir das Statische Moment schreiben:

S:/sz:/ z t; ds
A A ~~

in der zweiten Skizze

Die erste Skizze zeigt die Geometrie mit dem Koordinatensystem im Schwer-
punkt. Das Koordinatensystem muss ein Hauptachsensystem sein.

In der zweiten Skizze ist an die Skelettlinie das Produkt aus der 6rtlichen Blech-
dicke und der z-Koordinate angetragen (z t;).

In der néchsten Skizze wird die Fléche (z ¢;) ausgehend von den Réndern inte-
griert ([ z ¢; ds). Man erhélt den Verlauf des statischen Moments. Am Schwer-
punkt muss ein Maximum auftreten.

Die letzte Skizze zeigt die Schubspannungsverteilung nach Gleichung 9.3.

9.4 Der Schubmittelpunkt

Integriert man die Schubspannungen eines U-Profiles iiber die Fliche, so liefert
das Integral {iber den Steg die Querkraft.

/ Txz dA = T = Qz
Steg

Wihrend die Integrale iiber den Obergurt und den Untergurt | Obergurt T=y dA = Ty,

fUnteTgmt Tzy dA = T3 sich gegenseitig aufheben.

T | = 3= =]
I
MM s
yeMLll
Il
j— j— —= |
Yz Ty

Abbildung 9.11: Schubmittelpunkt

Somit ist zwar das Gleichgewicht in y-Richtung gewéhrt, aber es bleibt ein Mo-
ment um die z-Achse der Grofe:
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M, = 1T5-h
Um Gleichgewicht zu erhalten, miissen die dufseren Querkrifte nicht im Schwer-
punkt sondern etwas auRerhalb davon, nimlich um ey, = M= auRerhalb,

angreifen. Diesen Punkt nennt man den Schubmittelpunkt M. ’

Der Schubmittelpunkt ist ebenso charakteristisch fiir den Querschnitt wie der
Schwerpunkt.

Einige Beispiele:

Abbildung 9.12: Schubmittelpunkte verschiedener Querschnitte

Fiir das Winkelprofil, das Y- und das Kreuzprofil gilt, dass die Resultierenden
der Schubspannungen zum Kreuzungspunkt der Profilteile keinen Hebelarm ha-
ben.

Me = — =

Fiir ein U-Profil mit der Hohe h, der Breite b, der Flanschdicke ¢ und der Stegdi-
cke s ergibt sich der Abstand des Schubmittelpunktes vom Steg n&herungsweise
zu:
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3-b%-t
6-t-b+s-h

eEnf =

Das Maf ey ist fiir Normprofile in Tabellenbiichern angegeben, aber Vorsicht,
oft ist der Abstand auf den Schwerpunkt bezogen.
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Torsion

Wenn ein Stab mit einer Last beansprucht wird, deren Wirkungslinie nicht durch
den Schubmittelpunkt des Querschnittes geht, so tritt ein Torsionsmoment M,
auf.

Seine Grofie ist:

= — T
Fl /;7
Y f /Lﬁ

Abbildung 10.1: Torsionsmoment

Das Torsionsmoment ruft eine Verdrehung und eine Verwolbung des Querschnit-
tes hervor.

91
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verwSlbter Querschnitt

Abbildung 10.2: Beispiel fiir die Verwolbung eines U-Querschnittes

Bei einigen Querschnitten tritt aufgrund ihrer speziellen Querschnittsgeometrie
keine Verwolbung auf.

Dies sind u.a.

Abbildung 10.3: Kreisring und Kreisring mit konstanter Wandstérke

Abbildung 10.4: Quadrat mit konstanter Wandstérke
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Abbildung 10.5: Tangentenpolynome an einem Kreis mit konstanter Wandstérke

Abbildung 10.6: Dreieckige Hohlprofile mit beliebiger Wandstarke der Seiten

Diese Querschnitte nennt man woélbfrei.

St. Venantsche Torsion Wolbkrafttorsion

Wolbfreie Querschnitte und nicht wolbfreie Querschnitte
nichtwolbfreie Querschnitte,
bei denen das Mittragen der

Verwolbung vernachlissigt wird.

Torsionsmoment wird allein Torsionsmoment wird durch

durch Schubspannungen iibertragen | Schubspannungen und Normalspannungen

iibertragen

10.1 Wolbkrafttorsion

Leitet man in ein nicht wolbfreies Profil ein Torsionsmoment ein, so wird ein
Teil des Biegemomentes iiber Schubspannungen, ein anderer iiber Normalspan-
nungen abgetragen.

Die Anteile kdnnen durch statisch unbestimmte Rechnung ermittelt werden.
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Dies soll im Rahmen dieser Vorlesung nicht weiter verfolgt werden.

Zur Plausibilisierung sei nur erwidhnt, dass man ein Torsionsmoment auch als
Kriftepaar deuten kann, bei dem die Krafte an den Gurten angreifen.

Tabelle 10.1: Profil vor und nach Kraftangriff

Das Torsionsmoment wird hier zum gréfiten Teil durch Normalspannungen o,
aufgenommen, die durch Biegemomente M, in den Gurten hervorgerufen wer-
den.

10.2 St. Venant Torsion

Voraussetzungen:

e gerade diinne Stidbe mit konstantem Querschnitt

e die Querschnittsform bleibt erhalten, sie wird bei Hohlquerschnitten durch
Aussteifungen sichergestellt

e die Querschnitte verdrehen sich starr um die Stabachse (Speiche bleibt
Speiche)

e Wenn eine Querschnittsverw6lbung vorliegt, wird diese nicht beriicksich-
tigt
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10.2.1 Kireis und Kreisquerschnitte

A Trnax

A
Y

A
Y

Abbildung 10.7: Schubspannungen in Kreisquerschnitten

Die Schubspannungen wirken umlaufend, verschwinden im Mittelpunkt und
wachsen linear mit dem Radius an.

Abbildung 10.8: Belastung eines Kreisquerschnitts durch Torsionsmoment

Die Skizze zeigt einen runden Torsionsstab, der durch ein positives Torsionsmo-
ment M, belastet wird.
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Am anderen Ende, dem negativen Schnittufer, sind die Schubspannungen und

ein differentielles Flachenstiick dA dargestellt.

dA = dr-p-r

Aus Gleichgewichtsgriinden muss gelten:
/(T-dA-r) = M,
A

Mit dem bereits erwahnten Ansatz

erhilt man:

Tmaz . gA.r) = M,
[, (52 - aaea)

Da 74, und R konstant sind, kann auch geschrieben werden:

Tmax 2
Tmaz dA = M,
R ),

Der Integralausdruck ist das polare Tragheitsmoment.

Ip = /TQdA: /(y2+z2) dA = I, + I,
A A

Das polare Trégheitsmoment kann bei Normprofilen Tabellenwerken entnommen

werden, seine Berechnung wird spéter gezeigt.
Somit kann geschrieben werden:
M, M, Ip
maz = —— R = 5 =
T, . W i 7(r)

Fiir den Kreis gilt:
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27 R 27r1 R
Ip = / /r2~rdrd30:/ [7’4] dy
o Jo 0 4 0
27 27
1 1 1
Ip = / 17“40390: {R‘l-cp] = - R'.2r
0

Ip = R* (10.1)

m
2

Fiir den Kreisring gilt:

Ip = 5 (Ri—R}) (10.2)

Ein Stab der Liange dx und dem Radius R wird durch ein Torsionsmoment M,
beansprucht. Der Querschnitt an der Stelle = sei gegen Verdrehung gesichert.

Q@, ( g dx td(/’-ﬁ
| ]
— b T ——— —

\ \
- . — — — T T l}-;’ S T - %D% / EREan
r / /‘1 x

Mx \ ,/f
N ____LT________
= = e 1
12

Abbildung 10.9: Verdrehung infolge Torsion eines Kreis - bzw. Kreisringquer-
schnittes.

An der Stelle x + dx wird der Querschnitt um den Winkel dy verdreht. Eine vor
der Verformung parallel zur  — Achse auf dem Stab verlaufende Markierung,
bildet wihrend der Belastung einen Winkel v zur urspriinglichen Lage.

Der Winkel v entspricht der Gleitung , so dass mit dem Hooke’schen Gesetz

Tmax = v G

Tmam
voo= 10.
G (10.3)
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angegeben werden kann.

Aus geometrischen Uberlegungen muss gelten:

vy-dr = dp-R
dx
d = - — 10.4
@ TR (10.4)

Tmaz AT
=" &
M,
mit Tee = I—I; - R erhédlt man:
M, 1 dzx
do = =% . p. .2
L R

Durch Integration erhélt man:

l

M,
dp = o(l) = *dr+C
/Oso o) /IP,G

Die Integrationskonstante ist durch die Randbedingungen zu bestimmen.

Der Integrand
M,

Ip-G

=19

wird als bezogener Drillwinkel bezeichnet, so dass gilt:

o(l) = /19 dx +C (10.5)
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10.2.2 Schubspannungen bei Torsion nicht kreisférmiger
Vollquerschnitte

Bei nicht kreisformigen Vollquerschnitten gestaltet sich die Ableitung der Zu-
sammenhinge zwischen Torsionsmoment und bezogenem Drillwinkel und resul-
tierenden Schubspannungen etwas komplizierter.

Niheres kann bei Leipholz : Festigkeitslehre S.71 oder Stein: Technische Me-
chanik 2 S. 171 nachgelesen werden.

Hier soll nur das Ergebnis mitgeteilt werden:

Die maximale Spannung erhilt man mit

M,
Tmazr =
W

und dem bezogenen Drillwinkel

M,
It -G

p = / ¥ dx
bestimmt werden kann.
Torsionstragheitsmoment, I und Torsionswiderstandsmoment Wrp sind fiir ei-
nige Querschnitte nachfolgend angegeben.

19:

, womit die Verdrehung

a
e |
a
a a
b b
I a-b® 1 m-a®-b® a’
T K 16 a2+b2 46,2
a-b? 1 0. b2 a®
W 3 GT-a b 50

Fiir das Rechteck sind die Koeffizienten «, A und ~ in der Tabelle angegeben.
Es gilt:

T = 7 Tmazx
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al 1 1,5 2 3 4 6 8 10 o0
k| 7,11 5,1 | 4,37 | 3,84 | 3,56 | 3,34 | 3,26 | 3,19 | 3
A | 4,18 | 4,33 | 4,07 | 3,75 | 3,55 | 3,34 | 3,26 | 3,19 | 3
v | 1,0 | 0,858 | 0,796 | 0,753 | 0,745 | 0,743 | 0,743 | 0,743 | 0,743

Die grofte Schubspannung tritt auf:

Beim Rechteck: in der Mitte der lingeren Seite
Bei der Ellipse: in den Eckpunkten der kleineren Achse

Beim gleichseitigen Dreieck: in der Mitte der Seiten

10.2.3 Torsion diinnwandiger einfach geschlossener Quer-
schnitte

Die Verwolbung wird zugelassen, aber ihre Tragwirkung vernachléssigt. (o0, = 0)

Offener Querschnitt  einfach geschlossener  mehrfach geschlossener

Querschnitt Querschnitt

Der Unterschied zwischen offenen Querschnitten, und ein — und mehrfach ge-
schlossenen Querschnitt kann den Skizzen entnommen werden.

Diinnwandig bedeutet, dass die Blechdicke t klein gegeniiber dem anderen Pro-
filabmessungen ist, so dass man sich die gesamte Fliche des Bleches auf der
Skelettlinie konzentriert vorstellen kann.
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T = Txe -t —

N s
N\
i | rlr t=t ) .', I': ! EJ{K |
i ¥ \ f A L ‘
#e \ R

Abbildung 10.10: diinnwandig einfach geschlossener Querschnitt
Zur Beschreibung des Querschnitts wird eine Laufkoordinate s eingefiihrt.

Die Blechdicke ist somit ¢(s).

Uber die Blechdicke wird ein konstanter Spannungsverlauf angenommen.

Abbildung 10.11: konstanter Spannungsverlauf iiber Blechdicke

Das Produkt 74, -t = T wird Schubfluss genannt.

Das Kriftegleichgewicht an einem differentiellen Element liefert:

Abbildung 10.12: Differentielles Teilstiick dz mal ds

Ve’
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ZFzzo = T-dx—<T+8T~ds) dx
0s
or
or
-0 = 5

In einem Schnitt « &ndert sich der Schubfluss in Richtung der Laufkoordinate s
nicht.

T(x,s)

I
=
&

-

R
M ~— e

— _i_ ___r Ak.
z

Fasst man m, als ein eingeprigtes Streckentorsionsmoment auf
das Momentengleichgewicht um die z — Achse:

[’“NT’”] , so liefert

- M, +my-dx+ M, + dM,

> M, =0
— dM, = —my - dx

Greift kein Streckentorsionsmoment an , so ist das Torsionsmoment M, = const.
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Das Torsionsmoment ergibt sich zu M, = §T - r ds aus dem Schubfluss und
dem zugehorigen Hebelarm r.

Da T = const iiber s , kann man schreiben M, =T - f r ds.
Aus der Geometrie ist bekannt :

f rds = 2-A4,,
mit A,,, der Fliache, die der Radiusvektor iiberstreicht.

A, ist die Fliche, die von der Skelettlinie eingeschlossen wird.

Abbildung 10.13: Die vom Radiusvektor iiberstrichene Fliache A,,

Somit ergibt sich:

und
M,
T = 1.Bredtsche Formel (10.6)
2- A,
M, )
Da =t o llt Tow = 5y =3 04OT Tow o = g it
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Bei geschlossenen diinnwandigen Querschnitten tritt die grofte Schubspannung
am diinnsten Blech auf.

Wie bei den Kreisquerschnitten gilt:

,I“J 3
}.L—r—_"f‘] —
III
\
] olx
vy-dex = r-dp
é -dr = r-dy
T = G-r- Z—i

v-dr = r-dp mit v = F (Hooke) und Multiplikation mit % wird daraus:

dy
T = G-@-r

%Tds %Gﬁrds
]{Tds = G~19~j{7"ds

@ = )
mit 7 = #:Lt erhalt man
j{#‘rtds = G-ﬁ-%rds
M, ds
Q.Am.j{T = G-9-2 A,
ds
g = Maod%
G-4-A,°
9 = M,
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mit

It =

4 .

5%

2

2.Bredtsche Formel

105

(10.7)

fiir aus Blechen mit konstanter Wandstérke (Verteilung iiber Blechdicke kon-
stant) zusammengesetzte Profile wird daraus:

(10.8)
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10.2.4 Torsion diinnwandiger offener Profile

Das schmale Rechteckprofil

T," - _I‘\.

1 - S

| = _ Tmax
‘ o

-
z ~ ~ -l
= \
Mx

Die Gleitrichtungen ~,s und damit auch die Schubspannungen 7,4 sind linear
iiber den Querschnitt verteilt, damit erhélt man:

— .Y
7(Y) = Tmax o/

Das schmale diinnwandige Rechteckprofil sei in viele Hohlprofile der Dicke dy
unterteilt.

ar

dy

z

Der Schubfluss dT fiir ein Hohlprofil der Dicke dy ergibt sich somit
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dT(y) = 7(y)-dy
dT(y) = Tmazx * g : dy (109)
t/2
Aus der 1. Bredtschen Formel finden wir dT = 5 AT mit ndherungsweise
An=2-a-y "
dT = ﬂ
2-2-a-y
dM, = dIl'-4-a-y (10.10)
Mit (10.9) gehen wir in (10.10) und erhalten:
dM‘L = Tmaw'l'll'a'y'dy
t/2
2 2
dM, = Tmax-g-ll-a-y - dy (10.11)
Das Integral liefert:
8 72
/dMZE:MI = Tmaw'f'a'/ yzdy
t 0
8 Lo 3y
Mw - Tmaw';'a'g'[ ]0
1
Mx = Tmaz'§'a'7'7t3
t 3
1
M$ - max A t2 S
T, a 3
M, . 1
Tmaz = Wr mit WT:§-a-t2

Diese stimmt mit dem in der Tabelle fiir schmale Rechtecke gegebenen Werte
iberein.

Das Torsionstrigheitsmoment ergibt sich zu

It = ~-a-t3 (10.12)
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Aus schmalen Rechteckquerschnitten zusammengesetzte Profile berechnet man
das (Torsions-) Trégheitsmoment als Summe der Tragheitsmomente der einzel-
nen Rechtecke, wobei die Werte mit einem Korrekturfaktor n belegt werden
kénnen.

1
Ir =1 §~Z-ai~t? (10.13)

mit

i ‘ 0,99 ‘ 1,12 ‘ 1,12 ‘ 1,3

Fiir Normalprofile kénnen die Torsionstrigheitsmomente Tabellenwerken ent-
nommen werden.

Das Torsionswiderstandsmoment ergibt sich zu:

It

tmaw

Wr =

(10.14)

Damit trifft die grofte Schubspannung bei diinnwandigen offenen Querschnitten
am dicksten Blech auf.

Die Schubspannung ist iiber die Blechdicke linear verteilt.

TZS

Abbildung 10.14: Verteilung der Schubspannungen bei offenen diinnwandigen
Querschnitten
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Arbeitssatz

Berechnung von Verformungsgrofien mit Hilfe des Arbeitssatzes

Grundlegend fiir die folgende Betrachtung ist die Uberlegung, dass sich ein Sys-
tem unter einer Beanspruchung verformt und nach Entfernung der Belastung
wieder die Ausgangskonfiguration einnimmt.

Idealelastische Systeme zeigen dieses Verhalten. Damit sich dieser Vorgang voll-
ziehen kann, muss die Arbeit, die die dufteren Kréfte wihrend des Beanspru-
chungsvorganges leisten, im System als innere Arbeit W reversibel gespeichert
sein. Es muss gelten

Hierbei wird die &dufiere Arbeit A von den angreifenden Kriften auf den Wegen
der elastischen Form&nderung und die innere Arbeit W von den Spannungen
auf den Wegen der Verzerrungen geleistet.

Bei allen Arbeiten wird zwischen Eigenarbeit und Verschiebungsarbeit unter-
schieden.

Eigenarbeit ist die Arbeit, die von den Kréften auf den Wegen geleistet wird,
die sie selbst verursachen. Verschiebungsarbeit leisten Kraftgrofen auf We-
gen, die von einer anderen Kraftgruppe oder Ursache (Temperatur) hervorge-
rufen werden.

Die Arbeit der dufteren Kréifte:

109
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11.1 Eigenarbeit

F

A

F )
A = 5 I <011

Ry
™

01,1
Abbildung 11.1: Eigenarbeit

Auf ein System wird sehr langsam eine Kraft F' aufgebracht, so dass die sich
einstellende Verformung ¢ unter der Kraft F ihr stets entspricht (statische Last-
aufbringung). Mit der Steigerung der Kraft I’ wichst die Verformung 0, bis die
Endgrofie der Kraft F' = F erreicht ist. Die Endverformung ist d; ;.

Die Arbeit ist:

01,1
A = F-dé
0
mit 7
F=>L.3
01,1

erhalt man:
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5 Fy
LBy F, 1 273

A :/ g5 = 2L 1 e

1,1 0 61’1 61’1 9 [ ]O

1
A = 3 - Fy 01
Die Eigenarbeit ist die Fldche des schraffierten Dreiecks unter der F' iiber §
Beziehung.

11.2 Verschiebungsarbeit

Ein System wird durch eine Kraft F belastet. Danach wird eine Kraft F5 auf-
gebracht. Dies ruft auch eine Verschiebung d; o unter der Kraft F; hervor. Da
die Kraft Fy schon zu Beginn der Lastaufbringung von F; die volle Grofe hatte,
ist die Verschiebungsarbeit

Ao =Fi 012
F
A
Aii=F1- 012
Fl ‘/
>0

01,1

Fy

Iy

01,2 02,2

Abbildung 11.2: Formanderungsarbeit aus zwei Kraften

Bei der Verschiebungsarbeit wird erst eine Kraft F; aufgebracht, erst dann wird
das System mit Fs belastet. Die Verschiebungsarbeit ist die Arbeit, die die Kraft
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Fy auf dem Weg leistet, der infolge des Aufbringens der Kraft F, entsteht.

11.3 Gilt das Superpositionsprinzip auch fiir Ar-

beiten?
Nun soll der Frage nachgegangen werden, ob das Superpositionsprinzip auch fiir
Arbeit gilt. Eine Feder wird nacheinander durch zwei Kriifte F} und F; belastet.
Die dadurch ausgeldsten Verschiebungen sind §; und d5. Es zeigt sich, dass die

Verschiebung aus beiden Kréften d3 = 01 + d2 ist. Das Superpositionsgesetz ist
fiir Verschiebungen giiltig.

c%
| S
P E2 3 1+ 02

Iy

Iy

Iy
Abbildung 11.3: Belastung einer Feder

s = I+ K
03 = 61+
o = Fl; 52:§
c c
G, = D B_Hhth _FB_ o

C Cc c c

Fiir Verschiebungen und Kréfte gilt das Superpositionsprinzip!

Gilt das Superpositionsgesetz auch fiir die Arbeit?
Nun werden die Arbeit, die die Kraft F3 = F} + F, auf den eigenen Wegen
leistet angeschrieben:
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As

As

As

Az

As

As

As

1

= §F3'53 mit, F3:C'53
1, _
= 50-53 mit 03 = 01 + 0o
1 2
= *C'(51+52)
2
1 F F:
= *C'(5172+2'61'52+5272) mit 51:71 , (52=f2
2 c c
1 F F F.
= e (426226
2 c c c
1 1
= - Fi-0+ 5 Fy-ht Fy - 69
2 2 ~——

K K Verschiebungsarbeit
Eigenarbeiten

= A +A+ A,

£ A+ Ay

Wie man erkennen kann, gilt das Superpositionsgesetz nicht fiir die Arbeiten!

11.4

Bettischer Satz von der Gegenseitigkeit der
Verschiebungsarbeit

1) 5
F
Y
1) i i
b 51 G2
AN

Ort Ursache

Abbildung 11.4: Satz von Betti

Das System (1) wird zuerst durch eine Last F belastet. Unter der Last F; biegt
sich das System um 6; ; durch. Dann wird die Last F, aufgebracht. Unter der
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Last F, biegt sich das System um dy 2 durch, an der Stelle 1, wo die Last 1
angreift, biegt sich das System um 4, » durch.

Die Arbeit, die die Kréfte F} und Fy geleistet haben, betrégt:

A0 — Ajq+ Az + A’L2
(1) 1 1
A = §'F1'51,1+§'F2'52,2+ Fy 61
Eigenarbeiten Verschiebungsarbeit

Dann wird das gleiche System zuerst mit der Last F5, danach mit der Last F}
belastet.

Abbildung 11.5: Satz von Betti

Die Arbeit der dufleren Krifte betragt:

AP = A+ Asp+ As,
A = §'F2'52,2+§'F1'51,1+ Fy 621
Eigenarbeiten Verschiebungsarbeit

Da die im System gespeicherte Arbeit nicht von der Reihenfolge, in der die Krif-
te aufgebracht werden, abhéngig sein kann, muss gelten:

A — 4@
Ap+Agn + AT = A1g + Agp + A5
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Satz von Betti:

* o *
A1,2 = A2,1

F1 . 61’2 = F1 . 5271 (].1].)

Die Arbeit, die die Kraftgruppe 1 auf den Wegen leistet, die von der Kraftgrup-
pe 2 hervorgerufen wurden, ist gleich grof der Arbeit, welche die Kraftgruppe
2 auf den Wegen leistet, die durch die Kraftgruppe 1 ausgelést wurden.

11.5 Maxwellscher Satz

Der Satz von Maxwell behandelt den Sonderfall des Satzes von Betti, bei dem
eine der beteiligten Kraftgruppen aus einer Einzelkraftgrofe besteht, die den
Betrag 1 hat.
Um dies zu kennzeichnen, wird das Komma zwischen den Indizes ;2 und A; >
fortgelassen.

gk
Y
F=1
dik

Abbildung 11.6: Maxwellscher Satz

Zunichst wird das System durch eine Kraftgrofe F; = 1 belastet. Danach durch
eine zweite Kraftgruppe gy.

Die Verschiebungsarbeit, die die Last F; = 1 auf den Wegen leistet, die die
Kraftgruppe hervorruft, ist d;;.

0 &
/N

Ort Ursache Verschiebung an der Stelle i, die die Last g hervorruft

Wenn wir in der Lage wéren, die innere Arbeit W, zu bestimmen, die die
Spannungen infolge der Kraft F; = 1 auf den Verzerrungen ¢ leisten, die von
der Kraftgruppe K (qx) ausgelost werden, so kénnte man leicht die Verschiebung
bestimmen, die sich unter und in Richtung der Kraftgrofe F; vollzieht, wéhrend
die Kraftgruppe K aufgebracht wird.
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Wi = Fl . 5zk mit Fl =1

Wix = 1-0i

Wie gezeigt werden wird, ist es leicht moglich, die innere Arbeit Wy, zu bestim-
men, so dass dies eine Methode ist, Verformungsgréfsen zu bestimmen.

qdk
A A A A
F=1
dik

Abbildung 11.7: Maxwellscher Satz

Zunichst wird die Kraft F; = 1 aufgebracht. Es stellt sich im ganzen Stab
eine Spannungsverteilung o;, 7 ein. Danach wird die Kraftgruppe ¢ (lang-
sam)aufgebracht.

Die Verzerrungen, ausgelost durch diese Kraftgruppe wachsen zum Endwert ¢y,
wéhrend die Spannungen o; bereits voll wirken.

g
A

ag; H

= > &

L% €k

Die spezifische innere Arbeit W* ist auf ein Volumenelement der Grofe 1 bezo-
gen

ek
W*:/ o,de=0;-€, =7 -¢y
0



KAPITEL 11. ARBEITSSATZ 117

Es ist iiblich, Spannungen und Schnittgrofen, die aus einer gedachten (virtu-
ellen) Kraftgruppe hervorgerufen worden sind, mit einem Querstrich zu kenn-
zeichnen.

Die innere Arbeit Wy, erhalt man durch Integration der spezifischen Arbeit {iber
das Volumen V.

AWy, = W*.dV
Wi, = /W*dV:/ﬁ'Ede
\%
Mit dem Hooke’schen Gesetz erhilt man: o = % eE=%
W = /6% dz
Aus der Stabtheorie ist bekannt: o = 1\147, ‘z ., 0= Agy -z
M, _
W = / -z dA dx
y
= A
w / o 12 22 dA dx
I'.’J
M M
W = Y dx 11.2

Da E- I, meist abschnittsweise konstant ist und die Integralausdriicke tabelliert
vorliegen, kann die Verformung d;;, leicht bestimmt werden.

Arbeit der duReren Kriifte = FAA (Formiinderungsarbeit) der inneren Kriifte
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012 -1 B Iyy dz
+ ]f\;Z dz
+/ﬁz . in% dx
+//<;Z . ngjy dz
7]\2 ;\;L dx
w dx
Integraltafeln

aus Biegemoment M,

aus Normalkraft

aus Querkraft @,

aus Querkraft @),

aus Torsion

aus Biegemoment M,

118

(11.3)

Der Wert des bestimmten Integrals fl M - M ds hiéngt von den Randwerten und

der Form der beteiligten Funktionen ab.

Beispiele:

=

I
~I

8
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J

l2

ko1
6

. 1
ls:é'l'j'k
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Die Integralwerte sind in Handbiichern fiir verschiedene Funktionen vertafelt.

11.6 Aufgabenbeispiele
Beispiel 1:

Wirkliche Belastung

{ = 300cm

q = 0,3 kN/cm
E=2,1-10% XN/em?
I = 3000cm*
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ges: §

Mynin = —q- 5 = 0,3 3= = ~13500 kNem

Virtuelle Belastung

[ = 300cm

Mpyin = —1-300 = =300 ENcm

l
o
51 = | MM——d
/0 E1"

1

— L300 (—13500) - (=300) . ———
T 2,110 - 3000

= 4,82 cm

Durchbiegung an der Spitze 0 = 4,82 cm
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Beispiel 2:

Wirkliche Belastung

‘ { = 600cm

Mmam

q = 0,3 kN/cm
E=2,1-10* kN/em?
I = 3000cm*

ges: §

Minin =q- & = 0,3 9% = 13500 kNem

Virtuelle Belastung

">

‘ { = 600cm

<l

121
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Moz = F - %2 =1 380300 — 150 kNem

l
1
5.1 = M M——d
/o B-1%

1
2,1-10%- 3000

5
— - 600 - 13500 - 150 -
12

= 8,036 cm

Die Durchbiegung ist ¢ = 8,036 cm
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KraftgrofSenverfahren

Bei statisch unbestimmten Systemen liegen mehr Auflagerbindungen vor, als
mit den Gleichgewichtsbedingungen bestimmt werden kénnen.

Wie bereits gezeigt wurde, konnen diese Auflagergréfien auch iiber die Integra-
tion der Differentialgleichung der Biegelinie ermittelt werden, weil hierbei aufier
den Gleichgewichtsbedingungen auch die Verformungseigenschaften herangezo-
gen werden.

Mit dem Kraftgrofenverfahren kann man die Uberziihligen, d.h. die nicht durch
die Gleichgewichtsbedingungen bestimmbaren Auflagerreaktionen, noch effizi-
enter ermitteln.

Selbstverstédndlich bendtigt auch das Kraftgréfsenverfahren die Verformungsei-
genschaften.

Zu Bild 1:

Sein Grundgedanke ist folgender:

e Zunichst entfernt man von dem statischen System soviel Auflagerbindun-
gen, bis es statisch bestimmt, aber unverschieblich geworden ist.
Dieses System wird das statisch bestimmte Hauptsystem genannt (stat.
best. HS)

e Dann ermittelt man die Verschiebungen fiir die Freiheitsgrade, deren Auf-
lagerbindungen man entfernt hat.
Die Verschiebung fasst man zum Vektor §; ; zusammen.

e Beim statisch unbestimmten System miissen diese Verschiebungen ver-
schwinden. Da sich beim statisch bestimmten Hauptsystem Verschiebun-
gen ungleich Null ergeben, liegt ein Fehler gegeniiber dem statisch unbe-
stimmten System vor.

Um ihn zu korrigieren, bestimmt man eine Kraftgruppe , die anstelle der
entfernten Auflagerbindungen wirkt und die Verschiebungen und die ent-
sprechenden Verdrehungen zu Null werden ldsst.

123
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Bild 1: Bild 2:
LSPZ

_/(61L Oz
¥ Y Y ¥ Y ¥ Y YY YT Y ﬁ_______.. R — Y
A A
y' B -
. T T
1 6o
+ + +

M=M_+X, "M, +X, "M, M= M+ X, M+ KM,

Tabelle 12.1: Kraftgrofenverfahren



KAPITEL 12. KRAFTGROSSENVERFAHREN 125

Diese Kraftgruppe ermittelt man auf die folgende Weise:

e Auf das statisch bestimmte HS bringt man nacheinander anstelle einer
entfernten Auflagerbindung eine entsprechende virtuelle Kraftgrofe mit
dem Betrag ,,1 auf und bestimmt, wie grofs die Verschiebung infolge der
Kraftgrofse 1 in Richtung der Eins — Kraftgrofse ist . Diese Verschiebungen
fasst man in der Matrix J,;, zusammen.

e Danach bestimmt man die Verschiebung die den k anderen entfernten
Auflagerbindungen entsprechen.

e Die Verschiebung infolge der Eins — Kraftgrofe an der Stelle ¢ infolge der
Kraft k& (Ursache) nennt man ;.

e Diesen Vorgang wiederholt man fiir alle Auflagerbindungen, die man ent-
fernt hat, und stellt die Verschiebungen infolge der Eins — Kraftgrofe zur
Matrix d;, zusammen.

e Nun muss noch bestimmt werden, mit welchen Faktoren X; man die Eins
— Krifte multiplizieren muss, damit die Verschiebung an den Stellen, an
denen Auflagerbindungen entfernt worden sind, zu Null werden.

Als Formel ausgedriickt bedeutet dies:

O X+ 0 =0  — O X = =i

e Dies ist ein lineares Gleichungssystem mit dem Unbekanntenvektor Xj.
Die Matrix ;. nennt man die Koeffizientenmatrix und —d,;, die Rechte
Seite weil sie auf der rechten Seite des Gleichungssystems steht.

e Was ist unter ,die den entfernten Auflagerbindungen entsprechende Kraft-
grofe’ zu verstehen?
Hat man eine Auflagerkraft entfernt, die eine Verschiebung (Translation)
unterdriickt, so fithrt man eine virtuelle Kraft ein, die an der Stelle und
in Richtung der unterdriickten Verschiebung wirkt.
Hat man eine Einspannung entfernt und ldsst man beim statisch bestimm-
ten Hauptsystem eine Verdrehung zu, so muss man als virtuelle Kraftgrofe
ein Moment mit dem Betrag 1 anbringen.

e So ist in Bild 2 vorgegangen worden:Oben ist ausgefiihrt worden,

dass das statisch bestimmte Hauptsystem durch Entfernen von Auflager-
bindungen erzeugt wird, es kann aber auch, und hiufig ist dies zweck-
mafig, durch Einfiigen von Gelenken in ein statisch bestimmtes System
iiberfithrt werden.
Fiithrt man ein Momentengelenk ein, so ist die entsprechende virtuelle
Kraftgruppe ein Momentenpaar, das an beiden Ufern des Gelenkes wirkt.
Die entsprechende Verschiebung ist die gegenseitige Verdrehung der Quer-
schnitte.

e Kennt man den Unbekanntenvektor, kann man die Biegelinie und die
Schnittgrofen des statisch unbestimmten System durch Superposition be-
stimmen:
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74 W+ X1 - Wi+ X - Wy Durchbiegung

N N+ X1 N1+ XN Normalkraft (12.1)
Q Q+ X1 Qi+ X Qu Querkraft '
M

My, + X, - My + Xy - M, Biegemoment

Das Kraftgrofenverfahren erfordert dementsprechend folgende Schritte:

1. Bestimmung der Schnittgréflen infolge der gegebenen Belastung am sta-
tisch bestimmten Hauptsystem, meist geniigt die Darstellung des Biege-
momentenverlaufs.

(Lastspannungszustand LSPZ)

2. Bestimmung der Schnittgrofien infolge der Eins — Kraftgrofien am statisch
bestimmten Hauptsystem.

3. Ermittlung der Verschiebungen oder (gegenseitigen) Verdrehungen der
Freiheitsgrad die den entfernten Auflagerfreiheitsgraden oder den einge-
fiihrten Gelenken entsprechen infolge Wahl eines geeigneten statisch be-
stimmten Hauptsystem der duferen Belastung (LSPZ) mit dem Arbeits-
satz 0;r,.

4. Ermittlung der Verschiebungen oder (gegenseitigen) Verdrehungen infolge
der Eins — Kraftgrofsen §;.

5. Aufstellen und Losen des Gleichungssystems.

6. Superposition der Ergebnisse

12.1 Beispiel fiir das Kraftgroftenverfahren

Das Kraftgrofenverfahren soll an einen Trager auf vier Stiitzen mit gleicher
Stiitzweite [ = 4m und konstanter Biegesteifigkeit E1 gezeigt werden. Der Tré-
ger ist mit einer Gleichlast von q=5 kN/m belastet.

WHHRIIHRRIH R RIRRIH R
VS A A A
A B C D

12.1.1 Statisch bestimmtes Hauptsystem

Das System ist 2-fach statisch unbestimmt, ein statisch bestimmtes Hauptsys-
tem erhdlt man durch Einfiigen von zwei Gelenken {iber den Auflagern B und

C

HHRITHHRIRTRI R TH TR HTR
A A A A
A B C D
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Lastspannungszustand

Die Biegemomentenlinie des Lastspannungszustands hat folgendes Aussehen.
Die maximalen Momente sind:

My, =q1?/8 = 10kNm

My,

N AN A4

Eigenspannungszustinde

Nun kommen die Eigenspannungszusténde: Als erstes ein Momentenpaar der
Grofe 1 am Auflager B:

1

o

A A
A B

QP
S P

Die Momentenlinie fiir oben dargestellten Lastfall hat folgendes Aussehen:

M,y

Mit dem grofsten Moment M; =1

Nun ein Momentenpaar der Gréke 1 am Auflager C:

@) |D§i =i

A A A
A B D

Die Momentenlinie fiir oben dargestellten Lastfall hat folgendes Aussehen:

M,

Mit dem gréfsten Moment My =1

Nun konnen die gegenseitigen Verdrehungen der Endtangenten an den einge-
filhrten Lagern B und C mit dem Arbeitssatz bestimmt werden:
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1 1q1? 1 80
=73 8 ((+10)= [rad]
Als néchstes werden die gegenseitigen Verdrehungen der Endtangenten am Auf-
lager B infolge des Moments am Auflager B ¢1; und des Moments am Auflager
C 012 bestimmt. Wegen des symmetrischen Aufbaus gilt: doo = 011-

0z = bar

11, ., 18

011 =02 = gy 2117 = prglrad
und 11 12
_ — 2712 = Z

(512 = (521 = 16 1 7 S[Tad}

Losung der Elastizitdtsgleichung
Die Elastizitatsgleichung lautet:
51’L + 6ij Xj =0

und der Losungsvektor:

761@715”/ =X
1 | 100 1| & 2 X 0
Bl 57| 2 s = (12.2)
100 2 8 X, 0
mit der Losung
-8
X = (12.3)
-8

wie man sich durch Einsetzen iiberzeugen kann.

12.1.2 Superposition

Die Momentenlinie (und auch die Verldufe der anderen Schnittgrofen) findet
man durch Superposition:

M =M+ X, My + X M

Das Biegemoment am Auflager A wird zu:

M(A) = My(A)+ X1 My(A) + Xy M2(A) =0+0+0=0

Fiir das Biegemoment an der Stiitze B erhélt man:

M(B) = My (B)+ X1 My(B)+ X> M2(A) =0+ (—8) 1+ (—8) 0 = —8kNm

und fiir die Stiitze C ergibt sich:
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M(C) = Mp(C)+ X1 Mi(C) + Xy M2(C) =0+ (—8) 0+ (—8) 1 = —8kNm

In den Feldmitten ergeben sich folgende Werte:
Feld 1:

M(1) = Mp(1)+X; M1(1)+X2 M2(1) = 10+(—8) 0.54+(—8) 0 = 10—4 = 6kNm
Feld 2:

M(2) = Mp(2)+X1 M1(2)+X2 M2(2) = 10+(—8) 0.54+(—8) 0.5 = 10-4—4 = 2kNm
Feld 3:

M(3) = Mp(3)+X1 My (3)+Xa M2(3) = 10+(—8) 0+(—8) 0.5 = 10—4 = 6kNm

-8kNm -8kNm
‘ A\ ‘ A ‘ M des statisch unbestimmten Systems
6kNm 2kNm 6kNm

Wie man dem Momentenverlauf entnehmen kann, befindet sich das maximale
Feldmoment nicht in Feldmitte.
Die Auflagerkraft A betragt:

A=qxl/2+ Mg/l = 5-4/2—8/4 = 8kN

Dann betrigt das maximale Feldmoment:

A? 82
Mopaw = — = = 6.4kN
5q 2.5 OdkNm
und wirkt bei
A/q=1.6m

vom linken Auflager.
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Stabilitatsprobleme

Bei der Untersuchung der Stabilitéit des Gleichgewichts betrachtet man, wie sich
ein System verhdlt, wenn man es ein kleines Stiick aus der Gleichgewichtslage
entfernt.

Man unterscheidet dabei drei Félle

1. Stabiles Gleichgewicht: nach der Storung des Systems stellt sich die alte
Gleichgewichtslage wieder ein.

2. Indifferentes Gleichgewicht: Der Korper verharrt in der Nachbarlage.

3. Labiles Gleichgewicht: der Korper entfernt sich nach einer kleinen Auslen-
kung immer weiter von seiner Ausgangslage.

Labiles Gleichgewicht ist bei technischen Konstruktionen immer, indifferentes
Gleichgewicht bis auf Ausnahmen meist unerwiinscht. Beiden Zusténden ist ge-
meinsam, das der Zusammenhang zwischen Belastung ind Verformung nicht ein-
deutig ist. Bei gegebener Belastung sind mehrere Verschiebungskonfigurationen
moglich. In der Regel wird stabiles Gleichgewicht gewiinscht.

Die drei Félle werden durch das Kugelgleichnis anschaulich dargestellt:

— 00O oo JEEEO RGN

Stabiles Gleichgewicht Indifferentes Gleichgewicht Labiles Gleichgewicht

Den indifferenten und den labilen Gleichgewichtszustand bezeichnet man als
instabil.

Stabilitdtsversagen ist ein sehr gefdhrlicher Versagensfall, da das Versagen plotz-
lich und ohne Vorankiindigung auftritt.
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13.1 Die wichtigsten Stabilitatsfalle

Stabknicken

Der einfachste und wichtigste Stabilitdtsfall ist die Stabkni-
ckung. Wenn man einen an einem Ende eingespannten Stab
am anderen Ende mit einer Druckkraft belastet, so lasst sich
die Last bis zu einer bestimmten Grofe, der Knicklast, stei-
gern, ohne dass eine nennenswerte Verschiebung in Richtung
der Stabachse (u) auftritt. Wird diese Grenzlast {iberschrit-
ten, wachsen die Verschiebungen sehr schnell an, wodurch das
Versagen des Bauteils eingeleitet wird.

Das Durchschlagproblem

Beim Durchschlagproblem eines Stabzweischlages liegt ein an-
deres Stabilitdtsproblem vor. Bis der Duchschschlagpunkt er-
reicht ist steigt die Kraft mit der Verschiebung in vertikale
Richtung (v) (fast) proportional an. Dann gibt es eine schlag-
artige Verschiebung in die Konfiguration v=-h (gestrichelt).
Aus den Druckstiaben sind Zugstiabe geworden. Anschliefend
ist wieder eine weitere Steigerung er Last mdglich bis die Zug-
festigkeit des Werkstoffes erreicht worden ist. Dieses Stabili-
tétsproblem nennt man gutartig. Leider ist die Verformung
im stabilen Ast oft so grof geworden, dass das Bauteil aus
technologischen Griinden unbrauchbar geworden ist.

Kippen von Balken

Bei hohen schmalen Balken tritt ein weiteres Stabilitatspro-
blem, das Kippen, auf. Der durch Biegung belastete Balken
ist durch Zug- und Druckspannung beansprucht. Die durch
Druckspannungen belastete Zone ist tatsdchlich durch Aus-
knicken gefdhrdet, wenn nicht die Torsionssteifigkeit des Bal-
kens und Aussteifungen gegen seitliches Ausweichen dies ver-
hindern. Bei diesem Stabilitéitsfall kommt es zu einer Ver-
drehung des Querschnitts, in DIN 18800 ,Stahlbauten* wird
dieser Stabilitatsfall als Biegedrillknicken bezeichnet.

Scheibenbeulen

Den Stabilitatsfall bei Flachentrigern nennt man Beulen. Ob-
wohl Scheiben definitionsgemif in ihrer Ebene belastet wer-
den, tritt die Verformung senkrecht zur Ebene auf (w). Da
Scheiben, je nach Belastung, ein giinstiges Nachbeulverhalten
haben, spricht man von einem gutartigen Stabilitdtsproblem.
Wie beim Durchschlagproblem sind die mit dem Nachbeu-
len eintretenden Verformungen oft so grof, dass das Bauteil
praktisch unbrauchbar wird.
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Schalenbeulen

Schalen sind gekriimmte Fliachentréger. Schalen, insbesondere
Zylinderschalen, neigen zu einem bosartigen Beulproblem weil
die Tragfahigkeit nach Erreichen der kritischen Last Flpizisch
auf ein signifikant niedrigeres Niveau Fryqgias: zuriickfallt.
Wegen unvermeidlichen Imperfektionen kann ein Durchschla-
gen auf die niedrige Traglast schon vor Erreichen der kriti-
schen Last stattfinden.

13.2 Die Stabknickung

In den Betrachtungen vor der Stabilitit wurde stillschweigend
davon ausgegangen, dass die auftretenden Verformungen so
klein sind, dass das Gleichgewicht am unverformten System
betrachtet werden kann.

Bei der Untersuchung von Stabilitétsproblemen will man ge-
rade wissen, wie sich das System verhilt, wenn seine Gleich-
gewichtslage gestort wurde, es also in eine dicht benachbarte
Lage ausgelenkt wurde. Daher muss das Gleichgewicht in der
verschobenen Konfiguration untersucht werden.

Dieser Grundkurs zur Technischen Mechanik beschrinkt die
Ausfiihrungen zur Stabilitdt auf die Betrachtungen des Eu-
lerschen Knickstabes.

13.2.1 Der Eulersche Knickstab
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Wir betrachten einen Stab mit konstantem

Querschnitt und konstanter Biegesteifig-

- F
W keit. Der Stab ist an einem Ende mit einem

' versehen. Dort wird er mit einer (noch un-
bekannten) Druckkraft F in Stabléngsrich-

tung belastet.

Festlager, am anderen mit einem Loslager

Ziel ist es, die Grofe der Druckkraft F
XM zu bestimmen, bei der noch Gleichge-

— Tw g wicht moglich ist.
A —

Q Hierzu fiihrt man and der Stelle x einen
(gedachten) Schnitt durch den Stab und
tragt Auflagerreaktionen und Schnittgro-
fen am verschobenen System an. (siehe ne-

benstehendes Bild.)
Aus Griinden des Gleichgewichts am ganzen System gilt:

Ay =F

und
A, =0

T

Fkritisch

FTraglast
w
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Die Gleichgewichtsbetrachtung am abgeschnittenen Teil, diesmal am verschobe-
nen System, liefert:

iF = 0 =A,+NwN=-A,=-F (13.1)
iM’”: 0 =—-4, w(x)+ M) (13.2)

In Gleichung 13.2 wird nun A, = —F aus Gleichung 13.1 und fiir M das Elas-
tizitatsgesetz

M = —-EJuw"
eingesetzt. Man erhélt:
~-Fw—-FEJw' =0 (13.3)
Die Einflihrung der Abkiirzung
F
K = 77 F= k* EJ (13.4)

fihrt zu:

—&> EJw—EJw" =0
Die Division durch (-EJ) liefert:
K2 w+w" =0 (13.5)

Gleichung 13.5 ist eine homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Aus mathematischer Sicht ist es ein Eigenwertpro-
blem. Thre Losung ist mit dem e**-Verfahren moglich. Das als Abkiirzung ein-
gefiihrte x2 entpuppt sich als Eigenwert des Problems.

Die Mathematik liefert als Losung:

w(z) = A cos(k ) + Bsin(k x) (13.6)

Durch Differenzieren erhélt man:
w'(z) = —A K sin(k ) + B k cos(k z) = (13.7)

und
w’(x) = —A K% cos(k ) — B k? sin(k z) = —k? w(2) (13.8)

Durch Einsetzen von Gleichung 13.6 und 13.8 in die Differentialgleichung 13.5
kann man sich iiberzeugen, dass der Losungsansatz nach Gleichung 13.6 der
Differentialgleichung geniigt.

Die Konstanten A und B sind iiber die Randbedingungen

und
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zu bestimmen.
Die erste Randbedingung liefert:

w(x =0)=0= Acos(0)+Bsin(0) =A+0=0~~A=0 (13.9)
S~—— SN—~—
1 0

Damit ist die erste Konstante bestimmt.
Die zweite Randbedingung lautet:

w(l)=0=DB sin(k 1) =0 (13.10)

Gleichung 13.10 ist erfiillt wenn einer der beiden Faktoren B oder sin(x [) ver-
schwindet. Wenn B = 0 wird, verschwindet die Verschiebung iiber die ganze
Stablinge, damit ist das Gleichgewicht nicht unter Beriicksichtigung der Verfor-
mung untersucht und die Zielstellung verfehlt worden. Es bleibt, dass der zweite
Faktor sin(x ) verschwindet:

sin(k 1) =0 (13.11)

Wie man aus Abbildung 13.1 erkennt, verschwindet der zweite Faktor sinx [

sin(x 1)

Abbildung 13.1: sin(k 1)

iberall dort, wo Kk [ =n mmit n =0,1,...,00 ist.
Da [ eine Konstante ist, muss fiir x demnach gelten:

nm
K=—
l
Die Gleichung 13.10 hat unendlich viele Losungen, unter technischem Gesichts-
punkt allein interessant ist die Losung fiir n = 1, was versténdlich wird, wenn
Gleichung 13.4 herangezogen wird:
F
K? = 5= K> BJ
Fiir n = 0 wird k = 0 und damit verschwindet auch F. Den kleinsten positiven,
von Null verschiedenen Wert fiir F' erhalten wir bei n = 1:

o= [ 51

EJ 7

B (13.12)
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Die Kraft F' hat in Gleichung 13.12 den Index ki bekommen, weil es sich um
die kritische Knicklast handelt, weil die Stabachse als ideal gerade und die La-
steinleitung als ideal im Schwerpunkt angenommen wurde. Fj; wird auch als
Eulersche Knicklast bezeichnet.

13.2.2 Die Form der Knickbiegelinie

Nun ist es gelungen, eine Druckkraft Fj; zu bestimmen, bei der die Biegesteifig-
keit des Stabes gerade noch ausreicht, den Stab aus einer gestorten Lage wieder
in die alte Gleichgewichtslage zu bringen. Uber die Knickbiegelinie ist bekannt:

w(x) = Bsin(k x)

Da zwar k = 4/ g’“J bekannt ist, aber die Amplitude B nicht, kann iiber die

Knickbiegelinie nur etwas iiber ihre Form (sinusformig), nichts aber ihre Ampli-
tude ausgesagt werden. Dies ist eine typische Eigenschaft von Eigenwertproble-
men. Man spricht bei der Knickbiegelinie auch von einer Eigenform.

13.2.3 Eulerfille

Leonhard Euler ! hat eine Erweiterung auf andere Lagerungsbedingungen gelie-
fert, die als Eulerfélle bekannt sind. Wenn man die Knickldnge s; entsprechend
anpasst, gilt die Eulersche Knicklast auch fiir andere Randbedingungen.

Die Knicklénge s; bestimmt man mit:

[sk =51 (13.13)

Der Knicklangenbeiwert 3 ist eine Funktion der Lagerungsbedingungen, man
spricht vom Eulerfall.

§ ' }
B (R
l
AN
v/ Vv V///
EF 1 EF 11 EF III EF IV
pg=2 =1 B=0.7 B8=05
Abbildung 13.2: Eulerfille
Die Eulersche Knicklast bestimmt man mit
E 2
Fy = 7J27T (13.14)
Sk

!Leonard Euler * 1707 Basel,t 1783 St. Petersburg
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In Abbildung 13.2 sind die Knickbiegelinien qualitativ angedeutet. Die Absténde
der Wendepunkte der Knickbiegelinie sind die Knickléngen sy.

13.2.4 Ideale Knickspannung und Eulerhyperbel

Nun soll die ideale Knickspannung oy; eingefiihrt werden. Das ist die Nennspan-

nung % bei erreichen der Eulerschen Knicklast.

EJ r? 9
o Fy; . 53 . EJmrw
TMTTA T A T AS
Mit dem
Trégheitsradius ¢
9 J
1° = —
A
erhalt man
E i? 72
Oki =
St
und mit der
Schlankheit \
Sk
A - —
)
ergibt sich
E 72

Gleichung 13.14 ist eine Hyperbel, die nur vom Elastizitdtsmodul E und der
Schlankheit abhéingt. Sie ist in Abbildung 13.3 fiir Baustahl (E = 2.1 10° N/mm?)
gezeigt.

350

300 \
250 -

200 - AN

o N/mm?]

Abbildung 13.3: Eulerhyperbel)

Liegt das Zahlenpaar von Spannungen und Schlankheit unter der Eulerhyper-
bel, tritt kein Stabilitétsfall auf. Das gilt natiirlich nur unter der Fliefigrenze,
streng genommen unter einer Proportionalitétsschlankheit A,, ab der auf dem
Querschnitt erste Plastifizierungen auftreten.
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13.2.5 Tetmajer Gerade

Dieser Ubergangsbereich von der Propertionalititsgrenze bis zum Erreichen der
FlieRgrenze ist von Tetmajer ? bearbeitet worden.

Tetmajer schligt vor, von der Proportionalitétsgrene bis zum FErreichen der
Fliefsspannung eine Gerade einzufiihren:

1310

darin sind @ und b materiallabhfingige Konstanten [in N/mm?|?

Ap a b
St37 | 104 | 310 | 1,14
St52 | 85 | 470 | 2,3
Holz | 100 | 29,3 | 0.194

o i L i i i i L
40 60 80 100 120 140 160 180 200

Abbildung 13.4: Stabilitédtsgrenze)

Abbildung 13.4 zeigt die Stabilitdtsgrenze eines Baustahls St37. Wenn die vor-
handene Nennspannung unter dem Kurvenzug aus Eulerhyperbel, Tetmajer-
Geraden und der Flieflspannung liegt, kann Knicken ausgeschlossen werden.

13.2.6 Stabilitdtsnachweis

Bei einem Tragsicherheitsnachweis soll nachgewiesen werden, dass das Bauteil
bei den bestimmungsgeméfen Beanspruchungen nicht versagt bzw. vom Zustand
des Versagens einen gehorigen Abstand hat. Dies wird mit einen Sicherheits-
beiwert v erreicht, mit dem die Beanspruchungen beaufschlagt werden. Dieser
Sicherheitsbeiwert ist hdufig in den einschligigen Vorschrift angegeben. Er be-
riicksichtigt u.a. die Folgen eines Versagens. Bei einem Nachweisverfahren wie

2Ludwig von Tetmajer, * 1850 in Krompachy, SK, damals Ungarn, 11905 Wien, Prof. der
ETH Ziirich
3nach Géldner /Pfefferkorn
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dem hier gezeigten, das keine Imperfektionen beriicksichtigt, ist ein Beiwert von
v = 3.0 im Maschinenbau durchaus iiblich.
Damit muss ein Nachweis der Stabilitit eines Knickstabes wie folgt ablaufen:

Sicherheitsbeiwert v festlegen
falls v £ > o, (FlieRgrenze des Materials)
anderen Querschnitt oder anderes Material wéihlen
Eulerfall feststellen
Knickldnge sj bestimmen
Schlankheit bestimmen
falls A > Ay (elastisches Knicken)

O; bestimmen

Nachweis v % < ok
falls A < A\g (nicht elastisches Knicken)

o bestimmen

Nachweis v % < opr
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