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Eloszo

Ez a kiadvany a BME Gépészmérnoki Karan alapképzésben oktatott Statika tantargy te-
matikajahoz igazodik, tehat elsosorban gépész- és mechatronikai mérnok hallgatoknak kivan
segitséget nytjtani a statikd]l] alapvetd osszefiiggéseinek és modszereinek ismertetésével. Az
itt kozolt ismeretanyag a BME Miiszaki Mechanikai Tanszék dolgozéinak tobb évtizedes ok-
tatasi tapasztalata alapjan alakult ki, akik folyamatosan részt vettek a tantargy tananyaga-
nak és oktatasi modszereinek fejlesztésében. Koszonettel tartozom munkatarsaimnak, hogy
tudasukat, tapasztalataikat megosztottak velem.

A statika tudoménya tobbféle gondolatmenet alapjan is felépithet6. Az egyik szokasos
megkozelités szerint a statika alaptételébdl (1asd tétel) indulnak ki, és abbdl vezetik le
az egyensuly feltételeit a kiilonféle konkrét esetekre. Egy méasik gondolatmenet szamos, a
hétkéznapi tapasztalatok alapjan elfogadhaté alapelv (axiéma) kimonddsan alapul, melyek
felhasznalasaval kikovetkeztethetok a legaltalanosabb esetekre is alkalmazhato torvénysze-
riségek. Ez a jegyzet az utobbi megkozelitéshez all kozel.

Az anyag felépitése soran arra torekedtem, hogy az olvaséban minél elébb kialakuljon egy
kép arrél, hogy mivel foglalkozik a statika, és annak eredményei mire és hogyan hasznalha-
tok a gyakorlatban. Ezért az elso fejezet a mechanikai és statikai alapfogalmak és megoldasi
modszerek ismertetésével kezdodik. Az ezek illusztralasara felhozott példakban el6fordul,
hogy a késébbi fejezetekben targyalt tételekre, illetve hétkoznapi tapasztalatokra hivatko-
zom, mert reményeim szerint igy jobban megértheté a legalapvetébb tételek, definiciok és
alapelvek gyakorlati jelentdsége. A statika alapelveinek kimondasa fejezet) utan viszont
egy matematikailag szigorubb targyalasmod keriil elotérbe.

A tananyag befogadasat rovid feladatok kidolgozasaval probaltam megkonnyiteni. Bar
ezek segithetik a leirtak megértését, az elmélet megfelelo mélységii elsajatitasahoz elengedhe-
tetlennek tartom az 6nallé feladatmegoldas gyakorlasat, amihez az [I] példatérat javaslom. A
szoveg jobb tagolasa érdekében a tételek, kovetkezmények, példdk végét a #, mig a definicidk
és megjegyzések végét a & szimbolum jelzi.

Bizom abban, hogy mind a hallgatok, mind az esetleg érdekl6d6 szakemberek haszonnal
forgatjak majd ezt a konyvet.

Budapest, 2022. oktéber.

Cserndk Gabor

LA kovetkezékben a tudoményig nevét kis, a tantdrgy nevét nagybetiivel frjuk.
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1. fejezet

Statikai alapfogalmak

1.1. Bevezetés

A statika tudoméanya a mechanika egyik részteriilete, ezért jelentoségének megértéséhez elo-
szor at kell tekinteniink, hogy mivel is foglalkozik a mechanika. Talan az a legtaldlébb
meghatédrozas, miszerint a mechanika a mozgdsokkal, a deformdcidkkal (alakvdltozasokkal),
és az erdkkel foglalkozd tudomdny [2]. A mozgéds, a deformécié és az eré mind olyan fogal-
mak, melyeket a késébbiekben részletesen meg kell vizsgalnunk a mechanika keretein beliil,
de egyelére megelégedhetiink e fogalmak hétkoznapi értelmezésével.

A miszaki mechanika miivelése esetében még azt is hozza kell tenniink a fenti defini-
ci6hoz, hogy vizsgalataink soran a kidolgozott elvek gyakorlati felhaszndldsdt tartjuk szem
elott, ennek megfelel6 feladatokat oldunk meg, és ehhez jol algoritmizalhaté megoldasi mod-
szereket kerestink. A miszaki mechanikai ismeretek teszik lehetévé a mérnokok szamara,
hogy olyan gépeket, szerkezeteket tervezzenek és iizemeltessenek, melyek a megkivant mo-
don mozognak (vagy nyugalomban maradnak), és ekozben nem mennek tonkre a rajuk hat6
terhelések hatésara.

A mechanika két legnagyobb részteriilete a szilard testek mechanikdaja, illetve a folyadé-
kok és gazok mechanikdja (dramldstan). A miiszaki mechanika els6sorban a szilard testekkel
foglalkozik; ezt a teriiletet pedig sokféleképpen feloszthatjuk. Mi a gépészmérnoki alapkép-
zés tantervében szerepl6 targyak hagyoméanyos tematikajat szem el6tt tartva, két szempont
alapjan definidlunk résztertileteket:

1) A vizsgalt testek nyugalomban vannak vagy mozognak?

2) A vizsgalt testekre hat6 erék okoznak-e alakvaltozast?

E szempontok megfelel6 figyelembevétele érdekében érdemes bevezetni az egyensuly, és a
merev test fogalmat.

Egyensuly

Mint latni fogjuk, a statika keretében tobbek kozott annak a feltételeit vizsgaljunk, hogy
valamilyen test vagy (tart6)szerkezet ne mozduljon el a rd haté terhelések hatasara, hanem
tartosan nyugalomban maradjon . abra).

1.1. definici6é. A tartos nyugalom dllapotdt egyensulynak nevezziik. o



1. FEJEZET. STATIKATI ALAPFOGALMAK

1.1. abra. Egyensiilyozas a kanadai CN Tower kildtéjanak peremén, a talajtol
mért 356 m magassdgban [A]

1.1. megjegyzés: Barmely anyagi test helyzete és mozgasa csak mas testekhez képest értel-
mezhetd, ezért egy test mozgasanak leirdsdhoz vilasztani kell egy masik testet is, amelyhez a
mozgast viszonyitjuk. Ezt a masik testet vonatkoztatdsi rendszernek nevezziikk. Gondoljunk
egy allandé sebességgel halad6 vonatra, ami éppen kigordil az dllomésrdl! Ha az allomas
épiiletét valasztjuk vonatkoztatasi rendszernek, akkor azt allapithatjuk meg, hogy a vonat
mozog. Viszont ha a vonathoz rogzitjiikk a vonatkoztatési rendszert, akkor onnan nézve az
allomas tiinik mozgénak. Tehat hogy egy adott test nyugalomban van-e vagy mozog, az attol
is fiigg, hogy milyen vonatkoztatasi rendszert valasztunk.

A valasztast az konnyiti meg, hogy vannak természeti torvények dltal kitiintetett, kiilon-
leges vonatkoztatasi rendszerek, an. inerciarendszerek. Minden inerciarendszerben ugyanugy
jatszédnak le a fizikai folyamatok, ezért célszerli inerciarendszert valasztani vonatkoztatasi
rendszernek. Tehat azzal egészithetjik ki a fenti definiciét, hogy akkor van egy test egyen-
sulyban, ha taladlhaté hozza olyan inerciarendszer, melyben tartésan nyugalomban van. Ha
kiilon nem emlitik, hogy milyen vonatkoztatasi rendszert hasznalnak, akkor altalaban iner-
ciarendszerhez képest kell értelmezni a mozgast.

Az inerciarendszerek tulajdonsigainak részletes targyalasaval a dinamika tudoméanya fog-
lalkozik. Newton torvényei alapjan belathatd, hogy elvileg végteleniil sok inerciarendszer 1é-
tezik, melyek egyméshoz képest egyenes vonalt, egyenletes haladé mozgést végeznek. Tehat
ha taldlunk egy olyan inerciarendszert, amelyben a vizsgalt test egyenes vonali, egyenletes
haladé mozgéstEl végez, akkor biztosan van olyan inerciarendszer is, ahol a test tartés nyuga-
lomban, azaz egyensulyban van. Béar a Fold kering a Nap koril és forog a sajat tengelye koriil
(tehat nem haladé mozgédst végez, pontjai nem egyenes vonalakon mozognak, és a mozgas
iiteme sem egyenletes), a mérnoki feladatok nagy részében mégis j6 kozelitéssel inerciarend-
szernek tekinthetd. Ezért a talajhoz vagy az épiiletekhez képest nyugalomban 1évo testeket
egyensilyban 1évének tekinthetjik.

A nyugalom fogalmanak értelmezéséhez érdemes azt is megfontolni, hogy a kérnyezetbol
atadddo hatasok kdvetkeztében minden test kisebb-nagyobb rezgéseket végez. Ezek a rezgések
sokszor nem lathatoak, de gyakran hallhatéak vagy tapintassal érzékelhetéek. Példaul egy hid
korlatjat megfogva érezhetjiik az azon athaladé gépkocsik, villamosok altal keltett rezgéseket.
Egészen kis méretekben, az atomok, molekulak szintjén is mérhetdk rezgések, melyek a test
hoémérsékletével kapcsolatos hémozgasnak feleltethetok meg. Statikai vizsgélataink soran

'Haladé mozgés sordn a test minden pontjidnak ugyanolyan irdnyt és nagysagi a sebessége.
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1.2. A mechanika felosztéasa 3

ezeket a kis rezgéseket figyelmen kiviil hagyjuk. A gyakorlatban azzal a kozelitéssel is szoktak
élni, hogy a lassan mozgd testeket is a statika eszkozeivel vizsgaljak, a dinamikai hatasokat
elhanyagolva. &

A merev test fogalma

A valésagban a szilard testek deformélhatdak, méreteik valtozhatnak, de ez az alakvaltozas
— és az ezzel kapcsolatos elmozdulas — szamos gyakorlati problémaban olyan csekély, hogy a
test egészét vizsgalva eltekinthetiink tole, azaz merevnek tekinthetjiik a testet.

1.2. definicié. Merev test: olyan anyagi test, melynek barmely két A illetve B pontja kozotti
tavolsdg — azaz az A-bol B-be mutatd helyvektor hossza — iddében dllandé: |rap| = dllando

dbra,). '

1.2. dbra. A merev test barmely két pontja — példaul A és B, B és C vagy A
és C' — kozti tavolsag allandé. A nem egy egyenesre esé A, B és C' pontok helye
meghatarozza a merev test térbeli helyzetét

1.2. A mechanika felosztasa

Az egyensily és a merev test definicidja segitségével most mar megadhatjuk a mechanika
egy lehetséges felosztésat, amit az [1.3] dbra szemléltet.

o A statika a legaltalanosabb értelmezés szerint a testek egyenstulyaval foglalkozik. Ezen
beliil két teriiletet szoktak elkiiloniteni: a merev testek statikdjat (amiben feltessziik,
hogy a testekre haté erék csak elhanyagolhaté mértékii deformdaciot okoznak), és a
deformalhato testek statikajat.

A mechanikai szaknyelvben elterjedt, roviditett szohasznélat szerint a merev testek sta-
tikajat egyszertien statikdinak, a deformalhato testek statikajat pedig szildrdsdagtannak
szoktak nevezni (lasd abra). Ez utébbi megkozelités szerint tehat azt mondhat-
juk, hogy a statika a merev testek egyensiulydval foglalkozik. A tovabbiakban ezt az
értelmezést kovetjiik.

Bar a valdsagos testek nem tokéletesen merevek, szamos miiszaki feladat megoldasa
soran kielégito eredményre vezet az alakvaltozas elhanyagolasa. Példaul az in. egyszert
gépek (lejtd, csavar, ék, emeld, csiga, hengerkerék, lasd . és abrak) mitkodésének

www.mm.bme.hu




4 1. FEJEZET. STATIKATI ALAPFOGALMAK

MECHANIKA

szilard testek folyadékok és gazok
mechanikéija mechanikaja

(r6viden mechanika) \Widen aramlastan)
staiika Dinamika

(az egyenstly tudomanya) (a mozgéas és az erdk tudomanya)
merev testek  deformélhaté testek kinematika kinetika
statikéja statikdja (roviden (3 mozgas leirdsa)  (a mozgas és az

(réviden Statika) Szilardsagtan)

______ : \frék kapcsolata)
el ITes e
"~--> Rezgéstan

1.3. Abra. A mechanika egy lehetséges felosztdsa. Az egyes tudomdanyteriiletek
nevét kis, a gépészmérnéki alapképzés hagyomanyos mechanika targyainak nevét
pedig nagy kezdGbetiivel irtuk

megértéséhez elegendd a statika ismerete. A lejtd és a csavar miikodési elvét az [1.9]
megjegyzésben, az éket az[1.6] az emelét a[2.1] a hengerkereket a[7.3] a csigét pedig
a[7.4] példdban targyaljuk.

1.4. dbra. Lejtd: a Lacets de Montvernier szerpentin Franciaorszdgban [A2]

Statikai Osszefiiggésekkel lehet meghatarozni azt is, hogy egy talajra helyezett, vala-
milyen szogben megdoéntott test felborul-e abra). Hasonléan lehet szamolni egy
vitorlashajo egyensilyanak feltételeit is . abra). Az emlitett példakban viszonylag
egyszertien alkalmazhatoak a statika mddszerei, de szamos szerkezet ezeknél joval bo-
nyolultabb felépitésti. Gondolhatunk példaul egy toronydarura (1.7, dbra). Ebben az
esetben statikai szamitasokkal lehet meghatarozni a sziikséges ellensuly nagysagat, és
a darut alkoté racsos szerkezet (lasd . fejezet) rudjaiban ébred6 erk nagysdgat is —
mindkettd elengedhetetlen a szerkezet megtervezéséhez.

A merev test modell hasznalata azt is maga utan vonja, hogy a statikiban vizsgalt
szerkezetek esetében feltételezziik, hogy azok valtozas nélkiil kibirjak a rajuk hato
terheléseket, barmekkorak is azok. A valdsagos szerkezetek azonban természetesen
csak korlatozottan terhelhetok.
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1.2. A mechanika felosztéasa 5

1.5. dbra. Néhdny egyszerii gép: csavar, ék, fogé (két emel6), csiga, hengerkerék

B 5

| o
1.6. dbra. Melyik hordé borul fel, ha a vazolt helyzetbdl elengedjiik?

« sz

akkor felmeriil az a kérdés is, hogy ennek soran az anyagszerkezet megvaltozhat, és
a vizsgalt test elszakadhat, eltorhet, vagy maradé alakvaltozast szenvedhet. Ezeket a
nemkivanatos eseteket tonkremenetelnek nevezziik. A miiszaki mechanika nagy részte-
rillete, a deformdlhato testek egyensulydval foglalkozd szilardsdgtan éppen arra a kér-
désre keresi a valaszt, hogy hogyan lehet elkertilni a szerkezetek tonkremenetelét a
méretek (példaul rudakndl a vastagsag) megfelelé megvalasztasaval, azaz a méretezés-
sel. A szilardsagtan szamitasi modszereket ad ahhoz is, hogy egy meglévo szerkezetet
ellendrizziink ebbdl a szempontbol. Természetesen a gondos tervezés ellenére is el6for-
dulhatnak ténkremenetelek, ahogy az[1.8 dbra is mutatja.

Gyakorlatilag barmilyen termékrdl legyen is sz, magatol értet6dod, hogy annak ki kell
birnia a terheléseket, tehat a tervezési folyamat szerves részét képezik a szilardsagi
szamitasok. Fontos kiemelni, hogy a szilardsdgtan tudoménya jelentés részben ta-
maszkodik a statika modszereire.

o Sok olyan miiszaki feladattal is talalkozhatunk, ahol a vizsgalt testek deformaciéja
elhanyagolhatd, de azok nem tartés nyugalomban vannak, hanem mozognak — sok
esetben valtozik is a mozgasallapotuk a rajuk miikodé erék hatasara. Ezzel a téma-
korrel a dinamika foglalkozik. Erdemes megjegyezni, hogy nem csak a merev testek
esetében hanyagolhatjuk el a deformaciokat: bizonyos feladatokban elegend6 a vizsgalt
test térbeli mozgasat egy pontjanak az elmozdulasaval jellemezni. Az ennek megfeleld,
un. anyagi pontnak tekintett testek esetében is figyelmen kiviil hagyhat6 a deforméacio.

1.3. definicié. Anyagi pont: olyan test, melynek méretei lényegtelenek a vizsgalt prob-
léma megolddsa szempontjabol, vagy elhanyagolhatoak a vizsgadlt problémaban szereplo
eqyéb tdavolsagokhoz képest. [ )

A fenti definiciobodl is latszik, hogy nem a test abszolit mérete szamit ebben a be-
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1. FEJEZET. STATIKATI ALAPFOGALMAK

1.7. abra. Bal oldalon: a vitorlakra, a hajotestre, és a tékesulyra haté erdk
egyenstlya statikai mdédszerekkel ellendérizheté [A4]. Jobb oldalon: toronydaru

ellenstillyal [A5]

1.8. dbra. Egy torott fStartjii hid a Mississippi folyé felett [AG], és egy kiilsG
nyoméstol ésszeroppant tartaly [A7]

sorolasban! Megfelel¢ koriilmények kozott egyarant anyagi pontként modellezhetiink
egy részecskegyorsitoban mozgd elektront, egy elhajitott kavicsot, egy lejton lecsi-
sz0 dobozt, vagy egy autopalyan haladd gépkocsit. De akar a Naprendszer bolygoit
is tekinthetjiik anyagi pontoknak, ha a Nap koriili keringésiiket akarjuk leirni, ekkor
ugyanis méretiik elhanyagolhaté a koztiik 1év6 tavolsagokhoz képest abra).

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy a dinamika az anyagi pontok és a merev testek
mozgdsdval foglalkozik. A dinamikanak is van két fontos részteriilete: a kinematika a
testek mozgasanak leirdsdval foglalkoz6é tudomany, a kinetika pedig a mozgaséallapot
megvaltozasa és a testre hato erck kapcsolatat kutatja.

Fontos eset, amikor a vizsgalt mechanikai rendszer bizonyos részeit deformalhatonak,
sot, rugalmasnak tekintjik, és azt vizsgaljuk, hogy milyen mozgasok, rezgések ala-
kulnak ki az egyenstlyi helyzet kozelében — tehat ezek idébeli folyamatat targyaljuk.
Az ezzel a témaval foglalkoz6 rezgéstan a dinamika részének tekinthetd, de felhasznal
statikai és szilardsagtani osszefliggéseket is.

A rezgéstani modellek jelentésége nyilvanvalé azokban az esetekben, amikor rugokat
tartalmaz a vizsgalt szerkezet, mint példaul a mechanikus 6rak vagy a gépkocsik futé-
miive ((1.10] dbra). De a rezgéstannak nagy a jelentésége a méréstechnikéban is: a vizs-
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1.2. A mechanika felosztéasa 7

1.9. dbra. Naprendszer bolygéi [A8] és hullimvasit [A9] — mindkét esetben
vizsgalhaté a testek mozgasa az anyagi pont modell és a merev test modell alapjan
is

galandé gépet, szerkezetet megfelelé modon gerjesztve (példaul speciélis kalapaccsal
megitve, lasd . abra), a 1étrejovo rezgések alapjan kovetkeztetni lehet annak me-
chanikai tulajdonsagaira. Mivel a hangok is a rezgésekbdl erednek, gyakran hallani
is lehet, ha egy gép meghibasodott. A rezgések alapjan torténd vizsgalat hétkoznapi
példaja, amikor a dinnyét vasarlaskor megiitogetik: a tulérett dinnyén beliil repedések
lehetnek, amitél megvaltozik az iités hangja.

1.10. Abra. Bal oldalon: mechanikus karéra. Az oéra alsé részén ldtszik a rez-
g6 mozgdst végzé un. billegd, a hozza kapcsolt rugéval [A10]. Jobbra: gépkocsi
futémiive [A11]

o Az iparban felmeriil6 mechanikai jellegii feladatok megoldésahoz gyakran egy hatékony
numerikus eljarast hasznalnak, a végeselem modszert. Ez a modszer a szilard testek
mechanikajan kiviil aramlastani, hétani és elektromossagtani problémak megoldaséara

is alkalmazhat6 (lasd [1.12] abra).

o A mechanikan belil szdmos mas részteriiletet is kortulhatarolhatunk. Ilyenek példaul
a szilardsagtannal rokon rugalmassagtan, képlékenységtan és kontinuummechanika,
vagy a nemlinedris rezgések elmélete. Természetesen a valésagos problémakat nem
mindig egyszerii besorolni a megemlitett részteriiletek egyikébe: bizonyos esetekben
szilard testek és folyadékok keriilnek egymadssal kapcsolatba (repiildgépek, hajok, vizes
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1.11. dbra. Egy alkatrész rezgésvizsgalata un. modalis analizis segitségével. A
kalapacs altal keltett rezgéseket a testre ragasztott gyorsulasméré szenzor detek-

talja [A12]

1.12. dbra. Egy alkatrész végeselem mdédszerrel meghatarozott deformacioi rezgés

kézben [A13]

uton haladé jarmiivek stb., lasd abra), illetve a testek mozgédsa befolydsolhatja a
kialakul6 deforméacidkat is, ami bizonyos feladatokban fontos lehet.

1.2. megjegyzés: A szilard testek mechanikajat tobbféleképpen is feloszthatjuk. Vannak,
akik a mozgas leirasaval foglalkozé kinematikara, és az erék hatasaval foglalkozé dinamikara
osztjdk fel. Ebben az esetben a dinamika részének tekinthetd a statika, a szilardsagtan, a

kinetika és a rezgéstan egyarant.
Maésok azt helyezik el6térbe a felosztds sordan, hogy merev (statika, dinamika) vagy de-
formalhaté testeket (rugalmassédgtan, képlékenységtan) vizsgdl-e az adott tudomanyteriilet.

1.3. Modellek

1.3.1. A modell fogalma

A mechanika bemutatott felosztasanak az képezte az alapjat, hogy egy adott feladatban
milyen elhanyagolasokat tehetiink. Elhanyagolasokra azért van sziikség, mert a benntinket
koriilvevé vilag rendkivil Osszetett, ezért a valds jelenségek leirdsa soran nem vehetink fi-
gyelembe minden koriilményt. Ehelyett alkalmas kozelitésekkel éliink: a vizsgalt probléma
szempontjabdl legfontosabb jellemzokre, hatasokra korlatozzuk figyelmiinket — azaz modelle-
ket allitunk fel abra). Modelleket nem csak a mechanikdban hasznélnak: gyakorlatilag
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1.13. abra. Bal oldalon: repiilogép altal keltett o6rvények kisérleti kimutata-
sa [A14]. Az orvények periodikusan gerjesztik a szarnyakat, melyek ettdl rezgd
mozgast végeznek. Jobb oldalon: viztécsan athaladé gumiabroncs numerikus vizs-

gélata [A15]

minden tudomanyag modellekkel dolgozik, és az egyes modellek kezeléséhez ad vizsgalati
modszereket.

1.4. definicié. A modell egy bonyolult rendszer alkalmas maodon leegyszeriisitett mdsa, ami
a vizsgalt jelenség szempontjdbol a valdsighoz hasonléan viselkedik [3]. [

1.14. dbra. Vasuti hid [A16] és mechanikai modellje. p a vonat stlydbdl szdrmazo
megoszI6 erd intenzitdsat jeléli, Iasd fejezet

A klasszikus miiszaki mechanika keretében makroszkopikus méretii, a fénysebességnél
jelentésen lassabban mozgd testeket vizsgdlunk. Nagy sebességeknél vagy kis (atomi) mé-
reteknél ez az elmélet mar pontatlan eredményeket ad. Az ilyen feladatok megoldasara
a relativisztikus mechanika illetve a kvantummechanika alkalmazhatd, melyek a klasszikus
mechanikatol eltér6 matematikai eszkozoket alkalmaznak.

1.3. megjegyzés: A speciilis relativitdselmélet szerint minden v sebességgel mozgd test
megrévidil a mozgas iranyaban. Ha a test nyugalmi mérete Lo, akkor a v sebesség melletti
hossza

1)2
L(v) = Loy[1 - . (1.1)
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10 1. FEJEZET. STATIKATI ALAPFOGALMAK

ahol ¢ = 299792458 m/s a fénysebesség. Az ember &ltal épitett leggyorsabb eszkoz a Parker
napszonda, mely 2021 aprilisdban kortilbelil v = 147780 m/s sebességgel haladt. A rovidiilés
mértéke még ebben az esetben is csupan

L(v)
Lo

volt, tehat a hétkdznapi targyak mozgasa soran ez a hatas valéban elhanyagolhaté.

A kvantummechanika egyik legfontosabb eredménye a Heisenberg-féle hatarozatlansagi
reldci6, mely szerint egy test térbeli helye és impulzusa (azaz a tomegének és sebességének
szorzata, mas néven lendiilete) egyidejiileg nem mérhetd tetsz6leges pontossaggal: minél pon-
tosabban mérjiik az egyiket, annal kevesebb informéacionk lehet a masikrél. Makroszkopikus
méretii testek esetében elhanyagolhaté az ebbdl ered6 hiba. Példaul ha egy 5 g tomegili golyd
helyét 1 pm pontossdggal ismerjiik, akkor a sebességének bizonytalansiga csupan 10726 m/s

~ 0.9999998785 (1.2)

nagysagrenddi.
A fenti példdk mutatjak, hogy a klasszikus (newtoni) mechanika altaldban tobb mint
elegend6 pontossidggal hasznalhaté a gyakorlatban. &

A megfelel6 modell felallitisa a legnehezebb mérnoki feladatok kozé tartozik. Ennek
soran elsGsorban a vizsgalat céljat kell szem el6tt tartani, példaul hogy mekkora a megkivant
pontossag és milyen kovetkezményekkel jarhatnak az elhanyagolasokbdl eredé hibak.

Azonban azt is meg kell fontolni, hogy mekkora ertfeszitéseket kivan az egyes modellek
alkalmazasa. Szilardsagi méretezés soran — amikor a test ismeretlen geometriai méreteit
kell meghatarozni — gyakran el6fordul, hogy a sziikséges szamitas jelentOsen egyszertibbé
valik, ha feltessziik, hogy a keresett méret egy bizonyos tartomanyba esik. Példaul hengeres
tartalyok méretezésekor egyszertisitési lehetéséget jelent, ha a keresett falvastagsag sokkal
kisebb a henger atmérdjénél. Viszont csak a méretezési eljards végén ismerjik meg az egy-
szeriibb modell alapjan szamitott falvastagsagot, és csak akkor tudjuk 6sszehasonlitani az
atmérével. Ha a két méret ardnya nem felel meg a kiinduldskor valasztott modellnek (til
vastagra jon ki a fal), akkor tjra kell kezdeni a szamitast, egy alkalmasabb modell alap-
jan. Mas esetekben el6fordulhat, hogy a terhelés kovetkeztében annyira megvaltozik egy
test alakja, hogy ez a deformacié mar nem hanyagolhato el, ezért a merev test modell mar
csak korlatozottan alkalmazhaté (1dsd abra). Ezek a példdk is mutatjak, hogy az al-
kalmazott modellek érvényességérol mindig meg kell gy6z0dni az azok alapjan végrehajtott
szamitasok eredményei alapjan. Egy adott modellel kapott eredményeket mérésekkel is lehet
ellendrizni a megvalésitott szerkezeten, annak figyelembevételével, hogy a mérési eljarasok
sem tokéletesen pontosak. A gyakorlatban a biztonségra valé torekvés miatt altalaban olyan
rahagyassal tervezik a gépeket, szerkezeteket, hogy a modellezésbdl ered6 pontatlansagoknak
minél kisebb legyen a jelentésége.

Gyakran tobb modellezési 1épés is sziikséges egy adott feladat megoldasahoz, példaul
a megfelel6 mechanikai modell felallitdsa utdn a szamitasokhoz matematikai modelleket
(egyenleteket, fiiggvényeket, stb.) kell hasznalni. Ezt a folyamatot mutatja be az m
abra.

1.3.2. Mechanikai modellek

A mechanikdban hasznéalatos modellek altaldban harom csoportba oszthaték: geometriai
modellek, anyagmodellek, és a kornyezethez valo kapcsolodas modelljei.
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1.3. Modellek 11

gép mechanikai modell matematikai modell
w
® il
@)‘ >> m _i_x >> mx + cx + kx = F(t)
I .
z l

1.15. abra. Forgo alkatrészt tartalmazé gép sematikus abraja, a gépalapozas
tervezéséhez hasznalhaté mechanikai modell, és a matematikai modell (egy ma-
sodrendii differencidlegyenlet) [A17]

Geometriai modellek

A geometriai modellek a vizsgalt testek alakjaval és méreteivel kapcsolatosak. Az alabbiak-
ban ismertetiink néhany gyakran hasznalatos geometriai modellt.

o Az anyagi pont (aminek az alakja, mérete nem fontos a feladat szempontjabdl) és a
merev test (aminek az alakja és mérete nem valtozik) fogalmét mar megismertiik az[1.2]
és az definiciok kapcsén.

o A statikdban és a szilardsdgtanban alapvetéen fontos geometriai modell a rid:

1.5. definicié. A rud olyan szildrd test, aminek az eqyik mérete lényegesen nagyobb a
mdsik kettonél.

Rudakkal sokszor fogunk talalkozni mind a statika, mind a szilardsagtan targyalasa
soran. A riadmodell hasznalhaté az[1.7] 4bran ldthat6 toronydaru vagy az[1.14] dbréval
szemléltetett hid mechanikai vizsgalata esetében is. A rudakrél részletesebben lesz még
sz6 az [} fejezetben.

o A rudaknal bonyolultabb geometriaji testeket modellez a lemez és a héj:

1.6. definicié. A héj és a lemez olyan szildrd testek, amiknek az eqyik mérete lényege-

7 oz

sen kisebb a mdsik ketténél. A héj legaldbb egy iranyban gorbilt, a lemez kézépfelilete
eqy sikkal parhuzamos.

Epiiletek fodémszerkezeteit altaldban lemezként, a tartalyok faldt pedig gyakran héj-
ként modellezhetjik (1.16| abra).

Anyagmodellek

Az anyagmodellek azt irjak, le, hogy a kiillonb6z6 anyagok hogyan viselkednek terhelés hatasa
alatt.

o A merev test modell nemcsak geometriai, hanem anyagmodellnek is tekintheto.
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12 1. FEJEZET. STATIKAI ALAPFOGALMAK

= L

1.16. Abra. Tartdlyok és fodém [ATS8, [AT19, [A20]

o A rugalmas (elasztikus) anyagmodellel leirhaté anyagok a terhelés megsziintetése utan
azonnal visszanyerik eredeti alakjukat, mint egy acélrugo.

o A wiszkoelasztikus anyagok is visszanyerik alakjukat a terhelés levétele utan, de ehhez
valamennyi id6re van sziikség (1.17] dbra).

o A képlékeny anyagok a terhelés hatasara marado alakvaltozast szenvednek.

1.17. dbra. Bal oldalon: viszkoelasztikus szényeg [A21]]. Jobb oldalon: egy kis
erével meghitizott rugo visszanyeri eredeti alakjat, de nagy er6k hatasara maradan-
d6 médon eldeformélédik a rugét alkoté huzal [A22]

A felsoroltakon kiviil szimos mas anyagmodell is létezik. Fontos, hogy kiilonb6z6 nagy-
sagu terhelések mellett kiillonb6zo lehet az ugyanarra az anyagra alkalmazand6 anyagmodell
is! Kis terhelések mellett a szilard anyagok altalaban rugalmasnak tekintheték, nagy terhelé-
sek mellett viszont mar marado6 alakvaltozast szenvedhetnek, azaz képlékeny anyagmodellel

irhato le a viselkedésiik ((1.17] dbra).

A kornyezethez valé kapcsolédas modelljei

Mechanikai rendszereknél azt is modellezni kell, hogy a testek hogyan kapcsolodnak a kér-
nyezetikhoz.
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1.4. Az erd 13

o Lehetséges, hogy mas testek adott modon korlatozzak a vizsgalt test mozgasat — ezeket
a korlatozasokat kényszereknek nevezziik. A statikaban tipikusan el6fordulé kényszerek
modelljeivel majd az[1.7] fejezetben foglalkozunk.

o Az egymassal kapcsolatba keriil6 testek mechanikai kolcsonhatasba keriilhetnek egy-
massal. Az ezt jellemzo erd az egyik legfontosabb fogalom a statikdaban, ezért annak
bevezetésére és a megfelelo terhelési modellek targyalasara kilon fejezeteket szanunk.

1.4. Az ero

1.7. definicié. Az er6 a testek vagy mezok kozti mechanikai kélcsonhatds mértéke. Jele F,
mértékegysége N (newton). [ )

Az er6rol a mindennapi életben szerzett, kozvetlen tapasztalatok alapjan mindenkiben
kialakult valamilyen kép. Ebbdl a képbdl kiindulva megallapithatjuk, hogy az erének kétféle
hatasat kiilonboztethetjiikk meg:

1. Mechanikai kolcsonhatas kovetkeztében megvaltozhat egy test mozgdsdllapota. Ezt
alapul véve, Newton II. torvénye alapjan definidljuk az F' er6t: egy m tomegl anyagi

pont a nagysagu gyorsulasahoz
F =ma (1.3)

nagysagu er6t kell az anyagi pontra kifejteni, és a gyorsulas az er6 iranyaban kovetkezik
be.ﬂ Ennek a definiciénak a részletesebb vizsgalata a kinetika targykorébe tartozik.
Egyensulyban — azaz az definicié szerint a tartés nyugalom vagy egyenes vonali
egyenletes mozgas allapotdban — a test pontjainak gyorsuldsa nulla, azaz az F' er¢ is
nulla.

2. A mechanikai kolesonhatés alakvdltozdast (deformdciét) is okozhat. Ezt kihasznalva
készithetiink rugds eromérot az eré nagysaganak meghatarozasara . abra). A
rugds eromérdvel torténd mérés soran egyszerre két, azonos F' nagysagu, de ellentétes
irdnyu ero is hat a rugd két végén, melyek azt egyensilyban tartjak. Az erémérd ekkor
definici6 szerint F' er6t mutat Pl

1.18. abra. Rugds eréméré [A23,[A24]

2Mind az erd, mind a gyorsulds irdnnyal és nagysiggal jellemezhetd vektormennyiség.
3A két ellentétes erd jelenléte miatt kézenfekvének tiinik, hogy 2F erd veszi igénybe a rugét, de ez téves.
Az erd altal okozott hatdsokat jellemzé igénybevételekrdl bévebben lesz még szé az (bl fejezetben.
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14 1. FEJEZET. STATIKATI ALAPFOGALMAK

Hogy a gyorsité és deformaciot okozd hatésok koziill melyiket tapasztaljuk elsésorban, az a
koriilményektdl fiigg. A testekre hatd eré mindig okoz alakvaltozast, bar az egyes esetekben
— példaul merev testeknél — elhanyagolhatd. Tobb eré hatasara egyensulyban 1évo testek
pontjainak gyorsulasa viszont lehet zérus.

Mivel a statika a merev testek egyensilyat vizsgéalja, mind a gyorsulas, mind az alakvalto-
zas a targykorén kiviil esik. Tehat a statika keretében tudomanyos igénnyel nem definialhaté
az er0, de szamos tulajdonsagat megallapithatjuk.

1.4.1. Terhelési (er6) modellek

A kolesonhatasok nagyon gyakran két test kozvetlen érintkezésével jonnek létreﬁ Az ebben
az esetben ébredd erdket felileti eroknek nevezziik.

A feliileti eré véges nagysagi (tehat nem pontszerti) érintkez6 felilleten hat, ezért a
valésagban mindig valamilyen megoszlo erével allunk szemben. A legaltalanosabb esetben a
feliileti erd egy feliilet mentén oszlik meg, mint ahogy az[I.19 dbrén is ldthato.

lel kicsi  Optimalis Tlil nagy,
bels6 nyomas bels6 nyomas

AR

|
yA
YA
YA
ya
YA
A
YA
vA

133333333

~
3
A
A
A
A
2

€ELELELLLC
1555555555 )]

YAy
A

¥aY
vaw
vayv
Vawv
vawv
vay

([€L€LCLLLLLL
BEBBRIIIIN

1.19. abra. Példa feliileten megoszlo erére. A gumiabroncsok talajjal érintkezé
feliiletének nagysdga fiigg az abroncsban 1évé levegd nyomasatol. Ezen a feliileten
oszlik meg a kerék és a talaj kozott ébreds erd [A25, [A26]

Gyakran alkalmazhaté kozelités az, amikor a felilleten megoszl6 erét egy él (vonal) men-
tén megoszlo erovel, vagy a felszin egyetlen pontjaban tamadé erével helyettesitjiik. Az egy
pontban tamadé erét koncentrdlt eronek fogjuk nevezni . abra).

Feliileten vagy vonal mentén megoszl6 erét annak intenzitisdaval lehet jellemezni. Az erd
intenzitdst altaldban a p szimbolum jeloli, mértékegysége N/m? (feliileten megoszlé erd) vagy
N/m (vonal mentén megoszlé erd). A kozépiskolai tanulmanyok sordn megismert p nyomds
tulajdonképpen nem mas, mint a feliilleten megoszl6 eré intenzitasa. Ennek megfelelGen,
allandé p intenzitas mellett egy A feliileten ébredd eré nagysaga F = pA.

Nem csak akkor hasznalhaté a vonal mentén megoszlo eré fogalma, amikor egy vékony
él mentén oszlik meg az er6. Az [[.21] 4brdn egy olyan esetet mutatunk, amikor a felilleten
megoszl6 eré pr intenzitasa allando a z tengely mentén. Ekkor ez az erd helyettesitheto egy
p = prb intenzitasi, az y tengely vonala mentén megoszlo er(ﬁvelﬂ

4Gyakran mechanikai kolesonhatdsnak nevezik a testek érintkezésével kapcsolatos kolesénhatasokat.
5 A feliileten és a vonal mentén megoszl6 er8k intenzitdsat egyarant p szokta jeldlni, de az ugyanabban a
képletben szereplo kétféle intenzitas megkiilonboztetése érdekében itt pp-fel jeloltiik a feliileti intenzitast.
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1.4. Az erd 15

1.20. 4bra. Példa vonal mentén megoszlé erére [A27)] és koncentralt erére [A2]
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1.21. dbra. Az a x b méretii feliileten ébredd, allandé pr intenzitasd erérendszer
helyettesitése vonal mentén ébredd, p = prb intenzitasi megoszlé erérendszerrel

Mez6 és test kozvetlen érintkezés nélkil is kolecsonhatasba kertilhet, példaul az elekt-
rosztatikus, magneses vagy a gravitaciés mezo esetében. Ilyenkor a test egész térfogatan
megoszld térfogati erdkkel van dolgunk. A térfogati erdk jellemzésére csak ritkan hasznaljak
a N/m?-ben mért intenzitast, helyette inkdbb azt szokds megadni, hogy a test 1 kg-jara
vagy elektrosztatikus kolecsonhatasoknal adott mennyiségii elektromos toltésre mekkora erd
hat. Az igy definidlhato fizikai mennyiségeket térerdsségnek nevezik. Ennek megfeleléen a
g ~ 9,81 m/s? nehézségi gyorsulds tekinthetd a nehézségi erd térerésségének, mert szamér-
téke azt adja meg, hogy a test 1 kg tomegli darabjara mekkora nehézségi eré hat.

1.4.2. Az er6, mint vektor

Az er6 tovabbi tulajdonsagainak megallapitasahoz a koncentralt er6 modelljébol indulunk
ki, és feltételezziik, hogy a megoszlo erok is helyettesithetok sok kis koncentralt er6é osszessé-
gévelﬂ Az egy testre vagy szerkezetre haté erék Osszességét erdrendszernek nevezzik, ezért
gyakran megoszlo erérendszernek nevezik a korabban targyalt megoszlo ercket.

Hétkoznapi tapasztalataink szerint az er6t nagysigan kiviil az is jellemzi, hogy melyik

SEnnek felel meg, hogy a megoszl6 eréket sok kis nyillal szoktak abrazolni, mint az abréan.
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16 1. FEJEZET. STATIKATI ALAPFOGALMAK

1.22. dbra. Példa térben megoszl6 erére: szupravezetl korong felett lebegé mag-

nes [A29]

térbeli irany felé, és a vizsgalt test melyik pontjaban hat. Ebbdl kovetkezoen jol meg lehet
ragadni az er6 fontos tulajdonsagait, ha vektormennyiségnek tekintjiik. A statikai szamita-
sokban ennek nagyon nagy szerepe van, ezért itt roviden osszefoglaljuk a vektorok legfonto-
sabb tulajdonsdgait. A vektorokkal kapcsolatos algebrai miiveletekrél az[1.5.2] fejezetben és
a [8.1] fiiggelékben lesz sz6.

Egy vektor irdnydt egy egyenes jeloli ki, az ezzel parhuzamos vektorokat ugyanolyan
irdnytnak tekintjik. Egy adott irdnyhoz kétféle iranyitdst (a vektor értelmét) rendelhetiink,
amit megfeleléen felvett nyillal jeloliink, ahogy az |[1.23] abra mutatja.

1.23. dbra. Az Fy, Fs és F'5 vektorok parhuzamosak, tehat azonos iranydak. F
és Fy értelme azonos, F3 értelme ezzel ellentétes

A vektorok mechanikai szamitasokhoz torténd hasznalatahoz az alabbi definiciéra fogunk
tamaszkodni:

1.8. definicié. A wvektorok iranyitott eqyenesdarabokkal jellemezhetd, a paralelogrammasza-
baly szerint dsszegezheto mennyiségek. o

A paralelogrammaszabdly szerint egy F; és egy Fy vektor Osszege az az F1 + Fy vektor,
melynek hosszat és iranyat az F és Fy vektorokbol osszeallitott paralelogramma atloja adja
meg, az a abra alapjan. Nyilvanvalo a szerkesztésbol, hogy az Osszeg nem fiigg az
osszeadandé vektorok sorrendjétol: F; + Foy = Fy + Fy.

BME GE
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MUEGYETEM 1782
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1.4. Az erd 17

1.24. dbra. Az F; és Fy vektorok dsszege (a) és kiilonbsége (b) a paralelogram-
maszabdly alapjan

1.4. megjegyzés: A mechanikdban szdmos fizikai mennyiség szabatos leirdsdhoz és vizsga-
latahoz vektorokat fogunk hasznalni. Nagyon fontos, hogy az egyenletekbol egyértelmiien
kideriiljon, hogy egy adott szimbdélum skaldrmennyiséget, vektort, annak egy komponensét,
nagysagat, stb. jeloli-e. Az irdnnyal nem jellemezhet$ skaldrmennyiségeket dolt betiivel (pl.
m) jeloljiik. Nyomtatdsban — ebben a jegyzetben is — a vektorokat vastag bettivel (pl. F)
jeloljiik, de kézirdsban célszerli az aldhizés (F) vagy esetleg a nyil (ﬁ ) hasznélata. Egy vektor
nagysagat (mely lehet el§jeles mennyiség is) délt bettivel (F'), adott koordinatajat (mas néven
skaldrkomponensét vagy skaldris komponensét) pedig alsé index hasznédlataval (F) jeloljik.
Ha ki akarjuk hangsilyozni, hogy nem el6jeles mennyiségrél van szé, akkor az abszolit érték
jelet hasznéljuk (|F|) a vektor nagysaganak megadasakor. Matrixok jelolésére nyomtatdsban
vastag betiit (M), kézirdsban kett6s aldhizast (A4) hasznilunk. &
1.5. megjegyzés: Vannak olyan mennyiségek, melyek ugyan egyértelmiien jellemezhetok
iranyukkal, értelmiikkel és nagysigukkal — azaz irdanyitott egyenesdarabokkal —, de nem ko-
vetik a paralelogrammaszabalyt, ezért nem vektorok. Ilyen mennyiség példaul a szdgelfordu-
las: az abran is lathato, hogy a forgatasok sorrendjének felcserélése mas végeredményre
vezet.

Az er6rol a hétkoznapi tapasztalatbdl tudjuk, hogy van irdnya és nagysidga, de hogy
valéban vektornak tekinthessiik, arra is ra kell mutatni, hogy az erévektorok teljesitik a pa-
ralelogramma szabalyt. Erre a kérdésre az[1] szuperpozicié elv kapcsan fogunk visszatérni.de

Egy F vektor (—F) ellentettjét ugy definidljuk, mint egy F-fel megegyezé nagysigu, F-fel
parhuzamos, de azzal ellentétes iranyitast — tehat F-fel ellentétes értelmii — vektort. Ezt
felhasznalva, a paralelogrammaszabaly szerint két vektornak nemcsak az Osszege, hanem a
kulonbsége is megszerkeszthetd, az b abra szerint: F; — Fy = Fy + (—F5).

1.9. definicié. Egy F vektor X\ skalarral valé szorzatdnak eredménye egy olyan AF wvektor,
mely F-fel parhuzamos, nagysdga pedig |\F| = |\||F|. Ha X\ pozitiv, akkor F és \F értelme
megegyezik, ha X negativ, akkor pedig értelmiik ellentétes. e

A skalarral valé szorzéssal tehat a vektor hosszat és értelmét tudjuk megvéaltoztatni. Az
ellentett képzése is a vektor skalarral vald szorzasanak specidlis esete, A = —1 esetén.

1.6. megjegyzés: Ha a szorzotényezdk koziil legalabb az egyiket szimbélummal adjuk meg,
akkor a skaldrmennyiségek kozti szorzast altalaban nem jeloljik: tehat egy a és egy b ska-
larmennyiség szorzata ab, haromszor a pedig 3a. Ha az egyik szorzétényez6 adott szam, a
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18 1. FEJEZET. STATIKATI ALAPFOGALMAK

(a) (b)

1.25. abra. Két forgatas egymasutanja. Bal oldali abrak: forgatasok el6szér az
x, majd az y tengely kériil. Jobb oldali abrak: forgatasok el6szor az y, majd az x
tengely koriil [A30]

maésik pedig szimbdlum, akkor a szdmot irjuk elére. Adott szdmok szorzasandl pont jeloli a
miveletet: 3,5-2,4 = 84.

Ehhez hasonldéan, vektorok skaldrral valé szorzasandl sem szoktak kitenni a miiveleti
jelet, ha szimbdélumokat hasznalnak. Tehat a A\ skalar és a v vektor szorzata Av, a v vektor
Otszorose pedig Hv. &

Mivel a paralelogramma szemkozti oldalai parhuzamosak és megegyez6 nagysaguak, a
vektorok Osszegét a hdromszogszabdly szerint is megszerkeszthetjiik: egy tetszoleges O kez-
dopontbdl felmérjiik az F; vektort, majd annak végpontjabdl az Fy vektort. A két vektor
osszege az O kezdSponttdl az Fy vektor végpontjdig huzott vektor, ahogy az [1.26] dbra
mutatja. Ennek alapjan tetszoleges szamu vektor O0sszegezhetd: a vektorokat egymaéas utan

1.26. abra. Az F; és Fy vektorok Gsszege (a) és kiilénbsége (b) a haromszogsza-
baly alapjan

felmérve, az Osszeg az elsoként felmért vektor kezdopontjabol az utolsoként felmért vektor
végpontjdba mutat ((1.40, abra). A haromszogszabdaly alkalmazasa abbdl a szempontbdl el6-
nyos a paralelogrammaszabalyhoz képest, hogy segitségével parhuzamos vektorok osszege

www.mm.bme.hu




1.4. Az er6 19

vagy kiillonbsége is értelmezhetd (1.27] dbra).

Fl :F‘1
F1+F2 _F)

F, F,

\

(a) (b)

1.27. abra. Pdrhuzamos F; és Fy vektorok Gsszege (a) és kiilénbsége (b) a
haromszdgszabaly alapjan

A vektorokat matematikai értelemben csak nagysaguk, iranyuk és értelmiik jellemzi,
térbeli elhelyezkedésiik nem értelmezett. A vektorok miszaki mechanikai alkalmazdsdhoz
azonban tovabbi tulajdonsagokat is be kell vezetni:

o A fizikai mennyiségeket jellemz6 vektorokhoz mértékegységet is kell rendelni — ezt az
erovektor esetében mar megtettiik. Csak azonos mértékegységgel megadott vektorokat
lehet Gsszeadni vagy egyiket a masikbol kivonni.

o A hétkoznapi tapasztalatbdl ismert, hogy az er6 alkalmazasanak helye — tdmaddspontja
— is meghatarozé a kifejtett hatas szempontjabél. Példaul ha egy szivacsbdl késziilt
testet valahol pontszerii er6hatés ér, akkor jol lathatd, hogy a deformacié a tdmadas-
pont kozelében a legnagyobb . abra). Egy rugalmas, egyik végén rogzitett rud
végének lehajlasa is mas, attol fliggéen, hogy hol éri a rudat a terhelés abra).

1.28. abra. Bal oldalon: latszik, hogy melyik pontban éri eré a szivacsot, tehat
hogy hol van az eré tamadaspontja. Jobb oldalon: egy kézlekedési lampa tarto-
rudjara haté erék. Az Fi erd tamaddspontjat és hatasvonalat kiilon megjel6ltiik
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1.29. abra. Egy asztalhoz rogzitett vékony acélriid alakja, a teher (pillanatszori-
t6) két kiilénboz4 helyzetében [A32]

Az irdny és a tdmadaspont egyiittesen meghatarozza a vektor tartéegyenesének térbeli he-
lyét, azaz a vektor hatdsvonaldt. Az[1.23] dbrén szaggatott vonalakkal jeloltiik a vektorok
hatasvonalait, mig az [1.28 abran a vékony fekete vonalaknak latszé drotkotelek egyenesei
adjak meg az Fy, ..., Fy erok hatasvonalait.

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy az F koncentralt erét vektora, tdmaddspontja, és
mértékegysége hatarozza meg.

1.7. megjegyzés: A mechanikdban altalaban nagy jelentésége van annak, hogy a vizsgalt
testhez képest hol taldlhaté egy vektor hatdsvonala vagy tdmadaspontja. A hatdsvonal és a
tamadaspont fogalméra tamaszkodva a vektorok aldbbi harom tipusat kiillonboztetjiilk meg
mechanikai szempontbol:

e A szabad vektorok onmagukkal parhuzamosan barhova eltolhaték, azaz nem szamit
térbeli elhelyezkedésiik. A szabad vektorok hiarom térbeli koordinataval adhaték meg,
melyekbdl kifejezheté a vektor nagysidga és irdnya. A matematikai értelemben vett
vektorok is szabad vektoroknak tekinthetok.

e A ponthoz kétott vektorok esetében meg kell adni a vektor kezdépontjanak a helyét
is, ,ahol a vektor hat”. Els6sorban a deformélhaté testek mechanikdjaban van szere-
piik; ebben a jegyzetben ponthoz kotott vektorokkal nem foglalkozunk. A félreértések
elkeriilése érdekében felhivjuk a figyelmet arra, hogy a pontra szdamitott vektoroknak
viszont nagy jelentOsége lesz a kovetkezékben (lasd fejezet).

e A vektorok harmadik csoportjiat a hatdsvonalukhoz kotott vektorok alkotjak. Ezek a
vektorok a hatasvonaluk mentén szabadon eltolhaték, mert ettol a hatasuk nem valtozik
meg. Latni fogjuk az fejezetben, hogy az erd vektora ilyen. &

1.5. A statikai feladatok megoldasi mdédszerei és az er6
megadasa

A legtobb statikai feladat esetében azt szeretnénk meghatarozni, hogy milyen erérendszernek
kell hatnia egy merev testre ahhoz, hogy egyensilyban maradjon. Az egyensulyi erérendszer
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meghatarozasara kétféle megkozelitési modot dolgoztak ki: a szerkesztd és a szdmito elja-
rast. E két megkozelitési mod elvileg egyenértékii, de a szamité mddszerrel a gyakorlatban
nagyobb pontossag érhetd el. A szerkesztéses megoldasnak viszont az az elonye, hogy sokkal
szemléletesebb. Térbeli feladatok esetében — mikor az erck hatasvonalai nem egy sikba esnek
— a szerkesztés mar sokkal bonyolultabb, és kevésbé szemléletes, ezért ritkan alkalmazzak.
A gyakorlatban azért is fontos, hogy két modszer is létezik a feladatok megoldasara, mert
igy lehet6ség nyilik a végeredmény masik médszerrel torténd ellenérzésére.

Attdl fiiggden, hogy melyik megkozelitési médot valasztjuk, kétféleképpen is megadhatd
az er6 — mindkét esetben egyértelmiien rogziteni kell az F er6 nagysagat, iranyat, iranyitasat
(azaz vektorat), tovabba a tdmadaspontjat.

1.5.1. Az er6 geometriai megadasa

Mivel az eré tamadaspontjanak fontos a szerepe, a feladatok megoldasa soran altalaban le
kell rajzolni a vizsgalt szerkezetet alkoto testeket, és ezen a szerkezeti abrdn lehet abrazolni
az er6 vektorat szimbolizalé nyilat (irdnyitott egyenesszakaszt). A szerkezetet tobbnyire
kicsinyitve rajzoljuk le, és ehhez fel kell venni egy megfelels rajzmértéket (méretaranyt,
léptéket). Példaul az 1:40 méretaranyu abra esetében a val6sagos méretek a rajzon
feltiintetett tavolsagok negyvenszeresei. Tehat ha egy kotél A és B rogzitési pontjai kozott
a valésadgban 2 m a tavolsag, akkor a szerkezeti abran ezek kozott 5 cm-t mérhetiink ezzel a
méretarannyal.

Ha szerkesztéssel szeretnénk meghatarozni egy testre hato erdket, akkor a szerkezeti abra
mellé egy vektordabrdt is kell rajzolnunk. Ahhoz, hogy az er6vektorok nagysagat le tudjuk
olvasni a vektorabrardl, egy erémértéket vagy eréléptéket kell megadni. Az erémérték a rajz-
mértéktol teljesen fliggetlen, azt adja meg, hogy a vektorabran szerepl6 egységnyi hosszisagu
er0 nyil hany N erének felel meg, pl. 1 cm = 100 N. Mivel a szerkezeti abra a geometriai
viszonyokat rogziti a méretarany segitségével, az azon esetleg szereplo erévektorokat nem
feltétlentil sziikséges az erolépték szerint megadni. Ennek megfeleléen a szerkesztés soran az
erok tdmaddspontjdt és hatdsvonaldt a szerkezeti abran, nagysdgadt, irdanydt és értelmét pedig
a vektorabran szerkesztjiik megﬂ

Hogy jobban attekinthetd legyen, milyen erdket kell figyelembe venni egy adott feladat-
ban, érdemes kiilon-kiilon lerajzolni a vizsgdlt testeket a rdjuk hatd erckkel egy-egy un.
szabadtest-abrdn. Ezeknek az abraknak nem sziikséges ardanyosnak lenniiik, elegend6, ha jel-
leghelyesen abrazoljdk a hato eréket. A szabadtest-dbrakrél az fejezetben bévebben
lesz sz6.

A szerkezeti abra, a vektordbra, és a szabadtest-abra megrajzolasat az példa kapcsan
illusztraljuk. A feladat megoldasdhoz olyan tételeket hasznalunk fel, melyeket csak a késébbi
fejezetekben részleteziink, de bizonyara ismertek a kozépiskolai tananyaghol.

1.1. példa: Az egymadstol 2 m tdvolsdigban lévé A és B pontok kozé eqy kitelet régzitink,
melynek P felezdpontjaba eqy pontszeri testként modellezhetd karikdt régzitettek. Erre a kis-
méreti testre ismert F' = 200 N nagysdgi eré hat. A kitél belégdsa PC = 40 cm. Hatdrozzuk
meg a kdtéldgakban ébredd ercket!

"Sok esetben meghatarozhaté bizonyos er8k hatdsvonala a szerkezeti abrardél. Ekkor az ismert hatdsvo-
nalak iranyat at kell masolni a vektorabrara.
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Szerkezeti dbra; méretarany: 1:40 Erélépték: 1 cm = 100 N
Y
Ag ¢ N 0N 200N
S~ &) s -2\ =z — F
= sgté] .- -~ —
F

Szabadtest-abrak: Vektorabra:

K, K, K,

1.30. abra. Az példa megoldasa szerkesztéssel: szerkezeti dbra, szabadtest-
abrak, vektorabra

Megoldas:

Elsé 1épésben megrajzoljuk a szerkezeti dbrat a feladatban adott méreteknek megfeleléen
abra). Mivel a (szaggatott vonallal jelolt) kotéllel csak hiuzoéerdt lehet kifejteni (lasd
fejezet), a szerkezeti 4bra megmutatja a P pontban 1év6 karikara haté K és Ko kotélerok
irdnyat és értelmét.

A két kotélagra és a karikdra harom darab szabadtest-dbrat rajzolhatunk. Ennek sordn
felhasznalhatjuk, hogy az AP és PB kotélagak csak akkor lehetnek egyensilyban, ha két
végiikre azonos nagysagi és irdnyd, de ellentétes értelmi erék hatnak alapelv). Ez azt
jelenti, hogy a K és Ko kotélerdk meghatarozasaval minden eré ismertté valik a feladatban.

A tovabbi vizsgdlatokhoz ezért csak a P pontban 1évé karikara haté harom erdt rajzoljuk
be egy vektordbraba. A karika egyensulyat az[I.3]tétel alapjan vizsgdlhatjuk, ami kimondja,
hogy harom koézos tamadaspontil, nem parhuzamos eré egyensulyahoz az sziikséges, hogy a
vektori Osszegiik nulla legyen, azaz a vektorharomszogiik zarédjon. A felvett erélépték sze-
rint az ismert |F| = 200 N nagysdgi erét egy 2 cm hosszisdgu nyillal tudjuk abrazolni a
vektorabran, melyre a szerkezeti dbrarél masoljuk at a K;, Ko és F vektorok hatdsvonala-
inak irdnyat. A vektorhdromszog zarédasat tgy érhetjik el, hogy az ismeretlen K és Ko
er0k hatasvonalait az F erd végpontjain at hizzuk meg. A berajzolt vonalak metszéspontja
egyértelmiien megadja a kotélerok vektorainak nagysagat.

Természetesen a feladatok szerkesztéses megoldéasa sordn is meg kell adni a végeredmény
numerikus értékét. A példaban a K; vektort abrazold nyil hossza koriilbelil 26,5 mm a vek-
torabran, ami 265 N ertnek felel megﬂ A szdmitasos megoldédssal az példa foglalkozik.d

1.5.2. Az er6 megadasa koordinatakkal

Az ertvektorral végzett szamitasok megkonnyitésére célszerti bevezetni egy megfelelo koor-
dinata-rendszert. A legtobb esetben a jobbsodrast tengelyekkel felrajzolt Descartes-féle
derékszogi koordinata-rendszert hasznaljak. Egy ilyen koordinata-rendszer x, y és z tengelyei

8Mivel ezt az eredményt szerkesztéssel kaptuk, ez nem tékéletesen pontos.
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a jobb kéz hiivelyk, mutaté és kozéps6 ujjainak megfelelé irdnyokba mutatnak, az [1.31]
abranak megfelelGen.

1.31. abra. Jobbsodrasi koordindta-rendszer

A rendszer origbjanak és a tengelyek iranyanak megvalasztasa elvileg tetszéleges: a fizika
torvényeinek ugyanazt az eredményt kell adniuk minden koordinata-rendszerben. Tehat a
koordinata-rendszer megvalasztasakor az a legfontosabb szempont, hogy a lehet6 legegysze-
riibb legyen a feladat megoldésa. Példaul ha a feladatban szerepl6 erdévektorok mindegyike
parhuzamos egy adott sikkal, akkor célszerii lehet abban a sikban felvenni az x és y tenge-
lyeket. Ezt tettiik az abran is, bar a feladat szerkesztéses megoldasahoz nem kellett
koordinata-rendszert bevezetni.

Az[1.24] dbran bemutatott paralelogrammaszabalybdl kovetkezik, hogy annak a megfor-
ditasa is igaz: egy adott vektor felbonthaté két, vele egy sikba esd, adott irdnyi komponensre
(6sszetevore) is, azaz két olyan vektorra, melyek Osszege az eredeti vektorral egyezik meg,
ahogy az a abra mutatja. Egy adott feladatban célszerti minden vektort adott iranyu,

y 7N

jl\ P = m

T F. 2 % F N
(b) (c)

1.32. dbra. (a) Egy F vektor felbontasa két komponensre: ¥ = F; + Fa (b)
Bazisvektorok bevezetése (c) Ha F,, ési ellentétes iranytak, akkor az F, koordindta
negativ; itt F, = —6 N

egymasra merdleges komponensekre bontani. A felbontdsnak megfelel6 iranyokat sikban egy
(x,y) koordinata-rendszerrel, illetve a megfelelé tengelyekkel parhuzamos, egységnyi hosszi-
sagu és mértékegység nélkiili i és j bazisvektorokkal adhatjuk meg. Példaul az b abran
az lathatd, hogy az F er6vektor komponensei a szintén newton (N) mértékegységii F, és F,,
vektorok:

F=F,+F, (1.4)

« /ey
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a vektor koordindtdi vagy més néven skalarkomponensei| Az F vektor ennek megfeleléen
az alabbi alakban is kifejezheto:
F =F,i+ F)j. (1.5)

Itt F, és I, az F erévektor sikbeli koordinatai, melyek mértékegysége N. Ezeknek a koor-
dindtaknak az értékét mar nem az (x,y), hanem az (F,, F,) koordinata-rendszerben tudjuk
leolvasni. A koordinata-rendszerek felrajzolasakor a tengelyeken mindig fel kell tiintetni,
hogy mit is abrazolunk. Példaul az c abran lathato esetben a két tengelyfelirat F, és
F,. Ha szamértékeket is megadunk a koordindta-rendszerben, akkor mindenképpen meg kell
adni a haszndlt mértékegységeket is — ezeket hagyoméanyosan szogletes zardjelben irjak a
tengely melléH

A feladatok szamitasos megoldasa soran altaldban nincs sziikség az (F, Fy,) koordindta-
rendszer felrajzolasara, mert a koordinatak értékei elojelhelyesen szamithaték az F vektor
tengelyekre vetett vetiiletei alapjan. Példaul az b és ¢ abrakon lathaté esetekben egy-
arant hasznalhatok az

F, = |F|cos(¢,;) és F, = |F|sin(y,) (1.6)

képletek, ahol ¢, az F vektor x tengellyel bezart szogét jeloli. Az c abra példajaban
IF| =12 N és ¢, = 120°, amibél F, = —6 N, F, = 6/3N ~ 10,39 N.

A fenti gondolatmenetet altaldnositva belathatjuk, hogy egy térbeli vektor egyértelmiien
felbonthaté harom nem parhuzamos komponens Osszegére. Az egyszeriiség kedvéért vegytiink
fel harom egymasra meroleges iranyt, és a megfelelé x, y és z tengelyeket, valamint az i, j
és k bézisvektorokat, az[[.33] dbra szerint! Az F vektor és a z tengely kijelolnek egy sikot.
Ebben a sikban a vektor felbonthaté egy z-vel parhuzamos F ., és egy arra meroleges — azaz
az vy sikba esé — F,, komponensre. Ezutdn az xy sikba es6 komponens tovabb bonthaté
egy-egy « illetve y irdnyd komponensre: F,, = F, + F,. Tehat ebben az esetben hidrom

1.33. abra. Egy F vektor felbontdsa z irdnyi F, és arra merdleges F, kompo-
nensre. Fy, tovabb bonthaté x illetve y irdnyt komponensekre

9A kiilfoldi szakirodalomban eléfordul, hogy a skaldr érték(i koordinatédkat nevezik komponenseknek.

0Egy mértékegységgel rendelkezd fizikai mennyiséget a megfeleld szamérték és mértékegység szorzataként
adhatunk meg. Ezért az a jelolés is szokdsos, hogy a mennyiséget jelolé szimbdélum és a mértékegység
hényadosat adjdk meg a tengely mellett, példdul F, /N alakban. Ez a hdnyados mér mértékegység nélkiili
szam, amit abrazolhatunk a koordinata-rendszerben.
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darab komponens vektort kaphatunk:
F=F,+F,+F,, (1.7)

melyek kifejezheték harom skalaris koordinata és a megfelel6 bazisvektorok szorzatainak
segitségével is:
F=F,i+F,j+ F.k. (1.8)

Az F,, F, és F, vektorok az F vektor egyes tengelyekre vetett vetiiletei. A vetités
szabélyai miatt most is igaz, hogy F, = |F|cos(p.), ahol ¢, az F vektor és az z tengely altal
bezart szog . abra). A ¢, szog értékétdl fiiggden pozitiv vagy negativ az F), koordinéta.

Ha rogzitjiikk a bazisvektorokat, akkor az F vektor jellemzésére elegendd a bazisvektorok
egylitthatéinak, az F vektor F,, F,, F, koordinatainak (skalarkomponenseinek) a megadésa,
un. oszlopvektor forméjaban:

FiK
F=|F, |. (1.9)

Gyakran célszerii lehet egymas mellé irni a vektor koordinatdit F = [F, F, FZ]T alakban; itt
a T index (az un. transzponélés jele) mutatja, hogy az F vektor nem sorvektor, hanem osz-
lopvektor, csak a hellyel valé takarékoskodas érdekében egymas mellé irtuk a koordinatakat.

1.8. megjegyzés: Nagyon fontos, hogy a mechanika keretében hasznalt vektorok valamilyen
fizikai mennyiséget irnak le, tehat nem alkot barmilyen szamharmas (pl. a levegé hémérséklete
Kelvinben, a szélsebesség m/s-ban és a légnyoméas hPa-ban) egy vektort. A vy, ve, v3 szdm-
harmas akkor tekintheté egy v vektor hdrom koordinatajanak, ha egy masik, az eredetihez

képest elforgatott koordinata-rendszerre &ttérve az 1j koordindtakkal felirt v/ = [v] v} vh]"
vektor és az eredeti v = [v vy Ug]T vektor kozott a forgatdsnak megfelel6 a matematikai
kapcsolat. Egy ilyen forgatasi transzforméciét a fejezetben mutatunk be. ' )

Azonos tamadaspontu koncentralt erék Osszege vagy kiilonbsége a koordinatak segitsé-
gével is szamithato:
Fla: FQm le + F2x
Fi+Fy= |Fiy| + | Fyy| = | Fiy + Fyy | . (1.10)
Flz FZz Flz + F2z

Vektorokkal az dsszeadason és kivonason kiviil szorzasi miiveleteket is végezhetiink, melyeket
a . fiiggelékben ismertetiink [4].

Egy koncentralt eré hatasanak jellemzéséhez az F vektor koordinatain kiviil még az ero
tamaddspontjat (ezt jelolje most A) is meg kell adni. Ehhez egy r4 helyvektort hasznalha-
tunk, ami a koordindta-rendszer origdjabol az A pontba mutat, az[1.34] dbra szerint:

Ty
ra= |1y |. (1.11)

Tehat az er6 megadasahoz a térben hat skalar koordinatara van sziikség. Descartes-féle
derékszogti koordinata-rendszerben ezek F, Fy, F}, valamint r,, 7y, 7.
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1.34. abra. Egy F vektor tamadaspontjanak megadasa

Bér bizonyos feladatok elvileg megoldhatok lehetnek csak a koordinatak felirasaval, a
gyakorlatban leginkabb alkalmazott, ajanlott eljaras soran kombinaljak a szerkesztést és a
koordinatakkal végzett miiveleteket, de a szerkesztés pontos végrehajtasa helyett csak egy
vazlatot rajzolnak, ami segiti a szémitésokatﬂ

1.5.3. Szabadtest-abrak

A feladatok megoldasat megkonnyiti, ha vilagosan lathaté az abrakon, hogy a berajzolt ero-
vektorok melyik testrél melyikre hatnak. Ha ugyanis két test érintkezik, akkor mindkettérdl
er6 adodik at a masikra. Ha e két er6 barmelyikét is berajzoljuk az abraba, akkor arrél nem
biztos, hogy eldonthetd, melyik testre hat.

jg F.v°

1.35. abra. Példak a mechanikai rendszer elemei kéz6tt hato erd félreérthetd
jelolésére. Az (a) dbra alapjan nem egyértelmi, hogy az Fy erd a lejtére vagy a
hasébra hat-e. (b) Az ¥y és Foo erékrdl nem deriil ki az abra alapjan, hogy egy
nem abrazolt kiilsé test hatasaként jelennek meg, vagy a két rid kélcsénhatasat
jellemzik, azaz belsé er6k. Az sem vilagos az dbra alapjan, hogy melyik eré melyik
testre (az (1)-es testre, a (2)-es testre, esetleg a C' csukléra) hat. Ezért szerkezeti
abrakon csak kiilsé aktiv erCket tiintetiink fel — ilyen a lejtére helyezett hasabra,
illetve a (b) &bran szereplé (3)-as testre haté F eré [A33]

A félreértések elkertilése érdekében un. szabadtest-dbrikat szoktak rajzolni. Ennek soran

UEzt grafoanalitikus médszernek nevezik.
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a feladatban szereplo Osszes vizsgalt testet a kornyezetébdl kiragadva rajzoljuk le, és ezekbe
a kiilonallo, egy-egy testet abrazold abrakba rajzoljuk be az arra a testre haté erdket.

A szabadtest-abrak rajzolasa soran alkalmunk adodik annak végiggondolasara, hogy a
vizsgalt test mely mas testekkel van kélesonhatasban. Minden kolesonhatast megfelelé ero-
ként vagy erorendszerként kell feltiintetni az abran. Példaul az a abran egy lejtore he-
lyezett, egyensilyban 1é6v6 hasab lathato, melyre F kiils6 er6 hat. Emellett be van rajzolva a
lejto, és a nehézségi erdteret jelképezo, lefelé mutatd nyil is. Mivel a hasab kolesonhatasban
van a lejtével is és a Fold nehézségi erdterével is, az b szabadtest-abran fel kell tiintetni
az F er6 mellett a lejtorol atadodo Fu erét és a G nehézségi er6t. Ha a hasab és a lejto
kozott figyelembe vessziik a siurlodasi erdt is, akkor azt kiilon kell jelolni a szerkezeti abran,
wvagy fio szimb6lummal (lasd abra). Ebben az esetben a surlodési erét is fel kell venni
a szabadtest-abran.

|9 F

(a)

1.36. abra. (a) Lejtére helyezett hasab. (b) A hasdb szabadtest-dbrdja. (c)
Az erék komponensekre bontasakor csak a koordinata-rendszerhez képest pozitiv
iranyban berajzolt vektorokat jelolhetjiik a megfelel6 x vagy y koordinatajukkal
(példaul F, illetve Fiy)

Tobbféle elfogadhaté mddja is van a szabadtest-abrak rajzolasanak, ezzel kapcsolatban
az (1.560| abran lathatunk két példat. Egyszeriibb esetekben — példdul amikor az erdk iranya
ismert — magukat az erévektorokat tiintetjik fel, bonyolultabb feladatok megolddsa soran
viszont célszerli az erévektorok komponenseit abrazolni a szabadtest-abrakon. A szamitasok
konnyebb attekinthetdsége érdekében a komponenseket F,, Fj, stb. koordinatékkal jeloljiik,
az iranyokat megadé nyilakat pedig a koordinata-rendszer pozitiv iranyitasainak megfeleléen
vessziik fel az dbrakon. Ugy tekinthetjik, hogy a szabadtest-dbrdara rajzolt nyil eqy bazisvek-
tor, amit a mellé irt skalar szammal kell szorozni. Egy pozitiv x iranyban felvett nyil mellé
irt F), skalar koordinata el6jele mutatja meg, hogy valdéjaban milyen irdnyu a vektor adott
komponense. Ha egy ismert vektor valamelyik komponensének értelme negativ, akkor beraj-
zolhatjuk ezzel az irdnyitassal — ilyenek a nehézségi eré komponensei az c abran —, de
ezeket a komponenseket nem G,-szel vagy G-nal jeloljiikk, hanem a komponensek abszolit
értékét (Gsin(yp) illetve G cos(yp)) irjuk a nyil mellé.

Az erokkel végzett szamitasok soran mindig a szabadtest-abrdakon felvett iranynak és
értelemnek megfeleléen vessziik figyelembe az egyes er6komponenseket az egyenletekben.
Ennek az az elénye, hogy igy a pozitiv értékii eredmények annak felelnek meg, hogy az
adott er6komponens az abran felvettel egyezo értelmii, mig a negativ értékek azzal ellentétes
irdnyitast jeleznek.

1.9. megjegyzés: Az abra kapcsan targyalhato két egyszerti gép — a lejto és a csavar —
miikddése. Ha jo kozelitéssel egyenes vonali egyenletes mozgassal halad a test a lejtén felfelé,
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akkor ugy tekinthetjiik, hogy végig egyensiilyban van. Egyensilyban az erék vektori ereddje
nulla, amit kiilon-kiilon vizsgédlhatunk a lejtével parhuzamos és arra meréleges irdnyban (1dsd
fejezet). Ennek megfelel6en az alabbi két egyenletet irhatjuk fel x illetve y irdnyban:

x: Fp—Gsin(p) =0, (1.12)
y:  Fyy—Gceos(p) =0. (1.13)

Itt a nehézségi eré nagysiga G = mg, ahol g a nehézségi gyorsulas. Az egyenletek megoldésa
Fy = mgsin(p) és Fy, = mgcos(p). Tehat a lejté mitkodésének az az alapja, hogy a testre
G = mg helyett csak annal kisebb, F, erét kell kifejteni ahhoz, hogy feljebb juttassuk a
lejtén. Minél kisebb a lejté hajlasszoge, annal kisebb ez az erd, de annal hosszabb lejtore van
szlikség ugyanakkora magassigkiillonbség lekiizdéséhez.

A csavar ugyanezen az elven miikodik, hiszen az gy tekinthetd, mint egy hengeres felii-
letre feltekert lejto. &

A szamitasok soran gyakran van sziikség trigonometrikus fiiggvények hasznalatara, pél-
daul amikor egy ismeretlen F eré hatasvonalanak iranyat megadd ¢ szog ismert, és az erd
el6jeles nagysagat (F') keressiik. Ilyenkor az egyenletek szerint a szabadtest-abran pozi-
tiv iranyban felvett komponensek koordinatéi F, = F cos(yp) illetve F,, = F'sin(y). Célszeri
lehet a levezetések soran megtartani a trigonometrikus kifejezéseket, és csak a végeredmény-
be behelyettesiteni ¢ értékét, mert ez egyszertisitésekre adhat lehetoséget. Nevezetes szogek
szinuszanak-koszinuszanak-tangensének értékeit ugyanezen okbol érdemes ismerni. Az ered-
mények gyakran kifejezheték irracionalis szamok (pl. v/2, /3, 7, stb.) segitségével, de azokat
a feladat megoldasanak végén mindig tizedes tortben kell megadni.

A szabadtest-abrak attekintheto megrajzoldsa szinte garantalja a megfelel6 egyenletrend-
szer felirasat, tehat érdemes gyakorlatot szerezni ezek felrajzolasdban. Ebben segit, ha jé
stratégiat alkalmazunk az erdk jelolésére. Az ajanlott modszereket példdkon keresztiil fog-
juk ismertetni (lasd az [1.2] R.4] [£.2] és[4.4] feladatokat, valamint a [4.2.1] fejezetben leirt
példat).

1.2. példa: Oldjuk meg az feladatot szamitassal! Az egymdstol 2 m tdvolsdgban lévd
A és B pontok kozé eqy kotelet rogzitink, melynek P felezopontjiba egy anyagi pontként
modellezheto karikat rogzitettek. Erre a kisméreti testre ismert F' = 200 N nagysdgi ero
hat. A kétél belégisa PC = 40 cm. Hatdrozzuk meq a kétéldgakban ébredd erdket!

Szerkezeti abra: A karika szabadtest-abraja:
Y
bt s
<2 4 k-5 =
~ ~QL‘§‘] Pt K, K,
N a o]
F . T
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Megoldas:
A megoldas els6 1épésében lerajzoljuk a szerkezeti abrat, melyen az F er6t abrazolhatjuk,
de a kotéler6ket nem, mert nem lenne vilagos, hogy a kotélrol a karikara vagy a karikardl a
kotélre hatd erdket rajzoltuk-e be. Hogy viladgos legyen az erdk szerepe, azokat a P anyagi
pont szabadtest-abrdjan tiintetjiik fel, de azon maga a kotél mar természetesen nem szerepel:
a kotél hatasat a két kotélagban ébredd erdkkel jellemezziik. A kotélagak szabadtest-abrait
mar megrajzoltuk az[I.30] 4brdan. Ott lathato, hogy az AP és PB kotélagak végeire Ki-gyel
és Ko-vel megegyezo, illetve azokkal ellentétes erévektorok hatnak, tehat azok kiszamitasahoz
elegend6 a P pontban 1év6 karikara haté erék meghatarozasa.

A szerkezet és az F er¢ kijelol egy sikot, ezért célszerti ebben a sikban felvenni a koordinata-
rendszer x és y tengelyeit. A megadott geometriai adatok alapjan kifejezziik a szabadtest-
abraba berajzolt er6k x és y koordinatait a felvett koordinata-rendszerben:

E, =0, F,=-F (1.14)
K1, = —Kj cos(a), Ky = K sin(a), (1.15)
Ko, = Ko cos(a), Ky, = Ky sin(a). (1.16)

Az egyensily feltétele, hogy az erdk Osszege nulla legyen. Ennek a feltételnek az = és y
irdnyd komponensekre is teljesiilnie kell, tehat a vektorok koordinataival két skalar egyenletet

kapunk:
Fp 4+ K1z + Ko =0, (1.17)
Fy+ Ky + Ky = 0. (1.18)
Behelyettesitve az egyes skalarkomponensek (koordinatak) kifejezéseit:
—K; cos(a) + Kz cos(a) =0, (1.19)
—F + K sin(a) + Ko sin(a) = 0. (1.20)
Az elsd egyenletbdl K1 = K5, amit felhasznalva a méasodik egyenletben
oK sin(a) = F = K= QSii(a). (1.21)
A feladat adatai szerint CP 04
m
tan(a) = TBE- 1m - 0,4, (1.22)

amibdl sin(a) ~ 0,3714, tehat a kotélagakban ébredé erd K; = Ko ~ 269,258 N. Ez jol
egybevag az [L.T] feladat grafikus megolddsaval kapott értékkel.

Erdemes megjegyezni, hogy az - ) képlet szerint kis « szogeknél (tehat kis belogés
mellett) nagyon nagy erd ébredhet a kotélagakban, ahogy az m abra is mutatja.

Ez az oka annak, hogy a ko6télbdl késziilt korlatokat nem szabad tilsadgosan feszesre
késziteni, mert akkor még viszonylag kicsi keresztirdnyu eré hatdséara is elszakadhatnak. &

1.6. A statika alapelvei

Minden logikai iton felépiil6 természettudomanyra igaz, hogy megfigyelések, kisérleti tapasz-
talatok, mérések elemzése alapjan taldlhaté néhany olyan allitas — az alapelvek — melyek
igazsagtartalmat bizonyitas nélkil elfogadjuk, és ezekbdl levezethetjiik az adott tudomanyte-
rillet eredményeit. Mivel ez az elemzés tobbféleképpen is megtehetd, tobb kiilonb6zé mdédon
is kivalaszthatdk az alapelvek a szamos tapasztalati torvény koziil.
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O~ "%0 20 30 40

1.38. abra. A kétélagakban ébreds eré és az F' terhel6 eré aranya az o sz6g
fliggvényében

1.10. megjegyzés: Gyakran axiémaknak vagy alaptételeknek nevezik ezeket az alapveto al-
litdsokat. Az axiéma szot leginkdabb a matematikdban szoktdk hasznalni. Mivel a statikai
allitasaink mogé mindig a valésagot kell elképzelniink, az ezekbdl felépitett elmélet nem érheti
el a matematikai gondolatmenetek logikai szigorusigat, ezért mi nem nevezziik allitasainkat
axiéomaknak. A fejezetben latni fogjuk, hogy a bevezetend6 alapelvek egy része koévet-
kezik egy matematikailag tomoren megfogalmazhaté tételbdl, amit a statika alaptételének
neveziink. A félreértések elkeriilése végett az alaptétel szot csak arra az egy tételre fogjuk
hasznélni a statikdban.

Mi a statika felépitése soran hét alapelvbdl indulunk ki, melyek mindegyike az erck
vagy erorendszerek tulajdonsagaival foglalkozik. Ezek egy részét mar fel is hasznaltuk az
elozo6 fejezetekben, hogy egyszeriibb legyen az er6 fogalméanak bevezetése, de az erérél eddig
elmondottakat is az alapelvek alapjan kell értelmezni. Az els6 hat alapelvhez sziikséges
alapismereteket mar tisztaztuk a korabbi fejezetekben. Az utolsé, [7] alapelv megértéséhez
1j fogalmakat — az erdpar és a nyomaték fogalmat — is be kell vezetni, de ezeket egyelore
csak roviden targyaljuk. Részletesebb tisztazasukra sor fog kertilni a |2 fejezetben.

1.6.1. Ko6z06s tAmadasponta erdk eredGje (szuperpozicié elv, er6ha-
tasok fiiggetlenségének elve)

1. alapelv: Szuperpozicié elv. Egy test adott A pontjiban tamado ¥, és Fy erékbdl dllo
erorendszer eqyenértékiien helyettesitheto eqy ugyanazon tamaddspontiu ¥, eredo erovel, mely
az ¥y és ¥y erok vektori dsszege. [

Itt egyenértékiiség alatt azt értjiik, hogy a két erobol all6 erérendszer hatasa megegyezik
az eredo er0 hatasaval, azt minden tekintetben helyettesiti. Az erévektorok Osszegzését
az[[.24] abraval illusztralt paralelogrammaszabély vagy a haromszogszabély alapjén tehetjiik
meg. Mindkét modszer hasznalhato, de érdemes megemliteni, hogy a paralelogrammaszabaly
segitségével végzett szerkesztés jol kiemeli, hogy a vektorok kozos tamadaspontiak, mig a
haromszogszaballyal végzett szerkesztésbdl ez nem latszik.
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A fenti alapelvbol kovetkezik, hogy tetszéleges szamu, kozos tamadaspontt koncentralt
er0 is helyettesithet6 egyetlen ereddvel, hiszen az eréket parosaval helyettesithetjiik az ere-
dojiikkel, majd az eredoket is Osszegezhetjiik. Az[l.|alapelvet szuperpozicio elvnek is nevezik.
Ez az elv teszi lehetové azt is, hogy a vektorokat komponensekre bontsuk.

M M

F,
F,, O\ g
-Fy ~Seom,
\m

(a) (b)

1.39. dbra. A szuperpozicié elv szemléltetése. (a) Az M tomegii Napra az my
témegti Fold F 41 gravitacios erét fejtene ki, ha semmilyen més test nem lenne a
kozelben. (b) Az mg tomegii Hold egymagaban F g gravitacios erével hatna a
Napra. (c) A Fold és a Hold egytittes hatdsa egyenértékii az F 41 + Fyo eredd er
hatasaval, azaz a Napra gyakorolt hatasukat nem befolyasolja, hogy kézottiik is
van kélcsonhatds, amit az Fy3 és —F g3 erévektorok jelolnek [A34)

1.11. megjegyzés: A szuperpozicié elvbol kovetkezik, hogy az erd vektorként kezelhetd,
hiszen egy vektornak nemcsak irdnya és nagysaga kell legyen, hanem az definicié szerint
teljesitenie kell a paralelogrammaszabdlyt is. Fizikailag a kévetkezoképpen értelmezhetjiik
ezt az elvet: egy vizsgalt testre haté er6 mindig egy masik test vagy mez6 hatasara alakul ki.
Ha tobb testrdl is adddik at erd, akkor ezek a testek egymaéssal is kélcsonhatasba keriilhetnek,
ezért logikailag nem zarhato ki, hogy mas nagysigu vagy iranyu hatast okoznak, ha nemcsak
yegyedill” vannak a vizsgalt test kozelében, hanem a tobbi testtel egyiitt. A szuperpozicid
elv azt fejezi ki, hogy ha egymas utan tobb test is kolcsonhatasba kertil a vizsgalt testtel,
ezek a testek egymds hatdsdt nem befolydsoljdk abra). Ezért a szuperpozici6 elvet az
erohatdasok fiiggetlenségének elveként is szoktdk emlegetni. &

A szuperpozicié elvbél kovetkezik, hogy azonos tamadaspontu, ellentétes erck eredé-
je nullvektor. Tehat ha egy test egy pontjaban ilyen erck hatnak, azoknak Osszességében
semmilyen hatésuk nincs a testre.B Ha a test egyensilyban volt a két azonos nagysagu és ta-
madaspont, de ellentétes eré hatésa elott, akkor azok hatésa mellett is tartés nyugalomban
marad.

1.10. definicié. Az olyan erdrendszert, aminek elvétele soran nem vdltozik meg a test moz-
gdsdllapota, azaz a test eqgyensulyban marad, egyensulyi erérendszernek nevezziik. [ )

Az eddig elmondottak szerint egy test egyensiulyanak vizsgalatdhoz elegend6 azt megvizs-
galni, hogy egyenstlyi erérendszer hat-e ra. Ebben az értelemben beszélhetiink egy adott
erorendszerben szerepl6 erok egyensulyarol is.

12A valésdgos er6k nem egy pontban haté (azaz koncentrélt) erék, ezért csak az fordulhat eld, hogy a két
ellentétes erd a test egymashoz kozeli feliiletein vagy térfogatrészein fejti ki hatasat, melyek kornyezetében
a test anyaga deformalédik.
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Egyetlen, nem nulla nagysagu er6 nyilvanvaléan nem alkothat egyensilyi erérendszert,
hiszen az fejezetben leirtak szerint gyorsité hatasa van, az Osszefiiggés alapjan. En-
nek a megforditasa is igaz: ha egyetlen, nulla nagysagu erovel helyettesithet6 egy erérendszer,
akkor az egyensulyi erérendszert alkot. A szuperpozicié elv alapjan tehat az alabbi allitast
fogalmazhatjuk meg:

1.1. kovetkezmény. Tetszdleges n szamai, azonos tamadaspontu erd akkor alkot eqyensilyi
erdrendszert (réviden: akkor van egyensilyban), ha vektori ereddjik nullvektor:

F,=0. (1.23)
=1 .

Nagyon fontos kiemelni, hogy ez a feltétel nem elegendo, ha az erék tdmadaspontjai nem
esnek egybe (lasd kovetkezmény)!

Az egyensily feltételeit kifejezd egyenleteket egyensilyi egyenleteknek nevezziik. A ha-
romszogszabaly (lasd abra) az ([1.23]) egyenstlyi egyenlettel kifejezett esetre is altala-
nosithaté: az n darab erdvektor eredéjét tgy szerkeszthetjiik meg, hogy felmérjik az F,
vektort, annak végpontjabdl az Fy vektort, majd annak a végpontjabol az F3 vektort, stb.
Egyensuly esetén az egymas utan rajzolt vektoroknak egy zardédé alakzatot kell alkotniuk,
melyen a nyilak iranyat kovetve korbe lehet menni. Ezt Ggy nevezik, hogy a nyilfolyam
zdrodik. Abban a specialis esetben, mikor az er6k nemcsak kozos tamadaspontiak, hanem
azonos sikba is esnek, nyilfolyamuk egy sokszoget alkot.

7

1.40. abra. (a) Azonos tamadédsponti, egy sikba esé hatasvonali erék (b) Az
er6k F eredéje (c) Ha az erérendszerhez az eredé ellentettjét vessziik hozza, akkor
egyensilyi erérendszert kapunk, a nyilfolyam zarodik

Ha egy kozos tamadasponti erorendszer ereddje egy nem nulla nagysaga erd, akkor
az egyensuly biztositasahoz éppen az eredo ellentettjét kell hozzavenni az erérendszerhez,
ugyanabban a tamadaspontban (lasd . abra). Tehdt az eredd erd szamitasahoz, illetve
az egyensulyhoz sziikséges eré meghatarozasahoz gyakorlatilag ugyanazokat a lépéseket kell
megtenni.

Egy elhanyagolhatdé méretii — azaz anyagi pontnak tekinthetoé — testre haté erdk jo ko-
zelitéssel kozos tamadaspontiak, tehat az képlet az anyagi pontok egyensilydnak fel-
tételeként is felfoghatd. A mérnoki gyakorlatban azonban tobbnyire kiterjedt, véges méretii
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testekkel foglalkozunk, melyekre altalaban kiilonbozé tamadaspontu erok hatnak. Mivel a
statikai vizsgalatokban merevnek tekintjik a testeket, a kévetkezd harom alapelv a merev
testek egyensulyaval kapcsolatos.

1.6.2. Két, ugyanarra a merev testre haté er6 egyensiilya

Két eré egyensulyanak feltételét altalanositja a statika kovetkezo alapelve arra az esetre,
amikor a tdmadaspontjaik kiilonbo6z6ek is lehetnek (lasd abra):

2. alapelv: Két, ugyanarra a merev testre hato erd akkor és csak akkor van egyensilyban,
ha a két erd kozos hatasvonali, eqyenld nagysagu és ellentétes értelma. [ )

1.41. abra. Két eré egyensilya

1.6.3. Egyensulyi erérendszer hozzaadasa vagy elvétele

Ha nem azonos pontban tdmadnak az egyensilyi erérendszert alkoto erdk, akkor azok a

« sz

kimondhaté a kovetkezo allitas:

3. alapelv: Merev testen tamado erdrendszer hatdsa mem wdltozik, ha az adott erdrend-
szerhez eqy masik, onmagdban egyensulyban lévd erorendszert adunk, vagy az erorendszerbol
onmaguk kézott eqyensulyt tarto erdket eltavolitunk. [ )

Ennek az alapelvnek az a jelenésége, hogy egy merev testen tdmado erérendszer az(1.|és a
alapelvek alapjan helyettesithet6 masik — ugyanolyan hatasd, de valamilyen szempontbdl
egyszeriibb, vagy a feladat megoldasahoz alkalmasabb — erdrendszerrel.

7"

1.2. kovetkezmény. Az eldz6 tételekbdl kovetkezik, hogy a merev testre hato erd a hatdsvo-
naldn bdrhovd eltolhatd. [

Képzeljiik el ugyanis, hogy a test A pontjaban Fg eré hat, ahogy az a abra mutatja!
A [3] alapelv szerint ennek az erének a hatdsa nem valtozik, ha a test barmely pontjaban
tdmadd, énmagéival egyensilyban 1évé erérendszert adunk hozza. Alljon ez az erérendszer
egy F =Fy és egy —F = —F erévektorbdl, melyek kozos tamadaspontja az eredeti, Fy erd
hatasvonalan 1évo, de egyébként tetszdleges B pontban helyezkedik el b dbra)! A
alapelv szerint az Fy és —F erdk egyensulyt tartanak, ezért eltavolithatok c abra).
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Tehat a B pontban tamadd F erd hatasa egyenértékii az eredeti Fy eré hatasaval. E két
ero csak a tdmadéaspontjaban kiilonbozik, ezért ugy tekinthetjiik, hogy az F erot az Fy erd
hatasvonal menti eltolasaval kaptuk. Merev testek esetében tehat nem a tamadaspontnak,
hanem a hatésvonalnak van jelentésége. Ezért azt szoktak mondani, hogy a merev testre
hato er6 hatasvonaldhoz kététt vektor.

Fy Fy

(a) (b) ()

1.42. abra. Merev testre hato eré eltolhaté a hatasvonala mentén

1.3. példa: Hatarozzuk meg az eredd erdt abban az esetben, amikor a merev testre két nem
pdrhuzamos, eqy sikba esd erd hat!

(a) (b) ()

1.43. abra. Merev testre hato, egy sikba esé hatasvonalu erék eredéje

Megoldas:

A nem parhuzamos, de egy sikba es6 er6k hatasvonalainak kell hogy legyen egy metszéspontja,
ahogy az a abra mutatja. Az kovetkezmény szerint mindkét erévektort eltolhatjuk
ebbe a metszéspontba. Eléfordulhat, hogy a metszéspont a test kdrvonalain kivil esik. Ebben
az esetben képzeletben Kkiterjesztjiilk a testet Uigy, mintha hozzatartozna a metszéspont is.
Ezutén alkalmazhaté a szuperpozicié elv, tehat megszerkeszthet6 az ered6 a paralelogramma
szabdly vagy a haromszog szabaly alapjan b dbra). A kapott vektor barhova eltolhaté
a hatdasvonala mentén, példaul a C tamadaspontba c dbra). [
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Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a [2]és[3]alapelvek csak merev testekre érvényesek. De-
formalhato testek esetében mar egészen més hatast erorendszert kaphatunk az erék hatas-
vonal menti eltolasaval. Példaul ha egy kotél két végére ugyanakkora nagysagi, de ellentétes
értelmi huzoerok hatnak, akkor a kotél megfesziil, a két azonos hatasvonalt eré egyenstlyt
tart. Viszont ha mindkét erot eltoljuk a kotél masik végébe, akkor a tdmadaspontok felcse-
rélodnek és nyomoerd éri a kotelet, ami ennek hatasara elvesziti eredeti alakjat. Ettol kezdve
a kotél mar nem teremt kapcsolatot a két erd kozott, tehat egyensilyrél nem beszélhetiink.

1.6.4. Harom, ugyanarra a merev testre haté er6 egyenstlya

A [2] fejezetben létni fogjuk, hogy egy adott merev testre haté erdrendszer sok esetben he-
lyettesitheto egy vagy két koncentrélt erével. Egy darab nem nulla nagysagi eré 6nmagaban
nem alkothat egyensilyi erérendszert, két erd esetében pedig a [2] alapelv alapjan donthetd
el, hogy az erérendszer egyensilyi-e vagy sem.

Azonban vannak olyan esetek is (lasd . fejezet), amikor az erérendszer csak legaldabb
hdrom erével helyettesithetd. Erre az esetre is ki kell mondani az egyenstly feltételét; ez a
negyedik alapelv:

4. alapelv: Ugyanarra a merev testre haté hdrom erd csak akkor lehet egyensilyban, ha
hatasvonalaik kéz0s sikba esnek. ®

Ebbdl az alapelvbol kozvetleniil levezethetd, hogy harom nem parhuzamos, de k6zos sikba
esO hatasvonala Fy, Fy és F3 er6 mikor lehet egyensiulyban. Ebben az esetben ugyanis lesz
legalabb két olyan er6 — példaul F, és Fy — melyek hatasvonalai metszik egymaést, az a
abran lathatéo médon.

1.44. abra. Egy merev testre haté harom eré egyensiilya

Ez azt jelenti, hogy az F; és Fy erck Fi5 eredéje megszerkesztheto, ezért vissza lehet
vezetni a problémat két erd ereddjére. Tehat a [2. alapelv szerint csak akkor teljestilhet az
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egyensuly, ha F3 és Fi5 azonos hatasvonald, megegyez6 iranyu és ellentétes értelmii. Mivel
F15 hatasvonala athalad a masik két er6 hatasvonalainak metszéspontjan, F3 hatdsvonalanak
is at kell haladnia ezen a ponton, ahogy az C abra mutatja. Masképp megfogalmazva:
az egyensulyhoz sziikséges, hogy a harom er6 hatasvonalai egy pontban messék egymast.
Ekkor mindharom erévektor eltolhato a kézos metszéspontba. Harom koézos tamadasponti
er0 egyensulyanak a feltétele pedig az egyenlet szerint az, hogy a vektorharomszogiik
zarédjon, mégpedig gy, hogy egy tetszoleges kezdoponttol a vektorok altal kijelolt iranyban
haladva visszajussunk ugyanabba a pontba. Ezt ugy fejezik ki, hogy a wvektorhdromszog
folytonos nyilfolyammal zdrodik.
A fenti gondolatmenetet tehat az alabbi médon foglalhatjuk 6ssze:

1.3. kévetkezmény. Hdrom, ugyanarra a merev testre hato, nem pdrhuzamos hatdsvonali
ero egqyensulydnak feltételei:

e Hatdsvonalaik kozos sikba essenek.
o Hatdasvonalaiknak legyen eqy kézos metszéspontja.
o Vektorhdromszdgiik folytonos nyilfolyammal zarédjon. )

Megjegyezziik, hogy a zar6déd vektorhdromszog létezésébdl nem kovetkezik, hogy a hatés-
vonalak ko6zos sikba esnek: a vektorharomszog semmit sem mond az erdk hatasvonalainak
térbeli elhelyezkedésérél, csupéan azok irdnysrdl és irdnyitasarél tartalmaz informaciét. Ugy
is mondhatjuk, hogy a vektorharomszoghben matematikai értelemben vett vektorokat abra-
zolunk, melyek — a hatasvonalukhoz kétott mechanikai erévektorokkal ellentétben — 6nma-
gukkal parhuzamosan barhova eltolhatok.

A fenti gondolatmenet nem vonatkozik arra az esetre, amikor harom parhuzamos hatés-
vonalu eré egyensulyat vizsgdljuk. Erre vonatkozéan csupan annyi deriil ki a [4] alapelvbél,
hogy egy sikba kell esnie a harom eré hatasvonaldnak az egyensilyhoz. Latni fogjuk a
fejezetben, hogy a harom parhuzamos er6 esete is visszavezethetd az tételre, mert egy
onmagaban egyensiilyban 1évé erérendszert hozzavéve a harom eréhoz, azok metszodo ha-
tasvonald erékkel helyettesithetok.

1.12. megjegyzés: Szdmos konyvben az kovetkezményben megfogalmazott allitast te-
kintik a statika egyik alapelvének. &

1.6.5. A hatas-ellenhatas torvénye

Az er6k nemcsak egyiranyu hatéast fejeznek ki, hanem kodlcsonhatast jellemeznek — dgy is
mondhatjuk, hogy mindig ,parosaval” lépnek fel. Ezzel kapcsolatos a kévetkezd statikai
alapelv:

5. alapelv: Newton IIIL. torvénye (hatds-ellenhatds, akcio-reakcid torvénye). Két anyagi
pont kélcsonhatasa soran a két testre eqymdasrol atadodo erok azonos nagysaguak és iranyuak,
de ellentétes értelmiiek. [

Mivel a véges méretli (nem pontszeril) testeket anyagi pontok Osszességének tekinthetjiik,
a hatas-ellenhatas torvénye azokra is érvényes. Ezt tobbek kozott az tn. igénybevételek
targyaldsandl fogjuk felhaszndlni (1a4sd [5.9} dbra).
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1.13. megjegyzés: Newton harmadik térvényéhez gyakran hozzateszik azt is, hogy a két
eronek azonos hatasvonalinak is kell lennie. Két pontszerii test érintkezésekor maga az érint-
kezés is pontszerii, tehat a két test egymasra kifejtett erévektorai ugyanabban a geometriai
pontban (de két kiilonb6z6 testen) tdmadnak. Mivel az erévektorok azonos irdnytak, ebbol
kovetkezoen a hatdsvonalaknak is meg kell egyezniiik. Térfogaton megoszlé elektromdagneses
er0k esetében el6fordulhat, hogy az erd és az ellenerd kiillonb6z6 hatdasvonaltak, de ekkor
mindig megjelenik egy olyan hatéas is, ami a hatasvonalak eltérését kompenzélja. Mi a tovab-
biakban feltételezziik, hogy az eré és az ellenerd hatdsvonala azonos. &

Nagyon fontos megjegyezni, hogy a Newton harmadik torvényében szerepl6 erdk két kii-
lonbézo testre hatnak. Nem szabad ezt a szituacidt Osszekeverni két, ugyanazon testre hato
er0 egyensulyaval!

1.4. példa: Az[1.[] dbrikon egy talajon nyugvo és egy szabadon esd doboz ldthato. Mire
hat a dobozra hato Gy nehézségi erd ellenereje e két esetben?

1 RN
‘ g ﬁ Szabadtest-abrak: 1 g

el

G, E
IFy
IG r IGF
(a) (b)

1.45. dbra. (a) Talajra tett dobozra és a Foldre (talajra) haté erék, két kiilon
szabadtest-dbran abrazolva. (b) Szabadon esé dobozra és a Féldre haté erdk [A35)]

Megoldas:

A G, nehézségi eré a Foldnek a dobozra kifejtett vonzéd hatdsat jellemzi. Tehdt Newton
III. torvénye értelmében a dobozra haté nehézségi er6 ellenereje a Féldre hatd, ugyanolyan
nagysagu, de ellentétes iranyi Gg er6 a dbra).

Ebben a feladatban gyakran az okoz félreértést, hogy a dobozra — mivel egyensilyban van
— a nehézségi erével megegyezé nagysagu, de ellentétes irdnyt F normalerd (vagy tartéerd)
adddik at a talajrol. Azonban a normélerd és a nehézségi erd egyarant a dobozra hat, ezért ezek
nem alkothatnak eré-ellenerd part. Természetesen a normaélerének is megvan az ellenereje: a
talajra haté S sﬁlyeré’[ﬂ

Szabadon es6 test esetében b dbra) még vildgosabban latszik, hogy a G4 nehézségi
er$ ellenereje csak a Foldre hathat. Mivel ebben az esetben a doboz nincs kélesénhatasban
a talajjal, mind a normélerd, mind a silyeré nulla. Tehat a szabadon esé test a sulytalansdg
dllapotdban van.

FEz a feladat is mutatja, hogy a megfelel6 szabadtest-dbrak rajzolasa — kiilon a dobozra,
kiilon a Foldre — megkonnyiti még az ilyen egyszeriinek tiné feladatok atgondolasat is. Mivel
az erd és az ellenerd kiillonb6zo testekre hatnak, azok ugyanazon a szabadtest-abran nem
szerepelhetnek. A

BA sily az az erd, amivel egy test az aldtdmasztisara vagy a felfiiggesztésére hat. Kicsit dltaldnosabban:
egy test sulya az az erérendszer, amivel az adott feladatban helyettesithetjiik a széban forgd test hatédsait.
A nehézségi erd, a suly és a gravitacios erd kozotti kiillonbségeket a fejezetben targyaljuk.
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1.5. példa: Otto von Guericke német természettudos egyik leghiresebb kisérlete . dbra)
,Magdeburgi féltekék” néven vonult be a tudomdanytorténetbe. Guericke két tireges félgombot
osszeillesztett, majd kiszivattyizta a koztik lévd levegdt. A kiilsé légnyomds olyan erdsen
osszeszoritotta a félgomboket, hogy azokat két oldalrél 8-8 loval hizva sem lehetett szétvd-
lasztani. Tegyiik fel, hogy 9-9 16 mar elegendd erdt tudott volna kifejteni a szétvalasztishoz!
Hogyan lehetett volna gy modositani a kisérletet, hogy a meglévs 16 16 felhasznaldsdval is
elvaljanak a félgombok, tovabbra is ugyanolyan irdnyi erét kifejtve?

1.46. dbra. Otto von Guericke kisérlete a Magdeburgi féltekékkel [A306]

Megoldas:

A megoldast az eré-ellener elv alapjan taldlhatjuk meg. Ha az egyik félgdmbot kikotjik egy
szilard ponthoz — mondjuk egy fahoz —, akkor a masik félgdbmbot elegendd 9 lénak hiiznia,
hiszen a fardl is pontosan 9 16 ereje fog atadddni. [ )

Az eddigiek alapjan targyalhato az egyik egyszert gép, az ék elve is:

1.6. példa: Az a dbrdval illusztrdlt ék szimmetriatengelyében F nagysdgi erd hat. Al-
lapitsuk meg, hogy mekkora erdvel fesziti szét az €k azt a rést, amibe ez az erd belenyomja!

Megoldas:

Az egyszeriiség kedvéért elhanyagoljuk a sirlodasi eré hatasat, feltessziik, hogy a ¢ szogi
ék tokéletesen beillik a szétfesziteni kivant testen 1év6 résbe, és az ék oldalaira haté nyomo-
erket egy-egy koncentralt erével helyettesithetjiik, melyeket az abran Fpyq és Fyo jelol. A
hatés-ellenhatés elve miatt a szétfeszitendo testre —F n illetve —F o er6 hat. Ezek nagysa-
ganak megallapitasahoz megrajzoltuk az ék szabadtest-dbrajat b). A szimmetria miatt
|Fni| = |Fnz| = FNIE' és a surléddasmentesség miatt mindkét nyomébers 90°-os szoget zar be
az ék oldalaval, azaz ¢/2 szoget az x tengely irdnyaval. Az ékre haté harom erd csak akkor
lehet egyensulyban, ha van kézos tamadaspontjuk. Egyenstlyi erérendszer esetében e harom
er6 vektora zardédo vektorharomszoget alkot, folytonos nyilfolyammal c abra).

14Ez a jelolés azt jelenti, hogy a két normalerd nagysiga egyenld, ezért ezeket ugyanazzal az Fy szimbé-
lummal jelolhetjiik.
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1.6. A statika alapelvei 39

(a) (b) (c)
1.47. abra. (a) ¢ szogli résbe tett ék. (b) Az ék szabadtest-abrdja. (c) Az erék

egyensilyat mutato vektorabra

A vektorharomszog alapjan
F = |Fni|sin(¢/2) + |F 2| sin(p/2) = 2Fy sin(p/2). (1.24)

A rés oldalfalaira haté erék nagysdga megegyezik F 1 és Fyo nagysdgéaval, azaz

F

Fy=—"7— 1.25
N7 25in(p/2) (125)
tehéat ha ¢/2 < 30°, akkor a rés falara F-nél nagyobb erd hat. [

1.6.6. A helyettesithet6ség (megmerevités) elve

A statika targykorében vizsgalt testek merevek, ezért a rajuk hatoé er6k nem okoznak alak-
valtozast. A statikai szamitasi modszerek ennek ellenére hasznalhatok deformalhato testek
vizsgalatara is, a helyettesithetdség elvének nevezett statikai alapelv alapjan:

6. alapelv: Ha eqy szilard deformalhato test a ra hato erok dltal eloidézett alakvdltozas utan
egyensulyba keril, akkor ebben az eqyensulyi dllapotban eqy vele eqyezd alaki merev testtel
helyettesithetd az eqyensilyi erérendszer és a deformdlt alak meghatdrozasa sordn. [ )

Példaul ha egy egyik végén befalazott (befogott) rid masik, szabad végére F' nagysagui erd
hat, akkor a rid eldeformalédik. Ennek sordn az F' er6 tamadaspontja elmozdul (lasd
abra), tehat az alakvaltozds kovetkeztében megvaltozik a terhelés is. Egyenstlyi helyzet-
ben az eré tamadéaspontja is tartds nyugalomba keriil, ezért annak helyzete alapjan lehet
meghatarozni a rid befalazott végére haté erdket.

1.14. megjegyzés: A keletkez6 alakvaltozasok meghatarozasa soran sok esetben olyan kis
elmozdulasok kovetkeznek be a terhel6 eré tamadéaspontjaban, hogy azt elhanyagoljak, és
az eredeti, deformalatlan geometriai adatokkal szamolnak. A mérnoki szamitasok tilnyomo
részében helytdllo ez a megkozelités, de érvényességét ellendrizni kell a modell felallitésa (14sd

fejezet) sordn.
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JILLL

d

1.48. dbra. A vékony ridra haté eré olyan alakvaltozast okoz, aminek kévetkez-
tében az eré hatasvonala d tavolsaggal kézelebb keriil a rad régzitett (befogott)
végéhez

Eléfordulhat az is, hogy az alakvaltozas kovetkeztében tgy mozdul el az erdé tamadas-
pontja, hogy az eredeti terhelésnél nagyobb alakviltozast okoz. Egy lehetséges megoldasi
mobdszer az, amikor az eredeti méretekkel kiszamitjik az elmozduldsokat, majd a kapott
deformalt alaknak megfeleléen veszik fel a terheléseket, és az alapjan djra kiszdmitjak az
alakvaltozas értékét. Ez egy iterativ folyamat. Ha az alakvaltozas minden lépésben né, akkor
un. stabilitdsvesztés kovetkezhet be, amit el kell keriilni, mert ténkremenetelhez vezethet [5].

Az egyik jellegzetes stabilitdsvesztési eset a hosszi, nyomott rudak kihajldsa. Ha egy
rudra egy bizonyos F}, kritikus értéknél nagyobb nyomoer6 hat, akkor a rad méar a legkisebb
zavards hatdsdra is az [[.49] &dbrdn ldthaté mddon hirtelen elgorbiil, és igy a végpontjaban
hat6 erének hajlité hatasa is lesz. Minél nagyobb mértékii a kihajlas, annal nagyobb lesz ez
a hajlité hatas is, ezért a kritikus erd atlépése altaldban a rud toréséhez vezet.

F F

Szabadtest-abra:

F < F, F>F,

1.49. abra. A kihajlds alapmodellje
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1.6.7. Az er6parok egyenértékiiségének elve

A2 fejezetben részletesen targyaljuk majd az erdpdr fogalmét. A definicié szerint az ero-
par két olyan koncentralt er6bdl all, melyek parhuzamos hatasvonaltak, azonos nagysaguak,
de ellentétes értelmiek (lasd [1.50} abra).

Minden eréparhoz hozzarendelhet6é egy nyomatéknak nevezett fizikai mennyiség. Ha az
eropart alkoto erok F' nagysaguak és hatasvonalaik tavolsaga d, akkor az eropar nyomaté-
kanak nagysiga M = Fd, azaz az er6par mértékegysége Nm (newtonméter). A nyomaték
vektormennyiség: irdnya meroleges az eropart alkoto erdk altal kijelolt sikra, iranyitasat
pedig a jobbkéz-szabaly szerint allapithatjuk meg, ahogy az [1.50] 4bra mutatja.

1.50. abra. Erépar nyomatéka; k a z tengellyel parhuzamos bazisvektort jel6li

Hétkoznapi tapasztalataink szerint egy merev testre hatd eroparnak forgato hatasa van.
Az alabbi, hetedik alapelv szerint ez a forgaté hatas egyértelmiien jellemezheto az erdpar
nyomatékaval:

7. alapelv: Eroparok egyenértékiisége. Két, ugyanarra a merev testre hato erépdr egyenér-
téki, ha egyenlé a nyomatékvektoruk. [ )

Ezt az alapelvet felhasznalva egy 1j terhelés tipus is definidlhaté az eré mellett, amit
koncentrdlt erépdrnak neveziink (ldsd [2] fejezet).

1.7. Kényszerek

1.7.1. A kényszer fogalma

Az[1.3] fejezetben mar emlitettiik, hogy a mechanika feladatok megolddsahoz modellezni kell
a testek tobbi testhez valo kapcsolodasat.

A testek kozotti mechanikai koélesonhatast jellemzé er6 tulajdonsagait mar nagyrészt
megismertiik. Sok feladatban ismert a vizsgalt testre hato erd. Példaul ha a test egy adott
moédon megnytujtott rugéval (példaul rugds erémérével) és a Fold nehézségi eréterével van
kolcsonhatasban, akkor a rugd megnytlasabol szamithato a rugdero, a test m tomegébdl és a
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g nehézségi gyorsulasbol pedig a nehézségi erd, tehat azok ismertek. Ilyen esetekben elegen-
d6, ha a vizsgélt testre haté erét okozd testek (rugd, Fold) helyett csak az altaluk kifejtett
erovel foglalkozunk. Sokszor nem is részletezik, hogy az erérendszer egyes elemei milyen
testekrol adédnak at, csak megadjik az erévektor tulajdonsagait. Az ilyen ismert, vagy a
feladatban szerepld testek allapotabol, tulajdonsagaibol kozvetleniil kiszamithatd erdket ak-
tiv erdknek vagy terheléseknek nevezziik. Az aktiv er6k nagysagara és iranyara vonatkozdan
altalaban nincsenek szigorui megkotések a feladatokban — elnevezésiik is azt tikrozi, hogy
ezek kozvetleniil megvaltoztathatok — példdul az [1.49] dbrén szerepld erd felvehet a kritikus
eronél kisebb vagy nagyobb értéket is.

Szabadtest-abrak:

1.51. Abra. A halra haté G = mg nehézségi eré szamithaté a hal tomegébdl
és a nehézségi gyorsulasbdl. Az er6mérét terhels erd nagysaga szamithaté a rugé
megnyuldsabdl és a rugé tulajdonsagaibdl [A37]

Ebben a fejezetben azokkal az esetekkel foglalkozunk, amikor nem ismert a két test kozott
hato erd, de van valamilyen informacionk arrél, hogy a vizsgalt test hogyan mozoghat, milyen
modon korlatozott a mozgasa — ezeket a korlatozasokat kényszereknek nevezzik.

1.11. definicié. A kényszerek eldirt feltételek, melyek korldtozdsokat jelentenek a mozgd-
sokra nézve. '

Példaul egy vonat kerekére a sinrol atadodo erd elvileg kiszamolhatd lenne a sin és a
kerék deformaciéja alapjan, de bonyolultsiga miatt a gyakorlatban nem célravezetd ez a
megkozelités abra). Ehelyett azt hasznéljék ki az ilyen jellegli feladatokban, hogy
a sin bizonyos korlatozasokat ad a mozgasra vonatkozdan, tehat kényszernek tekinthetd.
Természetesen akkor is mechanikai kolcsonhatas jon létre, ha az egyik test korlatozza a
masik mozgasat, ezért a kényszerek is jellemezhetOk megfelelé (kényszer)erékkel. Ez azt
jelenti, hogy ha a kényszereket gondolatban eltavolitjuk, akkor hatasukat a kényszererck
segitségével lehet figyelembe venni.

1.12. definicié. A kényszererék vagy mds néven reakciok azok az erdk, melyek a kényszer-
feltételek teljestilését biztositjak. Ezek az erdk fliggenek a testre hato aktiv ercktol és nem
hatdrozhatdk meg csupdn a wvizsgalt test dllapota (pontjainak helye, sebességallapota, stb.)
alapjan. [

Statikai feladatokban a kényszererék mindig olyanok és akkordk, hogy a vizsgalt test egyen-
stulyban maradjon.

Az aktiv erék és kényszererék megkiilonboztetése alapveté fontossagu a statikaban. A
kiilonbség megvildgitasa érdekében vizsgaljuk meg, hogy az[1.53] abran lathaté er6k melyik
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1.52. dbra. A vonat kerekeinek sinen tartdsat a K kényszerers biztositja [A38]

csoportba tartoznak! A vizsgalt mechanikai rendszer a Fold kézelében elhelyezked6 anyagi
pontrendszer. Ennek m, tomegi tagjara hato Fy, gravitacios er6 aktiv erd, mert szdmithato
a test tomegébdl és a Foldtol mért tavolsagabol. A test sziirkével jelzett kényszerpalyan
tartasahoz sziikséges F y normalerd kényszererd, ugyanugy, mint az mo testrol a feszes kotélen
keresztiil atadodo Bis erd, mely azt a kényszert biztositja, hogy a két test tavolsaga allandé.
Az mg testrol a rugén keresztiil atadodd F,. rugoer6 aktiv erd, mert a testek helyzete és
a rugd tulajdonsigai alapjan hatarozhaté meg nagysiga és irdnya. Az mg testre haté F
erd aktiv erd, melynek forrdsit (azt a testet, amir6l dtadédik az mgs tomegil testre) nem
tintettiik fel az dbran.

1.13. definicié. A statika alapfeladata, hogy az egyensily feltételei és az aktiv erék alapjdn
meghatdrozzuk a kényszererdket. [ )

Szabadtest-abra:

O

\g‘&‘“\w
&0‘6(

m

1.53. dbra. Példa az erék csoportositdsira [A39]

Mivel a kényszererock meghatarozasa elengedhetetlen az egyensily vizsgalatahoz, ezért
tudnunk kell, hogy az egyes kényszerfeltételeket milyen erdk tudjak biztositani. A kénysze-
rek és a kényszererok jelentéségét példakon keresztiil lehet jol megérteni. A tovabbiakban
felsorolunk néhany jellegzetes kényszer tipust. Mivel a tananyag felépitése soran célszeri a
targyalast a konnyebben szemléltetheto esetekkel kezdeni, ezért elsdsorban azokat az esete-
ket targyaljuk, amikor a testre haté Gsszes erd (akar aktiv, akdr kényszererd) hatasvonala
ugyanabba a sikba esik. A mérnoki szerkezetek nagy részénél ez elfogadhatd kozelitést jelent.

1.7.2. Tamasztas, gorgos tamasz

Két test érintkezésekor mindenképpen fellép olyan kényszereré komponens, ami meggatolja
az érintkezo feliiletek egymésba hatolasat. Ez az er6 merdleges a feliiletek érintosikjara. A
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valésdgban mindig fellép a feliiletekkel parhuzamos irdnyt surlodési er is (lasd fejezet),
de azt a tdmasznal elhanyagoljuk. Ezt az elhanyagolast kihangsilyozza a tamasz szokasos
rajzjele is (lasd abra, (a)), mely egy gorg6hoz hasonlit, ezért ezt a kényszert gorgds
tdmasznak is nevezik.

1.54. dbra. Hidszerkezet egy gorgds (A) és egy csuklés (B) tamasszal [A40, [A41)]

1.15. megjegyzés: Gyakran sima tamasznak nevezik azt a kényszert, aminek az esetében
elhanyagoljak a surlédasi er6t. Ez az elnevezés tévesen azt sugallja, hogy két tokéletesen sima
feliilet k6zott nem 1ép fel surlddési eré. A sarlédési eré azonban csak csekély mértékben fligg
a feliileti érdességtol, és a nagyon sima feliiletek esetében éppenséggel nagy értékeket vehet
fel az atomok, molekuldk kozott ébredd erdk miatt. &

Altalaban dgy tekintik, hogy a gorgés tdmasz a feliiletre merélegesen mindkét értelemben
megakaddlyozza a megtamasztott pont elmozduldsat, azaz tn. kétoldalu (bilaterdlis) kény-
szer. Ezt a valdsdgban legalabb két gorgével érik el, mint az[1.55] dbrdn. Ezt néha rajzban
is mutatjék (1.54] dbra, (b)). Az elmozduldst megakadalyozo kényszererd szintén merdleges
az érintkezo feliiletre, és az aktiv eroktol fiiggéen mindkét lehetséges iranyitast felveheti.

1.55. aAbra. Harom tdmasztogorgs egy szalagfiirészben. Az A és B gorglk meg-
akadalyozzak a szalag oldaliranyt elmozdulasat — ezek egyiitt kétoldalii kényszer-
nek tekintheték —, a harmadik, C' gérgé pedig a szalag hatoldalat tamasztja meg,
de ez csak egyoldalii kényszer [A42]
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Mas esetekben azt tételezik fel, hogy a tamasz nem akadalyozza meg a két test eltavoloda-
sat, azaz egyoldali (unilateralis) kényszerként kezelendd. Ha ez az eset all fenn, az altaldban
kideriil a feladat szovegébol. Unilaterdlis kényszer esetében — mint példaul az a ab-
ran illusztralt, talajra helyezett doboz, vagy az abran lathaté szalagfiirész C' gorgdje
esetében — a kényszererd csak a vizsgalt test felé hathat a kényszerfeliilet felol.

A fentieket Osszefoglalva megéllapithatjuk, hogy a tdmasztder6 nagysaga nem, iranya
viszont ismert, tehat egy ismeretlen skalarmennyiséget jelent.

Az a abran lathaté hidmodell esetében az A pontban gorgds tamasszal modellezziik
a hid megtamasztasat, ezért az ott ébredo F 4 erd irdanya ismert: merdleges a talajra. Az
F 4 er6vektort ennek megfelel6en tiuntettiik fel az b szabadtest-abran. Erdemes megje-
gyezni, hogy ez a szabadtest-abran felvett kényszererd ismeretlen, tehét irdnyitésa (értelme)
csak a megoldas késobbi 1épései soran deriil ki.

Szerkezeti dbra:

Szabadtest-abra I.: Vektorabra:

() FZM\ME/\ ZIEB? F%F

Szabadtest-abra II.:

1.56. abra. Hidra hato reakciderék felvétele a szabadtest-abran, a kényszerek
tulajdonsagainak figyelembevételével

1.7.3. Sikcsuklo

A sikesukl6 (vagy egyszertien csak csukld) is egyfajta strléddsmentes tdmasztasnak tekint-
hetd, ahol a tdmaszto test egy furatba helyezett hengeres csap, ahogy az[[.57] dbra mutatja.
A tdmaszkodas a csap barmelyik alkotéja mentén torténhet, ahol — a surlédas hatésat elha-
nyagolva — az érintésikra merdleges irdanyu, felilleten megoszlé eré ébred. A csap tengelye
egy adott irannyal parhuzamos marad és nem mozdulhat el a r4 meroleges iranyokban, de
maga a csap elfordulhat a tengelye kortil és el is mozdulhat a tengely irdnyaban. A sikcsuklét

www.mm.bme.hu




46 1. FEJEZET. STATIKATI ALAPFOGALMAK

az c abran lathaté szimbdélummal jeloljitk. Sikesuklok talalhatok az abran lathato
hidmodell csomoépontjaiban, és a B pontban is. Sok esetben tobb csuklét is egybeépitenek,
hogy tobb irdanyt elfordulast is lehet6vé tegyenek ((1.57, dbra).

1.57. abra. Bal oldalon: a sikcsukléban ébredé kényszerers hatasvonala atmegy
a csap geometriai kézéppontjan. Jobbra: Két sikcsuklé is lathaté a képen, melyek
egymaésra merdleges tengelyek menti elforduldsokat tesznek lehetévé [A43]

Sikfeladatokban nem foglalkozunk azokkal a kényszererdkkel, melyek megakadalyozzak a
csap tengelyének elfordulasat, és a csap tengelyiranyu elmozdulasatoél is eltekintiink. Ezekkel
az egyszerisitésekkel az alkoté mentén ébred6 megoszld erdrendszer sikbeli feladatok eseté-
ben helyettesité egy koncentrélt erével, ami az adott, a csapra merdleges sikban ébred. A
fentiekb6l kovetkezden a csap tengelyére meroleges sikban barmilyen irdnyd és nagysagu le-
het a reakciéerd, de hatdsvonalanak dt kell mennie a csap tengelyének kozépvonalan. Tehat
sikfeladatokban a sikcsukléban ébredo reakciderd két ismeretlen skaldarmennyiséggel adhaté
meg: az er6é nagysagaval és a hatasvonal adott irdnnyal bezart szogével, vagy az erdvektor
két koordinatajaval.

Az a abran lathaté hidmodell esetében a B pontban sikcsukléval modelleztiik a hid
megtamasztasat. A fentiekbdl kovetkezden az Fp kényszererd hatdsvonalanak at kell mennie
a B ponton, irdnya csak a tobbi er6 ismeretében hatarozhaté meg. Az b szabadtest-
abran feltiintettiik a hidra hato 6sszes erot. Feltéve, hogy a hid merev testként modellezhetd,
a reakcider6k meghatarozasa visszavezetheté harom er6 egyensilyara. Az kovetkezmény
miatt az egyensilyhoz a harom erd hatasvonalainak kell legyen egy kozos metszéspontja és
vektorharomszogiiknek zarédni kell. Ezeket a feltételeket figyelembe véve, az F erd ismere-
tében mindkét ismeretlen reakcideré meghatarozhato.

A szabadtest-abrak tobbféleképpen is megrajzolhatok. Az b abran az erovektorokat
tintettiik fel. Ebben az esetben a nyilakat a feltételezett iranyban rajzoltuk be, de az erdk
tényleges iranyitasa csak a szerkesztés elvégzése utan deriil ki. Az ilyen jellegii szabadtest-
abra els6sorban a szerkesztéses megoldéast segiti.

Az [L.56]/c 4brdn az er8k koordinatait (skaldrkomponenseit) tintettik fel, ami a szami-
tasos megoldashoz elonyos. Itt nagyon fontos, hogy az Osszes nyilat a koordindta-rendszer
pozitiv iranyanak megfelelden rajzoltuk be. Ez els6 pillantasra ellentmond annak, hogy az
ismert F eronek lathatéan negativ az y koordinataja. Az a meggondolas all emogott, hogy
az abran feltiintetett skalarkomponensek pozitivak és negativak is lehetnek, és tgy tekint-
jik, mintha ezekkel a skalarokkal szoroznank meg a nyilakkal szimbolizalt bazisvektorokat.
Ennek megfeleléen gy tekintjik, hogy ha egy erd koordindta (pl. F},) negativ, az azt jelenti,
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hogy a megfelel6 komponens a nyillal ellenkezé irdnyba mutat. Pozitiv érték mellett a nyil
értelmét nem kell megforditani. Ezen a szabadtest-abran lathato, hogy az A tamasznal csak
egy, mig a B csuklonal két ismeretlen kényszereré komponens veheto fel.

1.7.4. Gombcsuklo

A gombcesukld mar térbeli kényszer: a test egy pontjanak elmozdulasat gatolja, de barmilyen
irdanyu elfordulast megenged. A kényszerer6 hatasvonala a gombcsuklo kozéppontjan halad
at. Mivel sem irdanya, sem nagysaga nem ismert, harom reakcidkomponenssel adhaté meg.

1.58. abra. Példak gombcsuklora. Balra: a pillanatszorité egyik befogépofija
gombcsukléval kapesolédik a menetes szdarhoz [A44]. Jobbra: A Lakihegyi adéto-
rony talpcsukldja [A45]. Kozépen: a gobmbcesuklé egy lehetséges rajzjele

1.7.5. Kotél

Koteleket szamos teriileten haszndlnak a miiszaki gyakorlatban. Az egyik leggyakoribb fel-
hasznalasi teriilet kilonféle szerkezetek, épitmények rogzitése, de emellett bowdenként is
hasznaljak abra).

Ha két test egy-egy pontjat kotéllel osszekotjiik, azzal megakadédlyozzuk a pontok elta-
volodasat, de a kozeledésiik lehetséges marad. Ennek megfeleléen a kotelet olyan testként
modellezziik, ami nyujthatatlan, de sem hossziranyd nyomasnak, sem hajlitasnak nem tud
ellenallni, ezért csak huzoer6t képes felvenni. A kotél két végén haté huzoderdk csak akkor
lehetnek egyenstulyban, ha egyenlé nagysaguiak, ellentétes értelmiiek és hatasvonaluk a kotél
vonaldba esik. Tehat egyetlen skaldrmennyiséggel megadhato a kotélerd, ugyanigy, mint a
tamasz esetében. A kotelet a rajzokon szaggatott vonal jeloli (lasd . abra).

1.7.6. Befogas

Sok esetben olyan modon kell rogziteni egy testet, hogy az se elmozdulni, se elfordulni ne
legyen képes. Ilyen esetekre lathatunk példdkat az abran, de az [[.64] 4bran mutatott
farégép tokmanyaba is ugy kell befogni a furdszarat, hogy az a tokméanyhoz képest ne tudjon
elmozdulni. Az ilyen rogzitést befogasként modellezziik. A befogast az [1.62] abran lathaté
modon jeloljiik.

A befogas minden iranyu elmozdulast és elfordulast megakadalyoz. Az elmozdulas meg-
gatlasahoz koncentralt reakciderdk sziikségesek — példaul az abran lathatoé, sikbeli pél-
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1.59. dbra. Balra: a Lakihegyi adétorony [A46]. Jobbra: kerékpar véltéjanak

bowdenei [A47]
Szerkezeti abra: Az egyik kotélag szabadtest-abraja:
18 i AP K
S<d) . CPYs 1
N)N skgtgj _- - 'k \ -
F \

1.60. abra. Kotél jelolése szerkezeti abran, és a kétél szabadtest-abraja

déban ezek az F'g, és Fp, skalarkomponensekkel megadhat6 erék. Az elfordulds megakada-
lyozésahoz szikséges erérendszer modellezéséhez az[1.6.7] fejezetben emlitett terhelés tipust
kell bevezetniink, amit koncentrdlt erdpdrnak neveziink, és a nyomatékdval fogjuk jellemez-
ni. Ezeket a fogalmakat a [2 fejezetben fogjuk részletesebben targyalni. A kényszer &ltal
kifejtett nyomatékot M jelli. Altaldban egy alsé indexbe tett bet{i mutatja a kényszerkap-
csolat helyét, példaul az abran Mp jeloli a rad befogott B keresztmetszeténél ébred6
nyomatékot.

1.7.7. Csuszka

A cstiszka olyan kényszer, ami egy adott irdnyu elmozdulédst tesz lehetévé, de a masik két
iranyban megakadalyozza az elmozdulast, tovabba minden irdnyu elfordulast is kizar.

A cstuiszkanal ébred6 kényszereré-rendszer térben két reakciderével és harom nyomatékkal
adhato meg, sikbeli feladatokban egy erd és egy nyomaték kell a megadasahoz, mint az|1.63
abran lathato példaban. Csuszkat szdmos gépben hasznalnak; néhény példat az abra
mutat. A csiszka az[1.53] abran ldthaté médon is jelolhetd.
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1.61. dbra. Példik befogdssal modellezhet$ kapcsolatokra [A48, [A49]

1.62. abra. Koncentralt és megoszlo erével is terhelt, a B keresztmetszetben

befogott rud

1.7.8. Kétcsuklos kényszer

I

DL

Szabadtest-abra:

74

\23

A kotélhez hasonld, de a hizas mellett nyomasnak is ellenalld kényszert kapunk, ha egy

tetszoleges alaku test

o két darab csukléval kapcsolodik a kornyezetéhez,

e nem éri mas terhelés, csak ami a csuklokrol atadodik,

e egyensilyban van.

Szerkezeti abra:

4 5

1.63. dbra. Egyik végén csiszkaval, masik végén gorgbvel megtamasztott, meg-
0szlo erérendszerrel terhelt rid

x
; (—

M,

Szabadtest-abra:

vp

b

>
F,
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1.64. abra. Csiiszkdaval modellezheté kapcsolatok: kerékpar teleszképos elsé vil-
ldja, oszlopos fiirégép, gérvagé késziilék megvezetése korfiirészen [A50]

Ez esetben a két erd egyensulyaval foglalkozé 2] alapelv szerint a csuklokban ébredd erék
hatdsvonala dtmegy mindkét csuklé kozéppontjan (térbeli feladatndl gomb-, sikfeladatnél
sikesukléra kell gondolni).

A leggyakoribb esetben egy egyenes rudként modellezheto test két végén helyezkednek el
a csuklok, melyekben ridirdnyt erék ébrednek, mint az [.65] dbran. A két végén csukléval
kapcsol6dd, méas terhelésnek nem kitett, egyensilyban 16v6 rudat statikai ridnak nevezzik.

Szerkezeti abra: Szabadtest-abra:
F I
—>|:[)o — D
] F F

1.65. abra. Statikai rud

Statikai rudként modellezheték az [[.56] abran ldthaté hidmodell azon ridjai is, melyeket
csak a csuklokban ér terhelés. A statikai rudakrél, és az ilyen rudakbol 6sszeallithatéd tn.
récsos szerkezetekrdl a [4.2] fejezetben lesz sz6.
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2. fejezet

Sikbeli erorendszerek

A statika alapelvei alapjan mar vizsgalhaté egy merev testre hatd tetszoleges erérendszer
egyenstlya, illetve meghatarozhaté az erérendszer ereddje, feltéve, hogy az erdok hatdsvonalai
egy pontban metszik eqymdst. Ebben a fejezetben azokat az eseteket vizsgaljuk meg, amikor
nem teljesiil ez a feltétel. Egyelore azzal a gyakorlat szamara fontos esettel foglalkozunk,
amikor az erdrendszert alkoté vektorok hatasvonalai ugyanabba a sikba esnek.

Az [L.6] fejezetben lattuk, hogy az egy sikba es, nem péarhuzamos erévektorok hatdsvo-
nalai metszik egymast, ezért az erdket azonos tamadéaspontba tolhatjuk, és igy meghataroz-
hatjuk az eredéjiiket . abra). Ezt hasznéltuk ki az kovetkezmény targyaldsa soran
is, ahol harom, egy sikba eso er6 egyensulyat vizsgaltuk. Ha tobb erd is van az adott sikban,
akkor ezzel a mddszerrel parosaval meg lehet hatarozni az erék részeredéit mig végiil egyetlen
er6 marad, tehat ez az eset is kezelhet6 az eddig bevezetett modszerek segitségével. Ahogy
az eddigiekben is tettiik, a szerkezeti dbran a részereddk tamadaspontjait, a vektorabrakon
pedig a részeredok vektorait szerkesztjiilk meg . abra). Elére bocsatjuk, hogy a és
fejezetekben megismerkediink majd egy olyan moddszerrel, amivel ennél hatékonyabban
lehet kivaltani az eredeti erérendszert egy egyszeriibb erérendszerrel.

2.1. Két parhuzamos ero ereddje

Az el6z6 fejezetben az erévektorok parosaval torténo osszegzésére leirt modszer nem hasznal-
hat6 abban az esetben, ha két (vagy tobb) pdrhuzamos, de kiillonboz6 hatasvonald erévektor
eredOjét szeretnénk meghatarozni. Ennek az esetnek a kezeléséhez elegend6 két parhuzamos
er0 esetét megvizsgalni, mert ha azok helyettesithetok egy ered6 erovel, akkor a kovetkezd
lépésben ezt a részereddt kell megfeleloen hozzdadni az esetleges harmadik er6hoz.

2.1.1. Azonos értelmu erok

Ha a vizsgélt F; és Fy eré nemcsak parhuzamos, hanem azonos értelmi is, akkor a [2.2] dbra
szerint szerkesztheté meg az F. ereddjiik.
A szerkesztés 1épései a kovetkezok:

1. A |3|alapelv szerint az erorendszer hatasat nem valtoztatja meg, ha hozzaadunk egy
tetszoleges K erobdl és egy vele azonos hatasvonalu —K erobol allo, onmagaban egyen-
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Szerkezeti abra: Szerkezeti abra:

F;

Vektorabra: Vektoréabra: F
12

FIQS

(a) (b)

2.1. dbra. (a): A merev testre haté F1 és Fy er6k helyettesitheték a két vek-
tor hatasvonaldnak metszéspontjaban tamadé 1o erével. (b): Az Fiy és Fg erdk
helyettesithetSk a hatasvonalaik metszéspontjaban tamadé Fio3 erével. Ehhez ha-
sonlo lépésekkel addig csékkentheté a sikbeli erérendszert alkoté vektorok szama,
amig talalunk metsz6d6 hatasvonalii vektorokat

stulyban 1év6 erorendszert. Ezeknek az eréknek a hatasvonalat tgy valasztjuk meg,
hogy az illeszkedjen mind az F, mind az Fs er6 tamadaspontjara.

2. A K er6 tamadaspontjat eltolhatjuk az F; tamadaspontjaba, a —K er6 tamadaspontjat
pedig Fy tdmaddspontjaba. Ezt a helyzetet dbrazoltuk a [2.2] abran.

3. Azonos tamadasponti erok eredéje megszerkeszthet6 a paralelogramma-szabély alap-
jan. Igy kapjuk az Fi1x = F1 + K és Foi = Fy — K ertvektorokat.

4. Fii és Foi hatdsvonalai metszik egymast, F. ered6jiik hatasvonala tehat ezen a met-
szésponton fog athaladni. A K és —K erdk nagysiagat érdemes tgy megvalasztani,
hogy Fix és Foi hatdsvonalai altal bezéart kisebbik szog (amit az abrdn « jelol) le-
hetoleg a 45° < o < 90° tartomanyba essen, hogy a metszéspont konnyen leolvashaté

K Vektorabra:
Fi \?f s FF1K
&7 |Fy '
F,
F,
4 Fox

F

e

2.2. dbra. Két parhuzamos és azonos értelmii erd eredéjének szerkesztése. A bal
oldali szerkezeti abran halvanyan jeloltiik azt a merev testet, amire az erék hatnak
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legyen.
5. Az ered§ erd F. vektora a[2.2] vektordbra szerint szerkesztheté meg. Az
Fe:F1K+F2K:F1+K+FQ—K:F1+F2 (21)

Osszefiiggésbol kovetkezik, hogy az eredének parhuzamosnak kell lennie az Fy és Fs
erokkel.

Természetesen ugyanezt az eredt kapjuk akkor is, ha Fi-hez adjuk hozzé (—K)-t és Fay-hoz
a K vektort. Az ennek megfelel§ szerkesztést a [2.3] dbra mutatja, ahol a jobb attekint-
hetoség kedvéért a merev testet mar nem abrazoltuk a szerkezeti abran, és igy jarunk el
a fejezet hatralévd részében is. A vazolt mddszer akkor is hasznalhato, ha az F; és Fo

F. Vektorabra:
_K F‘]K
3% K !
Fy o\ F,
F, _\°
Fox

2.3. dbra. Két parhuzamos és azonos értelmii eré eredGjének szerkesztése (az
elézbleg kapott eredmény is fel van tiintetve az dbran halvany vonalakkal)

erOk nem parhuzamosak, de hatasvonalaik metszéspontja nagyon tavoli pontban talalhaté.
A K vektor nagysaga tetszoleges lehet; gy célszeri megvalasztani, hogy segitse az eredd
megszerkesztését.

2.16. megjegyzés: A fenti szerkesztésbol még egy fontos eredmény kovetkezik: ha harom
parhuzamos hatdsvonalt er6 egyensiulydnak feltételét akarjuk meghatarozni, akkor a K és —K
erck felvételével harom nem pdrhuzamos hatasvonalia erével helyettesithetjiik az erérendszert,
igy alkalmazhatjuk az kovetkezményt. Példaul ha adottak az egyméssal parhuzamos F;
és Fy erok, és meg kell keresni azt az erot, ami ezekkel egyensilyt tart, akkor az el6z6ekben
ismertetett médon megszerkesztett F eredd er6 ellentettjét kell hozzavenni az er6rendszerhez,
hogy teljesiiljon az egyensily, a[2.4] dbranak megfelelGen.

A[2.5] dbran olyan esetek szerkezeti abrait vazoltuk, mikor a K erd nagysagat ugy valasz-
tottuk meg, hogy az adott 1épték szerint éppen Gsszekosse Fy és Fo témadéspontjétﬂ Mivel

'Ehhez a szerkesztéshez a szerkezeti 4bran is 1éptékhelyesen kell dbrazolni az erévektorokat. A léptéknek
nem feltétleniil kell megegyeznie a vektordbran felvett eréléptékkel, csak az a fontos, hogy az eréket jelképezd
nyilak hossza aranyos legyen az erék nagysagaval.
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K Vektorabra:
- -
Fl \ff« &:' F FlK
R F, 1
_Fo
F,
FQK
_Fe

2.4. dbra. Ha adott két parhuzamos és azonos értelmii ers, akkor az ereddjiik
ellentettjét, a (—F) vektort hozzavéve az erérendszerhez, egyensiilyi erérendszert
kapunk

F, is és F5 is eltolhato a hatasvonala mentén, a kiillonb6zo6 eltolasokhoz kiillonboz6 iranyu K
vektorok adédnak, de az F. eredd vektort ez nem befolydsolja: amint a[2.5] dbran is lathato,

az eredo hatasvonala az F1x = F; + K és Foi = Fy — K vektorok metszéspontjan halad at
mindkét esetben.

Egyszertisitett
d szerkesztés

a

! ¥ D <N F F,

A NG =l v
AV

B C

2.5. Abra. Az ered§ hatdsvonalanak szerkesztése, mikor a K erd nagysagat ugy

valasztjuk meg, hogy az adott er6lépték szerint éppen Osszekosse Fi és Fo tama-
daspontjat

Megfigyelhetd, hogy ezek a vektorok gy metszik egymast, hogy Fix kezdopontja és Fox
végpontja kozott éppen Fy nagysaganak megfelel6, Fox kezdopontja és Fix végpontja kozott
pedig F; nagysaganak megfelel6 a tavolsag. Ez azt jelenti, hogy a szerkesztés egyszertibben
is elvégezheto:

1. Mindkét erét atmasoljuk a mdsik erd hatasvonalara, hogy kijeloljiik azokat a pontokat,
ahova az F g és Foi vektorok kezdo- és végpontjai keriilnek. Mivel az er6k hatasvonal
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menti eltoldsa nem befolyasolja az eredét, az adott hatasvonalon barhova felrajzolhatok
ezek az atmasolt, F/-vel és Fi-vel jelolt erdk.

2. F) és F), kezd6- és végpontjait Osszekotjiik, azaz megszerkesztjik Fix és Fox hatdsvo-
nalat. Ezek metszéspontjan kell athaladnia az ered6 hatasvonalanak.

3. Az ered6 nagysaganak meghatarozasahoz megszerkesztjik F; és Fy eredojét a harom-
szogszabaly alapjan, a 2.2} dbran vézolt mddon.

4. Az F, ered6t a szerkesztésbol kapott hatasvonalra helyezzik, tetszoleges helyre.

Az erévektorok dtmdsoldsa utdn kiad6dé hasonlé haromszogek (ABP és CDP a[2.5 dbrén)
mutatjak, hogy az eredé hatdsvonala a két eré hatdsvonala kozott helyezkedik el, és a na-
gyobbik eré hatdsvonaldhoz van kézelebb. Az ezen az elven végzett szerkesztés soran a K és
—K erok berajzolasa el is hagyhat6. Elegendd, ha az F; és Fy erok hatasvonalan tetszoéle-
ges helyen felvessziik a méasik er6 vektorat, és az igy kapott vektorok kezdé- és végpontjait
keresztben Osszekotjiik. Ez az egyszeriisitett szerkesztés is lathaté a [2.5 abran.

A hatasvonal helyét szamitassal is meghatarozhatjuk. Jelolje az F és Fy erdk hatasvo-
nalainak tavolsagat d, az ered6 hatasvonalanak tavolsaga e két hatasvonaltol pedig legyen
dy illetve dy! A abran lathaté ABP és C'DP haromszogek hasonlésaga alapjan

Fil _ do
—_— 2.2
4, (2:2)
tehat
’F1’d1 - ‘FQ’dg (23)

Ez azt jelenti, hogy az eré nagysaga és az ered6 hatasvonalatol mért tavolsaga kozott forditott
aranyossdg all fenn. Figyelembe véve, hogy d = d; + ds, a fenti egyenlet atirhato:

[F1|dy = [F2|(d — dv) = [Fa|d — [Fsldy, (2.4)

amib6l meghatérozhaté az F. eredé hatdsvonalanak F; hatdsvonalatdl (és egytuttal az at-
mésolt, F}, hatdsvonalatol) mért téavolsaga:
|F2|
|Fy| + |Fs|
A forditott ardnyossagra vonatkozé ([2.3)) feltételt érdemes kifejezni az erévektorok koor-
dindtdinak segitségével is. A [2.6]/a dbrén felvettiink egy (x,y) koordindta-rendszert az eredd
hatasvonalanak P pontjaban. Bar szokatlan lehet a tengelyek iranyitasa, a koordinata-
rendszer felvételénél elsGsorban azt kell figyelembe venniink, hogy egyszeriisitse a feladat

megoldasat. Ebben az esetben az erdk iranyitdsdhoz igazitottuk az y tengelyt, mert igy
Fiy=|F] > 0és Iy, = [Fo| > 0. A (2.3)) egyenletet atirhatjuk az aldabbi alakba:

|F1|d1 — |F2|d2 =0 = Flydl — ngdg = 0. (26)

(|F1] + [Fo[)dy = [Fo|d = di= (2.5)

A felvett koordinata-rendszerben d; = x; az F; eré hatasvonalanak, —d, = x5 pedig F;
hatasvonaldanak x koordinataja. Ezekkel az 1j jelolésekkel

FlyZL'l + ngl’g = 0. (27)

Tehat az F; és Fy erdk y koordinatainak sulyozott dsszege zérus, ha a silyok az erdk hatas-
vonalainak az ered6 hatasvonalatél mért el6jeles tavolsag koordinatéi.
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d
T F,
F, P F, F, | dy
vy d | -
d, e
d, d, z _lp
F. Yy

(a) (b)
2.6. abra. Parhuzamos erék és az eredd hatasvonalanak kapcsolata egyezé ira-
nyitasi (a) és ellentétes (b) erék esetében
2.1.2. Ellentétes értelmi erok ereddje

Az el6z6 fejezetben bemutatotthoz hasonlo a szerkesztés menete akkor is, ha ellentétes ér-
telmtiek az erck. Ebben az esetben is felvehetiink egy azonos hatasvonali K és —K erokbdl

A
Vektorabra:
F,
F, Fox
2 Fi

2.7. dbra. Két parhuzamos és ellentétes értelmii eré ered@jének szerkesztése,
mikor a K eré nagysagat ugy valasztjuk meg, hogy az adott erélépték szerint
éppen 0Osszekisse F1 és Fo tdamadaspontjat

allé erorendszert, és képezhetjik az Fix = F; + K és Fox = Fy — K erovektorokat, ahogy
a[2.7). abran lathat6. Ezeknek a vektoroknak mar nem parhuzamos a hatasvonala, ezért a két
hatasvonal P metszéspontja megszerkeszthetd. Ezen a ponton kell dthaladnia az eredé ha-
tasvonalanak. Az eredd vektoranak szerkesztése a haromszogszabaly szerint teheto meg: F;
kezdopontjabol felmérjiik Fi-et, majd annak végpontjabol Fao-t. Az ered6 F kezdépontjabdl
F, végpontjaba mutat. Ugyanazt az eredot kapjuk Fix és Fox Osszegzésével is:

F.=F,+Fy,=F i +Fax. (28)

Az ered6 ebben az esetben is parhuzamos az F; és Fy erokkel.
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Ezuttal is taldlhatunk hasonlé haromszogeket a 2.7 &dbrdn: az ABP és CDP harom-
szogeket. Az ABP héromszog F; hatdsvonaldra es6 oldala |Fs| hosszusagi, mig a CDP
héromszog Fy hatdsvonalara esé oldala |Fy| hosszisagu.

Ebbdl kovetkezben, most is kovethetjiikk az azonos értelmii vektorok esetére kidolgozott
szerkesztési eljarast, amit a [2.8] abran szemléltetiink:

1. Mindkét erét atmasoljuk a masik erd hatasvonalara. Mivel az erék hatdsvonal menti
eltolasa nem befolyasolja az eredot, az adott hatasvonalon barhova helyezhetok az erdk.
Jelolje az atmasolt eréket F és F)!

2. F) és FY, kezdo6- és végpontjait 6sszekotjiik, amivel megkapjuk Fyx és Foi hatdsvonaldt.
Ezeket a vektorokat kiilon nem jeloltiik aa abran, csak a hatasvonalaikat, amiknek
a metszéspontjan kell athaladnia az F. ered6 hatasvonalanak.

3. Fy és Fy ereddjét megszerkesztjilk a haromszogszabaly alapjan, a 2.7 dbran vazolt
modon.

4. Az F, ered6t a szerkesztésbol kapott hatasvonalra helyezziik, tetszoleges helyre.

F,
I
d;
Ay ¢ & R

0 2 A 6 8 10
B
| Fi| [N]

(a) (b)

2.8. dbra. (a) Az ered§ hatdsvonaldnak szerkesztése az erévektoroknak a masik
eré hatasvonalara torténd felvételével, két parhuzamos és ellentétes értelmii eré
esetében. (b) Az F; és F. erék hatdsvonalainak dy tdvolsaga F\ nagysdganak
fiiggvényében (d =1 m, |F»| =10 N)

A szerkesztés alapjan latszik, hogy az ered6 hatasvonala a két erd hatasvonala altal hatarolt
tartomanyon kiviilre esik, a nagyobb erd oldaldra.

Az eredd helyének szamitassal torténo meghatarozéasa is az el6z6 esethez hasonléan vé-
gezhet§ el: a 2.8 dbran lathaté ABP és C'DP haromszogek hasonlsiga alapjan

P _d,

] 2.
Ty 4 (2.9)
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tehat most is forditott aranyossagot kapunk:
Fyld; = [Falds. (2.10)
Figyelembe véve, hogy dy = di — d, a fenti egyenlet atirhato:
|Fy|dy = |F2|(dy — d) = |Fa|dy — |Fald, (2.11)
amibol kifejezhet6 az ered6 d; tavolsaga F; hatdsvonalatol:

|Fy|

(IF1] = |F2|)dy [Fold = dy Fo| — |F|

d. (2.12)

Ebben az esetben is teljesiil, hogy az F; és Fy erok y koordinatainak sulyozott dsszege
zérus, ha a silyok az erdk hatasvonalainak az eredé hatasvonalatél mért el6jeles tavolsag
koordindtai. A 2.6]/b dbra szerint Fy, = [Fy| > 0, Fb, = —|Fy| < 0, dy = 21 > 0, &
dy = x5 > 0. Ezeket az el6jeleket figyelembe véve a egyenletben, arra jutunk, hogy

Flyl'l -+ ngl'g = O, (213)

ugyanugy, mint azonos értelmii erék esetében. A [2.2] fejezetben be fogjuk l4tni, hogy ez an-
nak felel meg, hogy az ered hatasvonalanak pontjaira az F; és Fy erok osszegzett nyomatéka
nulla.

2.17. megjegyzés: A és egyenletek alapjan a forditott feladat is megoldhato,
amikor hatasvonaldval és vektoraval adott az F, erd, az F és Fy er6knek viszont csak a ha-
tasvonala ismert, és ezeknek az eré6knek a nagysagat keressiik. A hatasvonalak elhelyezkedése
megadja, hogy azonos vagy ellentétes értelmiiek-e az F; és Fy erok, és szintén a hatdsvonalak
elhelyezkedése alapjan hatarozhaték meg a dy, do és d tavolsagok. Példaul ha F, hatasvonala-
nak két eltérd oldalan van a masik két hatasvonal, akkor két azonos értelmii erére bonthatjuk
fel az F. er6t. Ezek nagysaganak meghatarozasahoz két egyenletet hasznalhatunk fel: az
egyik (2.5)), a mésik pedig [Fe| = |[F1| + |F2|. Ellentétes értelmfi er8k esetében ezeket a
képleteket értelemszertien kell médositani. &

2.1.3. Az eroOpar

Fontos specidlis eset, amikor a két parhuzamos és ellentétes értelmii er6 nagysaga megegyezik.

2.1. definicié. A két egyenld nagysagi, azonos irdnyi, de ellentétes értelmi és kiilonbozd
hatdsvonali erévektorbol allo erérendszert erdparnak nevezzik . dbra). ®

A képlet szerint minél kisebb a kiilonbség F; és Fy nagysaga kozott, annal tavolabb
kertil az ered6 hatasvonala F; hatasvonalatol b dbra). Abban a specialis esetben, amikor
erOparral allunk szemben, azaz |F;| = |Fy| = F, a két er6 eredéje nullvektor: F, = F1+F, =
F, — F; = 0, aminek a hatasvonala a képlet alapjan a végtelenben van: d; — oo. Ezt az
eredményt a kovetkezoképpen értelmezhetjiik:

2.1. kovetkezmény. Két eqyenld nagysdgu, azonos irdnyi, de ellentétes értelmi és kilon-
b62z6 hatasvonali erévektor — azaz erGpar — nem helyettesithetd egyetlen erdvel. [ )
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2.2. Er6 tengelyre szamitott nyomatéka 59

2.9. dbra. Gépkocsi korménykerekére haté erépar [A51]]

Bér az erépart alkotd két erd vektori Osszege zérus, a [2] alapelv szerint nem lehetnek egyen-
stulyban, mert nem azonos a hatasvonaluk — tehat az eréparnak mindenképpen van valamilyen
hatasa, de ez mas jellegli, mint amit egy er6 fejt ki. A hétkoznapi tapasztalat szerint egy
merev testre haté eroparnak forgato hatasa van. Ezt a forgatd hatast a [7.| alapelv alapjan
az eropar M = F'd nyomatékdval jellemezhetjik.

2.18. megjegyzés: Az erdpar forgatéd hatasat hangsilyozva a fizika tudoméany szakirodal-
méban altaldban forgatényomatékrol beszélnek nyomaték helyett. A mérnoki széhaszndlat-
ban ez ritkabban haszndlatos, ebben a jegyzetben is tobbnyire nyomatéknak fogjuk nevezni az
er6rendszerek forgat6é hatdsat jellemz6 mennyiséget. Azonban szildrdsagtani szamitdsokhoz
kapcsolédéan be fogjuk vezetni a[6] fejezetben rudak keresztmetszeteinek tin. elsé és masod-

e sz

keresztmetszet és az erérendszer nyomatékanak vilagos megkiilonboztetése érdekében néhany
esetben mi is hasznalni fogjuk a forgatényomaték elnevezést. &

Nemcsak az erOparokhoz, hanem az er6khoz is rendelhetiink nyomaték értéket. A kovet-
kezo fejezetben az erd tengelyre szamitott nyomatékat vezetjiik be, mert ez alapjan részle-
tesebben targyalhatjuk majd az eréparok tulajdonsdgait a [2.3] fejezetben.

2.2. Ero tengelyre szamitott nyomatéka

A 210} abran egy ajt6 lathatd, amire kiilonféle irdnyd er6k hatnak. Mindennapi tapasztalat,
hogy az ajtot nem tudjuk kinyitni olyan F; er6vel, ami a pantok &altal kijelolt ¢ forgasten-
gellyel parhuzamos, azaz ebben a példaban fiiggéleges. Forgato hatast tehat csak a tengelyre
meroleges er6komponenssel érhetiink el. Azonban az ilyen, tengelyre meréleges er6knek sincs
forgatd hatasuk, ha hatasvonaluk athalad a tengelyen. Ilyen az Fs ero aa abran. Ebbol
arra kovetkeztethetiink, hogy az F er6 forgatd hatésa fiigg attol, hogy mekkora a hatasvo-
naldnak tavolsdga a tengelyt6l. Ezt a tavolsagot — amit d jelol a [2.10|/b és[2.11} abrdkon —
erokarnak nevezzik.

Természetesen nemcsak az erdkar, hanem a kifejtett F eré nagysagat novelve is nagyobb
forgatd hatast érhetiink el. A tapasztalatok szerint tehat a forgato hatas az er6 és az erckar
szorzataval jellemezheto.
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tengely
it

tengely
it

tengely

(a) (b) ()

2.10. dbra. (a) Az ajté nem nyithaté ki vagy csukhaté be a t tengellyel parhu-
zamos F1, vagy a tengelyen dthaladé hatdsvonalii Fo erével. (b) Forgatd hatdst a
tengelyre merdleges sikba es6 F erével tudunk elérni, aminek a hatasvonala d > 0
tavolsagra van a tengelytSl. (c) Ha az erékart csokkentjiik, a forgaté hatds ara-
nyosan csokken

2.2. definicié. Egy erd t tengely korili forgato hatdsdt az erd tengelyre szamitott M, nyo-
matékaval jellemezzik. A nyomaték nagysdga

IM,| = Fd, (2.14)

ahol F' az erd tengelyre merdleges komponensének nagysaga, d pedig az eré hatasvonaldnak
tengelytol mért tdvolsaga, az erokar.

A nyomatékot nemcsak nagysdga, hanem iranya is jellemzi: a tengely iranya. A nyomaték
iranyitdsat megdllapodds szerint a[2.13. és[2.13. dbrakkal illusztrdlt jobbkéz-szabdly szerint
értelmezziik, és igy bevezethetd a nyomatékvektor fogalma. At tengelyre szamitott nyomaték
vektordat vastag betivel (M) jeloljik, hogy megkiilonbéztessik a skaldr értéki My nyomatéktdl.
A nyomaték mértékegysége Nm (newtonméter). [

A fenti definici6 szerint tehat a tengelyre szamitott nyomaték nulla, ha
e az er6 nulla vagy
e az erOkar nulla vagy
e az er0 parhuzamos a tengellyel.

Bizonyos esetekben — elsésorban sikfeladatokban — a tengelyt egy A pontjaval adjak meg,

mint a abran. Ekkor magat a tengelyt kis a betiivel, a megfelel6 nyomatékot pedig
M,-val szokés jelolni ]

2Megéallapodas szerint a geometriai pontokat nagy betiikkel, az egyeneseket — példdul tengelyeket — kis
betiikkel jelolik. A tengely és pontja természetesen tetszbleges betiivel jelolhetd, nem csak a-val illetve A-val.
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% e

2.11. abra. Csavaranya meghiizasa villiskulccsal. A tengely most a csavarnak
az abra sikjara meréleges iranyi, A ponton Athaladé a szimmetriatengelye. A
villaskulccsal kifejtett forgato hatast kétféleképpen tudjuk névelni: vagy az F erd
nagysagat noveljiik, vagy a d erGkart

2.12. dbra. A nyomaték irdnyitasanak értelmezése a jobbkéz-szabaly alapjan

Erdemes megjegyezni, hogy n. pontra szimitott nyomatékot is értelmezink (lasd
fejezet), ami az ebben a fejezetben targyalt, tengelyre szamitott nyomaték fogalmanak alta-
lanositasa. A pontra szamitott nyomaték nagysagat és iranyat egy vektoridlis szorzat
definici6) segitségével szamithatjuk ki.

Sok feladatban azonos sikba es§ er8k hatését vizsgdljuk (1asd 2.4 fejezet). Ezekben az
esetekben célszerii az erék altal kijelolt sikban felvenni a koordinata-rendszer x és y tengelye-
it, és csak ebben az xy sikban lerajzolni a szerkezetet és az eréket. A nyomaték tengelye és
vektora ekkor a z tengellyel parhuzamos, tehat a z koordinataja — mint el¢jeles skalarmennyi-
ség — tokéletesen jellemzi a kifejtett forgatd hatast. Ekkor a nyomaték pozitiv irdnyitdsdt
az 6ramutato jarasaval ellentétes iranyu ives nyil, mig a negativ nyomatékot az dramutatd
jarasaval egyezd irdnyt nyil jeloli, a[2.14] 4bran lathaté médon. Sikfeladatokban mindig els-
jeles skalarnak fogjuk tekinteni a tengelyre szamitott nyomatékot. Példaul a a abran
lathato esetben M, = Fd, a b abran pedig M; = —Fd. Az igy értelmezett skalaris
nyomatékbol a tengely iranyat megadd egységvektor segitségével kifejezhetjiik a nyomaték
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(b)

2.13. dbra. A nyomaték irdnyitdsdnak értelmezése: az (a) esetben a nyomaték-
vektor z koordindtdja pozitiv, a (b) esetben negativ. Az dbran ldthaté esetben a
nyomaték t tengelye egybeesik a koordinata-rendszer z tengelyével

YA YA

-
>

x X

2.14. abra. A nyomaték irdnyitdsanak megaddsa a t tengelyre merdleges sikon

vektorat, példaul

alakban.

2.19. megjegyzés: Ahogy az fejezetben mér emlitettiik, ahhoz, hogy vektornak te-
kinthessiik a nyomatékot, nem elég, hogy nagysiga, irdnya és értelme legyen: ehhez még azt
is be kell latni, hogy a paralelogrammaszabdly szerint adhatdk Ossze.

Azonos sikban ébredé erék esetében a nyomatékok azonos iranyuak, tehat az eredd sza-
mitasa a nyomatékok elOjeles sszegzésének feleltetheté meg. Parhuzamos erdk esetében mar
lattunk erre példat: a abran lathato esetben az F erének a P ponton athaladd, az dbra
sikjara meréleges p tengelyre szamitott nyomatéka

Mp = [Fq]dy, (2.16)
az Fo er6 nyomatéka pedig ugyanerre a tengelyre

Mpy = —|F3|ds. (2.17)
A p tengelyre szamitott Gsszes nyomaték tehat

My = [F1ldy — |Fa|ds, (2.18)
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ami a egyenlet miatt nulla.

Ugyanezt az eredményt kapjuk a abran lathato esetben is, a egyenlet alapjan.
Tehat a parhuzamos erdk az ered6 hatasvonalanak P pontjin dtmend tengelyre ugyanakkora
nagysagu, de ellentétes irdnyu forgaté hatast fejtenek ki, amik kiejtik egymast. Pontosan
azért lehet oda helyezni az ered6t, mert annak is nulla a nyomatéka a P ponton atmend
tengelyre. Ezt fejezi ki a egyenlet is. Kovetkezésképpen parhuzamos erék nyoma-
tékvektorai elGjelesen OsszegezhetOk, azaz ebben az esetben nem sériil a vektori Gsszeadas
szabélya. &

2.1. példa: A[2.15 dbrin egy kerékpdr fékkarja lathatd, mely a P ponton dthaladd tengely
koril tud elfordulni. A fékkar mikddési elve az eqyik egyszerd gép, az emeld elvén alapul. A
kerékpdros a tengelytdl dy tdvolsagban Fy erdt fejt ki. Mekkora legyen az Fy erd, ha ismert,
hogy a hatékony fékezéshez a bowdent Fy nagysdgiu erével kell megfesziteni, és a bowden dltal

a fékkarra kifejtett eré hatdsvonala dy tdvolsdgra van a tengelytél?
Adatok: dy =6 cm, dy =2 cm, F5 = 150 N.

2.15. dbra. Az emel§ elve: kerékpar fékkarja [A52], és a rd haté erék

Megoldas:

A fékkar egyensilyi helyzetében a két er6 P ponton dthaladé tengelyre kifejtett nyomatékai
kiegyenlitik egymés hatdsat. Az dbran felvett koordindta-rendszerben mindkét nyomaték z
irdny, és a@. abran lathato eldjelszabaly szerint az Fy er6 M, nyomatéka negativ, az >
er6 altal kifejtett My nyomaték pedig pozitiv. A z irdnyu k egységvektorral felirva az eredd
nyomatékvektort:

Mp = Mp1 + Mp2 = —Fidik + Fodok = (ngg - Fldl)k =0. (219)

Az eldjeles skalaris nyomatékokkal szamolva

d

M, = Mpy + My = Fody — Fidy =0 = F = ngl — 50 N. (2.20)
1

o
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2.3. Az eropar tulajdonsagai

2.3.1. Az eropar nyomatéka

A vektorosszeadas szabalyai szerint (lésd ésmegjegyzések) egy erdpdr nyomatékat
kiszamithatjuk két eré nyomatékdnak Osszegzésével. A [2.16] abran az erépart alkoté két F
nagysagu ero hatasvonalanak tavolsaga d, és az x tengelytdl a tavolsagban hiuzodik az egyik
er6 hatasvonala. Az (a) abran lathaté esetben az O ponton athaladé t tengelyre (egytttal a
z tengelyre) szamitott nyomaték

M, = F(a+d) — Fa = Fd, (2.21)

mig a (b) esetben
M, = —F(a+d)+ Fa = —Fd. (2.22)

Lathat6, hogy az erépar nyomatéka csak az erck nagysagatél és hatasvonalaik tavolsagatol

(a) (b)

2.16. abra. Erépar nyomatéka

fiigg; nem fiigg az a mérettol és az O ponttdl, azaz attol, hogy a két er6 hol helyezkedik el a
sikban. Ezért egy erdpdr nyomatékdinak megadéasakor elhagyhatd a pontra illetve tengelyre
utald index: jelolhetjiitk M-mel.

2.2. kovetkezmény. Az erdpdr nyomatéka nem vdltozik, ha az erdvektorokat a sikjukban
eltoljuk. '

Mivel egy énmagaban 1évé er6par tovabb nem egyszerisithet6 (ldsd kévetkezmény),
ezt kiilon terhelésnek fogjuk fel, és kiilon kell foglalkoznunk a tulajdonsagaival. Ehhez fel-
haszndljuk a statika [7] alapelvét, amit itt Gjra kimondunk:

2.3. tétel. Eropdrok egyenértékiisége. Két, ugyanarra a merev testre hato eropar eqyenérté-
ki, ha egyenlo a nyomatékvektoruk. [ )
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Ebbdl kévetkezik, hogy kiilon-kiilon sem az erépart alkoté erék nagysaga, sem irdnyuk, sem
hatasvonalaik tavolsaga nem szamit, az er6par hatdsat a nyomatéka tokéletesen jellemziEl
Tehat egy erépar a sikjaban eltolhato, elforgathatd, a sikjaval parhuzamos masik sikba is
athelyezhetd, és a hatasa nem valtozik, hiszen a nyomatékvektora ugyanaz marad. Ez azt
jelenti, hogy az eropart jellemz6 nyomaték szabad vektor: nem kothet6 egy adott tengelyhez,
mint a hatasvonaldhoz kotott erévektor (lasd megjegyzés).

Az eropar eltolhatésagat példaul furas soran figyelhetjitk meg. A furast tgy modellez-
hetjiik, hogy a furdszarra meroleges sikban a két élrdl kozel azonos nagysagu, ellentétes erok
adodnak at a munkadarabra, a abra szerint. Barhol is farjuk meg a munkadarabot, az
eropar forgaté hatasa ugyanugy jelentkezik, ezért is fontos a munkadarab megfelel6 rogzitése.

2.17. abra. Furdszar altal a munkadarabra kifejtett er6péar [A53]

2.3. kovetkezmény. Mivel az erdpdr nyomatékat az erék nyomatékainak dsszegeként dlli-
tottuk elo, két eropar eredoje is szamithato, a nyomatékok osszegzésével. [ )

2.20. megjegyzés: A kordbban kimondott alapelvekbdl is levezethetd, hogy az erépar a
sikjaval parhuzamosan eltolhat6 és sikjaban elforgathaté.

e Merev testen hato erék a hatasvonaluk mentén eltolhatdk, és hatdsuk nem valtozik meg.
Ebbdl kovetkezik, hogy az erdpar hatésa sem valtozik, ha a két erdvektort eltoljuk a
hatasvonalaikkal parhuzamosan. Tehat példaul ugy is eltolhaték az erék, hogy az A
illetve B tdamadaspontjaikat 6sszekotd szakasz merdleges legyen az erévektorokra, mint

a a abran.

e Az erdparrdl az is belathat6é a korabban kimondott elvek alapjan, hogy a sikjaban el-
forgatva hatdsa nem valtozik meg. Ha ugyanis az erépart alkoté F és —F vektorokat
valamilyen ¢ szoggel elforgatott, de ugyanakkora nagysagi F’ és —F’ vektorokkal akar-
juk helyettesiteni a b abranak megfelel6en, akkor a kovetkezOképpen jarhatunk
el:

1. Az elsé lépésben megkeressiik azt a K és —K vektort, melyekkel F/ = F + K és
|F| = |F'| (kovetkezésképpen —F' = —F — K és | — F| = | — F’|). Ez a vektor a
K = F/ — F osszefiiggés alapjan megszerkeszthetd, hiszen F és F/ is ismert, és K
az F végpontjabdl F/ végpontjaba mutaté vektorral egyezd nagysagu és irdnyt.

3Korabban éppen a forgaté hatés jellemzésére vezettiik be a nyomaték fogalmat, de azt nem bizonyitottuk,
hogy két er6par fizikai hatdsa ténylegesen megegyezik, ha egyenld a nyomatékuk. Ezt bizonyitani a statika
keretein beliil nem is tudjuk, ezért kell alapelvként kimondani a tételt.
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2. Az F és —F vektorokat tigy toljuk el a hatdsvonalaik mentén, hogy tamadédspont-
jaik egy K-val parhuzamos egyenesre essenek — ezt a helyzetet mutatja a b
abra.

3. Az eredeti vektorokhoz hozzdadva a K illetve —K eréket, azok nem befolyasoljak
az erOrendszer hatasat, hiszen egyensulyi erérendszert alkotnak. Tehét az eredeti
F és —F erdk helyettesithetok az elforgatott F' és —F’ vektorokkal (2.18)/b abra).

4. Mivel F és F’ (illetve —F és —F') azonos nagysagi, egy egyenld szart harom-
szoget alkotnak, aminek a szimmetriatengelyére merdleges a K és a —K ha-
tasvonala. Ezért az AB és AC szakaszok szoge /2, tehdt az AC tavolsig
AC = AB/cos(p/2) = d/cos(¢/2). Az F’ és —F' vektorokra mer6Sleges AD
szakasz szintén /2 szoget zar be AC-vel, ezért annak hossza AC cos(¢/2) = d.
Tehat az er6par vektorainak a tavolsaga az elforgatas soran nem valtozik.

YA

2.18. abra. Erépar elforgatasa

A fenti gondolatmenet szerint az erépar egyenértékiien helyettesithetd egy ugyanakkora
nyomatéki, ugyanabba a sikba es6, de tetszbleges tamadasponti masik er6parral. Az viszont
nem kovetkezik a fentiekbdl, hogy az erépar a sikjara merolegesen is eltolhatd, ezért kellett

kimondani a [7.] (illetve [2.3.)) alapelvet. &

2.3.2. Koncentralt eropar

A tétel szerint egy F és —F erokbdl allo, d erdkari eropar helyettesitheté egy olyan
erOparral, melyben kétszer akkora nagysagu erok szerepelnek, fele akkora erdkarral, ahogy
a [2.19] dbra mutatja. Az er6k nagysdganak novelése és hatdsvonalaik kozelitése elvileg
minden hataron tul folytathato, igy a két er6é tamadéspontjai egymashoz tetszolegesen kozeli
pontokba helyezhetok. Mivel a merev testre hatd eréparok hatésa egyértelmiien jellemezhetd
M nyomatékukkal, célszerti bevezetni a koncentrdlt eropar fogalmat. A koncentralt erépar
esetében nem foglalkozunk azzal, hogy pontosan milyen erérendszer fejti ki az M nyomatékot.
Ugy tekintjiik, mintha az erépar is egy 6nallé terhelés lenne, ami a merev test barmely
pontjaban tamadhat.

Erépar nemcsak terhelésként fordulhat el6, hanem a kényszereré-rendszer részeként is,

példaul a befogés (14sd |1.7.6] fejezet, |1.62 abra, és példa) esetében.
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2.19. dbra. A koncentralt erépar

2.4. Ko0z0s siku erok és eroparok ereddje

Ha egy merev testre kozos sikba es6 Fi,Fo, ..., F, koncentralt erdk és M, Mo, ..., M,,
koncentralt eroparok hatnak — mint ahogy a [2.20, abra szemlélteti —, az erék és az erGparok
ereddi az eléz6ekben leirtak szerint, vektori 6sszegzéssel szamithatok (lasd (1. alapelv és
kévetkezmény).

2.20. abra. Egy merev testre haté sikbeli erérendszer, mely n darab koncentralt
er6bdl és m darab koncentralt eréparbdl all. Kiilén vektorabra mutatja az ¥y és
Fy erévektorok sszegzését

Az eredé er6 vektora és a koncentralt eroparok nyomatékainak vektori 0sszege:

F=>YF, (2.23)
=1

M=3"M;. (2.24)
j=1

Az M nyomaték altal jellemzett erépar barhol kifejtheti hatdsat a merev testen, ezért
a koncentralt eréparok osszegzéséhez nincs sziikkség tovabbi szamitasokra vagy szerkesztési
lépésekre: az M nyomatéku eréparral egyenértékiien helyettesitheté az Osszes koncentralt
erOpar.
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Az F eredé er6 teljes megadasdhoz azonban annak hatdsvonaldt is meg kell hatarozni.
Példdul az Fy és Fy erdk 2.20] dbran berajzolt hatdsvonalainak metszéspontjan halad at e
két erd Fio eredéjének hatdsvonala, az[1.0] fejezetben leirtak szerint. Az Fiy = F; + Fy er
és az F3 ereddjének hatdsvonaldnak helye hasonldéan szerkesztheté meg, és ez az eljaras foly-
tathat, amig taldlunk metsz6d6 hatasvonald erdket (lasd . abra). Ha csak parhuzamos
hatasvonali erok maradnak, akkor két eset van: ha ezek az er6k azonos nagysaguak és el-
lentétes értelmiiek, akkor helyettesithetok egy koncentralt eréparral, amit hozzavehetiink az
M nyomatékban figyelembe vett eréparokhoz. Ha a parhuzamos erck nem alkotnak eroépart,
akkor pedig a [2.0] fejezet alapjén lehet a hatdsvonalat meghatdrozni. Tehét a koncentralt
erOk is helyettesithetok egyetlen, jol meghatarozott hatasvonald ered6 erével.

gy tehat egy F erébél és egy M nyomatéki er8parbél 4116 erérendszert kapunk, ahogy
a a abra mutatja. Lehetséges, hogy az egyik vektor nullvektor, azaz végeredményiil
csak egyetlen koncentralt erd vagy egyetlen koncentralt erépar adédik. Sikbeli erérendszer
esetében azonban akkor is van mod tovabbi egyszeriisitésre, ha egyik vektor sem nulla nagy-
sagu. Megmutathato, hogy ekkor az erérendszer egyetlen koncentralt erével helyettesithetd.

(a) (b) (c)

2.21. abra. Egy koncentralt er6bdl és koncentralt eréparbdl allo sikbeli erérend-
szer helyettesitése egyetlen koncentralt erével

2.4. tétel. Eqgy koncentrdlt erébol és koncentrdlt eroparbol dllo sikbeli erérendszer helyet-
tesithetd egyetlen koncentrdlt erdvel. Ennek az eronek a hatdsvonaldt centralis egyenesnek
nevezik.

Bizonyitas:

A tétel belatasahoz helyettesitsiik a koncentralt erépart egy olyan eréparral, ami egy F illetve
egy —F erobdl all! A két hatasvonal d tavolsaga akkora kell legyen, hogy a megfelelé nagysagu
nyomaték addédjon, azaz M = Fd miatt d = M/F. Ezt az er6part barhova helyezhetjiik a
merev testen, ezért eltolhatjuk gy is, hogy az er6parhoz tartozé —F erd és az eredeti F erd
kozos tamadaspontba keriiljon b abra). Ezek a kozos tdmadasponti erék egyensulyi
erérendszert alkotnak, igy eltavolithatok. Tehat egyetlen F er6 marad, aminek a hatdsvonala
d tavolsagra taldlhatd az eredeti er6 P tamadaspontjatol c abra). [

Altalanos, térbeli erérendszerek esetében is értelmezhetd a centrélis egyenes fogalma; errél
a témarol a [3.6] fejezetben lesz sz6.

2.2. példa: Hatdrozzuk meg a[2.23. dbrdn ldthatd tortvonali ridra hatd erérendszer centrdlis
eqyenesét!
Adatok: Fy =300 N, F, =400 N, M; =250 Nm, L =0,5 m.
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2.22. abra. Tortvonalu rudra haté erék vizsgalata

Megoldas:
Az ered§ erd vektora az (r,y, z) koordindta-rendszerben:
2 —300 0 —300
F=) F;=F +F;=| 0 |N+ [400| N=| 400 | N. (2.25)
i=1 0 0 0

Ennek az erének az F; és Fy vektorok hatisvonalainak P metszéspontjiban van a tdmadas-

pontja, ahogy a[2.23| 4brdn lathaté. Az eredd erd nagysdga F = /F2 + F2 = 500 N. Hdrom
vagy tobb koncentralt eré esetében ehhez az eré6hoz kellene hozzdadni a harmadik, illetve
tovabbi erdket, minden 1épésben meghatirozva a kézos tamadaspontot.

Koncentralt eré6par csak egy hat a vizsgalt testre, ami az xy sikra meréleges, és az el6jel-
konvencié szerint negativ, tehat

0
M=| 0 |Nm (2.26)
—250

Az F er6bdl és M erdparbdl allo erérendszer tovabb egyszertisithetd: az F erd hatasvonalat
d = M/F tévolsaggal eltolva, az 0j hatdsvonalra — a centrdlis egyenesre — keriilt eré hatédsa
egyenértékli az eredeti hatdsvonalon elhelyezkedd erd és az erdpar egyiittes hatdsaval. A
feladat adataival a centralis egyenes tavolsdga a P ponttél d = M/F = 250 Nm/500 N =
0,5 m. A centralis egyenes az F er6vel parhuzamos, ezért iranyvektora

—0,6
F )

e=—=108|. (2.27)
F 0

A centralis egyenes egy E pontjanak helyét megadja egy P pontbdl felvett d hosszisagu, az
F erore — és az e iranyvektorra — merdleges helyvektor:

—0,8 —0,4
rpp=dn=05|-0,6| m=[-0,3| m, (2.28)
0 0
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2.23. abra. Tortvonalu riudra haté erérendszer centralis egyenesének meghataro-
zasa

ahol n az e iranyvektorra meréleges, egységnyi hossziisagi normalvektor. Ennek koordinatait
az e vektor koordinatainak felcserélésével, és a megfelelé koordinata (itt az y koordinata)
el6jelének megvaltoztatasaval kaphatjuk meg. [

2.5. Koncentralt er6 athelyezése masik hatasvonalra, és
az erorendszer redukalasa

Az el6z6 fejezetben vazolt eljaras megforditasaval at lehet helyezni egy erévektort masik
hatasvonalra gy, hogy az er6 forgaté hatasanak megvaltozasat egy koncentralt erépar fel-
vételével kompenzaljuk. Ha az F erot egy d tavolsigban 1évo hatasvonalra szeretnénk at-

(a) (b) (c)

2.24. abra. Koncentralt eré athelyezése

helyezni, a dbra), akkor felvehetiink az 4j hatdsvonal valamely P pontjaban egy F és
egy —F erot b dbra). Ezek egyiitt egyensiilyi erérendszert alkotnak, ezért ez a 1épés
nem befolyasolja az eredeti F er¢ hatasat. Most az eredeti hatasvonalon 1évé F ero és a fel-
vett —F er6 egy eropart alkotnak, ami egyenértékiien helyettesitheto egy olyan koncentralt
erOparral, aminek a nagysaga M = F'd c dbra). Ez a nyomaték megegyezik az eredeti
hatasvonalt F eré6 P ponton atmend p tengelyre szamitott M, nyomatékaval.
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Az er6par nyomatékanak nagysiga és irdnyitdsa (térben az irdnya is) fiigg attél, hogy
hova helyezziik az er6t. A nyomaték indexe az dthelyezett eré hatdasvonaldnak egy pontjdra
utal. A nyomatékkal tehat jellemezni tudjuk az eré hatasvonalanak a helyét, ezért az eredo
megaddsdhoz elég megadni az eredé erd vektorat (ami sikban két skalar koordinataval adhaté
meg), és az erérendszer egy adott tengelyre szamitott nyomatékat (ami sikban egy tovabbi
skalar érték).

Ha adott a P pontban tdmadé F erd és az M, nyomaték, akkor az F erdt ismét el
lehet tolni egy tetszéleges masik ) tdmadaspontba. Az tjabb, d’-vel torténd eltoldas hatasat
egy megfelel6 M, = F'd’ nyomatéki eréparral lehet kompenzalni, amihez hozza kell adni a
kordbban kapott M, nyomatékot is, ahogy a [2.25] dbra mutatja.

2.25. abra. Koncentralt eré athelyezése

Az er6 eltolasaval megkonnyithetjiik az olyan erérendszerek eredéjének szamitasat, ame-
lyek sok koncentralt er6ébdl allnak. Nem szitkséges kettesével meghatarozni a hatdsvonalak
metszéspontjait és részeredoket szamitani: azt is megtehetjik, hogy az dsszes erdvektort
kézés A tdmaddspontba toljuk, és ezeknek az eltolasoknak a hatasat koncentralt eroparok
felvételével kompenzaljuk, ahogy a [2.26] dbra mutatja. Az erévektorokat az A pontba tolva

2.26. abra. Merev testre hato sikbeli erérendszer redukalasa. M az erék eltolasa
el6tt hato koncentralt er6parok vektori 6sszege, a d; F; nyomatéku eréparok pedig
az erdk eltolasanak hatasat kompenzaljak

megjelennek olyan eréparok, melyek az er6k A ponton athaladé tengelyre vonatkozd nyoma-
tékaival jellemezhetok. Példaul az i-edik er6 nyomatéka d;F; nagysagi. Az igy kapott erdk
és nyomatékok méar vektoridlisan Osszegezhetok. Az ereddé nyomatékvektor a koncentralt
eroparok nyomatékai mellett az erdk eltoldsabol szarmaz6 nyomatékokat is tartalmazza.

A 2.4 és2.5 fejezetekben bemutatott eljardsok segitségével egy tetszdleges sikbeli erd-
rendszer helyettesithetd egy adott P pontban tdmadé F erévektorral és egy M, nyomatéku
eroparral. Ezt a miiveletet az erorendszer redukdldsdinak nevezziik.
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Ha adott egy n darab koncentralt erobol és m darab koncentralt eréparbdl allo sikbeli
erOrendszer, akkor annak adott A pontba torténd redukalasa a kovetkezOképpen teheté meg:

1. Kiszamitjuk a koncentrdlt eréparok eredé nyomatékat (de ez még nem egyenl az egész
er6rendszer nyomatékéavall):

M=3"M;. (2.29)

2. Képzeletben eltoljuk a koncentralt eroket az A tamadaspontba, és kiszamitjuk az eredo
erot:

F=) F. (2.30)

3. Az erok eltolasanak hatasat tovabbi nyomatékok felvételével kompenzéljuk. Figye-
lembe véve a koncentralt eréparok M nyomatékat, az egész erorendszer a tengelyre
szamitott nyomatéka

M, =M+ > e Fidik, (2.31)

i=1

ahol d; az a tavolsag, amivel az i-edik erévektor hatasvonalat eltoltuk, k a sikra merd-
leges, a pozitiv nyomaték iranyat megadé egységvektor, e; pedig az F; er6 a tengelyre
szamitott nyomatékanak el6jelét adja meg: ha az éramutaté jarasaval ellenkezo irdnyt
forgatd hatast fejt ki, akkor e; = 1, ha azzal egyez6 a forgatd hatasa, akkor pedig
e; = —1. Mivel sikfeladatokban az 6sszes nyomatékvektor parhuzamos egymaéssal,
a egyenlet helyett skalaris egyenletet is irhatunk,

Ma =M + Z BZF‘Zdl (232)

=1

alakban (lasd példa).

Az el6z6ekbdl kovetkezik az alabbi fontos tétel:

2.4. kovetkezmény. Két sikbeli erérendszer akkor egyenértékii, ha azokat ugyanabba az A
pontba redukdlva, a kapott F és M, vektoraik megegyeznekﬁ [ )

2.3. példa: Hatdrozzuk meg a centrdlis eqyenes helyzetét az erdrendszer redukdldasaval a|2.2.
példaban!
Adatok: F; =300 N, Fy, =400 N, M; = 250 Nm, L = 0,5 m.

Megoldas:
Ebben az esetben is meg kell hataroznunk az ered6 er6 vektorat és a koncentralt nyomatékok
vektori Gsszegét:

—300 0
F=F +F,= 400 |N, M=| 0 |Nm. (2.33)
0 —250

4Természetesen mindegy, hogy hogyan jeléljiik azt a pontot, ahova eltoljuk az erévektorok tAmadaspont-
jait; lehet B vagy C pont is.
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2.27. abra. Tortvonalu rudra haté erérendszer redukélasa

Redukaljuk az erérendszert a B pontba! Figyelembe véve, hogy mind az F1, mind az Fs erd
hatdsvonala L tavolsagban van a B ponttél, és az ott athalad6 tengelyre pozitiv nyomatékot
fejtenek ki ezek az erdk, a (2.31)) képlet szerint

0 0 0 0
My =M+ FLk+FRLk=| 0 [+|0|+|0]|=]0|Nm (2.34)
—250| |150|  [200 100

A B pontba redukalt erérendszert tovabb egyszeriisithetjiik, ha az F erét a centralis egyenesre
helyezziik at. A centrélis egyenes helyét az alapjan hatarozzuk meg, hogy az athelyezett
erének a B ponton atmend b tengelyre szamitott nyomatéka M, = My, = 100 Nm.

Ha felbontjuk az eredé F erd vektorat x és y tengellyel parhuzamos komponensekre, akkor
a[2.27] dbra szerint lathat6vd vélik, hogy az N pontba helyezett erének csak az F,, komponense
fejt ki nyomatékot a b tengelyre. Ehhez hasonléan a H pontba helyezett erének csak az F,
komponense jarulna hozza az er6 nyomatékdhoz. Ezzel a gondolatmenettel meghatarozhatd
a centralis egyenes két pontjanak helye:

M, 100 Nm My 100 Nm .
=—=——=0,25 =0 =0 = = = 0,333 m.
TN Fy 400 N ) m, YN , TH y  YH ‘F$| 300 N ) m
(2.35)
A centralis egyenes az F erével parhuzamos. [ )

2.6. Sikbeli erorendszer egyenstlya

Az el6z6 fejezetek szerint egy sikbeli erérendszer mindig helyettesitheto egy erével vagy egy
erOparral (azaz két erével), tehat erre az esetre tudjuk értelmezni az egyensily fogalmét a
alapelv alapjén.ﬂ

5 A [3l fejezetben 1atni fogjuk, hogy 4ltalanos, térbeli erérendszert nem mindig tudunk helyettesiteni egyet-
len erével vagy egyetlen erépérral. A legéltaldnosabb esetben legaldbb egy er6 és egy erépar (azaz harom
erd) szitkséges az er6rendszer hatdsdnak megaddsdhoz. Ennek az esetnek a vizsgalata érdekében vezettiik be
a E alapelvet.
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Ha az ered6 egyetlen erd, annak nyilvan nullanak kell lennie az egyensulyhoz, azaz telje-
siilnie kell, hogy > 7" ; F; = 0. De ez a feltétel nem elegendd, mert az erék vektori osszege
akkor is zérus, ha az ered6 egy nem nulla nyomatéku erépar. Az eropar két parhuzamos
er6bol all, melyek a [2.] alapelv szerint nincsenek egyensilyban — forgaté hatasuk van. Az
egyensulyhoz tehat azt is ki kell kotni, hogy a forgatd hatas nulla legyen.

Sikbeli erérendszer esetében gy jarhatunk el, hogy képezziik a koncentrélt erék és kon-
centralt eréparok eredéjét, az eredd F er6t egy valasztott A tamaddspontba toljuk, majd
kiszamitjuk a hozza tartozé M, nyomatékot a egyenlet alapjan. A fentiek szerint az
egyensuly feltétele

F=0 M,=0, (2.36)

ahol M, az erorendszert alkoto erok és eroparok eredé nyomatéka az A ponton atmend
tengelyre. Ezeket az egyenleteket egyensilyi egyenleteknek nevezziik. Egyensilyban tehat
az erdrendszer ereddje egy nulla nagysagu er6 és egy nulla nagysagu eropar. Ezeket eltolva
ugyancsak nullvektorokat kapunk, tehat az A pont tetszdleges lehet: barmelyik tengelyre
szamithatjuk a nyomatékot, annak egyensulyban nulldnak kell lennie.

Sikfeladatokban (mondjuk az zy sikon) a egyenletrendszer harom skalaris egyenle-
tet jelent, hiszen az erovektoroknak csak x és y iranyu Osszetevoi lehetnek, a nyomatékvektor
pedig sikfeladatokban csak a sikra merdleges, azaz z iranyu lehet. Tehat ebben az esetben
az egyensulyi egyenletekbol hdrom ismeretlen hatdrozhaté meg. Gyakran célszerli jelolni,
hogy az egyes egyenletek melyik egyensulyi egyenletnek felelnek meg; ezt gyakran > F, = 0,
Y. F,=0¢és > M, =0 alakban teszik meg, ahogy a példaban is bemutatjuk.

2.4. példa: A [2.28. dbrdn egy egyik végén giorgdvel, mdsik végén csukloval megtamasztott
merev rid — ugynevezett kéttamasza tartd — ldthato, amit eqy adott Fy erd terhel. Meghatd-
rozando a hdarom ismeretlen reakciokomponens.

Adatok: L1 = 074 m, LQ = 0,6 m, FOx = 100 N, F()y = —50 N.

Megoldas:
A megoldas els6 1épésében szabadtest-dbrat rajzolunk a rudrél (2.28)/a dbra). Figyelembe
véve, hogy az A keresztmetszetben gorgds tamasz van, az ott ébred6 kényszererének a té-
maszra merdlegesnek, azaz y irdnytunak kell lennie (lasd fejezet), ezért felvesziink itt
egy Fyy erét. A B keresztmetszetben taldlhatd csuklé esetében csak azt tudjuk, hogy az
ott ébredd reakcider6 hatasvonala athalad a csuklé kozéppontjan. Ezért itt két ismeretlen
reakcideré-komponenst kell felvenni, melyek elSjeles nagysagai Fg, és Fp,. Fontos, hogy
mindharom ismeretlen reakciéeré-komponenst pozitiv irdnytként vettiik fel az dbran. Ennek
az az elénye, hogy igy a végeredménytil kapott Fa,, Fp, és F'p, szdmok egyuttal az F4 és Fp
er6k koordinatai is lesznek a megadott (z,y) koordindta-rendszerben. Ez segiti a megoldas
algoritmizalasat, példaul igy ugyanazzal a szamitégépes programmal sokféle hasonlé feladat
is megoldhatd, és nem kell elére kitalalnunk, hogy milyen iranyt reakciderdket varunk.
Mivel az Fy terhel6 er6é két koordinataja adott, az Fy, és Fp, erdket is pozitiv irdnyban
vessziik fel a szabadtest-abran. Az ennek alapjan felirhaté egyensilyi egyenletekbe eléjelhe-
lyesen tudjuk behelyettesiteni Fy, és Fp, értékét, ami szintén segiti a szamitégépes megoldast.

Az egyensilyi egyenletek felirdséhoz el kell donteni, hogy melyik tengelyre irjuk fel a
nyomatéki egyensulyi egyenletet. Célszerii olyan tengelyt vilasztani, amin tobb ismeretlen
er6komponens hatdsvonala is athalad, mert azok nyomatéka az adott tengelyre nulla. Ez
alapjan valasszuk a B ponton athaladé b tengelyt, ugyanis erre mind az Fp, és Fy, mind
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Szerkezeti abra:
Y L, L,

A(l T B
r CNDQF pay
0

Szabadtest-abra I.:

A F,, AFy,
Fy, v
(a)
A B Fy,

Szabadtest-abra I1.:
A AI?By
v |Fol cos(¢)

|[Fo[ sin(y)

2.28. abra. Kéttamaszu tarté egyensilya

az Fp, eronek nulla a nyomatéka. Az ennek megfelel6 egyensiilyi egyenletek:

> Fp=0: Fop+Fp,=0, (2.37)
> Fy=0: Foy+ Fay+ Fp, =0, (2.38)
> My=0: —Fay(L1+ L) — FoyLo = 0. (2.39)

Mivel koncentralt er6par nem hat a tartéra, a nyomatéki egyenletben (ami a (2.32)) egyenlet-
nek felel meg) csak az erék nyomatékai jelennek meg, a megfelels el6jelekkel.
A (2.37) és (2.39) egyenletekben egy-egy ismeretlen van, ezek konnyen megoldhatok:

Foy
——L5 =230 N. 2.40
Li+Ly ° (240)

Fpp = —Fpp=—100N, Fy, =—
F 4, értékét visszahelyettesithetjiik a ([2.38)) egyenletbe, amibdl
Fpy = —Fyy — Fay, =50 N =30 N = 20 N. (2.41)

A statika feladatok ellendrzését megkonnyiti, hogy a nyomatéki egyensilyi egyenletnek
minden tengelyre teljesiilnie kell, tehat valaszthatjuk a b tengely helyett az A ponton dthalado
a tengelyt is:

E M,=0: Fpy(Li+ La)+ Fo,L1 =0. (2.42)
Innen azt kapjuk, hogy
—F
Fpy=—%-L =20N 2.43
By L1+ Lo ! ’ ( )

ami megegyezik az el6z6 eredménnyel. Ez a példa mutatja, hogy kéttamasziu tartoknal cél-
szeril két nyomatéki egyenletet felirni a két tdmaszon dthaladd tengelyekre, mert azokban igy
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csak egy-egy ismeretlen marad, ezért megoldasuk kénnyebb. Az igy kapott eredményeket egy
erd egyenstlyi egyenlettel (a példaban (2.38) vagy egy harmadik tengelyre felirt nyomatéki
egyenlettel lehet ellendrizni. Példaul az Fg er6 C tdmadaspontjan athaladé c tengelyre

S"M.=0: —FayLi+FpyLy =30 N-0,4m—20 N-0,6 m = 0. (2.44)

Ha egy erd irdanyitasa ismert, akkor a komponenseinek értelmét is felvehetjiik ennek megfe-
leléen a szabadtest-abran, ahogy a b. dbra szemlélteti. Ekkor az egyenstlyi egyenleteket
is ennek megfeleléen kell felirni, példaul

> Fp=0: [|Fo|cos(p)+ Fpz =0, (2.45)
> F,=0: —|Fq|sin(p)+ Fay + Fp, =0, (2.46)
> My=0: —Fay(L1+ Ls) + |[Fo|sin(p)Ls = 0. (2.47)
Ebbdl természetesen ugyanazok az eredmények adédnak. '

Az el6z6 példat geometriai iton is meg lehet oldani — egy hasonlé példat mar meg-
oldottunk az [1.56] abra kapcsan. Ott lattuk, hogy a feladat visszavezetheté harom erd
egyensulyara, aminek sikbeli erék esetében két feltétele van: az erévektorokbdl adodd vek-
torhdromszog zarodasa folytonos nyilfolyammal, és az, hogy a harom eré hatasvonalai egy
pontban messék egymast.

A vektorharomszog zarédasa a Y. | F; = 0 egyensulyi egyenletnek felel meg, a hatasvo-
nalak metszddése pedig azt garantédlja, hogy a metszésponton athaladé tengelyre mindharom
erovektor nyomatéka nulla.

2.7. Er6 felbontasa harom, vele egy sikba es6 kompo-
nensre

Adott erérendszer eredéjének a meghatarozasa mindig egyértelmiien megtehetd, de a gyakor-
latban a forditott feladat is gyakran el6fordul, amikor egy erét adott iranyt komponensekre
kell bontani. Ez azonban csak megfelel6 feltételek mellett teheté meg. Példaul akkor talal-
kozunk ezzel a probléméval, ha adott egy terhel6 erd, és a kényszerek csak bizonyos iranyi
kényszererdket tudnak biztositani. Ekkor meg kell vizsgalnunk, hogy lehetséges-e az egyen-
suly.

Harom sikbeli eré esetében mar lattunk erre példat, az [1.44] abra kapcsan: egy F ero
csak akkor bonthato fel két adott iranyu komponensre, ha a két adott hatdsvonal az F ha-
tdsvonalan metszédik. Ennek kissé médositott valtozatat lattuk a[2.4]példaban, ahol harom
erd (Fo, F4 és Fp) egyenstlyat vizsgaltuk. A kényszererdket ott harom komponenssel adtuk
meg: F,uy, Fp, és Fp,, azaz az Fp erét tovabb bontottuk. Mivel ezek az erdk egyensulyt
tartanak az Fg erovel, ugy is tekinthetjiik 6ket, mint a —F er6 harom komponensét. Tehat
ez a példa is felfoghat6 gy, hogy egy er6 harom komponensre val6 felbontasat valositottuk
meg.

A kovetkezmény szerint egy er6 felbontasakor az 1j és a régi erérendszer csak akkor
egyenértékii, ha nemcsak az erok vektori osszege egyezik meg a két esetben, hanem a nyoma-
tékuk is. Tehdt ebben a sikbeli esetben is harom egyenlet irhaté fel: 3° F, =0, > F, =0 és
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> M, = 0, valamilyen p tengelyre. Ez a harom egyenlet harom ismeretlen skaldrmennyiség
meghatarozasat teszi lehetévé.

Most altalanosabban is megvizsgaljuk azokat a lehetséges esetet, amikor harom adott
hatasvonali, azonos sikba esé erdre kell felbontani egy adott F erct. Ekkor harom ismeretlen
van: a harom er6 elGjeles nagysaga.

1. Ha a hidrom hatdsvonal egy pontban metszédik, akkor két eset lehetséges, ahogy a
abra mutatja:

2.29. abra. Erd felbontdsa hdarom, egy pontban metsz6dS hatdsvonald erdre:
vagy nem egyértelmii a megoldds (a), vagy nincs megoldés (b)

o Az els6 esetben a kozos metszéspont F hatasvonalara esik. Ekkor a feladat ha-
tarozatlan, tobb megoldasa is lehet. Példaul haromféleképpen is kivalaszthatunk
két hatasvonalat a harombodl, ezutan F egyértelmtien felbonthat6 az adott irdnyu
két komponensre. A a abra azt mutatja, hogy az F er6 a 2-es vagy a 3-as
egyenessel parhuzamosan is levetitheto az 1-es egyenesre. Ez a bizonytalansag ab-
bél ered, hogy a nyomatéki egyenlet ekkor nem ad 1j informéaciot: a kozos ponton
atmend tengelyre mindegyik eronek nulla a nyomatéka.ﬂ

o Ha a kozo6s pont nem esik F hatasvonalara, akkor nem lehet megoldés, mert kdzos
pontban metszodo hatasvonalu erck eredéjének is a kozos ponton kell athaladnia
b dbra). Itt a nyomatéki egyenlet nem teljesiilhet: F-nek nem lehet nulla a
nyomatéka a kozos ponton atmend tengelyre.

2. Ha a harom hatasvonal nem egy pontban metszddik, akkor az alabbi esetek lehetsége-
sek:

o Harom parhuzamos hatasvonal adott, melyeknek nincs kézos metszéspontjuk. Ha
parhuzamosak az F erével a abra), akkor végtelen sok megoldds van, mert
két megfelel6 nagysagt és értelmii parhuzamos erdvel barmilyen hatasvonali és
nagysagu, azokkal parhuzamos eredo erd helyettesithet6. Ahogy a megjegy-
zésben targyaltuk, a két eré nagysagatodl fiigg az ered6 nagysaga, aranyuk pedig
azt hatarozza meg, hogy az eredé hatasvonala hova keriil. Egy harmadik erd
hozzavételével a lehetséges kombinaciok szama végtelen naggya valik.

6 A térbeli esetben, azaz amikor a harom adott hatédsvonal nem esik egy sikba, de egy pontban metszédnek,
és azon a ponton dthalad F hatdsvonala is, a megoldés egyértelmii (lasd fejezet).
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o Ha a parhuzamos hatédsvonalak nem parhuzamosak az F erével, akkor nincs meg-
oldas, mert az er¢ adott iranyokra meroleges Osszetevojét nem lehet igy biztositani

(2.30)/b abra).

(a) (b)

2.30. abra. Er¢ felbontasa harom parhuzamos hatasvonalu erére: vagy nem
egyértelmii a megoldés (a), vagy nincs megoldas (b)

o Ha két adott hatdsvonal parhuzamos egymassal, a harmadik pedig nem, akkor meg
kell vizsgalni, hogy F is parhuzamos-e a két egymassal parhuzamos hatasvonallal.
Ha igen (2.31}/a abra), akkor a harmadik, eltér6 hatdsvonalon csak zérus nagysagu
er6 ébredhet, a két parhuzamos hatasvonalon egyértelmiien felveheté az F-fel
egyenértékit két er6. Ha F nem parhuzamos a felvett hatasvonalakkal b
abra), akkor azt hasznédlhatjuk ki, hogy az F er6nek és a felbontdsaként kapott F1,
F3, F3 er6kbdl allo erérendszernek ugyanakkora nyomatéka kell legyen barmely
tengelyre. Harom ismeretlen nagysagua erct keresiink, melyek harom megfeleléen
valasztott nyomatéki egyenlet alapjan meghatarozhaték. A modszert a és
2.7.2] fejezetekben ismertetjiik részletesen.

(a) (b)

2.31. Abra. Eré felbontdsa harom erdére, melyek kéziil ketté hatdsvonala parhuza-
mos. A megoldas egyértelmii, de az (a) esetben F-fel nem parhuzamos hatdsvonali
er6 nem ébredhet

o Lényegében ugyanezt az eljarast kovethetjik akkor is, ha az adott hatasvonalak
nem parhuzamosak egymassal.
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A szamitasokhoz célszerii a hatasvonalak metszéspontjain — az tgynevezett fo-
pontokon athalad6 tengelyekre felirni a nyomatéki egyenleteket. Az ezen alapuld
megoldast Ritter-féle szamito eljardsnak nevezik.

Szerkesztéssel is megoldhatdak az ilyen problémak. Ezek lényege az, hogy kétta-
maszu tartoként kezeljiik a problémat: két adott hatasvonal metszéspontjat csuk-
l6nak tekintjitk, melyen at kell haladnia a két er6 (példaul Fy és Fy) ereddjének
(F12). Az adott F er6 és a harmadik eré (F3) hatdsvonalan kell keresztiilhaladnia
ennek az Fiy részeredonek is, igy iranya meghatarozhaté. Az ennek megfelel
modszert Culmann-féle szerkesztd eljarasnak nevezik (lasd . fejezet).

2.7.1. Ritter-féle szamité eljaras

Tekintsiik a a abran lathaté elrendezést! Itt az Fq, Fy, F3 erdk hatasvonalai adottak,
ilyen iranyt komponensekre kell felbontani az F erot, azaz keressiik ezeknek az eréknek a
nagysagat.

2.32. abra. Eré felbontdsa harom parhuzamos hatdsvonald erére a Ritter-féle
szamito eljaras alapjan

A megoldas lépései a kovetkezok:

1. A harom hatasvonalon felvessziik a harom keresett erévektort valamilyen iranyitassal.
Ezeknek a vektoroknak az el¢jeles nagysdga lesz a harom keresett ismeretlen. A szami-
tas eredményei alapjan esetlegesen negativra adodé értékek annak felelnek meg, hogy
az adott vektorok irdnyitasa a felvettel ellentétes.

2. A harom adott hatasvonal metszéspontjait jelolje Py, P; és P3! Ezeket az un. fépontokat
érdemes gy jelolni, hogy P legyen az a pont, melyen nem halad at F; hatasvonala,
P; az, melyen nem halad at Fy hatasvonala, a P; pont pedig az, melyen nem halad at
F5 hatasvonala.

3. Célunk nyomatéki egyenletek felirasa a harom foponton dtmend tengelyekre, ezért fel-
vesszilk az abran az F erchoz tartozd ki, ko és k3, valamint a keresett er6khoz tartozo
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dy, dy és d3 er6karokat. Mivel mindegyik keresett eré hatasvonala két metszésponton
halad keresztiil, az er6knek a harom tengely koziil csak egy-egy tengelyre lesz nullatol
kiillonb6zo6 erdkarja.

4. Felirjuk a nyomatékok egyenldségét kifejezo egyenleteket a metszéspontokon atmeno
P1, D2 €s ps tengelyekre:

P1 - —Fkl = Fldb (248)
p2:  —Fhky = Fads, (2.49)
Ps - Fk?3 = F3d3. (250)

Ebbdl a harom egyenletbdl Fy, Fy és F3 meghatarozhato, hiszen mindegyikben csak
egy ismeretlen van:

Ly (2.51)
dy
F
oL Y (2.52)
dy
p = Lk (2.53)
d3

Az eredményekbdl lathatd, hogy F; és Fy a felvettel ellentétes értelmiinek adodik.

Természetesen az egyenletrendszer alakja fligg attél, hogy hogyan vessziik fel az is-
meretlen erévektorokat, és hogy helyezkedik el az F er6 hatasvonala a fopontokhoz
képest.

A modszer akkor is alkalmazhatd, ha van két parhuzamos hatasvonali erd a keresett erok
kozott, mint a b abran.

Ekkor a keresett erck hatasvonalainak csak két metszéspontja van, P, és P, tehat egy
harmadik pontot is kell keresniink, amire felirhatjuk a megfelel6 nyomatéki egyenletet. Cél-
szerll az F ero és valamelyik keresett hatdsvonal metszéspontjat valasztani. Ilyenek példaul
az abran jelolt P3 és P, pontok, de az F és F5 er6 hatasvonalainak metszéspontja is valaszt-
haté. A Py, P, P; valasztassal az alabbi egyenletekre jutunk:

P1: Fk'l = F1d17 (254)
P2 . Fkg = —F2d2, (255)
Ps - 0= —F2d2 - F3d3. (256)

Itt megfigyelheto, hogy a ps tengelyre az F er6 nyomatéka nulla, tehdt az Fy, Fy és Fj
Osszes nyomatékanak is nullanak kell lennie erre tengelyre. Mivel a Ps; ponton csak az F;
hatasvonala megy keresztiil az ismeretlen erék koziil, az utolsoé egyenletben két ismeretlen is
van, de a feladat ettél még megoldhato.

2.21. megjegyzés: Megmutathatd, hogy egy eropar is helyettesitheté harom adott erével.
Az erék nagysiga a Ritter-féle szamitdshoz hasonléan hatarozhaté meg [3]. )
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F,
(a) (d)

2.33. abra. Eré felbontasa harom parhuzamos hatasvonali erére a Culmann-féle
szerkeszté eljaras alapjan. A keresett Fi, Fo, F3 er6knek megfelels 1, 2 illetve 3
szamu hatasvonalak adottak

2.7.2. Culmann-féle szerkeszt6 eljaras

A a abran lathato feladat Culmann-féle szerkesztéssel torténé megoldasat a2.33| dbran
szemléltetjiik.

1. A megoldas els6 1épésében valasztunk egy metszéspontot az adott F erd és a harom
hatasvonal metszéspontjai koziil. A [2.33] abran az 1-es szammal jelolt hatasvonallal
vett M metszéspontot valasztottuk.

2. F = F1 +F2 +F3 mlatt

is teljestil. F — F hatasvonala az F és F; er6k hatasvonalainak M metszéspontjan,
F; + F3 hatasvonala pedig azok N metszéspontjan kell hogy athaladjon.

A egyenlet két oldalan szereplé erck csak akkor egyenértékiiek, ha nemcsak
azonos nagysaguak és iranyuak, hanem azonos hatasvonaliak is, tehat az S = F —
F, = F, + F3 er6 hatasvonaldnak az N és M pontokra kell illeszkednie. Az igy
megszerkesztheté hatasvonalat s jeloli az abran.

3. Az el6z6 gondolamenetbol kévetkezden az S segéderd hatasvonala ismert, igy az ismert
F er6 felbonthat6 az s irdnnyal és az 1 jeldl irannyal parhuzamos Osszetevékre (2.33|/b
abra), azaz megszerkesztheté mind az Fy, mind az S eré.

4. Fy és F3 Osszegének meg kell egyeznie S-sel, tehat az el6z6 1épésben kapott S erot
felbonthatjuk a 2 és 3 irdnyokkal parhuzamos Osszetevikre, azaz Fo-re és Fz-ra (2.33)/c
abra).

5. A véazolt eljaras soran mindharom keresett erévektor kiadddik, melyeket egyiitt a d
abra szemléltet.
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A Culmann-szerkesztés nemcsak egy adott eré komponensekre bontasara hasznalhato,
hanem az egyensily feltételeit biztosité reakciok meghatarozasara is, ha azok hatasvonalai
ismertek.

2.5. példa: Alkalmazzuk a Culmann-féle szerkesztést eqy kéttamaszi tarto reakciderdinek
meghatdrozdsara!

Megoldas:
Hasonlé szerkesztéssel mar taldlkoztunk az|1.56f dbra kapcsan. Most is vizsgaljuk meg ugyan-
azt az F aktiv er6 hatdsa alatt 4116, kéttdmaszu tarténak tekintheté hidmodellt (2.34} abra)!

Szerkezeti abra:

Vektorabrak:
FBz‘
—F,
F, Y
(c) V\

2.34. dbra. Hidra haté reakciéer6k meghatarozasa Culmann-féle szerkesztéssel

Az A alatdmasztasban csak y irdnyt Fa, eré hathat, tehdt annak irdnya ismert. A B
csukléban ébredo reakciderordl csak azt tudjuk, hogy hatdsvonala athalad a B ponton, ezért
azt felbonthatjuk x és y irdnya Osszetevékre. Tehat meg kell taldlni azt a harom, adott
hatdsvonald er6t, melyek egyensilyt tartanak az ismert F erovel.

A feladatot harom er6 egyensulyara vezetjik vissza tgy, hogy a B csukloban ébred6 két
er6komponens helyett az F g erot keressiik — ez felel meg az S segéderének. Harom erd egyen-
stulyahoz az sziikséges, hogy a hatasvonalaik egy pontban metszodjenek. Tehat az Fp erd
hatdsvonaldnak is at kell haladnia az F és F 4 erok altal kijelolt M ponton, igy az a szerkezeti
abra vagy a pontosan megrajzolt, léptékhelyes szabadtest-abra b abra) alapjan megszer-
keszthetd. Ez a hatasvonal felel meg a Culmann-szerkesztésben s-sel jelolt vonalnak. Mivel
most mar ismert mind az F 4, mind az Fp hatdsvonala, a vektorabran megszerkeszthetok
ezek az erék gy, hogy az F erdvel zarddo vektorhdromszoget alkossanak, zarédéd nyilfolyam-
mal c abra). Ezutén felbonthaté az Fp er6 is x és y irdnyd Osszetevékre, ahogy a
vektorabra mutatjam [

"Az 4bran negativ z irdnyba mutaté Fp, erdt tiintettiink fel. Egy ilyen, negativ irdnyt nyilat nem
jelolhetiink az Fp, skalar koordinataval, de az F g, vektorral valé jel6lés nem okoz ellentmondast.
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A Culmann-szerkesztés alkalmazdsara egy tovabbi példat mutat a [£.18 dbra.
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3. fejezet

Térbeli erorendszerek eredoje és
egyensulya

3.1. Er6 pontra szamitott nyomatéka

Ebben a fejezetben azokra az esetre is kiterjesztjitk a nyomaték fogalmat, amikor nincs
korlatozva, hogy milyen iranyu tengely koriil tud a merev test elfordulniﬂ

(b)

3.1. abra. Az O pontra szamitott nyomaték szarmaztatasa az My tengelyre szami-
tott nyomaték fogalmabdl kiindulva, amikor F hatdsvonala a tengelyre meréleges
(a): térben, (b): az F er6 és az rop vektor dltal kijelélt sikon

A fejezetben a tengelyre szamitott nyomaték tulajdonsagainak vizsgalata soran fel-
tételeztiik, hogy a vizsgalt F er6 hatasvonala a tengelyre merdleges sikban talalhato, ahogy
a [3.1] abra mutatjaf| Jelélje O azt a pontot, ahol a tengely metszi az adott P tdmadas-
pontu erd hatasvonalanak sikjat! Ekkor az erd tengelyre szamitott M, nyomatékanak
fejezetben megismert alabbi tulajdonsigai az rop vektor segitségével is kifejezhetok:

LAz ebben a fejezetben leirtak megfelel értelmezéséhez sziikséges a vektorok koézott értelmezett skaldris
és vektorialis szorzat fogalménak ismerete. Ezeknek a miiveleteknek a legfontosabb tulajdonsigait a [8.1
fuggelék targyalja.

2 Azért ezt az esetet néztiik, mert belattuk, hogy a tengellyel pdrhuzamos hatdsvonald erének nincs forgaté
hatésa az adott tengely koril.
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Tengelyre szamitott nyomaték tulajdon- A tulajdonsdgok kifejezve az rop vek-
sagai torral
1. | Iranya parhuzamos a tengellyel <> Merdleges az rpop vektor és az F er6

hatasvonala éaltal kifeszitett sikra
2. | Nagysdga F'd, ahol d az er6 hatdsvona- <> Nagysaga M; = Fd = |F||rop|sin(y),

lanak és a tengelynek a tavolsaga. ahol p az F és rpp vektorok altal bezart
SZ0g.
3. | Ertelme a jobbkéz-szabaly szerinti. <> Ertelme meghatarozhat6 egy vektoria-

lis szorzatnak megfelelen.

A felsorolt tulajdonsagok alapjan a tengelyre szamitott nyomatékvektor az alabbi vekto-
ralis szorzat segitségével is szamithato (lasd definici6) f

Mt =Top X F. (31)

A vektorialis szorzatrol ugyanis ismert, hogy az eredménytl kapott vektor meréleges mind-
két szorzdtényezére, értelme a jobbkéz-szabaly szerint hatarozhatd meg, tovabba |M;| =
lrop||F|sin(p). Nagyon fontos, hogy a egyenlet jobb oldaldn nincs kozvetleniil megad-
va a t tengely irdnya, az M; nyomaték iranya kiadodik a vektoridlis szorzatbol.

Hétkoznapi tapasztalataink szerint ha adott egy tengely, és az erének van a tengellyel
parhuzamos komponense is (de hatdsvonala nem esik egybe a tengellyel), akkor az er6 forgaté
hatasa a tengelyt is megprobélja elforditani. Ebbdl kiindulva, most megforditjuk az elébbi
gondolatmenetet: egy adott ponthoz azt a rajta dthalado tengelyt keressiik, amit az adott
erd nyomatéka nem forditana el. Tehat tételezziik fel, hogy a t tengely nem adott, viszont a
vizsgalt test O pontja rogzitett! A feladatunk az, hogy az O pont, az F erévektor, és annak
P tamadaspontja ismeretében taldljuk meg a forgaté hatdshoz rendelheto tengely iranyat,
valamint az azt jellemz6 nyomaték nagysagat és értelmét.

A tengelyre szamitott nyomaték tulajdonsagaibdl kiindulva, a keresett tengely nyilvan az
F és rop vektorok altal kifeszitett sikra merdleges kell legyen, és meg kell egyeznie a
képlettel adott nyomatékkal. Ez alapjan definialhatjuk az eré pontra szamitott nyomatékat:

3.1. definicié. Egy F erd O pontra szamitott nyomatéka
MO =Top X F, (32)
ahol rop az O pontbol az F eré P tdmaddspontjiba mutato helyvektor. [ )

A definiciobol kovetkezik, hogy ha a. abran lathaté eredeti er6hoz (amit most F, jelol)
hozzaadunk egy tengellyel parhuzamos F) er6t, akkor az ered6 F eré O pontra szamitott
My nyomatéka az rop és F vektorok, valamint az O pont altal meghatarozott haromszog
sikjara merdleges lesz, ahogy a [3.2] dbra mutatja.

A vektoridlis szorzat tulajdonsagai miatt a nyomatékvektor az rop és F vektorok sikjara
merdleges, tovabba az rop, F és M vektorok jobbsodrasu rendszert alkotnak — azaz teljesiil

a jobbkéz-szabaly (lasd abra). Emellett az is teljestl, hogy

MO:rOP XF:—FXI'OP:FXI’po. (33)

3Ezt azért nevezhetjiik tengelyre szamitott nyomatéknak, mert feltételezziik, hogy a P tdmadasponti
er6 hatasvonala a tengelyre meréleges, és a tengely O pontjat metszd sikban helyezkedik el. Ilyen feltételek
mellett a ¢ tengely irdnya és térbeli elhelyezkedése meghatirozhato az rop vektor és az F er6 ismeretében.
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3.2. abra. Az O pontra szamitott nyomaték a t tengellyel parhuzamos eré forgaté
hatasat is figyelembe veszi

3.3. dbra. (a): A pontra szamitott nyomatékot az rop helyvektor és az F vektor
hatarozza meg. Ezen az abran a P pontban tamado F eré az egyetlen terhelés, Mo
csak ennek az erének az O pontra szamitott nyomatéka (b): Erépar nyomatéka is
szamithato a vektorialis szorzaton alapulé képlet alapjan

Matematikabdl ismert, hogy parhuzamos vektorok vektoridlis szorzata nulla. Ebbol ko-
vetkezik, hogy az O pontra szamitott nyomaték kiszamitdsa soran a helyvektor az F er6 ha-
tasvonalanak bdrmelyik () pontjdba mutathat az O pontbdl. Ennek bizonyitasdhoz bontsuk
fel az rop vektort egy F-fel parhuzamos rgp és egy F-fel nem parhuzamos rog komponensre,
ahogy a a abra mutatja! Mivel rgp és F parhuzamosak,

MO:I‘OPXFZFOQXF+PQPXFZPOQXF. (34)

Erdpdr nyomatéka is szarmaztathaté a pontra szamitott nyomaték definicidja alapjan.
A b abra jeloléseivel

M=rpopxF+ rog X (—F) = (rOP — I‘OQ) xF = rop X F. (35)

Az eredménytil kapott M nyomatékvektor mér fiiggetlen az O pont valasztasatol, és a vek-
toridlis szorzat tulajdonsigai miatt merdleges az eropar sikjara, nagysaga pedig

M = Fd, (3.6)
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a korabbi definicionak megfelelGen.

A nyomatékrol korabban belattuk, hogy szabad vektor, azaz a merev test barmelyik
pontjéba athelyezhetjiik, hatdsa nem valtozik. Tehdt nincs ellentmondés a 3.1}, [3.2] és[3.3
abrak kozott: az Mo nyomatékot berajzolhatjuk az O pontba, az O ponton athaladé tengely
valamelyik pontjaba, vagy éppen az F er6 tamadaspontjaba is. Indexe nem a nyomatékvektor
helyét jellemzi, hanem azt, hogy az erd melyik pontra vett nyomatékarél van sz6 — tehat az
er6 tamadaspontjanak a térbeli elhelyezkedésérol tartalmaz informaciot.

A [B1] fejezetben lefrtaknak megfelelden, a vektoridlis szorzat szdmitdsa megtehetd egy
un. determinans kifejtésével:

M, i j k
MO = My =Trop X F = x Yy z (37)
M, F, F, F.
y oz r oz r oy ybs =21,
—j .y Tk — | 2F, —2F, |. (3.8)
L I L L I s

A 2 x 2 méreti Un. aldeterminansok szamitdsa soran ugy kell eljarni, hogy a bal felsé elemet
megszorozzuk a jobb alsé elemmel (példdul az i vektorral parhuzamos, x komponens szami-
tasa soran ebbél yF, adodik), majd ebbél kivonjuk a jobb fels6 és bal alsé elem szorzatat (a
példaban zF,). Kiilon oda kell figyelni az y irdnyt komponens szamitasara, mert abban az
esetben negativ elGjellel kell figyelembe venni a szamitott aldeterminans értékét.

Mas felirasi méd is alkalmazhato:

T F, yF, — 2F,
My =rop xF = |y| x |F,| = |2F, —2F,]|. (3.9)
z F, ol —yF,

Ebben az esetben az x komponens szamitasakor letakarjuk mindkét vektor elsé elemét,
majd formélisan ugyantugy végezziik a szorzast, mint az aldetermindnsnal: a bal felsé elemet
szorozzuk a jobb alséval, és abbdl kivonjuk a mésik két elem szorzatat: yF, — zF,. Az y
komponens szamitasakor a kozépso elemeket takarjuk le, és most gy vessziik figyelembe az
ehhez az esethez tartozd negativ elGjelet, hogy a el6szor a jobb fels6 elemet szorozzuk a bal
alsoval, és abbodl vonjuk ki a masik két elem szorzatat: zF, — xF,. Végiil, a z komponens
szamitasakor a két vektor utolsé elemét takarjuk le, és megint a bal fels6 és jobb alsd elemek
szorzatabol vonjuk ki a mésik két elem szorzatat: = F, — yF.

Hogy a nyomaték tényleg vektor, azt az biztositja, hogy két vektor vektoridlis szorzata-
val definialtuk. Tehat két nyomatékvektor vektori dsszege a paralelogrammaszabaly szerint
szamithato. Ebbol kovetkezden a nyomatékvektor komponensekre is felbonthato, melyek a
nyomatékvektor elGjeles vetiiletei az egyes tengelyekre. Ennek a gondolatnak a megfordi-
tasabol pedig az kovetkezik, hogy két, merev testre hatd eropar ereddje egy olyan erdpar,
aminek a nyomatéka a két eropar nyomatékanak vektori dsszege.

3.22. megjegyzés: A megjegyzés kapcsan lattuk, hogy az egy sikba es6 erdéparok
nyomatékainak Osszege fizikailag is ugyanazt a hatast fejti ki, mint az egyszerre miik6dé két
er6par. Ezt a problémat nem parhuzamos sikt eréparok esetében is vissza tudjuk vezetni a
statika alapelveire, a abranak megfelelGen.
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Korabban lattuk, hogy két erépar helyettesitheto két-két egymashoz képest ugyanakkora
tavolsidgban tdmadd erével. Legyenek ezek +F; és +£F5! Mindkét erépar elforgathato a
sikjaban és tetszdleges mdédon el is tolhatd a térben, ezért példdul a +F; erépar erdinek
tdmaddaspontjait eltolhatjuk az eréparok sikjainak metszésvonalaba. A maésik eréparbol Fo
tamadaspontja F1 metszésvonalon 1év tamadaspontjaba tolhatd, —F9 tdmadaspontjit pedig
agy hozhatjuk fedésbe —F; tamadaspontjaval, hogy megvaltoztatjuk a £F9 erépar erékarjat
— de ekkor az erék nagysagat is meg kell valtoztatni, +Fy-re, igy, hogy a nyomaték nagysiga
ne valtozzon. Ezzel az eljarassal az eredeti eroparok helyettesitheték olyan, azonos nyomatékt
er6parokkal, melyek tamadaspontjai parosaval azonos pontokba keriilnek, azaz vissza lehet
vezetni a probléméat két-két azonos tdmadasponta erd Osszegére. Az erék a statika alapelvei
szerint vektoridlisan Osszegezheték, eredményiil pedig egy djabb erépart kapunk, aminek
a nyomatéka — a vektoridlis szorzds tulajdonsagaibol kovetkezben — az eredeti nyomatékok
vektori Osszege.

3.4. dbra. Az (1)-es sikban 1év6 F1, —F; és a (2)-es sikban 1évS Fa, —F4 eréparok
Osszegzésének visszavezetése erCk Gsszegzésére az erbparok elforgatasaval, az erék
hatasvonal menti eltolasaval, illetve az erGkar és az erGk nagysaganak megfelelé
valtoztatasaval

3.2. Kapcsolat a pontra és tengelyre szamitott nyoma-
tékok kozott

A B2 dbra szerint a pontra és tengelyre szdmitott nyomatékok kozott az alabbi kapcsolat
irhato fel:

Mt =Top X FJ_, (310)
Moy =rop x F =rpp X (FJ_—l-F”)EMt—FI‘OPXF”. (3.11)

Mivel F parhuzamos a ¢ tengellyel, a vektorialis szorzas tulajdonsagai miatt rop x F|
mindenképpen merdéleges lesz a tengelyre, azaz az M; nyomatékra is. Tehat a fenti képlet
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szerint az M nyomaték két egymasra meroleges komponensre bonthatd, melyek koziil az
egyik az M, tengelyre szamitott nyomaték.

Ezek szerint a tengelyre szamitott nyomaték vektora . fejezet) ugy értelmezhets, mint
a pontra szamitott nyomaték adott tengely iranyt komponense . abra).

Q € M,

3.5. abra. Kapcsolat a pontra és tengelyre szamitott nyomatékok kézott. My
elGjele attdl fiigg, hogy milyen iranyban vessziik fel a tengely egységnyi hosszi ey
iranyvektorat

Hogy el6jelhelyesen megkaphassuk a tengelyre szamitott nyomatékot, be szoktak vezetni
egy e, egységvektort a ¢ tengely irdnydval parhuzamosan. Tehét |e;] = 1, és e; a tengely
egységnyi hosszu irdnyvektora.

A tengelyre szamitott nyomaték értékét az e; iranyvektor és az Mo nyomatékvektor
irdnya altal bezart ¥ szog segitségével szamithatjuk ki, az képlethez hasonlé médon:

M, = |Mp| cos(19). (3.12)

Tehat M, lehet pozitiv is, negativ is, ahogy a (3.5l abra szemlélteti. Ha a tengely merdleges
a nyomatékvektor irdanyara, akkor M; zérus, abban az irdnyban nincs forgatd hatas.

A szamitésok elvégzését segiti, ha a osszefiiggés helyett skalaris szorzast (lasd
definici6) alkalmazunk. A skaldris szorzat definicidja szerint ugyanis |e;| = 1 figyelembevé-

telével
M; = Mp - e; = |Mol|et| cos(¥) = [Mop| cos(9), (3.13)

ami megegyezik a képlettel.

Ha az Mo = [M, M, M,]" nyomaték és az e, = [e, e, e,]" egységvektor koordindtai adot-
tak, akkor a skalaris szorzat eredményét az egymasnak megfelel6 koordinatak szorzatainak
Osszegzésével kapjuk meg:

M, = Me, + Mye, + M.e.. (3.14)

A skaléris szorzat eredménye a skalar értéki M; nyomaték, de ebbdl képezhetjik a ten-
gelyre szamitott nyomaték M, vektorat is az e; egységvektorral vald szorzassal, a (2.15))

képlethez hasonloan:
Mt = Mtet. (315)

Ha M; pozitiv, akkor M; az egységvektorral egyezd értelmii, ha negativ, akkor pedig azzal
ellentétes, a (3.5 abranak megfelelen.
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3.3. Térbeli erorendszer redukalasa

A 2.4 és 2.5 fejezetekben léttuk, hogy egy tetszdleges sikbeli erérendszer helyettesithe-
t0 egyetlen erdvel vagy egyetlen er6parral. Ezt az eljarast, mikor az erdérendszert a lehetd
legegyszeriibb erérendszerrel helyettesitjik, redukdldsnak nevezziik. A redukalas térbeli ero-
rendszerek esetében is elvégezhetd. Ennek soran ugyanazokat a lépéseket kell végrehajtani,
mint a sikbeli esetben.

Tegyiik fel, hogy a vizsgalt merev testet egy Fi, Fy, ..., F, koncentralt er¢kbol és
M, M, ..., M,, koncentralt er6parokbol all6 erérendszer terheli! A koncentrélt eréparok
nyomatékvektorai szabad vektorok, ezért azok helyettesitheték vektori 6sszegiikkel:

M=3 M, (3.16)

=1

A koncentralt eroket is helyettesithetjiik egy ered6 erével. Sikbeli erérendszereknél ehhez
meghatarozhatjuk két kivalasztott erdé hatdsvonalainak metszéspontjat és az ott tdmadod
részeredot, majd ezt a részeredot Osszegezhetjilk a kovetkezo erével, igy fokozatosan meg-
kaphatjuk az ered6 erét és a hozza tartozé tamadaspontot (lasd abra). Térbeli erérend-
szereknél a koncentralt erék hatasvonalainak nem mindig van metszéspontja, tehat ezzel a
modszerrel nem tudjuk visszavezetni a problémat kozos tamadaspontt erck osszegzésére.

Ha az eréket azonos tamadaspontba tudnank athelyezni, akkor itt is hasznalhatnank a
sikbeli esetre a[2.20, abran bemutatott modszert az eredé meghatarozaséra.

Az erd athelyezése térbeli esetben is megtehetd, a [3.6] abran illusztralt gondolatmenet
szerint: legyen adott egy F er6 a P tamadéaspontban! Ezt az er6t at szeretnénk helyezni a test
egy O pontjaba, de ugy, hogy a hatdsa ne valtozzon meg. Az erd athelyezése az erd forgatd

3.6. abra. Eré tamadaspontjanak athelyezése térben

hatasat valtoztatja meg, hiszen a P-ben tamadé eréonek Mo = rop X F az O-ra szamitott
nyomatéka, az O-ba helyezett eronek pedig nulla. Ezt a forgatéd hatast kompenzalva a P
pontban tdmado F er6 helyettesitheté egy O pontban tamado erével és egy Mo =rop X F
nyomatéku koncentralt eroparral.

Tehat ha egy Fi, Fa, ..., F, koncentralt er6kbdl és My, M,, ..., M,, koncentralt
eroparokbol allo erérendszer terheli a vizsgalt merev testet, akkor a koncentralt erék ezzel a
modszerrel eltolhatdk egy tetszdlegesen valasztott kozos tdmadéaspontba, amit a[3.7] abran A
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3.7. Abra. Erdérendszer redukalasa térben

jelol. A kozos tamadasponti erok mar vektorként Osszegezhetdk, tehat az eredeti erérendszer
helyettesitheto

az A ponton dthaladé hatdsvonalt F = F; er6vel és (3.17)
i=1
aszabad My =) M;+> r; xF; erdparral,
=1 i=1

ahol r; = [z; y; zi]7 az A pontbdl az F; er6 hatdsvonaldnak barmely pontjahoz (lasd
egyenlet) hizott vektor, ési=1,... n.

A képlettel megadott két vektort Osszefoglaléan az eredeti erérendszer A pontbeli
ereddjének vagy A-pontbeli redukdlt erérendszerének is nevezik. Ez az erOrendszer statika-
tlag eqyenértéki az eredeti erorendszerrel. Itt a ,statikai” sz6 arra utal, hogy csak merev
testre hatd erdrendszer esetében egyezik meg az eredeti és a redukalt erérendszer hatasa.
Deformalhaté testre hatd erd és nyomaték egyarant a tamadaspontjahoz kotott, ezért csak
statikai szamitasokhoz — példaul a reakciderok szamitasahoz — hasznalhaté a redukcio.

Az ered6 vektorait megadd fenti képleteket sikbeli erdrendszerek esetében is alkalmazhat-
juk. Ha az Osszes eré hatasvonala egy sikba esik, akkor célszerii felvenni az xy sikot ezzel
a sikkal parhuzamosan. Ilyenkor csak z irdnyd nyomaték ébredhet, ezért ekkor a sikbeli
erorendszer helyettesitheto egy

F rF
F=| 7= |&=1" 3.18
HRER 28
erovel, és egy
0 0 0
My=1|0|= 0 = 0 (3.19)

Mz E?:l sz + (Z?:l r; X Fz)z Z;nzl sz + Z;‘l:l(xi}?iy - ?/zez)

nyomatékkal. Itt kihasznaltuk, hogy a (3.9)) egyenlet szerint a vektorialis szorzatbdl szarmazé
tag kifejezhetd a helyvektorok és az erévektorok megfelel6 koordinataival.

3.1. példa: A [3.§ dbrdn ldthatd kilincsre az A pontban tdmads F koncentrdlt erd és a
kilincsben 1évéd rugobol szarmazo M nyomatéki koncentrdlt erdpdr hat. A kilincset z iranyban
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lefelé kell nyomni a zdrszerkezet nyitisihoz, és egyuttal y irdnyban is erdt kell kifejteni az
ajté kinyitisihoz. A walosdgban — példdul mikor nem pontosan szemben dllunk az ajtéval
— x irdnyu erdt is kifejtink. Redukdljuk az erérendszert a kilincs tengelyébe esé O pontba,
és hatdrozzuk meg az Mo nyomaték ¥ erdvel parhuzamos tengelyre szamitott komponensét,
azaz a t tengelyre szamitott nyomatékot!
Adatok: roa = [-0,07 0,045 0,01]" m, F=1[1 3 -10' N, M =1[0 0,1 0] Nm.

z

“1 b iy
Pan (b) | gt

3.8. abra. Kilincsre hato erérendszer az ajto kinyitasakor

Megoldas:
A vizsglt erérendszer most csak egyetlen koncentralt erébdl és egy koncentralt eréparbol all,

azaz a (3.17) egyenletben n =1 és m = 1. Az adatok felhasznalasaval

1
F=|3|N, (3.20)
-10
(M, [F.ry — Fyrs -0,48
Mo =M+roa xF= | M| + |Fyr, — Fory | = | -0,59 | Nm. (3.21)
M.|  |Fyre — Fyry -0,255

Az F eré és a t tengely irdnyat megado egységvektor
I P
€ = T2 ~ )
F -0,953

(3.22)

Ezt a vektort skaldrisan szorozva az Mo nyomatékkal, megkapjuk a t tengelyre szdmitott
nyomaték skalaris értékét. Egy tovabbi e;-vel vald szorzassal pedig vektorként is felirhatjuk

ezt a nyomatékot:
0,095 0,0027
M, =My - e; =~ [-0,48 -0,59 -0,255] | 0,286 | ~ 0,0286 Nm, M, = M;e; ~ | 0,0082 | Nm.
-0,953 -0,0273
(3.23)

)
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3.4. Vektorkettosok

Az el6z6 levezetések szerint egy merev testre haté erérendszer hatasdanak megadésiahoz a
kovetkezd adatok kellenek: egy kivalasztott referenciapont (pl. A) helye, az F vektor hdrom
skalarkomponense, és az M 4 vektor harom skalarkomponense. Ezeket az informécidkat az

[F; MA]A (324)

statikai vektorkettossel szoktak tomoren megadni. A vektorkettés formélisan csak azt jelenti,
hogy az erd és a nyomaték vektorat egymas mellé irjuk, és egy kapcsos zardjelen kiviili
index utal a képzeletben eltolt F er6 tamadaspontjara. Azért szitkséges megadni ezt a kiils6
indexet az M 4 nyomaték indexe mellett, mert igy akkor is lathato, milyen pontra vonatkozik
a vektorkettOs, ha az erd és a nyomaték helyébe szamértékekkel megadott vektorokat irunk.

3.9. dbra. A statikai vektorkettSs redukalasa [A54)

A (3.17) képletbél kovetkezik, hogy az F és M4 vektorok helyettesitheték egy B ponton

Atmend hatédsvonali F erdvel és az
MB:MA+YBAXFEMA+FXFAB (325)

nyomatékkal . abra). Tehat Mp két masik vektor eredéjeként foghaté fel: az egyik a
szabad M 4 nyomaték, a mésik pedig az A ponton atmend hatasvonalt F er6 nyomatéka.
Igy az [F; M) vektorkettést helyettesithetjitk az [F; Mp|p vektorkettéssel.

Minden olyan vektor-part vektorkettsnek neveziink, melyre ugyanez a redukéalasi szabaly
alkalmazhato. A mechanikdban szamos esetben taldlkozhatunk vektorkettosokkel. Példaul
a szogsebesség és a sebesség vektorai szintén vektorkettost alkotnak, a kinematikai vektor-
kettOst: [w;vala. A killonbozd fizikai mennyiségeket megadd vektorokra kiilon-kiilon meg
kell vizsgalni, hogy vektorkettost alkotnak-e egy masik vektorral. Szamos levezetés esetében
tamaszkodhatunk a vektorkett6sok kiilonféle tulajdonsagaira, példaul az alabbi tételre:

3.2. tétel. A statikai vektorkettds két vektordnak skaldaris szorzata invaridns, azaz értéke
fiiggetlen a redukdlds pontjdtol.

Bizonyitas:
A (3.25)) képlet szerint tetszOleges A és B pontok esetében

[F;MB]B:[F;MA-I-I'BA XF]B. (326)
A két vektor skaldris szorzata

F'MB:F-(MA—I—I‘BAXF):F-MA—i-F-(I‘BAXF). (3.27)
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Mivel a vektoridlis szorzés tulajdonsagai miatt rgpa xF L F, és a skalaris szorzas tulajdonsagai
miatt merdleges vektorok skalaris szorzata nulla, F - (rpa x F) = 0. Tehét

F-Mp=F My (3.28)
IS

3.5. A statika alaptétele

Az eddigi levezetésekbol kovetkezik, hogy egyensiilyi erorendszer esetében a statikai vektor-
kett&s mindkét vektora nulla. A (3.25]) képlet szerint ekkor barmilyen mas pontra torténé
redukdlas is nullvektorokat eredményez.

3.23. megjegyzés: Mivel az erOpar két parhuzamos koncentralt erével egyenértékii, egy
merev testre haté erérendszer hdrom erdvel helyettesithetd. Ezek a [£] alapelv szerint csak
akkor lehetnek egyensiilyban, ha hatdsvonalaik egy sikba esnek. Sikbeli erérendszer viszont
a fejezet szerint vagy egy darab erével (azaz egy [F;0]p alaki vektorkettdssel), vagy egy
darab erépérral (tehét egy [0; Mp|p alakt vektorkett&ssel) egyenértékii. Sem egy darab erd,
sem egy darab erdpar nem alkothat egyensilyi erdrendszert (lasd kovetkezmény és
alapelv), tehat egyensilyban a vektorkettés mindkét vektora nullvektor kell legyen. &

Az egyensuly vizsgalata kozponti jelent6ségli a statikdban, ezért az aldbbi tételt a statika
alaptételének nevezziik:

3.3. tétel. A statika alaptétele: a merev testekre hatoé erérendszerek hatdsdt egyértelmi-
en jellemzi vektorkettdsik. Egyensilyi erérendszer esetében eqy tetszoleges pontra szamitott
statikai vektorkettos vektorai nullvektorok:

[F; Ma]a = [0;0]4. (3.29)
[ )

A statika nagy része felépithet6 lenne ebbol az alaptételbdl kiindulva, a vektorkettosben
szereplo vektorok képzésének képlettel megadott modja ismeretében. Ebbol a tételbdl
kovetkezik az [I] szuperpozicié elv, a két illetve harom eré egyenstlyara vonatkozo [2] és [4]
elvek, az egyensiilyi erorendszer hozzavételérdl és elvételérol szolo |3.| alapelv, valamint az
erOparok egyenértékiiségét kifejezo [7] alapelv is.

Azonban a tétel csupan az erérendszerekrol fogalmaz meg egy allitast, ezért a
valodi szerkezetek modellezésének kérdéseit — példaul hogy kiilonféle kapcsolatokat milyen
kényszererok segitségével lehet targyalni — ettol fliggetleniil kell tisztazni a statika alkalmaza-
sahoz. Ennek megfeleléen a testek kozotti kolesonhatasokkal foglalkozé |5.| alapelv (Newton
3. torvénye) és a helyettesithet6ség vagy megmerevithetdség elve alapelv) tulmutat a
statika alaptételén, ezek abbol nem koévetkeznek.

A statika alaptétele szerint ha egy erérendszer [F; M 4|4 statikai vektorkettésében nem
nullvektorok szerepelnek, akkor az egyensuly biztositasihoz egy A pontban tdmado —F er6t
és egy —M 4 nyomatéku erépart (vagy egy ezekkel egyenértékii erérendszert) kell hozzdvenni
az eredeti erérendszerhez.
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3.2. példa: Hatdrozzuk meg, hogy milyen erérendszernek kell még hatnia a példaban
tdrgyalt kilincsre, hogy egqyensilyban legyen!

Megoldas:
A kilincs lenyoméasabdl szarmazé ero és a rugd nyomatéka az alabbi vektorokkal adhaté meg:

1 0,48 1 -0,48
F=|3|N, Mp=|[-059|Nm = [F;Moplo=||3|N;[-059]|Nm| . (3.30)
-10 -0,255 -10 -0,255

o

Az egyensilyhoz az alabbi erét és nyomatékot kell még hozzévenni az eredeti erérendszerhez:

~1 0,48
F' = |-3|N, M), =059 | Nm (3.31)
10 0,255 A

3.6. Erorendszerek osztalyozasa vektorkettosiik alapjan

A 2.4 fejezetben lattuk, hogy sikbeli erérendszerek egyenértékiien helyettesithet6k egyetlen
koncentralt er6parral vagy egy koncentralt erével. Tehat ha egy tetszoleges pontra meghata-
rozzuk a vektorkettost, az sikbeli erorendszerek esetében altalaban tovabb egyszertisitheto.

Ebben a fejezetben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy térbeli erorendszerek esetében
hogyan lehet megtalalni a legegyszeriibb alaki vektorkettost, a referenciapont megfelel6 meg-
valasztasaval. A vektorkettosok hasznalata lehetéséget biztosit kiillonféle mechanikai hatasok
vagy allapotok tomor jelolésére és egységes eljarast ad a mas referenciapontokba torténd re-
dukciora. Ennek az a jelentosége, hogy akarmilyen fizikai mennyiségekre vonatkozik is a
vektorkettds, mindig ugyantgy lehet megtaldlni a leheto legegyszertibb alakjat.

A kovetkez6kben megvizsgaljuk, hogy ha egy erérendszert egy [F;Mala vektorkettos
jellemez, akkor milyen lehetoségek vannak az erérendszer tovabbi egyszeriisitésére. A
tétel alapjan két fontos esetet kiilonboztetiink meg, attél fliggden, hogy F-My = 0 teljesiil-e
vagy sem. Ennek a skalaris szorzatnak az értéke minden pontban ugyanakkora, ezért magat
az erérendszert jellemzi, a redukalas A pontjatél fiiggetlen.

I. F-M, = 0. A skalaris szorzat tulajdonsidgai miatt ez az eset akkor fordulhat eld, ha
valamelyik vektor nullvektor, vagy ha a két vektor merdleges egymasra.

(a) F =0 ¢és My = 0: ez az egyensily esete, ami tovabb nem egyszertisithetd.

(b) F =0, de M4 # 0. Ebben az esetben a legegyszeriibb eredé egyetlen erdpdr,
mely szabadon eltolhatd a test barmely pontjaba, amire az erérendszer hat.

(¢c) My =0,deF # 0. Ekkor az eredd egyetlen F erd — ezzel az esettel taldlkoztunk
a 2.4 fejezetben. Az eredd erd hatdsvonaldt — mely az A ponton halad keresztiil
— centralis eqyenesnek nevezzik.
A centralis egyenes barmely pontjaba is redukaljuk az [F;Mu]a vektorkettést,
a nyomatékvektor mindig nulla marad, hiszen példaul egy C' pontot vilasztva
roa || F miatt Mg = M +roq x F = My = 0. Ez annak felel meg, hogy az eré
a hatdsvonala mentén eltolhat6 (3.10] dbra).
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3.10. abra. Egyetlen erébdl 4ll6 erdrendszer redukélasa a hatasvonal A pontjabdl
a hatasvonal C' pontjaba

(d) F-M4 =0,deF # 0és M4 # 0. Ez csak akkor fordulhat el6, ha F | M 4. Ennek

specidlis esete a [2.4] fejezetben targyalt sikbeli erérendszer, és ahhoz hasonléan
targyalhaté: a legegyszeriibb eredé most is egyetlen koncentralt ers. Egy masik
lehetséges eset, amikor nem egy sikba es6 hatdsvonali, de parhuzamos erékbdl
all6 erérendszert vizsgdlunk. Ezzel az esettel kiilon foglalkozunk majd a [3.7]
fejezetben.
A[B.10] &brén lathaté médon F L My esetén mindig lehet taldlni olyan P pontot,
ami az A ponttél ¢ = My /F tavolsdgban van, az M4 és F vektorokra egyarant
merdleges iranyban, és amelybe redukalt vektorkettds alakja [F;0]p. A centralis
egyenes most a P ponton megy keresztiil.

! .
centralis egyenes

3.11. dbra. A centrélis egyenes helyének meghatdarozasa F | M 4 esetében [A55]

Osszefoglalva az eddigieket, megallapithatjuk, hogy ha F-M 4 = 0, akkor az erérendszer
vagy egyensilyi, vagy egyetlen egy erével vagy eroparral helyettesitheto.

II. F-M, # 0. Ekkor egyik vektor sem lehet zérus, és nem is merdlegesek egymadsra.
Tehat az A pontra szamitott M4 nyomaték felbonthato egy F erdvel parhuzamos és
egy arra merdleges Osszetevore:

MA:MAH“FMAJ_. (3.32)
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Az el6z6 pontban irtak szerint talalhat6 olyan P pont, melybe redukalva a vektorket-
tost, a nyomaték erére meroleges komponense eltiintetheto, és csak az erével parhuza-
mos komponense marad meg:

[F;Mplp = [F; My p. (3.33)

A P pontba redukalt vektorkett&ssel jellemzett erérendszert — mely egy er6bdl és egy
vele parhuzamos eréparbol all — erdcsavarnak nevezzik. Az erdcsavar tovabb mar nem
egyszerisithet6. A P ponton athaladd, az F erével parhuzamos egyenest ebben az
esetben is centrélis egyenesnek nevezik (lasd abra).

A P pont helyének meghatarozasat megkonnyiti az alabbi tétel:

3.4. tétel. Ha egy merev testre hato erdorendszer vektorkettosében szereplo F ero nem
nulla, akkor mindig vdlaszthato végtelen sok olyan P pont a testen, melyekbe redukdlva
az erérendszert, az Mp nyomaték nulla vagy pdarhuzamos az F erével. Az ilyen tu-
lajdonsagu pontok eqy F-fel parhuzamos egyenesen, a centralis egyenesen helyezkednek
el. A centrilis egyenesnek a merev test eqy A pontjahoz legkdzelebbi P pontja az A-n
atmeno, F-re meroleges sikban helyezkedik el, és helye a kovetkezd vektorral adhato
meg:

FxM A
rap = 2 (3.34)
T
centralis egyenes
3.12. dbra. A legegyszeriibb vektorkettés meghatarozasa. A centralis egyenes P
pontjat az A ponton dthaladd, F-re merdleges sikon keressiik [A56]
Bizonyitas:
A vektorkett6sok redukcidjaval kapesolatban levezetett
Mp=My+rps xF=M4y+F Xrup (3.35)

formulat balrél vektoriadlisan szorozva az F vektorral, a keresett P pontot jellemzo
Mp || F vagy Mp = 0 feltételek miatt (mindkét esetben F x Mp = 0) azt kapjuk,

hogy
0=FxMy+Fx(Fxrap).
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A [B6] kifejtési tétel segitségével a jobb oldal atirhato:
0=F xMy+F(rap-F)—rspF> (3.36)

Ahogy a abra is mutatja, a P pontot az A ponton dtmend, F-ra merdleges sikban
keressiik (trividlis, hogy {gy taldlhaté meg a centrélis egyenes A-hoz legkozelebbi pont-
ja), ezért rap L F. Kovetkezésképpen a jobb oldal masodik tagjaban szerepld skaldris
szorzat eredménye nulla, igy a képletbdl kifejezhetd a keresett r 4 p vektor, a tétel
allitasdnak megfelelGen. [

3.1. kévetkezmény. A tételben szerepld P pontra szamitott nyomatékot kifejez-
hetjik, ha a egyenletbe behelyettesitjiik az r ap vektorra kapott képletet, és
kihaszndljuk o [8.6] kifejtési tételt:

F x Myu 1 1 1

Ha F 1L My, akkor az F - M 4 = 0 skaldris szorzat miatt Mp = 0.

Ha F J My, akkor F - My # 0 skaldar szim, ezért Mp | F, tehdt a centrdlis eqyenes
pontjaira szamitott nyomaték parhuzamos az F erovel. e

MPZMA+FX

3.3. példa: Hatarozzuk meg a példdban a kilincsre (ldsd [3.8 dbra) haté erérendszer
legegyszeribb vektorkettosét, és a centrdlis eqyenest! Az erdrendszert az alabbi vektorkettds
jellemzi:

1 -0,48
[F;Molo= || 3 |N;|-0,59 | Nm| . (3.37)
0] |-0.255

o

Megoldas:

A (3.37) egyenlettel megadott vektorkettds egy tetszdlegesen valasztott pontba tortént reduk-
ci6 eredménye. A redukéalds referenciapontjanak a egyenlet szerinti megvélasztasaval
egyszerlisiteni tudunk ezen a vektorkettéson. A centrilis egyenes megfeleld P pontjanak
helyét — felhasznalva, hogy F? = 12 + 32 + (—10)? = 110 N? - az aldbbi vektor adja meg:

F x M e -0,48 -6,665 -0.0606
rop = ?O =55 | 3| % [ 059 | =55 | 2055 | ~ | 0,046 | m. (3.38)
-10 -0,255 0,85 0,0077

Figyelembe véve, hogy a példa szerint ro4 = [-0,07 0,045 0,01]7 m, a P pont az F erd
eredeti tdmadaspontja — az A pont — kozelében helyezkedik el, ahogy a [3.13] 4bra mutatja.
Most alkalmazhatjuk a (3.25)) képletet a P pontra szamitott nyomaték meghatarozasdhoz:

0,48 0,0606 1 0,002727
Mp=Mop+rpox F=|-0,59 | Nm+ | -0,046 | x | 3 | Nm = |0,0081818 | Nm. (3.39)
-0,255 -0,0077 -10 -0,02727

Itt tgyelni kell arra, hogy ebben az egyenletben az rop vektor ellentettje szerepel. A fenti
szamitas szerint az erérendszert jellemzo legegyszeriibb vektorkettos:

1 0,002727
[F;Mplp= || 3 | N;|0,0081818| Nm| . (3.40)
-10 -0,02727

P

www.mm.bme.hu




100 3. FEJEZET. TERBELI ERORENDSZEREK EREDOJE ES EGYENSULYA

z -
A centrahs’, egyenes
( i
® ;
_Q K\;, Y ]

3.13. abra. Kilincsre hato erérendszer legegyszeriibb redukaltja

Bar ebben a formaban kozvetleniil nem latszik, hogy ez a vektorkettOs egyszeriibb, mint
amibdl kiindultunk, ellenérizhetd, hogy az Mp vektor parhuzamos az F erévektorral. Par-
huzamos vektorok vektorialis szorzata nullvektor, és valdéban teljesiil, hogy a kerekitési hiba-

hatéron belil F x Mp = 0.
A centralis egyenes az F vektorral parhuzamos és a P ponton halad 4t, tehat paraméteres

vektoregyenlete
-0.0606 0,0953
r(A) =rop + )\m = 0,046 | +X [0,2860 | m, (3.41)
0,0077 -0,9535

ahol a A paraméter a centralis egyenes mentén a P ponttdl mért tavolsagot adja meg méter-

)

ben.

3.7. Megoszl6 er6rendszerek, sulypont

3.7.1. Parhuzamos ero6rendszer kozéppontja

A gyakorlatban fontos az az eset, amikor egy erérendszer parhuzamos, de nem egy sikba es6
hatdsvonala er6kbél &ll, mint a [3.14] &dbrdn. Az erdrendszerbdl tetszdlegesen kivalasztott
két erd helyettesithetd egyetlen erével a [2.1] fejezetben lefrt médon, ami parhuzamos lesz
az erck iranyaval. Tehat az eréket egymas utan parosaval Osszegezve a teljes erérendszer is
helyettesitheto egyetlen F erovel, feltéve, hogy nem jutunk az eljaras végén egy eroparhoz.
Vizsgaljuk meg, hogy hol lesz az ered6 eré K tamadaspontja!

A szamitasaink soran fel fogjuk haszndlni, hogy az erdrendszerben szerepl6é Osszes ero
kifejezheté F; = Fie, © = 1,2,...,n alakban, ahol az e egységvektort az erck irdnyaval
parhuzamosan, tetszéleges irdnyitdssal felvehetjik, a [3.15] dbrdnak megfeleléen. Ha egy
F; vektor értelme megegyezik e iranyitasaval, akkor F; el6jele pozitiv, kiilonben negativ.
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egyenes

3.14. abra. Térbeli parhuzamos erérendszer helyettesitése egyetlen, a K pontban
tamado F erével

Ennek a felirdsi médnak az az elonye, hogy igy az e vektor kiemelhet6 lesz az egyensilyi
egyenletekbdl.

3.15. abra. Térbeli parhuzamos erérendszer centralis egyenesének meghataroza-
sa. Szamitasok elvégzéséhez célszerii a koordinata-rendszer egyik tengelyét — mint
itt a z tengelyt — az erévektorokkal parhuzamosan felvenni

Az erdrendszert egy tetszéleges O pontba redukalva az alabbi vektorokat kapjuk:
i=1 i=1 i=1
My = Zri x F;, = Zri x (Fie) = (Z riFi> X e, (3.42)
i=1 i=1 i=1

ahol r; az O pontbdl az F; erd tdmadéspontjéba mutaté helyvektor (1dsd[3.15] dbra). A
egyenletekbdl lathato, hogy F 1 Mg, hiszen az e vektorral vett vektorialis szorzat merdleges
az e vektorra. Tehat a [3.6] fejezetben irtak szerint is azt kapjuk, hogy egyetlen F erdvel
(vagy egyetlen erépdrral, ha Y1 | F; = 0, de ezt az esetet most kizarjuk) helyettesithetd ez az
erorendszer. Az eredo F eré nyomatéka természetesen nulla a sajat hatdasvonalanak pontjaira,
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tehat a tamadaspontja egy olyan K pont, amibe az erérendszert redukdlva Mg = 0. Ennek
a pontnak a helyét az O-bdél K-ba mutatd rx = rox = —rxo helyvektor adja meg.

A eredményeket felhasznalva a nyomaték szamitéas képletében, arra az ered-
ményre jutunk, hogy

MK:MO+F><rK:MO—rKXF:(Zrﬂﬂ-)><e—rK><<ZFi>e (3.43)
i=1

=1

= (ZrJﬂ) X e—Tg (Z E) X e= ((Zhﬂ) —rg (Z Fl>> X e. (3.44)
i=1 i=1 i=1 i=1

Azt az rg helyvektort keressiik, amivel az erérendszer K pontra szamitott nyomatéka
nulla, azaz

My = (S0 e (7)) xe o (3.5)

A egyenletet végtelen sok rx vektor ki tudja elégiteni, hiszen az r; és rx vektorok e-vel
parhuzamos komponensei nullvektort adnak az e-vel vett vektoridlis szorzas soran, azok nem
befolyasoljak az Mg vektort. Tehat ha egy rx vektor kielégiti a fenti egyenletet, akkor egy
tetszoleges A szammal vett rx + Ae alaku vektor is kielégiti. Ez annak felel meg, hogy a
merev testre hato erdk eltolhaték a hatasvonaluk mentén, és hatasuk nem valtozik.

A egyenletnek azonban van egy olyan kiilonleges megoldasa, ami nem fiigg az e
vektor irdnydtol — és ez egyben a legegyszeriibb megoldas is:

((2: rF) oK (Z: F)) =0, (3.46)

i niF
TSR
A fenti képlettel definidlt K pontot a pdrhuzamos erék kozéppontjanak nevezzik. A képlet-
bdl is latszik, hogy ez a pont akkor talalhaté meg, ha > | F; # 0. Ellenkez6 esetben az
erOrendszer nem egy koncentralt erével helyettesithetd, hanem vagy egyensilyi, vagy pedig

egy eroparral egyenértékii a hatésa.

amibdl
(3.47)

3.24. megjegyzés: A parhuzamos erék kozéppontja a centralis egyenes meghatirozdsara
szolgald (3.34) képlet alapjan is tdargyalhaté. Vegytink fel egy olyan koordinata-rendszert,
aminek a z tengelye parhuzamos az erévektorok irdnyédval, ahogy a[3.15] 4brén lathat6! Ekkor
az egyes vektorok felirhaték F; = F;k alakban is, ahol k a z tengely béazisvektora, F; pedig
az erdk eldjelhelyes nagysagat — azaz ebben az esetben az erék z koordinatajat — jeloli.

Az eredd erd vektora a fentiek szerint

0
F = 0 (3.48)
>ie1 Fi
Egy F; vektor O pontra szamitott nyomatéka
£y 0 yi b
Mo, =r; xF; = |y; | x | 0| = |—x;F; |, (3.49)
Zi Fl 0
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3.7. Megoszl6 erérendszerek, sulypont 103

tehat az egész erdrendszer O pontra szamitott nyomatéka

Yic Vil
Mo = | XL —zily| . (3.50)
0

A centrélis egyenes egy P pontjanak helyvektora a (3.12]) képlet szerint

0 dic1 il
F x Mp 1 ot -
P TR T Y R ?01 F, " iZIO_xZFZ - o0
1 — (i —mil) (i 1) (Cimr zFy) [ (2 F)
Y i vily) (i F) | = (Z Luils) [ (e F) | (3.52)
(>izy Fi) 0 0

ami az O pont centralis egyenesre valé meroleges vetitésének felel meg, ahogy a abra
mutatja. A centralis egyenes tobbi pontja paraméteresen

(Zz 1 %4 Z)/(Zz 1F)

(1) = | (X wiF) [ (i Fi)
t

alakban adhaté meg erre a z tengellyel parhuzamos erérendszerre. A t paraméter megfelel6
értékével visszakapjuk a képlettel megadott K pont helyvektorat.

Ha ugyanezt a szamitast elvégezziik arra az esetre, amikor az 6sszes erd iranya megvalto-
zik, de a tAmadaspontja ugyanaz marad, akkor egy masik centralis egyenest kapunk. Példaul
ha az erdk az y tengellyel parhuzamosak, akkor az ehhez tartozé centrélis egyenes egyenlete

(i i) [ (i F)
F(t) = t . (3.53)
(Xier zil5) [ (2 F)

A szamitas tehat azt mutatja, hogy a

( z 11'1 )/( ) n .
(Siowft) /(S | = S ot =1k (3.54)
(i i) / ( ?:1 F) i=1 i

ponton, azaz a pdrhuzamos erdk kézéppontjin az erdk iranydtdl fliggetlentil mindig dthalad a
centralis egyenes. &

A parhuzamos er8k kozéppontjinak az erék irdnyatdl valé fiiggetlenségét a abra
szemlélteti sikbeli erck esetére. Az abran megszerkesztettiik az ered6 hatasvonalat a
fejezetben leirt modon, az egymassal parhuzamos F; és Fy erok két helyzetében. Lathato,
hogy az F. ered6 hatasvonala mindkét esetben a K ponton megy at. Ha az dbra sikjabol
is kiforgatnank az erévektorokat, akkor egy harmadik egyenesre adédna a hatasvonal, ami
megint a K ponton haladna keresztiil.

A képletet ugy is tekinthetjiik, hogy az egy silyozott dtlag képzés. A nagyobb F;
er6k r; vektorai nagyobb mértékben hozzajarulnak az rx vektorhoz. Két eré esetében (lasd

3.16 abra)
riF + 1ok
= - Tere 3.55
KT TR YR (3.59)
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3.16. Abra. A parhuzamos erérendszer kozéppontjanak szerkesztése két erd eseté-
ben, két kiilénbéz6 (eltérs szinnel jelolt) irdny mellett. A vesszével jelolt vektorok
azok, amiket a masik eré hatasvonalara masoltunk az eredé hatasvonalanak meg-
hatarozasahoz

Ha a (3.55) egyenlet mindkét oldalabdl kivonunk rg-t, az annak felel meg, hogy a
koordinata-rendszertiink O origojat a K pontba toljuk, és onnan mérjiik fel az F; és F,
erok hatasvonalaihoz huzott helyvektorokat. Ebben az esetben azt kapjuk, hogy

(1‘1 — rK)Fl + (I‘Q — I‘K)FQ

0=
Fi+ B

(3.56)

Ez csak tgy teljesiilhet, ha (r; —rg)F és (ro —rg) Fy egyenlé nagysagu, de ellentétes irdnyi
vektorok. Tehat a K pont a két eré tamadaspontjait 0sszekotd szakaszon helyezkedik el.
A [B.16] abra jeloléseivel ry — rx a K pontbdl a Py pontba, ry — rg pedig a K pontbdl a P,
pontba mutat. A fenti képlet szerint tehdt K'P, Fy = KP, Fy miatt KP,/F, = KP,/F) is
teljestil, azaz a K pont Fj/F, ardnyban osztja a két tdmadaspont kozti szakaszt, a nagyobb
er6 tamadaspontjahoz kozelebb.

3.4. példa: Hatdrozzuk meg az erdrendszer kozéppontjdinak helyét a[3.16. dbrdn vdzolt sikbeli
erdrendszerek esetében!

Adatok:
15 30
Fi=2N, F,=3N, r=|11| cm, 1= |1]| cm. (3.57)
0 0
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Megoldas:
A (3.55)) képlet szerint
ri 4+ roF: 24
1F1 +rof>
rg=——————=|5] cm, 3.58
K Fy + Fy 0 (3:58)
amibél
-9 6
ri=ri—rx=|6| cm é rh=ro-—rg=|—4| cm. (3.59)
0 0

Fzeknek a vektoroknak a koordinataibol latszik, hogy a K pont valéban Fj: Fo = 2: 3
ardnyban osztja a két tdmadaspont kozotti tavolsidgot, tovabba az is teljesiil, hogy

(r1 —rg)F1 4+ (ro—rg)Fy 1 92463
e —-|6-2-43| =0 (3.60)

0 o

A fenti példabdl is latszik, hogy ha a parhuzamos erék K kozéppontjaban vessziik fel
koordinata-rendszertink origbjat, akkor az innen az egyes tamadaspontokba mutaté r, =
r; — rx vektorokkal

i T

iz Fi
teljestil. A bal oldalon &all6 tag szamlaléja az er6rendszer K pontra szamitott an. statikai
nyomatéka. A statikai nyomaték tulajdonsagair6l bévebben lesz sz6 a[3.7.2] fejezetben, ami

a sulypont fogalmat targyalja a parhuzamos erok kézéppontjanak egy specialis eseteként.

0 (3.61)

3.7.2. Sulypont

Gravitacio, nehézségi erd, sily

c sz

kozotti kiillonbségeket.

A gravitaciés er6 barmely két, tomeggel rendelkezo test kozott hatd, vonzéd erd. Egy my
tomegili tomegpont altal egy masik, msy tomegli tomegpontra hatod gravitacios erd

mimse T

F, =—v : (3.62)

r? o
ahol az r vektor m;-t81 my-héz mutat, v &~ 6,67408-107'! m?3/ (kg s?) pedig a gravitacios
allandé. A gravitacids erd nagysaga tehdat a tavolsag négyzetével forditottan aranyos,
és az ebbdl szarmazo erérendszer nem parhuzamos elemi erékbdl all (14sd [1.53] dbra).

A nehézségi er6t egy forgd égitest felszine kozelében értelmezziik. Az égitest kozelében
1év6 testekre hat a gravitacios eré és — mivel a forgas miatt az égitest nem inerciarend-
szer (lasd megjegyzés) — tehetetlenségi erdk is fellépnek. A nehézségi er6 az égitest
felszinén nyugvé testre hatéd gravitacios erd és a tehetetlenségi er6é (centrifugalis erd)
eredéje. A tehetetlenségi erok — a gravitacios er6hoz hasonlé moédon — a test tomegével
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aranyosak, ezért ezek kifejezésébdl kiemelhet6 a vizsgalt test m tomege. Kovetkezés-
képpen a nehézségi er6 G = mg alakban adhaté meg, ahol g a nehézségi gyorsulas
vektora, ami az égitest szamos paraméterétol fiigg és a felszin kiillonb6z6 pontjaiban
kiilénboz6 irdnyu és nagysagu. A gyakorlati feladatok tilnyomé tobbségében az elo-
fordulé magassagok és a felszin mentén mért jellemzo6 tavolsagok elhanyagolhatdak a
(nem pontosan gémb alakid) Fold R ~ 6378 km-es sugardhoz képest. Ezért a gravi-
tacios ero és a centrifugalis erd helytdl vald fiiggésétol eltekintve, a felszin egy pontja
kozelében ugyanazzal a g nehézségi gyorsulassal szamolhatunk, ami Magyarorszagon
g ~ 9,81 m/s? nagysagi. Ennek megfeleléen pdrhuzamos hatdsvonali erérendszerként
kezelhet6 a nehézségi erétér.

A stily azt az erot jelenti, amivel a test az aldtamasztasat nyomja vagy a felfliggesztését
htzza — tehdt nem a vizsgdlt testre, hanem annak kérnyezetére hat. A suly ebben az
értelmezésben az az erd, amit egy test felemelésekor érziink. Természetesen ,nehe-
zebbnek” érziink egy testet, ha nagyobb gyorsulassal akarjuk megmozditani, ezért a
suly fiigg a vizsgalt test gyorsuldsatol. A Fold felszinén nyugvd test silya a talajrol
atadddo normalerd ellenereje, a talajra hato mg eré. Egy szabadon eso, g gyorsulasu
test azonban nincs aldtdmasztva, silya nulla, azaz a silytalansig allapotdban van (1asd

[[.2] példa).

A siulypont helyvektoranak meghatarozasa

A gravitacios er6 és a Fold felszine kozelében abbdl szarmaztathatd nehézségi erd térfogaton
megoszld erdk, azaz az erdtérben elhelyezked6 testek minden egyes kis darabjara hatnak. A
Foldhoz képest kis méretii testek esetében elhanyagolhatjuk azt, hogy a gravitacios gyorsulés
irdnya és nagysaga, valamint a Fold forgasabdl szarmazo tehetetlenségi erd is fiigg a helytdl,
tehat szamolhatunk ugyanazzal a g nehézségi gyorsulassal. Ha a testet felosztjuk kis AVj, i =
1,2,...,n térfogati elemekre, melyek tomege Am;, akkor az i-edik kis térfogatelemre AG; =
Am,;g nehézségi er6 hat . abra). Ha elég kicsik ezek a térfogatelemek, akkor feltehetjiik,
hogy ezeken beliil allandé a test p; stirtisége, ezért Am; = AV;p; miatt a térfogatelemre hatd
elemi nehézségi eré AG; = AV, p;g alakban is kifejezheto. Feltételezéseink szerint a test teljes

3.17. abra. Test kis Am; témegi darabjara haté nehézségi erd

térfogataban g-vel parhuzamos kis elemi erdk ébrednek, tehat egy parhuzamos erékbol allo
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erOrendszert kapunk. Az elemi nehézségi erék ereddje
G =) Am;g=mg, (3.63)
i=1

ahol m = Y1 | Am, a test teljes tomege. A (3.47) egyenlet alapjan az ehhez az erérendszer-
hez tartozd kézéppont helye — amit most K helyett S jelol:

n n n
o1 TiIAG,  2ui=1 r;Am;g _ 2ui=1 r;Am;

= .64
SLAG  mg m 364

s =
Itt kihasznaltuk, hogy a g nehézségi gyorsulassal lehetett egyszertisiteni a tortet. Ha minden
hataron tul csokkentjik a kis tomegelemek méretét, akkor az 0sszegzés helyett integralassal
is kifejezheté az eredmény{f]
SrariAmig  Jeyrgdm feyrdm o fyrdm

_ g _ _ — . 3.65
rs Anlig() S Amgg f(m) g dm f(m) dm m ( )

Ebben a képletben r egy olyan vektort jelent, aminek kezdépontja az origdéban van, végpontja
pedig végigfut a test Osszes pontjan. A fenti képlettel meghatarozhaté S pontot — ami a
parhuzamos erckbol allé nehézségi erérendszer kozéppontja — a test szilypontjdnakﬂ nevezzik.

3.25. megjegyzés: Az integréilas segitségével tomoren kifejezheté egy folytonos tomegelosz-
14s1 test sulypontjanak helyvektora. Néhany egyszerii esetben az integral eredménye képlettel
is megadhato, de sokkal gyakoribb, hogy kiszdmitdsdra numerikus moédszereket hasznalnak.
E moédszerek a test véges sok kis darabra torténo felosztasan alapulnak, tehat végsé soron
a képletben szerepld Gsszegzésekre vezetnek. &

A sulypont egy olyan tulajdonsagu pont, hogy ha a testet felfiiggesztjiik valamelyik pont-
jaban, akkor egyenstlyban a felfiiggesztésre hatd stlyeré hatasvonala ezen a ponton halad
keresztiil, barmilyen térbeli helyzetet vesz is fel a test. Ahogy a[3.18 dbra mutatja, a nyug-
vé testre hatd nehézségi erérendszer ereddjével egyensilyt tarté F = —mg erd (az dbran
kotélerd) ellenereje éppen a felfiiggesztésre haté G = mg sulyerd, ami igy a nehézségi erd
eredOjével azonos nagysagu, értelmii és hatasvonali — csak egy masik testre hat.

A silypont helyének ismeretében eltolhatjuk koordinata-rendszeriink origbjat a sulypont-
ba. Hasonléan jarunk el, mint ahogy a egyenlet esetében tettiik, tehat a sulypontot
definiélo

Jimy ¥ dm
N m

rs (3.66)
egyenlet mindkét oldaldbdl kivonjuk az rg vektort. Igy azt kapjuk, hogy a stlypontbél a
test pontjaiba mutaté r¥ vektorral (14sd [3.19, &bra)

Jon(—1s)dm [, v dm
= 2 - = ”m . (3.67)

0

4A tomegelemek méretének csokkentése azzal jar, hogy n darabszdmuk nd, és Am; — 0 mellett n — oo.
Ezt kiilon nem jeloljiik, de a kés6bbiekben el6forduld hatarértékszamitasokat is igy kell értelmezni.
5Szokésos a tomegkdzéppont elnevezés is.
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1 I
I l ! i—F—G (stly)
Szabadtest-abra: T F (kitélers)

—

térfogaton megoszlo
erérendszer

3.18. dbra. A megoszl6 nehézségi erdvel egyensiilyt tart az F kitélers, aminek
az ellenereje a suly

i ]

z z
S S
rg rd rg rd
0. AV; 0. dV
r; / r W
T m;g T mg
(a) ; (b) ;

3.19. dbra. (a) A siilypontbdl a test kis AV; térfogatii elemeihez hiizott r¥ vektor
értelmezése. (b) A AV; — 0 hatdratmenettel kapjuk a test pontjain végigfuté r®
vektort

A statikai nyomaték bevezetése és a siilypont geometriai alapi megadasa

s s

A (3.67)) képlet alkalmas a sulypont fogalmédnak més megkozelitéssel torténé definicidjara is:
a stilypontbdl felvett r¥ vektorokkal a (3.67)) kifejezés szamléléjanak is nullvektort kell adnia,
ezért bevezetheté a tomeg O pontra szamitott statikai nyomatékdnak fogalma, az aldbbiak
szerint:

So :/( x dm, (3.68)

ahol r az O pontbdl a test pontjaiba mutatd vektorokat jeloli. A fentiekbdl kévetkezéen
egy adott test esetében a tomeqg sulypontra szamitott statikai nyomatéka nullvektor: Sg = 0.

R
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3.26. megjegyzés: Térbeli feladatokban az Sp statikai nyomaték vektor skalarkomponen-
seit az alapjan nevezik el, hogy az r vektor integralban szereplé koordinataja milyen siktol
mért tavolsagnak felel meg. Példaul mivel az x koordinata az yz siktél mért eldjeles tavolsagot
adja meg, ezért

Soy:= :/ x dm (3.69)
(m)
a témeg O pontra vonatkozd, yz sikra szamitott statikai nyomatéka. &

A és egyenletekkel kapcsolatban érdemes kiemelni, hogy azok méar csak
a test tomegeloszldsdval kapcsolatosak, a testre hatd erérendszer tulajdonsagai ezekben a
kifejezésekben nem szerepelnek. A mérnoki szamitasokban a tomegeloszlast a o stirliség
segitségével célszeru kifejezni — ami altalanos esetben valtozhat a testen belill, azaz o =
o(r). Felhasznélva, hogy az elemi tomeg dm = o(r)dV alakban irhaté fel, a stilypont
kifejezése atirhato térfogat szerinti integralasokra:

Jimyrg dm [, rgo(r) dV . Ty ro(r) dV

r p— pu— —_— .
° Jmygdm — [oygo(r) AV [y o(r) dV

Ha a test homogén tomegeloszldsi, azaz minden pontjaban azonos a stirlisége, akkor egysze-
risithetlink a stirtiséggel, ezért ebben az esetben
f(V) rdV
rg = ——. (3.71)
JoydV
Tehat a (3.68) képlet mintajara bevezethetd a térfogat O pontra szamitott statikai nyo-
matékdinak fogalma is, az alabbi integrallal:

(3.70)

So :/ rdv. (3.72)
")

3.27. megjegyzés: A nehézségi er6hoz hasonléan, barmilyen parhuzamos elemi er6kbol 4116,
térfogaton megoszl6 erérendszer kozéppontja is szdmithaté a (3.47) képlet alapjan, mi szerint
rg = 7?:1 riFi .

Y1 Fi
Ha a testet kis AV; térfogata darabokra bontjuk, melyekre AF; = f; AV; erd hat, akkor
_ oy 2=t TifiAVi Joyrf(x) dv
AV Sy filVe o f(r) AV

(3.73)

rK (3.74)

ahol az f(r) fliggvény a térben megoszld erérendszer intenzitdsa — vagy mas kifejezéssel a
téreréssége (lasd fejezet).

Homogén testeknél az egyes térfogatelemekre haté nehézségi er6 a térfogatelem méretével
aranyos, azaz az er6é f(r) intenzitasa allandd, és nem fligg a térfogatelem r helyét6l. Ekkor
lehet egyszertisiteni f(r)-rel, és visszakapjuk a kifejezést.

A statikai nyomaték is értelmezheté térfogaton megoszlé erérendszer esetében. Az erék
K kozéppontjara teljesiil, hogy

Sk = / rf(r) dV = 0. (3.75)
V) &
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A sulypont képletének tovabbi egyszertsitésére is van lehetOség, ha a vizsgalt test v
vastagsagu lemezbél késziilt. Ekkor a térfogatelemek kifejezhet6k dV = v dA alakban (lasd
3.21] abra), ezért a stlypont helye tertilet szerinti integralassal is kifejezheto:

o — Joryro(r) dV _ Jiayro(r)v dA _ Jeayro(r) dA
T e AV fuye®e dA T fyofr) dAT

Ha a test homogén tomegeloszlasu is, akkor a v vastagsag mellett a slriiséggel is lehet
egyszerlsiteni, azaz

(3.76)

e f(A)r dA_ f(A)rdA
S — - 5
f(A) dA A

(3.77)

ahol A a lemez teljes teriilete.
A tomeg és a térfogat statikai nyomatékahoz hasonléan bevezethetd egy sikidom teriile-
tének O pontra szamitott statikai nyomatéka is:

S, :/ r dA. (3.78)
)
y
ydA
T
y
X
A

3.20. abra. A teriilet statikai nyomatékanak értelmezése

Ebben az esetben felvehetd egy sikbeli 2y koordindta-rendszer, mint a [3.20] dbrdn. A
statikai nyomaték skalaris komponenseit ebben a sikbeli esetben az alapjan nevezik el, hogy
az r vektor integralban szerepl6 koordinataja melyik tengelytél mért tavolsagnak felel meg.
Tehat a sikidom teriiletének x tengelyre szamitott statikai nyomatéka

Sou = Alﬂogyi AA = /(A) y dA, (3.79)
az y tengelyre szamitott statikai nyomaték pedig
Soy = [ @ da. 3.80
Oy ) ( )
A statikai nyomaték elnevezése onnan szarmaztathato, hogy ha a feliletre eqy rd meréle-

ges iranyu, dllando intenzitdsu erérendszer hat, akkor a tengelyre szamitott statikai nyoma-
tékok aranyosak lesznek az erorendszer adott tengelyekre szamitott nyomatékaival. Ennek az
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allitasnak a bizonyitasat nehézségi erotér esetére végezziik el, hiszen alland6 vastagsagu le-
mez esetében az is helyettesithetd egy allandoé intenzitast, feliilleten megoszl6 erérendszerrel.

Képzeljiik el, hogy egy v vastagsagi, o stirtiségii lemezbdl elkészitjik a vizsgalt sikidom
makettjét (lasd . abra)! Ha a silyponton dtmend x tengely mentén vizszintesen alata-
masztjuk ezt a lemezt, akkor annak egyensulyban kell lennie. Az aldtamasztastol y tavolsagra
1év6 kis d A teriiletdarabra haté dF' = pvg dA nehézségi erd x tengelyre vett erokarja y lesz.

3.21. abra. A statikai nyomaték értelmezése

Ha Osszegezziik — illetve folytonos esetben integréljuk — ezeknek az elemi erdknek az x
tengelyre szamitott dM, = —dFy = —y ovg dA nyomatékait, akkor egyensiilyban nullat
kell kapnunk:

M, = —/ y ovg dA = —pvg / ydA =0. (3.81)
(4) (A)

Mivel pvg allandod, ez megfelel az
S, = / y dA = 0. (3.82)
(4)

képletnek, ami azt mondja ki, hogy a stlypontra szamitott statikai nyomaték x koordinataja
— azaz az x tengelyre szamitott statikai nyomaték — nulla.

Ha az y tengely mentén tamasztjuk ala a lemez alakt testet, akkor a statikai nyomaték y
koordinatdjara (az y tengelyre szamitott statikai nyomatékra) kapunk egy hasonlé feltételt:

S, = / dA =0, 3.83
y ) z ( )

ami az
M, = /(A) x pvg dA =0 (3.84)

egyensulyi egyenletnek feleltethet6 meg, mivel egy pozitiv x koordinatanal 1évé pvd A tomegi
darabra haté nehézségi eré y tengelyre szamitott nyomatéka pozitiv, az abran mutatott,
negativ x koordinataju darabra pedig negativ.

3.28. megjegyzés: A fentiek szerint egy bonyolult alakd sikidom silypontjit megkeres-
hetjiikk dgy, hogy a sikidomot kiviagjuk keménypapirbdl, aztan egy kés élén megprébaljuk
egyensilyban tartani. Ha megvan az a vonal, ami mentén egyenstlyban tarthat6 a kivagott
lap, akkor egy masik, a talalt vonalra nagyjabol meréGleges irdanyban is meg kell keresni a
megfelels aldtamasztds vonaldt. A két kapott egyenes metszéspontjaban van a stulypont. &
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112 3. FEJEZET. TERBELI ERORENDSZEREK EREDOJE ES EGYENSULYA

Az x illetve y tengelyre szamitott
S, = / dA. 8, — / z dA 3.85
4) ) y A) ( )

statikai nyomatékokat (melyek mértékegysége mm? vagy m?) a teriilet elsérendi nyomatéka-
inak is szoktak nevezni. Itt az ,elsérendii” sz6 arra utal, hogy az ezeket definial6 integralok-
ban els6 fokon szerepel az x illetve az y koordinata. Hasonloképpen definialhaték magasabb
rend{i nyomatékok is, melyekrdl a[6] fejezetben lesz szd.

A egyenlet kapcsan bemutatott egyszertisitésre van lehetéség akkor is, amikor a
vizsgalt test rudként modellezhetd (akar egyenes, akar gorbe rudként), aminek a keresztmet-
szete mindenhol A tertileti. Ekkor a rudat kis ds hossziisagu elemi ivdarabokra bontva a
térfogatelem dV = A ds alakban fejezheto ki, a silypont helyvektora pedig a egyenlet
alapjan

rg — f(V) ro(r) dV _ f(L) ro(r)A ds _ f(L) ro(r) ds

Jovy o(r) dV Jw o(r)A ds Jiw o(r) ds’

ahol egyszertsiteni lehetett az A tertilettel. Homogén tomegeloszlasi esetben a stiriiség is
alland6 a rad mentén, igy azzal is lehet egyszertisiteni, ezért

(3.86)

_ Jiyr ds _ Jiyr ds
f(L) ds L ’

(3.87)

Is

ahol L a teljes rid hossza. Egyenes rudak esetében a ds elemi ivhossz megfeleltetheté a riud
sulypontvonala mentén felvett elemi dx hossznak ([3.22] dbra). Sikgérbe rud esetére a
fejezetben mutatjuk be a képlet hasznalatat.

3.22. abra. A rid felosztasa dV = Adx nagysagu kis térfogatelemekre

A gyakorlatban ritkan van sziikség az ebben a fejezetben megadott integralképletek alkal-
mazasara. Kézikonyvekben szamos szabalyos geometriai alakzatra megtaldlhatok a térfogat
(illetve sikidomokndl a tertilet) és a silypont képletei. Néhdny esetben meg is adtuk ezeket
a képleteket a fiiggelékben. Ha egy test vagy sikidom 0Osszeteheto ilyen ismert tulaj-
donségu darabokbdl, melyek térfogatai V; (illetve sikidomokndl tertiletei A;), silypontjaik
helyvektorai pedig r;, ¢ = 1,2, ..., akkor testeknél az

(3.88)
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3.7. Megoszl6 erérendszerek, sulypont 113

sikidomoknal pedig az
i1 TiAi

rg = n

R (3.89)

képlettel adhaté meg a sulypont helyvektora.

Ennek megfelel6en ismert [; hossztisagi egyenes darabokbdl allo rudak siulypontja is sza-
mithato az

i1 Tili

n
i li

rg = (3.90)
képlet szerint.

A silypont helyvektoranak egyes koordinatait tgy kaphatjuk meg, hogy a fenti kép-
letekben az r; vektor megfelel6 koordinatajat szerepeltetjiik, tehat példaul a silypont x
koordinatdja testek esetében az

im1 TiVi

3.91
Ny (3:91)

Trs =
képlettel szamithato.

3.5. példa: Hatdrozzuk meg a példaban tdargyalt kilincs sulypontjdt, feltéve, hogy két
ugyanolyan keresztmetszetd és striségi, egymdsra merdleges riudszakaszbol dll!  Adatok:

A[3.23. dbra jeloléseivel H = 45 mm, L = 80 mm.

\

VA
// ‘
|
1O
x‘ 4 5(_ __\

S
8

(o

3.23. abra. Tértvonalu riudként modellezett kilincs silypontjanak meghatarozasa

Megoldas:
Mivel ugyanolyan keresztmetszeti rudakként modellezziik a két szakaszt, hasznalhatjuk a (3.90
egyenletet. Ehhez az els6 1épésben kiilon-kiillon meghatarozzuk a két rudszakasz hosszat és
sulypontjanak helyét:

~L/2] 40 0 0
li=L, ly=H, ry=| H |=|45| mm, ro= |H/2| =225 mm. (3.92)
0 0 0 0
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114 3. FEJEZET. TERBELI ERORENDSZEREK EREDOJE ES EGYENSULYA

Ebbdl a teljes kilincs S stulypontjanak helyvektora

95,6
I + 1ol ’
L U (3.93)
lh+1 0

A silypont tulajdonsdgaibdl kévetkezoen az S pont az S és So pontok altal kijel6lt szakaszon
helyezkedik el, a kilincs altal elfoglalt térfogaton kiviil. [

A silypont helyének meghatérozasara tovabbi példék taldlhatdk a[8.2] fiiggelékben.

3.7.3. Vonal mentén megoszlé parhuzamos erorendszer eredéje

Az eddig leirtak szerint meg tudjuk hatdrozni egy vonal mentén megoszl6, parhuzamos ero-
rendszer ered6jét. Az ilyen erérendszereket a N/m mértékegységli p intenzitdssal, azaz az
egységnyi hosszra jutd er6 értékével lehet jellemezni.

Tegyiik fel, hogy a megoszl erérendszer intenzitdsa a p(x) fiiggvény szerint valtozik egy
[ hosszisagu szakasz mentén, ahogy a [3.24. abra mutatja! Ha a szakaszt felosztjuk kis Ax

YA

3.24. abra. Vonal mentén megoszloé parhuzamos erérendszer ereddjének megha-
tarozasa

hosszusagu darabokra, akkor tugy tekinthetjiik, hogy az i-edik ilyen kis szakaszon beliil jo
kozelitéssel allandé az intenzitds, amit p;-vel jeloliink. Tehét a szakaszon ébredd elemi erd
AF; = p(x;) Az = p;Ax.

Az eredo eré nagysaga

n

n l
F.= lim Y AF = li A :/ 04
Aimy 2 AF = Jim 3 pide = | ple) de. (3.94
amit az integral értelmezése szerint a p(z) figgvény grafikonja alatti terilet szamitasdval is
meghatdarozhatunk. Az ered6 erd irdnya és értelme a megoszlo eréével egyezik meg, azaz
a abran lathaté példaban az y tengely negativ irdnydba mutat.

Az eredd hatdsvonaldnak = koordindtajat a (3.53)) egyenlet szerint szamithatjuk:

v — lim 1 TAF . Sy Tipi Az fé rp(x) d:c‘

1 LAl - 3.95
Arso S AR, Arso Y pAa F, (3.95)

Az F, eredo er6 hatasvonalanak pontjaira a megoszld erérendszer nyomatéka nulla. Tehat
ha e hatasvonal mentén felfliggesztenénk egy olyan lemezt, ami a megoszlé terhelés grafi-
konja alatti teriiletnek megfelel6 alaki, akkor ez a test egyensilyban lenne. A silypontra
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3.7. Megoszl6 erérendszerek, sulypont 115

definicié szerint igaz, hogy ha felfiiggesztiink egy testet, akkor egyensulyban a stlyponton
megy at a testet tart6 eré hatasvonala. Kovetkezésképpen ha lerajzoljuk a megoszl6 eré p(z)
grafikonjat, akkor a grafikon alatti tertilet stilypontjan megy at az eredé hatasvonala.
Példaul egy [ hosszon megoszl6 allandé p intenzitasi erd esetében az ered6 eré nagysaga
F, = pl, hatasvonala pedig a szakasz felénél talalhaté, ahogy a a abra mutatja. Ha a
megoszl6 erd p(z) intenzitdsa linedrisan véltozik a [3.25/b dbrdnak megfelel8en, és [ hosszon
0-16l po-ra né, akkor a grafikon alatti teriilet haromszog alakt lesz. Ennek megfelelGen

az ered6 nagysaga F. = pol/2, aminek a hatdsvonala [/3 tavolsdgra esik a maximalis pg
intenzitasu helytol.

YA

<
3

YA I

\
A

>
>

VP

Do

o - - -~

8Y

}‘Li F, = pl F, = pyl/21
Y 3
(a) (b)

3.25. abra. Allandé intenzitasi (a) és linedrisan vdltozé intenzitasi (b) vonal
mentén megoszlé erérendszer eredGjének hatasvonala és nagysaga
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4. fejezet

Szerkezetek statikaja

4.1. Szabadsagi fok

A fejezet alapjan tetszoleges erdrendszer helyettesitheté ereddjével, egy alkalmas vek-
torkettossel. Ennek ismeretében az erorendszer egyensilya is biztosithaté: az eredo er6 és
nyomaték ellentettjét kell hozzavenni az eredeti erérendszerhez.

A gyakorlati statikai feladatokban azonban nem csupan erérendszerek szerepelnek, ha-
nem egymashoz és a kornyezetiikhoz kapcsol6dd, merevnek tekintett testek vagy szerkezetek
egyensulyat kell megvizsgdlni. A testekre haté erChatésokat két nagy csoportra osztottuk
az fejezetben: az aktiv erok vagy terhelések elvileg tetszélegesen megvalaszthatok, a
kényszererok viszont az aktiv ercktol fiiggden olyan nagysagot és iranyt vesznek fel, hogy a
kényszerfeltételek teljesiilését, és statikai feladatokban az egyensilyt biztositsak. A kényszer-
er6k meghatarozasihoz — azaz a statika alapfeladatinak megoldasahoz (14sd definicio)
— az aktiv er6k ismeretében fel kell irni az egyensiily feltételeit megadd egyenleteket. Egyes
esetekben tobb lehetséges megoldasuk is adodhat ezeknek az egyenleteknek, mig mas fel-
adatokban az lathato be, hogy az adott helyzetben nem johet létre egyensily, azaz nincs
megoldés.

Nagyon fontos annak eldontése, hogy egy adott feladatban egyértelmiien meghatarozhatok-
e a kényszererck a statika eszkoztarat felhasznalva, azaz statikailag hatdrozott-e a vizsgalt
szerkezet. Ebben a fejezetben erre a kérdésre keressiik a valaszt, és bizonyos feladattipusok
esetében modszereket adunk a kényszerer-rendszer elemeinek kiszamitasara. Az egyensulyi
egyenletrendszer megoldhatosaga a vizsgalt szerkezet szabadsdgi fokdtol figg, ezért a kovet-
kezOkben részletesen megvizsgéaljuk ezt a fogalmat.

4.1.1. A szabadsagi fok fogalma

A szabadsagi fok fogalma alapvetd jelentoségli a mechanikdban, nemcsak az egyenstlyban
1év6 testek, rendszerek, hanem a mozgé testek esetében is.

4.1. definicié. Egy mechanikai rendszer szabadsagi foka azon fiiggetlen koordindtdk szdma,
melyek eqyértelmiien megadjik a rendszerbe tartozo testek térbeli elhelyezkedését. [ )
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118 4. FEJEZET. SZERKEZETEK STATIKAJA

Példak:

o Egy anyagi pont térbeli helyét helyvektoraval adhatjuk meg, ami harom darab koordi-
natat jelent: x,y, z. Tehat az anyagi pont harom szabadsdgi fokii.

o Egy merev test pontjainak helyét a kovetkezd gondolatkisérlet alapjan tudjuk megadni,
melyet a [£.1 dbran szemléltetiink.

4.1. Abra. A merev test helyének és helyzetének megaddsa, kihasznalva, hogy
|rap| = dllando [AST]

Az els6 lépésben rogzitjik a test tetszéleges A pontjanak helyét az r, vektor meg-
adasaval — ez harom egymastoél fiiggetlen koordinatat tartalmaz. Mivel a merev test
pontjainak tévolsidga rogzitett, egy masik, B pont mar csak egy |rap| sugari gémbfe-
lileten lehet, tehat tovabbi két koordindta szitkséges a helyének a megadésdhoz. Al-
taldban két szogkoordinatat hasznalnak (az dbran ¢ és 1), hasonléan mint a foldrajzi
szélességi és hosszusagi fokok esetében. Az A és B pontok helyének rogzitése utan még
mindig végteleniil sokféle helyzetben lehet a merev test, az AB pontok egyenese koriil
elforgatva. Tehat a teljes merev test helyzetének megadasahoz még meg kell adni egy
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4.1. Szabadséagi fok 119

hatodik, ¢ koordinatat is, ami az AB tengely koriili szogelfordulést jellemzi. A merev
test szabadsagi fokainak szama tehdt hat.

e Sok esetben van valamilyen informéciénk a test elhelyezkedésérol. Példaul ha egy anya-
gi pont az adott feladatban csak egy adott sikon helyezkedhet el — gondolhatunk egy
asztallapon 1év6 kis radirra —, akkor célszerii egy olyan koordinata-rendszert felvenni,
aminek az x és y tengelyei az adott sikba esnek. Erre szamos példat lattunk a
fejezetben. Ekkor az anyagi pont z koordinataja mindig zérus, igy a helyének megada-
sahoz elegend6 az = és y koordinataja. Kovetkezésképpen egy adott sikon lévd anyagi
pont két szabadsagi fokiunak tekintheto.

o Ha egy merev testrol tudjuk, hogy egy adott sikon helyezkedik el — mint egy asztallapra
letett ceruza —, akkor pontjainak helyét hdrom koordinataval adhatjuk meg. Példaul
kivalaszthatunk a testen egy tetszoleges A pontot, a[4.2] abranak megfeleléen. Ennek
a pontnak a sikbeli helyét az ry vektor x és y koordinatdja adja meg. Az A pont
rogzitésével a test pontjai az A koriili koriveken helyezkedhetnek el. Példaul a B pont
az A-tél |r 4p| tévolsagra kell legyen. Ha megadjuk azt is, hogy az AB szakasz egyenese
mekkora ¢ szoget zar be az x tengely iranyaval, akkor a test sikbeli helyét rogzitjiik.
Tehat sikban egy merev testnek hdarom szabadsagi foka van.

4.2. dbra. Sikbeli merev test helyének megaddsa [A58]

A példak alapjan ugy is fogalmazhatunk, hogy a szabadsagi fok a test mozgdslehetdségeinek
szamat adja meg. Ha egy test csak egy adott sikon mozoghat, akkor a mozgaslehet6ségeinek
szama, 1gy a szabadsagi foka is csokken a térbeli esethez képest.

4.1.2. Kapcsolat a szabadsagi fok és az egyensulyi egyenletek rend-
szere kozott

A szabadsagi fok azt is megadja, hogy az adott mechanikai rendszer esetében hany skaléris
egyenlet sziikséges az egyensily feltételének vizsgalatahoz, hiszen minden mozgaslehetoség
yiranyaban” teljesiilnie kell az egyensulynak.

Példaul a szuperpozicio elvbdl levezetett kovetkezmény az anyagi pontok egyensi-
lyara az aldbbi feltételt szabja meg:

ZF =0. (4.1)

Ez térben harom (30, Fi, =0, >0 4 Fy,, = 0, >0, Fi, = 0), sikban két skaldris egyenletet
jelent, az anyagi pont szabadsagi fokanak megfelelGen.
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120 4. FEJEZET. SZERKEZETEK STATIKAJA

Merev testek esetében egy vektorkettdssel adhaté meg a rajuk hatd erérendszer hatasa,
és a statika alaptétele tétel) szerint egyensilyban mindkét vektornak nullvektornak kell
lennie, ami hat feltételt jelent. Sikbeli erérendszer esetében az egyensuly feltétele a
és egyenletek alapjan harom skalaris egyenlettel adhaté meg:

-Fix:()v

&
I
M-

@
Il
—

&
Il
M-

@
I
—

Ey - 07 (42)

M,

-

sz + (ZI‘Z X Fz)z = 0.
=1

<
Il
—

Példaul harom azonos sikba esé hatasvonali erd egyensilya esetében lattuk, hogy az egyen-
stulyhoz sziikséges a vektorharomszog folytonos nyilfolyammal torténd zarddasa — ami az
F, = F, = 0 feltételeknek felel meg —, és a hatdsvonalak kozos metszéspontjanak létezése,
ami pedig a nyomatéki egyensulyt biztositja.

4.1.3. Statikai hatarozottsag

A legaltalanosabb, térbeli feladatokban — ahol hat szabadsagi fok1 a merev test — mind az erd,
mind a nyomaték 3-3 skaldrkomponensének nullanak kell lennie, ami hat darab egyenletet
jelent.

Az fejezetben targyalt kényszerek csokkentik a test vagy szerkezet mozgaslehetosége-
inek szamat, hiszen azokat a mozgasokat korlatozo feltételekként definidltuk. Tehat minden
kényszerfeltétel csokkenti a mechanikai rendszer szabadsagi fokat is: annyival, amennyi a
kényszer Un. kotottségi foka. Minden megkotott szabadsagi fokhoz tartozik egy kényszererd
vagy nyomaték, ami a kényszerfeltétel teljestilését biztositja, és a test vagy szerkezet terhelé-
sét6l — a ra hato aktiv erérendszertdl — figg (lasd a példat). Néhdny kényszer jellemz6it
osszefoglaltuk a[4.3] tdblazatban.

A kényszererdk a terhelésektdl (aktiv eréktol) figgden mindig olyan értéket vesznek fel,
hogy a hozzajuk tartoz6 mozgaslehetdséget gatoljak, azaz alkalmazkodnak a terhelésekhez.
Ezért a tartoszerkezetek a terhelés megvaltoztatasakor is egyensulyban maradnak, ha minden
mozgaslehetoséget kényszerek kotnek le — azaz a kényszerekkel csokkentett szabadsagi fok
nulla.

A tipikus feladatokban ismert az egyensilyban 1év0 szerkezet terhelése, és a cél a testek
kozotti erérendszer és a kényszereré-rendszer (més néven reakciok) meghatérozasa. Példaul
a példaban egy sikbeli rudat vizsgaltunk, aminek kényszerek nélkiil 3 a szabadsagi foka.
A rid egyik végén egy fliggbleges iranyu elmozdulast gatldé gorgds tamasz, masik végén mind-
két iranyt elmozdulast gatlod sikesuklo talalhatd; ezek a kényszerek 142=3 szabadsagfokot
kotnek meg, tehat a teljes szerkezet mar 0 szabadsagi foki. A harom ismeretlen reakciokom-
ponens meghatarozasahoz harom egyensulyi egyenletet irtunk fel, aminek egyértelmi volt a
megoldésa.

Az egyensulyi egyenletekben az erok, nyomatékok mindig els6é hatvanyon szerepelnek,
tehat ezek az egyenletek linearis algebrai egyenletrendszert alkotnak. A szabadsagi fokok
szamanal tobb egyenlet mar biztosan Osszefiigg, azaz bizonyos egyenletek levezethetok a
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Kényszer Jele Reakciok Kotottsegi fok
Alatamasztas, F ‘\: 1
gbrgds tamasz F

Fy

Sikesuklo F _WF:§ 2
1

F,
Befogas —— _’A:“ 3
M B
YN
Csiiszka, ——=
vezeték 2
I F
22l e e m — - - - - - - o
Koteél F F 1

4.3. Abra. Néhany kényszer jellemzGi

tobbibdl. Ebbdl kévetkezoen sikfeladatokban csak hdrom ismeretlen hatdrozhato meg eqy
adott testre felirt eqyensulyi egyenletekbol — példaul a harom szabadsagi fok lekotését biz-
tositd kényszereré komponensek. Azonban tobb lehetéséglink is van arra, hogy egymastol
fliggetlen egyenleteket irjunk fel. Példaul az erdk egyensulyat kifejezo egyenletek gyakran ki-
valthatok kiilonbozo tengelyekre felirt nyomatéki egyenletekkel, de sikban ezzel a mddszerrel
is legfeljebb harom egymastol fiiggetlen egyenlet kaphato.

A fentiek szerint a kényszerer6-komponensek meghatarozasahoz sziikséges, hogy a kény-
szerek Osszegzett kotottségi foka megegyezzen a kényszerek nélkiili test szabadsagi fokaval.
Ez azonban nem elegendd feltétel a feladat megoldhatésdgahoz! Példdul a[4.4] dbran lathaté
esetben a rud szabadséagi foka 3, a sikcsuklé és a gorgos tamasz egytittes kotottségi foka pedig
szintén 3. Mégis konnyen belathatd, hogy a berajzolt terhelés mellett nem lehet egyensily: a
rud elfordul az A csuklo6 koriil. Ebben az esetben a B tamasznal ébred6 x iranyu kényszererd
ugyanazt a kényszert biztositja, mint az A csukléban ébredd, ugyanolyan iranyt er6. Ez azt
jelenti, hogy a kényszerfeltételek nem fliggetlenek egymastél, igy nem tudjak lekotni a rad
mindharom szabadséagi fokét, és a reakcidk nagysaga statikai modszerekkel nem hatarozhaté
meg. Természetesen tovabbi, de mar egyméstol nem fiiggetlen aktiv erokkel — példaul a B
pontban felvett, pozitiv y irdnyt, F'/2 nagysdgu er6vel — biztosithaté a rud egyenstlya.

Egy test elmozdulasat tetszoleges szamu kényszer korlatozhatja, akar a szabadsagi foknal
tobb is. Ilyen esetet lathatunk a [4.5| abran. Ebben a feladatban adott az I nagysigu
terhelés, és meg kell hatarozni a reakciderok komponenseit. A két alatdamasztast egy-egy, a
csukloval torténd rogzitést pedig két kényszereré komponens tudja biztositani. Ez 6sszesen
négy ismeretlen, amiket csak az egyensilyi egyenletek alapjan nem lehet meghatarozni. Az
ilyen, statikailag hatdrozatlan feladatok megoldasara a deformalhaté testek mechanikajanak
keretében van lehetoség.
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—>
T

4.4. abra. Egy olyan szerkezet, ahol nem minden terhelés mellett jéhet Iétre
egyensily

FAz

|
I,
Fy, Fg, Fy,

4.5. dbra. Egy statikailag hatarozatlan szerkezet és szabadtest-abraja, ahol az
egyensilyi egyenletek 6nmagukban nem elegendéek az ismeretlen reakciok megha-
tarozasahoz

Az egyensuly feltételét csak a statikailag hatdrozott feladatokban tudjuk megvizsgélni a
statika eszkozeivel.

4.2. definicié. Egy szerkezetet statikailag hatarozottnak neveziink, ha a kényszerek minden
terhelés mellett biztositjdk az eqyensilydt, és a felirhato eqyensilyi eqyenletekbdl eqyértelmien
meghatdrozhatok a kényszererd-rendszer komponensei. [ )

Ha csupan egyetlen test szerepel a szerkezetben, akkor a statikai hatarozottsag megal-
lapitdsa viszonylag egyszertien megtehetd. A [4.6] dbrdn két tipikus statikailag hatérozott
elrendezést lathatunk.

Osszetettebb szerkezetekben tobb test is kapcsolddik egymashoz és a kérnyezethez. Ilyen-
kor minden egyes kapcsolatnal figyelembe kell venni a kényszerek tablazatban szerepld
kotottségi fokat. Példaul a a abran harom darab rud alkotja a szerkezetet, melyeknek
Osszesen 3 X 3 = 9 lenne a szabadsagi foka a kényszerek nélkiil. A 2-es rid az A pontban
sikesukloval kapcesolodik a kornyezethez, és szintén csuklésan kapcsolodik hozza az 1-es rud.
A csuklds kapcesolat rogziti mind az 1-es, mind a 2-es rud A-ba es6 pontjanak sikbeli he-
lyét, tehat ennek a kényszernek dsszesen négy a kotottségi foka. Ugy tekinthetjitk, hogy itt
harom test is kapcsolddik a csukléon keresztiil: a két rad, és a kornyezet. A kotottségi fokot

MM ?/I%ISEZAGKf TAE;zséﬁXNélﬁxlﬁTTNuséz www.mm.bme.hu

MUEGYETEM 1782



4.1. Szabadséagi fok 123

L, L, /<F0
A L5 C /o
L,

o CNZFO - L
(a) (b)

4.6. dbra. Egyszerii, statikailag hatdarozott szerkezetek: (a) kéttamaszu tarto,
(b) befogott rid (konzol)

C F D 3 C F
yl - .
! b 4 ol |b
B
AR A A 1 &r
A Ee
| . - | 5

(a) (b)

4.7. dbra. (a) Statikailag hatarozott szerkezet. (b) Négycsuklés mechanizmus

eggyel kevesebb csukloval kell szamolni, mint a csukloban csatlakozo testek szdma. Ebben az
esetben az A pontban ketté csukléval, azaz 2 x 2 = 4 kotottségi fokkal szamolhatunk.

A C csukléban csak két rad kapcesoldédik 6ssze, és ez a kényszer azt biztositja, hogy az
l-es és a 3-as rud C' pontjanak az = és y koordinatdi megegyeznek. Ez tehat egy olyan
kényszer, ami kettovel csokkenti a szabadsagi fokot.

A B pontban gy tekinthetjiik, hogy a 2-es rud gorgds tamasszal kapcsolodik a kornye-
zethez — ami eggyel csokkenti a szabadsagi fokot —, a 3-as rid pedig csukloval kapcsolodik a
2-es radhoz, ami tovabbi két szabadsagi fokot vesz el.

Tehat az A, B és C pontokban értelmezhet6 kényszerek kotottségi foka 6sszesen 44243 =
9, ami megegyezik a szabadsagi fokkal, a harom radbdl 4ll6 szerkezet statikailag hatarozott.

Ehhez hasonléan konnyen belathatd, hogy a b abraval illusztralt esetben — amikor
négyszoget alkotnak a rudak — nem all fenn statikai hatarozottsig: a szerkezet tobbféle hely-
zetet is felvehet, az egyensulyi egyenletek rendszerének ilyenkor nincs megoldasa. Ez abbdl
is latszik, hogy a rudak kényszerek nélkiili szabadséagi foka 4 x 3 = 12, az A, B, C és D
pontokban értelmezhet6 kényszerek kotottségi foka pedig 4+2+42+3 = 11, azaz eggyel keve-
sebb, mint a szabadsagi fok. Kovetkezésképpen nem vettiik el az 0sszes mozgaslehetdséget,
ez egy egy szabadsagi foku un. négycsuklos mechanizmus.

A szabadsagi és kotottségi fokok meghatarozasa meglehetdsen hosszadalmas lehet a fen-
tiekben illusztralt modszerrel, rdadasul — ahogy lattuk a [4.4] dbrdn — az sem garantdlja a
statikai hatarozottsagot, ha a kényszerek nélkiili szabadsagi fok megegyezik a kényszerek
Osszegzett kotottségi fokaval.

Hasonl6 problémaéval szembestiliink a[4.8] dbran lathaté szerkezet esetében: bar ellenériz-
het6, hogy a rudak kényszerek nélkili szabadsagi foka megegyezik a kényszerek Osszesitett
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4.8. abra. Olyan rdcsos szerkezet, aminél a kényszerek nélkiili szabadsagi fok
megegyezik a kényszerek ésszesitett kotottségi fokaval, de mégsem teljesiil a stati-
kai hatarozottsag feltétele

kotottségi fokaval, mégis latszik, hogy a szerkezet nem lehet statikailag hatarozott, mert egy
statikailag hatarozatlan als6 részbdl és egy négycsuklés mechanizmusb6l van 6sszetéve.

Csuklokkal osszekapcsolt egyenes rudakbol allé an. sikbeli rdacsos szerkezetek esetében
(lasd . fejezet) azonban van egy egyszeri médszer a statikai hatdrozottsdg meghatéro-
zasara: a rudaknak hiaromszogeket kell alkotniuk. A haromszogek szogeit ugyanis megha-
tarozza a harom oldal hossza, tehat az adott hosszisdgii merev rudak csak egyféleképpen
helyezkedhetnek el egymashoz képest. Az ilyen, haromszogekbdl all6 racsos szerkezet mar
onmagaban merevnek tekinthetd, tehat a kornyezethez valé kapcsolodésnédl mar csak harom
szabadsagi fokat kell lekotni, mint az [I.54] abrén lathaté hidmodell esetében. Azonban ha
olyan a szerkezet, hogy egyetlen rid eltavolitasa utan is megmaradna a haromszoges alakzat,
akkor a szerkezet statikailag hatarozatlan, hiszen az eltavolitott rad nélkil is csak egyféle-
képpen helyezkedhetnek el a rudak. Ilyen esetet latunk a |4.8, dbréan, ahol a szerkezet alsé
részébdl eltavolithato lenne az egyik ferde rud.

4.1. példa: Adjunk példdkat arra, hogy milyen — az A, B vagy C pontokban elhelyezett —
kényszerekkel lehetne biztositani a[4.9. dbran ldthatd, két darab csuklésan kapcsolédd ridbol
allo sikbeli szerkezet statikai hatdrozottsagat!

B

“C

4.9. dbra. Statikailag nem hatarozott ridszerkezet

Megoldas:
A két radnak sikban 2 x 3 = 6 szabadsagi foka van. Ebbdl kettot lekdt a B pontban talal-
haté csukld, azaz még négy szabadsagi fokot kell lekétni a statikai hatarozottsaghoz. Ennél

tobb kotottség mellett mar statikailag hatarozatlannd valna a szerkezet. Néhany lehetséges
megoldast mutat a abra.
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e Az (a) esetben az A csukl6 és a B csukléhoz kapcesolt megtamasztas 2+1 szabadsagi
fokot vesz el, emellett a C' megtamasztas is sziikséges ahhoz, hogy a BC' riid minden
mozgaslehetbségét elvegyiik.

o A (b) esetben Gsszesen harom csukléval biztositjuk, hogy a kotottségi fok hat legyen.

o A (c) esetben befogas taldlhaté a C' keresztmetszetben, ami harom szabadsagi fokot
vesz el, azaz a BC rudat mar a befogassal rogziteni tudjuk. Ehhez a rogzitett testhez
kapcsolddik csuklosan az AB rdd, és a statikai hatarozottsighoz még egy szabadsagi
fokot el kell venni az A pontba helyezett megtamasztassal.

B A B

B L

K C e

4.10. abra. Kiilonféle lehetbségek a szerkezet statikailag hatarozotta tételére

o A (d) eset az (a) megoldas egy valtozata, amikor a BC' rud fiiggbleges elmozdulasat
nem megtamasztas (amit kétoldali tdmasznak képzeliink el), hanem kotél gétolja meg.
Ez abbdl a szempontbdl kiilonleges, hogy ebben az esetben csak akkor tudjuk lekotni
az Osszes szabadsagi fokot, ha a terhelések olyanok, hogy a kotél feszes marad. Tehat
szigortiian véve ez a kialakitas nem felel meg a statikai hatarozottsag fenti definicidjanak,
de ha egy gyakorlati feladatban biztosak lehetiink abban, hogy a kdétél nem lazulhat
meg, akkor ez a megoldas is alkalmazhatéﬂ

o Az (e) esetben egy talajhoz rogzitett csiszkdban mozdulhat el az AB rid. Mivel a
csuszka meggatolja a rud elfordulasat és fliggéleges elmozdulasat, két szabadsagi fokot
vesz el. Az AB rud vizszintes elmozduldsdnak gatldsara egy megtamasztdst helyeztiink
el a B csuklénal. Igy az AB rad mar rogzitett. Ehhez a rogzitett testhez kapcsolodik
csuklosan a BC rud, ami tovabbi kényszer nélkiil el tudna fordulni a B csukld koriil.
Ugy lehet a szerkezet statikailag hatérozott, ha a C' pont elmozduldsat is meggatoljuk
egy megtamasztassal. [

1Ugyanez a probléma meriil fel az egyoldalt aldtdmasztasok esetében. Mi alapesetben kétoldald kény-
szernek tekintjik a gérgbs tamaszokat.
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4.1.4. A kényszerero-rendszer elemeinek jelolése

A kényszerero-rendszer komponenseinek egyértelmii azonositasahoz célszerti azok jelolésében
utalni arra, hogy melyik pontban ébredd erékrol vagy nyomatékokrol van szo. Koncentrdlt
erok esetében két szokasos jelolési mod terjedt el:

« Ha a kényszer a test A pontjanak (vagy rudakndl A keresztmetszetének) elmozduldsét
korlatozza, akkor az ott ébredd kényszererd skaldrkomponenseit jelolheti Fla,, Fa, és

FAza vagy
e Au, Ay, A, is.

Ha egy riud adott A keresztmetszetének (vagy egy test A pontja koriili j6l meghatérozott
résznek) az elforduldsat akadalyozza meg a kényszer — példaul befogas vagy cstszka —, akkor
az ott ébredo reakcionyomaték jelolése soran tigyelni kell arra, hogy azt ne keverhessiik 0ssze
az erorendszer A pontra szdmitott M 4 nyomatékdval — ami egyensilyi erorendszer esetében
nullvektor.

o Sikbeli erdrendszerek esetében gy szoktak feloldani ezt a problémat, hogy a nyomatéki
egyensulyi egyenleteket az erérendszer sikjara meroleges tengelyekre irjak fel, amiket
kisbetiikkel jelolnek. Tehat az A ponton athaladé a tengelyre felirt, nyomatéki egyen-

sulyt kifejezd egyenletet
ST M, =0 (4.3)

alakban irjak fel, és az A pontbeli befogasban vagy cstuszkaban ébred6 nyomaték meg-
felel6 iranyhoz tartozé skalarkomponensét My jeloli. Ebben a jegyzetben leginkabb
ezzel az esettel fogunk talalkozni.

o Térbeli feladatok esetében altalaban kiilon-kiilon felirjak a nyomatéki egyensulyt kife-
jezo vetiileti egyenleteket, példaul

> My =0, > Myy=0, > Ms=0 (4.4)

alakban. Ekkor az A pontbeli kényszer hatasat megado nyomatékot ettdl eltéré médon
kell jelélni. Példdul hasznalhatunk alsé index helyett felsé indexet, M, M;‘, MA
alakban.

4.2. példa: A[[.11] dbrdn vdzolt befogott rudat egy koncentrdlt F' erd és egy p intenzitdsi
meqoszlo erdrendszer terheli. Hatdrozzuk meg a reakcio-erérendszer komponenseit!
Adatok: F =500 N, p =600 N/m, L =2 m.

Megoldas:
A sikbeli rad szabadsagi foka 3, ami megegyezik befogas kotottségi fokaval. A befogas meg-
akadalyozza a rid A keresztmetszetének x és y irdnya elmozduldsat, valamint a rid elfordu-
lasat. E harom feltétel egymastol fiiggetlen, ezért a szerkezet statikailag hatarozott. A harom
kényszerfeltétel teljesiilését az A, és A, kényszererdk, valamint az M4 nyomaték biztositjak.
Fzek meghatarozasa a feladat.

Az allandé intenzitdsi megoszl6 erérendszer a [3.7.3] fejezet szerint egy @ = pL nagysdgi
koncentralt er6vel helyettesithetd, az © = L/2 keresztmetszeten athaladé hatasvonallal.

www.mm.bme.hu




4.1. Szabadséagi fok 127

Yy
VP F
+
A B z
L
A, 4 F
MA TAy
L/2
A yP F
YQ= pL
MA TAy

4.11. abra. Megoszlo és koncentralt erével terhelt, egyik végén befogott rud

Az egyensulyi egyenletek:

> F,=0: A, +F=0, (4.5)
> F,=0: A,—pL=0, (4.6)
L L?
S My=0: Ms- §EMAfp7:0. (4.7)

Itt a > M, = 0 egyenletben az A ponton dthaladé a tengelyre szamitott nyomatékok Osszegét
fejeztik ki, kisbetiis indexszel megkiilonboztetve az A befogdasban ébredé M, nyomatéka
(kényszer)er&partol.

Az egyenletrendszer megoldéasa:

L2
Ap=—F=-500N, A,=pL=1200N, My= 1’7 — 1200 Nm. (4.8)

Ellenorzésképpen felirhatjuk a B ponton athaladd b tengelyre szamitott nyomatékot is:

L L? L?
STMy: Ma+Q-—-AL="" 1T 2o (4.9)
2 2 2 M

4.3. példa: Hatdrozzuk meg a reakcidkat a[f.19 dbrdan ldthatd példdban!
Adatok: F' =600 N, po = 1200 N/m, L =2 m.
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YA L
pO\ L/2
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4.12. dbra. Linedrisan megoszl6 és koncentralt erével terhelt kéttamaszu tarto

Megoldas:
A megoszl6 erérendszer ereddjének nagysdga QQ = poL/2, hatdsvonala pedig az © = L/3
koordinataju pontokon halad 4t. Az egyensilyi egyenletek:

Y Fp=0: By+F=0, (4.10)
L
> My=0: ByL—-Q7 =0, (4.11)
2L
> My=0: Q? — AyL =0. (4.12)
Az egyenletrendszer megoldasa:
L Q@ 2
B,=—F=-600N, B,=Q-——=-<=400N, A,=Q%>=2800N. (4.13)
3L 3 3
Az eredményeket tobbféleképpen is ellendrizhetjiik, példaul az alabbi egyenletekkel:
> F,=0: A,+B,—Q=0, (4.14)
L L L
> M,=0: -A,Z+Q= +By==0. (4.15)
2 6 2 .

4.2. Racsos szerkezetek

4.2.1. A racsos szerkezetek tulajdonsagai

Szémos mérnoki szerkezet modellezhetd tn. racsos szerkezetként, példaul daruk (1.7} abra),

hidak (1.14] 4bra), magasfesziiltségii villanyoszlopok (4.13] dbra).
A racsos szerkezeteket az jellemzi, hogy

o egyenes, merev rudakbol allnak,

o a rudakat sarlédasmentes csuklok kotik Ossze tgy, hogy egy riad csak két csuklon
keresztil kapcsolodik a szerkezet tobbi részéhez,
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4.13. abra. Rdcsos szerkezetként modellezhetd villanyoszlop [A59]

o statikailag hatarozott a szerkezet,
e ¢s a terhelés csak csukldéban hatd koncentralt erd lehet.

A fenti feltételeknek megfelel6 rudakat statikai rudaknak, a csuklok geometriai kozéppontjait
pedig csomopontoknak nevezzik.

Lattuk a [4.1] fejezetben, hogy egy sikbeli rdcsos szerkezet statikai hatérozottsdgdhoz
sziikséges, hogy a rudak haromszogeket alkossanak, mint a abran lathatd szerkezet
esetében. Ez a geometria altalaban a valosdgos szerkezeteknél is felismerheto, bar a valosdgos

C F ¢ F
— yI —F
4 4
) 3 b ~ 1 3 b
2\ 2 5(aN\5 A, AN 2 STAANYE
AR AL — > >

é
a b a o A?j‘ a 'f) ,?By

4.14. Abra. Racsos szerkezet és a hozza tartozé szabadtest-dabra

hidak, daruk, stb. esetében a rudak kapcsolédasa a leggyakrabban nem csuklos kialakitasu,
hanem tn. csomélemez kozvetitésével csavarokkal (lasd . abra), vagy hegesztéssel kotik
Ossze Oket. Azonban ha a rid csomolemezzel vagy hegesztéssel rogzitett szakaszanak hossza
elhanyagolhaté a ruad teljes hosszahoz képest, és a terhelés csak a kapcsolatoknal ébred,
akkor jo kozelitést jelent, ha a mechanikai modellben csuklos kapcsolatokkal szamolunk. A
tovabbiakban csak sikbeli racsos szerkezetekkel foglalkozunk, de a bemutatandé mddszerek
térbeli esetekre (ldsd példaul . abra) is kiterjeszthetéek. Az egyszeriiség kedvéért a
sikbeli szerkezet sikjaban vessziik fel a koordinata-rendszer = és y tengelyeit.
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A feladat a reakcidk, valamint a rudakban és a csuklékban ébred6 erdk meghataroza-
saE| A feltételezett statikai hatarozottsag miatt ezek az erék meghatdarozhaték egyensilyi
egyenletek segitségével. Egy statikailag hatarozott racsos szerkezet a reakciok meghataroza-
sa szempontjabdl merev testként kezelhetd, tehat harom darab — az egész szerkezetre felirt
— egyensulyi egyenlet alapjan kiszamithatok a reakcidkomponensek. Példaul a [4.14] abran
lathato esetben az alabbi egyenletek irhatok fel:

> F,=0: A, +F=0, (4.16)
> F,=0: A,+B,=0, (4.17)
> M,=0: 2aB,—bF =0, (4.18)

ahol > M, az A ponton athaladd, a tengelyre szamitott nyomatékok osszege. Ezekbdl az
egyenletekbdl a harom reakciokomponens meghatarozhato:
A—FA—bF B—bF (4.19)
T ’ Yo 2¢ Y97 '
Sikban egy merev testre csak r = 3 darab fiiggetlen egyenstlyi egyenlet irhato fel. Ezért
a tobbi ismeretlen er6 meghatarozasahoz az tin. részekre bontds elvét hasznaljuk ki:

4.3. tétel. Részekre bontas elve: ha egy test vagy szerkezet egyensilyban van, akkor annak
minden részének is eqyensulyban kell lennie. o

Ezt az elvet alkalmazva kiilon-kiilon vizsgalhatjuk minden egyes rid és csuklo egyensulyat.

A csuklos kapcsolat feltételezése azért jelent szamottevd egyszertisitést a befogassal mo-
dellezheté csomoélemezes vagy hegesztéses kapcsolathoz képest, mert ha egy test csak két
csukloval kapcesolodik a kornyezetéhez és csak azokon keresztiil érheti terhelés, akkor a test
egyensulyahoz a két, csuklorol atadodo eronek kell egyensiilyban lennie, ahogy a kétcsuklos
kényszer kapcsan mar targyaltuk az[1.7.8] fejezetben. Mivel a csuklérdl dtad6déd erd hatdsvo-
nala athalad a csuklé kozéppontjan, és két eré egyensiilyanak a feltétele a kozos hatasvonal,
azonos nagysag és ellentétes értelem alapelv), a racsos szerkezetben 1évé statikai rudat
csak rudirdnyu (pontosabban: a két csukld kozéppontjat 6sszekotd egyenesbe esé hatdsvo-
nald) erék terhelhetik.

Megallapodas szerint a rudakat hizo eréket pozitiv, a nyomo erdket negativ elojeliinek te-
kintjik. Az egyensulyi egyenletek attekintését megkonnyiti, ha a szerkezet elemeit szabadtest-
dbrakon rajzoljuk fel a rdjuk haté erSkkel egytitt (lasd . abra), és ezeken az dbrakon
minden rudat huzottnak tintetink fel, még akkor is, ha egyébként biztosak vagyunk abban,
hogy valamelyik rid nyomott. Ennek az az elonye, hogy igy a megoldas soran kapott pozi-
tiv értékek mindig huzott, a negativ értékek pedig nyomott rudaknak felelnek meg, és nem
kell a megoldast 0sszehasonlitani azzal, hogy eredetileg melyik rudat tekintettiik hizottnak
vagy nyomottnak. Ez a megkozelitési mod nagyon elonyos a feladat szamitdégépes megoldasa
szempontjabdl is.

Newton 3. torvénye (5.| alapelv) értelmében a rudakrol a csuklokra haté erdk a csuklokrol
a rudakra atad6do erokkel azonos nagysaguak, azonos hatasvonaliak, és ellentétes értelmiiek.

2A rudakban és csuklokban ébredd eréket is tekinthetjitk kényszereréknek, melyek a csomépontok tavol-
saganak allandosagat, illetve a rudak adott pontjainak egyméashoz val6é rogzitését biztositjak. Tehat ezek
meghatarozasa is hozzatartozik a statika alapfeladatdhoz.
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4.15. abra. Racsos szerkezet riidjainak és csukloinak szabadtest-abrai

Tehat ha a csuklokra haté eroket meg tudjuk hatarozni, akkor a szerkezeten beliili 6sszes erot
tudni fogjuk. A csuklokat anyagi pontokként modellezhetjiik, tehat 2-2 fliiggetlen egyensulyi
egyenlet irhato fel rajuk. Ha a rudakat htuzottnak tekintjiik, és ennek megfelel6en tintetjiik
fel a rajuk hato eréket, akkor a csuklokra is a hozzajuk kapcsolodd rudak iranyaba mutatd
eroket kell rajzolni — hiszen ha a csukl6 hiizza a rudat, akkor a rad is htizza a csuklot.

Ha a sikbeli szerkezet ¢ darab merev testbdl (radbdl) és ¢ darab pontszerti csukl6bél
all (amiket szintén a szerkezetbe tartozd, 2 szabadsagi foku testeknek tekintiink), akkor a
lekotend6 szabadsagi fok 3t + 2c.

Minden egyes riud-csuklé kapcsolat két szabadsagi fokot kot le: a csuklék (csomoépontok)
x és y koordinatai megegyeznek az oda kapcsolodd rud végpontjanak a koordinataival. Ha
még egy rud csatlakozik a csuklohoz, annak a végpontjanak a koordinataira kapunk két to-
vabbi feltételt. Mivel minden rid két darab csuklohoz kapcsolodik, ez a teljes szerkezetre
Osszesen 4t kotottségi fokot jelent. Emellett » darab kényszerfeltétel adodik a megtamaszta-
sokbol, tehat a rudak kapcsolodésabol és a megtamasztasokbdl szarmazéd kényszerek 4t + r
szabadsagi fokot kotnek le. A statikai hatdrozottsag miatt sikban r = 3, ami megegyezik a
reakciokomponensek szamaval.

Mivel minden szabadsagi fokot le kell kotni, 3t + 2¢ = 4t + r. Ebbol kévetkezik, hogy

2e=t+r, (4.20)

tehat a csuklokra felirt 2c darab egyensilyi egyenlet alapjin meghatdrozhato a t darab riderd
is €s az v darab reakciokomponens is.

A példdban t = 5 merev testbdl (rudbdl) és ¢ = 4 csuklobdl all a szerkezet. A kornye-
zethez torténd kapcesolédas r = 3 szabadséagi fokot kot meg. Az ismeretlenek: a t = 5 darab
ruderd, és az r = 3 darab reakciokomponens. A csuklokra 2¢ = 8 egyenlet irhato fel, ami
valéban megegyezik az ismeretlenek szamaval. Természetesen ha a reakcidkat mar megha-
taroztuk a teljes szerkezetre felirt (in. globdlis) egyenletek alapjan, akkor azok mér nem
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ismeretlenek; ez esetben a csuklokra felirt egyenletek egy része az eredmények ellenérzésére
hasznalhaté.

4.2.2. Csomoéponti médszer

A fentiek alapjan alkalmazhaté az un. csomdponti mddszer a ruderdk meghatarozasara.
Ennek soran szétbontjuk a szerkezetet csuklokra és rudakra, majd a csuklok egyensulyat
vizsgaljuk, annak figyelembevételével, hogy azokra a kiilsé terhelések mellett csak radiranyt
er6k adodhatnak at. A megoldast célszerii a teljes szerkezetre felirt egyenstlyi egyenletek
felirdsdval és a reakci6komponensek meghatdrozasaval kezdeni. Igy bizonyos csomépontokra
hato erdk értékét meghatarozhatjuk. Ezutdn célszeri olyan csomépontokat kivalasztani,
melyekre legfeljebb két ismeretlen ruderd hat. Az egyensulyi egyenletek megoldasa utan at
lehet térni egy kovetkez6 csomoépontra, és igy minden ruderé meghatarozhatd. A szamitas
végén harom darab ellenérzo egyenlet is adodik.
Nézziik meg a megoldds menetét a [4.15] dbrdn ldthaté szabadtest-dbrak alapjén!

o Az A,, A, reakciék mér ismertek a teljes szerkezetre felirt egyenletek alapjan (lasd
(4.19)) egyenlet), ezért kezdhetjiik a megoldast az A csoméponttal — hiszen ott csak két
ismeretlen erd hat: Nj és Ns.

> F,=0: A, + Nicos(a) + Ny =0,

> F,=0: A, + Nysin(a) =0, (4.21)

ahol az « szog értéke ismert, hiszen tan(a) = b/a.

Innen
A —bF b F
Ny =——Y — = : F = , (4.22)
sin(a) 2asin(a)  2asin(«) 2 cos(a)
b cos() F

Ny=—-A, — N =F - ——~F=—, 4.23
? 1 cos() 2asin(a) 2 (4.23)

ahol kihasznaltuk, hogy b/a = sin(«)/ cos(a). Mivel pozitiv F' érték mellett mindkét
eredmény pozitiv, mind a két rud huzott.

o Nj és N, ismeretében folytathatjuk a szamitast akar a C, akiar a D csoméponttal,
hiszen mindkét csuklora csak két ismeretlen er6 hat (N3 és Ny, illetve N3 és N5). Mivel
a D csomé6pontban egymasra merdleges, és az (z,y) koordindta-rendszer tengelyeivel
parhuzamos erék hatnak, annak az egyensulyat konnyebb megvizsgalni. A D csuklo
egyensulyanak feltételei:

Z F,=0: N5 — Ny, =0, (4.24)
Z F,=0: N3 = 0. (4.25)
Ezek szerint
N3 =0, (4.26)
Ns = Ny = g (4.27)

www.mm.bme.hu




4.2. Racsos szerkezetek 133

Az Ns-re kapott eredmény F' > O-ra pozitiv, tehat ez a rad is hizott. A 3-as riadra
viszont azt kaptuk, hogy abban nem ébred erd. Az ilyen rudat vakridnak nevezziik.
Azonban ez nem jelenti azt, hogy a 3-as rid felesleges, hiszen mas terhelés esetében
tehervisel6vé valhat ez a rad is! A 3-as rud eltavolitasaval egy olyan szerkezet jonne
létre, ami csak bizonyos terhelések mellett maradhat egyensilyban, azaz nem statika-
ilag hatdrozott — a 3-as rud nélkiil nem teljesiilhet az egyensuly, amikor példaul a D
csukléra y iranyu eré hat. A valésdgban a szerelési és modellezési pontatlansagok mi-
att altalaban a vakrudakban is ébred valamekkora erd, és bizonyos esetekben nélkiiliik
a szerkezet Osszeomlana. Vakrudakat a biztonsag novelése érdekében is hasznélnak,
hiszen ezek a rudak atvehetik egyes teherviselo rudak szerepét azok megrongalodéasa
vagy a szerkezet deforméacidja esetén.

o Most mar csak egyetlen ismeretlen rideré maradt: Ny, de még négy egyensilyi egyen-
letet irhatunk fel: a B és a C csukld egyenleteit. Tehat harom olyan egyenlet marad,
amik felhasznalhatok az eredmények ellendrzésére. Ha a B csuklot valasztjuk, akkor
az alabbi egyenleteket kapjuk:

Y F,=0: — N5 — Ny cos(a) = 0, (4.28)
Y F,=0: By + Nysin(a) = 0. (4.29)
Az els6 egyenlet szerint

—Nj -F

N = =
7 cos(e)  2cos(a)’

(4.30)

a masodik egyenletbdl pedig ugyanezt az eredményt kapjuk, a b/a = sin(a)/ cos(«)
Osszefliggés felhasznalasaval:
-B, —Fb —F'sin(«) —F

Ny = sin(a) " 2a sin(a) - 2 cos(a) sin(a) - 2 cos(a)’ (4.31)

A 4-es rad tehat nyomott, hiszen pozitiv F' eré mellett negativ ruderét kapunk.
o A C csukld egyensiilyi egyenleteit tovabbi ellenorzésre hasznalhatjuk:
Y F,=0: F — Ny cos(a) + Ny cos(a) = 0, (4.32)
> F,=0: — Ny sin(a) — N3 — Nysin(a) = 0. (4.33)

A korabban kapott eredmények behelyettesitésével azonossagokat kapunk, amik meg-
erOsitik szamitasaink helyességét:

F —F

Y F,=0: F— 5 eos(a) cos(a) + eos(a) cos(a) = 0, (4.34)
F o —F _
> F,=0: S cos(a) sin(a) — 0 — Seos(a) sin(a) = 0. (4.35)

4.29. megjegyzés: A csoméponti mddszer alkalmazasa — kiillonosen Osszetett szerkezeteknél
— sok szamitdssal jar, amit a gyakorlatban célszeri szamitogéppel végezni. A szadmitdgépes
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megoldashoz fontos, hogy egyértelmiien legyenek felvéve az ismeretlenek. Példaul a reak-
ci6komponensek a megadott (z,y) koordindta-rendszerben felvett irdnyoknak megfeleléen
szerepeljenek az egyenletekben, a riderék pedig hizottnak legyenek feltételezve.

Az erdk mindig els6 hatvanyon szerepelnek az egyensilyi egyenletekben, ezért azok egy li-
nearis egyenletrendszert alkotnak. Az ebben a fejezetben targyalt példaban az ismeretleneket
az alabbi vektorral adhatjuk meg:

X = . (4.36)

L Py |
A vektor mérete a egyenlet jobb oldaldnak megfeleléen 8, ami a rudak szimanak (¢t = 5)
és a reakcikomponensek szamanak (r = 3) az Osszege.

A kiilsé terheléseket is egy ugyanilyen méretii vektorral adhatjuk meg, melynek egymaés
utani elemei az A csomépontra hatd x irdnyud erd, az ott hatd y irdnyud erd, az x és y irdnyu
er0k a B csomopontban, majd a C és D csomépontokban:

(4.37)

c oo Mmoo oo

Tehat minden csomoéponthoz két elem tartozik ebben a vektorban, a egyenlet bal
oldalanak megfeleléen. A vizsgalt példdban csak a C csomdépontra hat egy x irdnya F eré,
tehat csak a vektor 6todik eleme nem nulla.

Az egyensilyi egyenleteket tomoren

Mx+c=0 (4.38)

alakban lehet felirni, ahol az M matrix (lasd definicié) az ismeretlen erék egyensulyi
egyenletekben szerepld egylitthatoéit tartalmazza:

cos(a) 1 0 0 0 1 00
sinf) 0 0 0 0 010

0 0 0 —cos(a) =1 0 0 O
o 0 0 sinfa) 0 0 0 1

M= —cos(a) 0 O cos(w) O O 0 O (4.39)

—sinfe) 0 -1 —sinfw) 0 0 0 O

0 -1 0 0 1 0 00

0 0 1 0 0 00 0

Az M matrix és az x vektor szorzasa (lasd definicié) sordn ugy kell eljarni, hogy a métrix
egy adott (mondjuk i-edik) sordban szerepld kifejezéseket egymés utan Gssze kell szorozni az
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x oszlopvektor ugyanolyan sorszami elemével, és ezeknek a szorzatoknak az Osszegét kell
beirni az eredményvektor i-edik helyére. Ebbol kovetkezik, hogy a matrix oszlopai az x
vektor elemeinek, az egymas alatti sorok pedig az A, B, C' és D csomépontokra felirt x és y
irdnyd komponens egyenleteknek felelnek meg. Példaul az els6 két sor a egyenletekhez
tartozik, hiszen az Mx szorzast végrehajtva, és figyelembe véve, hogy a c vektor elsé két
eleme nulla, azt kapjuk, hogy

cos(a)- Ny +1-Noy+1-A4, =0, (4.40)
sin(a)) - N1 + A, = 0. (4.41)

Ezzel a médszerrel tehat ebben a példaban nyolc darab egyenletet irhatunk fel. Az igy kap-
hato, alakban megadhaté egyenletrendszer megoldasara jol hasznalhaté matematikai
algoritmusok léteznek. A megoldhatdsig matematikai feltétele az, hogy az egyenletek li-
nedrisan fliggetlenek legyenek, azaz ne legyen nulla az M egyiitthatématrix determinansas:
det M #£ 0 (l4sd definici6).

Tovabb egyszeriisitheti a megoldast, ha a riuderdk irdnyat az x tengelytdl mért szoggel
adjuk meg, mert ebben az esetben azok z iranyu vetiiletét a szog koszinuszaval, y irdnyua
vetiiletét pedig annak szinuszéval szdmolhatjuk, és nincs sziikség az el6jelek atgondoldsira
sem. Példdul ha a B csuklonal az o szog helyett a abran lathato S szoget hasznalnank,
akkor a (4.28)) egyenletben az Ny erd egyiitthat6ja cos(3) lenne (— cos(«)) helyett. &

4.2.3. Atmetszé modszer

A csoméponti mdbdszerrel szisztematikusan kiszamithaté minden ridero. Azonban ha csak
néhany raderot szeretnénk meghatarozni, akkor célszeriibb az Un. dtmetsz6 mddszer hasz-
nalata. Ennek lényege az, hogy a szerkezetet képzeletben kettévagjuk a vizsgalt rudaknal,
és a szerkezet egyik vagy masik felére felirt egyensiilyi egyenleteket oldjuk meg. Ebben az
esetben a szerkezet elvagas utan kapott, kivalasztott részét merev testnek tekinthetjiik, ezért
nemcsak er6 egyensulyi, hanem nyomatéki egyenleteket is felirhatunk — de természetesen ek-
kor is legfeljebb csak harom egymastol fiiggetlen egyenlet talalhaté. Az atmetszé modszer
alkalmazasanak ezért az a feltétele, hogy ha csak eqy dtmetszést alkalmazunk, akkor

o legfeljebb harom ismeretlen terhelésti rud atmetszésével kell szétvalasztani a szerkeze-
tet,

e 1gy, hogy a harom ruder6 hatasvonala nem egy pontban metszi egymast. Ez utobbi
esetben ugyanis a nyomatéki egyenletet nem tudjuk felhasznélni.

Ha csak két ismeretlen ruder6 van, de a két rid hatasvonala egy pontban metszi egymast,
akkor a csomoponti modszert kapjuk vissza. Egy adott szerkezetet egymas utan tobbfélekép-
pen is szétvaghatunk, az egyes atmetszéseknél mas-mas rideréket meghatarozva. Ha minden
atmetszésnél fel tudunk irni olyan egyenleteket, melyek a korabban felirtaktol fliggetlenek,
akkor megoldhatova tehetd az egyenletrendszer abban az esetben is, ha haromnél tobb rudat
vagunk el egy metszésnél, vagy a harom elvagott rid egyenese egy pontban metszi egymast.

Ha az el6z6 példdban csak az 1-es, 3-as és 5-0s rudakban ébred¢ erdkre vagyunk kivancsi-
ak, akkor elvighatjuk a szerkezetet a[4.16] dbran lathaté médon. Az elvigas utdn meghagyott
részt mar merev testként kezelhetjiik, azaz erre harom fiiggetlen egyensulyi egyenletet irha-
tunk fel — példaul az A és D pontokon athaladd a és d tengelyekre vonatkozé nyomatéki
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-
D 5 \N5
\

N\

4.16. Abra. Rdcsos szerkezet ruderSinek szamitasa atmetszé moédszerrel

egyenleteket, valamint az erék x iranyu egyensulyat kifejez6 egyenletet:

SM,=0:  Nsa=0, (4.42)
> My=0: —Aya — Nysin(a)a = 0, (4.43)
> F,=0: A, + Nycos(a) + N5 = 0. (4.44)

Az elsé egyenletben nem szerepel A,, A,, Ny és N5, mivel mindegyiknek a hatdsvonala at-
halad az A ponton. A masodik egyenletben hasonlé okokbdl nem szerepel A,, N3 és N5s. Ha
Ni-et eltoljuk a hatasvonala mentén az A pontba és felbontjuk x és y iranyd komponensek-
re, akkor z komponensének a hatasvonala is athalad a D ponton, ezért csak az y iranyu,
N sin(a) nagysagi komponensével kell szamolni ebben az egyenletben.

Az egyenletrendszer elsé egyenlete szerint N3 = 0. A mésodik egyenletbdl

A, F

Ny = — = 4.45
! sin(a)  2cos(a)’ (4.45)
a harmadik szerint pedig
F F
N5 = —A, — Nycos(a) = F — 3= 3 (4.46)

Mindhérom eredmény megegyezik a csomoponti modszerrel kapott kifejezésekkel.

Az dtmetszé médszer alapgondolatét felhaszndlva nemcsak szdmitdssal, hanem a [2.7.2]
fejezetben targyalt Culmann-szerkesztéssel is megoldhatjuk a feladatot. Ebben az esetben
harom ismeretlen nagysagu, de ismert hatasvonali erét keresiink, amik egyenstilyban vannak
egy negyedik, a kiils6 erék ereddjeként szamithatd, ismert erdvel.

Az el6z6 példaban N3 = 0 jott ki, ezért az nem alkalmas a Culmann-szerkesztés szem-
1éltetésére. Modositsuk a feladatot egy D csukléban tdmadd Fp er6 hozzavételével, a
abra szerint! Egy ilyen erd mellett a 3-as ridnak htuzottnak kell lennie (N3 > 0), és az el6z6
esethez képest megné a B, reakcideré nagysiga is. Az A ponton atmend tengelyre felirt

nyomatéki egyenletbol
b 1
B,=—F+ =F 4.47
Y 2a + 92 D ( )
adodik, ami természetesen szerkesztéssel is meghatéarozhaté. Tegyiik fel, hogy a reakcidkat

mar meghataroztuk, és ugyanazt a metszést alkalmazzuk, mint az el6z6 esetben, de most a
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4.17. dbra. Atmetsz6 médszer alkalmazdsa Culmann-féle szerkesztéssel, az el6zé
példahoz képest modositott esetben

szerkezet masik felének egyensulyat vizsgaljuk! A szerkesztés elsd 1épése az ismert F' és B,
erok Frp ered6jének meghatarozasa, aminek a hatasvonala a két eré hatasvonalainak met-
széspontjan halad at, nagysagat és értelmét pedig a vektorabrabol abra) olvashatjuk
le. Most mar helyettesithetjik e két erdt az ereddjikkel, a [4.18 dbrdn lathaté médon. A

4.18. abra. Rédcsos szerkezet ruderéinek szamitasa a Culmann-féle szerkesztéssel

problémat tehat arra az esetre vezettilk vissza, amikor egy merev testre egy darab ismert
er6 (Frp) és harom ismeretlen nagysagu és értelmil, de ismert hatdsvonald eré (N7, N3, Ns)
hat, és ezek egyensilyanak feltételét vizsgaljuk. E négy er6 koziil kettét-kettot Osszegezve
két erd egyenstulyara vezethetd vissza a feladat. Az Frp és Nj erdk eredéjének hatasvonala
at kell hogy menjen a hatasvonalaik F metszéspontjan. Ehhez hasonléan, az N; és N3 erok
ered6jének a C' ponton kell athaladnia.

Mivel Frp és Ny eredojének, valamint N; és N3 eredéjének egyensilyi erorendszert kell
alkotnia, ezeknek azonos hatasvonaltiaknak kell lennitik. Ez a hatasvonal athalad mindkét
részered6 tamadaspontjan, tehat a C'E egyenesre esik. Ennek megfelelden felvesziink egy
C E-vel parhuzamos s segédegyenest az abran.

Az s egyenes ismeretében mar megszerkesztheto az ismert iranya Nj eré a vektorabran,
majd a nyilfolyam folytatasaval és zarasaval a szintén ismert irdnyti N3 és N; erék vektora
is.
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4.2.4. A racsos szerkezetek elonyei és hatranyai

A racsos szerkezetek nagy terhek hordasara képesek, kevés anyaghasznalat mellett. Mégsem
célszertt minden szerkezetet racsos szerkezetként megvalédsitani, a kovetkezo okok miatt:

A racsos szerkezetek konnyen megrongaldédhatnak, ha nem a csomépontokban éri 6ket
terhelés — kiilonosen a rudak kozepén hato erdkre érzékenyek.

Csak olyan anyagokbdl készithetdk el, melyek megfelel6en elviselik a hiizast és a nyo-
mast. Sok épitdéanyag — példaul a beton — csak kismértékben terhelhet6 huzésra, a nyo-
mott rudak esetében pedig tigyelni kell, hogy az megjegyzésben targyalt kihajlas
jelensége ne kovetkezzen be. Kihajlas soran a nyomott rid meghajlik, a gorbiilete nd,
végiil az esetek tobbségében tonkremegy, példaul eltorik. Ez a jelenség a szilardsagtan
eszkozeivel targyalhato.

Ha statikailag hatarozott a racsos szerkezet, akkor egy rid tonkremenetele esetén elo-
fordulhat, hogy a tobbi rid nem tudja atvenni a terhelést, és az egész szerkezet Ossze-
omlik.

A racsozashoz sziikséges haromszoges szerkezet kialakitasa bizonyos esetekben tul nagy
helyet igényel.

4.3. Sikbeli csuklos szerkezetek

Ebben a fejezetben olyan szerkezeteket vizsgalunk, melyek geometridja hasonld a racsos
szerkezetekéhez, de a terhelésekre vonatkozéan nem adunk meg korlatozast. A csuklos szer-
kezeteket tehat a kovetkezoképpen jellemezhetjiik:

MUEGYETEM 1782

Egymashoz csuklésan kapcsolodo, merev rudakbdl allnak.

Tetszolegesen terhelhetok, azaz a terhelés allhat a rudakra vagy a csuklokra haté kon-
centralt erokbdl, eroparokbdl és megoszlo erékbal is.

Mivel most is csuklosan kapcsolédnak a rudak, a csuklokrél atadédo erdk hatéasvonala
ebben az esetben is athalad a csuklok koézépvonalan, de ezek az erdk altalaban nem
rudirdnyiak, mert most més terhelés is hathat a rudakra.

A cél a rudakat terhel6 erék meghatarozasa. Csuklos szerkezetek esetében nemcsak
huizottak vagy nyomottak lehetnek a rudak, hanem a rajuk haté erérendszernek tobbek
kozott hajlité hatasa is lehet. A hajlitéigénybevétel meghatarozasa nagyon fontos a
rudak szilardsagi méretezése soran — azaz amikor meghatarozzak, hogy milyen mére-
tiinek kell lennie a radnak ahhoz, hogy ne menjen tonkre a terhelések hatasara. Ezzel
a témaval az ] fejezetben foglalkozunk bévebben.

A csuklds szerkezetek esetében is igaz, hogy ha a teljes szerkezet egyensulyban van,
akkor minden egyes része is. Tehat most is alkalmazhat6 a részekre bontds elve (4.2.1
fejezet és tétel) a csuklokrdl a rudakra hat6 er6k meghatérozdsa soran.
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4.3.1. Bakallvany csukléiban ébred6 er6k meghatarozasa

A racsos szerkezetek esetében alkalmazhaté megolddsi modszereket a legegyszeriibb ilyen
szerkezet, az an. bakdllvany vagy mas néven haromcsuklos szerkezet példajan keresztiil te-
kintjiik at. A bakallvany két, egymashoz és a kornyezethez egyarant csuklésan kapcsolodd
merev rudbdl all. A két rud szabadsagi foka 2 x 3 = 6, a harom csukl6 egytittes kotottségi
foka pedig 3 x 2 = 6.

4.4. példa: A[/.19 dbrdn ldthatsé példdiban egy-eqy koncentrdlt erd terheli a két rudat. Ha-
tdrozzuk meg az A és B csuklokban ébredd reakciokat!
Adatok: F; =200 N, F5, =400 N, a = b= 0,5 m.

C

Y _
F, L
I b
T 2 A
1 2 b A
A B Yy T 5

| a a 2a |
|‘ - > >|

4.19. abra. Két koncentralt erével terhelt bakallvany, és a teljes szerkezet
szabadtest-abraja

Megoldas:
Irjuk fel a teljes szerkezet egyenstlyat kifejezé egyensilyi egyenleteket (az tn. globdlis egyen-
leteket)! A szabadtest-dbra alapjan

> F=0: Ay + B, — F, =0, (1)
> F,=0: Ay + B, — F =0, (2)
> M,=0: —Ayda + Fi3a + Fyb = 0. (3)

Sikban minddssze harom egymastdl fliggetlen egyensilyi egyenletet irhatunk fel, az ismeret-
lenek szdma viszont négy: A,, Ay, By és By.

Tovabbi egyenleteket irhatunk fel a részekre bontas elvének alkalmazéasaval. Szedjik szét
a szerkezetet hdrom részre: az dbran 1-gyel jelolt AC ridra, a 2-vel jeldlt C'B rudra, és a C
csukloral

Az altaldban javasolt eljaras az, hogy ha felbontjuk a keresett erévektorokat x és y irdnyt
komponensekre, akkor azokat a koordindta-tengelyek pozitiv iranyitasanak megfelel6en raj-
zoljuk be a szabadtest-dbraba, és {gy is szerepeltetjiik azokat az egyenstlyi egyenletekben. Igy
az eredmények értelmezése egyértelmi, hiszen ekkor a nyilak a koordinata-rendszer bazisvek-
torait szimbolizaljak, az azok mellé irt skalarmennyiségek pedig az erévektorok koordinatéit.
Ennek megfelel6en rajzoltuk fel a a szabadtest-dbrat. A jeldlésben mar figyelembe vet-
tiik, hogy bizonyos er6komponensek eré-ellenerd parokat alkotnak, példaul Cy, a C csuklorol
az 1-es rudra haté er z komponensét, Cy, pedig ennek ellenerejét, azaz a ridrél a csukléra
haté er6 x komponensét jeloli. Azt is megtehettiik volna, hogy a csuklot is megszamozzuk,
mondjuk 3-as szadmmal, és C13,-szel jeloljiik a rudrél a csuklora, Csp,-szel pedig a csuklordl
a radra atadédo erot.
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MUEGYETEM 1782

(a) (b)

4.20. dbra. Részekre bontott bakéllvany szabadtest-abrai. (a): Minden reakcié-
komponens kiilén jelolve (példaul Cy, a C' csuklordl az 1-es rudra hatd, Ch, pedig
a rudrol a csukléra haté eré x komponensét jeloli). (b): Az eré-ellenerd péarok
ugyanazzal a szimbolummal jelolve, de ellentétes értelemben felvett nyillal

Bar ez a jelolésrendszer jol mutatja, hogy itt tobb kiilonb6zé erérol van szo, az ismeretle-
nek szama nagyon nagy lesz (a a abran 12 ismeretlen szerepel). A feladatok kénnyebb
attekinthetdsége érdekében ezért két test kapcsoloddsanal kivételesen el szoktunk tekinteni
a fent leirt jelolési konvenciétél, és mar a szabadtest-abra felrajzolasakor figyelembe vessziik
Newton 3. torvényét.

Az ennek megfelel$ szabadtest-abra a b abran lathaté. Itt azt a szabdlyt kévettiik,
hogy az els6ként megrajzolt szabadtest abran — ami most az 1-es jelii, AC' rudat dbrazolja —
minden ismeretlen er6komponenst pozitiv irdnyitassal vettiink fel, igy rajzoltuk be a C',, C1y
er6ket. Ezutan egy olyan test szabadtest-abraja kovetkezik, ami az 1-es raddal kapcsolatban
van, tehat jelen esetben a C csuklora hatd erdket kell berajzolni. Itt az 1-es radrél atadodo
er6kre nem vezettiink be 1j jelolést, viszont a Cy,, C1y jelll erSket ellentétes értelmd nyillal
abrazoltuk. A 2-es radrdl a csukléra haté Coy, Ca, eréket ezutdn megint pozitiv értelemben
rajzoljuk fel a csukléhoz. Ezzel a csukld szabadtest-abraja elkésziilt, és tovabbléphetiink a
csuklohoz kapcesolédd 2-es radra. Most itt vessziik figyelembe Newton 3. torvényét, és a 2-es
rud szabadtest-abrajan negativ értelemben tiintetjiik fel a Co,, Cyy er6khoz tartozoé nyilakat.
A B,, By jelll er6komponenseket viszont — mivel azok el8szor fordulnak elé — ismét pozitiv
irdnyitassal szerepeltetjiilk. Ezzel a megoldassal jelentosen csokkentettiik az ismeretlenek
szamat, 12-rol 8-ra.

Tovabbi egyszertisitést is el lehet érni, ha mar a szabadtest-abran figyelembe vessziik a
csuklé egyensilyanak feltételét. Ez a b abra szerint annak felel meg, hogy C, = Co,. és
C1y = Coy, azaz tovibbi kettével tudjuk csokkenteni az ismeretlenek szamét, ha ezek helyett
Cp-szel illetve Cy-nal jeloljiik a két rid kolcsonhatasat jellemzé erdket, ahogy a abra
mutatja.

Osszefoglalva, a kovetendd eljaras a kovetkezd: egyméas utén felrajzoljuk a szabadtest-
abrakat az Osszes testre. Ennek sordn az elséként el6forduld er6komponenseket mindig po-
zitiv irdnyitéssal vessziik fel, mig a kovetkez6 dbréan azok ellenerdit (ha a két abrazolt test
kolesonhatasat kifejezd erékrol van szé) negativ irdnyitassal. Ha egy olyan csuklo van két rid
kézott, amire nem hat kiilsé erd, akkor elhagyhatjuk a csukld szabadtest-abrajat, és a rudak
kolesonhatasat két ismeretlen komponens segitségével kifejezhetjiik. Ezutan az abrak alapjan
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4.21. dbra. Részekre bontott bakallvany egyszeriisitett szabadtest-abrai, figye-
lembe véve Newton 3. térvényét és a csuklé egyensilyat

fel kell irni az egyensilyi egyenleteket a vizsgalt testekre.
A példaban az ismeretlenek szamat lecsokkentettiik 6-ra, és a két rudra is 2 x 3 = 6
egyensulyi egyenletet irhatunk fel a korabban felirt (1), (2), (3) globalis egyenletek mellett:

1-es rid egyensulya:

> F=0: Az +Cp =0, (4)

> F,=0: Ay +Cy—F =0, (5)

> M.=0: Az2b — Ay2a + Fra =0, (6)
2-es rud egyensulya:

> F,=0: B, —Cp — F, =0, (7)

> F,=0: B,—C,=0, (8)

> M.=0: B,2b+ By2a — Fyb = 0. (9)

Itt a (6)-0s és (9)-es egyenlet tgy is értelmezhetd, hogy a csuklé nem visz 4t nyomatékot,
ezért a szerkezet barmelyik felére haté erérendszer nyomatéka nulla a csukléra.

Az (1), (2), (6), (9) egyenletekbdl 4ll6 egyenletrendszer 6nmagédban megoldhat6 lenne az
Ay, Ay, By, By ismeretlenekre. Viszont az 1-es és 2-es rudak terhelésének megéllapitdsdhoz a
Cy, Cy reakcidkat is meg kell hatérozni. A felirt 9 darab egyenlet kéziil tovabbi kettét (példaul
a (4) és (5) vagy (7) és (8) egyenleteket) fel tudunk hasznalni C, és C, meghatarozasihoz,
és még harom egyenlet marad, amikkel ellenérizni tudjuk az eredményeket.

A szamitashoz és az ellenOrzéshez felhasznélt egyenletek koziil az alapjan valaszthatunk,
hogy az eré egyenstilyra felirt harom hasonlé jellegii egyenletbél (példaul a harom Y F, = 0
jellegli egyenletbdl) csak kettd lesz egymédstdl fiiggetlen. A nyomatéki egyenletek esetében
nem ilyen egyszerli a helyzet, mert tobb kiilonb6z6 pontra is felirhatunk nyomatéki egyen-
leteket, melyek kivalthatjak az erd egyensulyra felirt Osszefiiggéseket. Az egyenletrendszer
felirasanak és papiron elvégzett megoldasanak tehat tobbféle ttja is lehet, melyek koziil egye-
sek gyorsabban, méasok kevésbé gyorsan vezetnek eredményre. A legcélravezetébb mobdszer
megtaldlasanak médjat csak sok gyakorlassal lehet elsajatitani.

A megoldas természetesen nemcsak intuitiv médon hatdrozhaté meg: a (4)-(9) egyenletek
egymastol fiiggetlenek (n. linedrisan fiiggetlen egyenletrendszert alkotnak), igy azokat vé-
lasztva biztosan megkaphatjuk a megoldést, példdul a [£.29] megjegyzésben leirt mddszerrel,
szamitogép felhasznalasdval. Mi is ezeket az egyenleteket alkalmazzuk, és azt a stratégiat ko-
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vetjiik, hogy minden valtozoét kifejezlink a C, és Cy skaldrkomponensek segitségével. Ennek
az az elénye, hogy ezek az ismeretlenek mindkét riad egyenleteiben megjelennek.

4)= A, =-C,, (4.48)

(5) = Ay =F —C,, (4.49)

(7) = By =Cy+ Fy, (4.50)

(8) = By=0C,. (4.51)

Ha ezeket a kifejezéseket behelyettesitjiik a (6)-os egyenletbe, akkor az aldbbi egyenletre
jutunk:

—Cy 20— (F1 — Cy) 2a + Fra = Cy2a — Cy2b — Fra = 0. (4.52)

Felismerhetd, hogy a kapott egyenlet megfelel az 1-es rad A ponton 4tmené a tengelyre felirt
nyomatéki egyensulyi egyenletének. Ez is mutatja, hogy egy Ujabb, masik tengelyre felirt
nyomatéki egyenlet mar nem ad 4j informéciét, az kifejezheté a mar korabban felirt egyenle-
tekbdl (feltéve, hogy mar a szabadségi fokok szdméval egyenld szamu fiiggetlen egyenletiink
van).

Ha az A és B pontokban ébredé er6komponenseket a (9)-es egyenletbe helyettesitjiik,
akkor arra jutunk, hogy

(Co + Fo) 20+ Cy 2a — Fob = Cp2b+ Cy2a + Fyb = 0. (4.53)
% iy

Ezuttal behelyettesités utan a 2-es test B ponton atmend b tengelyre szamitott nyomatéki
egyenletét kaptuk vissza. Ez nem meglepd, hiszen abban természetesen nem szerepelhetnek
a B;, By ismeretlenek. A fentiek szerint nem célszerti a két rudat dsszekapcsolé csomépontra
felirni a nyomatéki egyensily egyenleteit. Gyorsabban célt értiink volna, ha mindkét riud
esetében a méasik csomépontot — ebben a példaban az A illetve B pontokat — vilasztjuk, mert
az igy kaphaté egyenletekben csak a kapcsolédast jellemzd erd C, C, komponensei jelennek

meg.
A (4.52) egyenletbdl — kihasznalva, hogy a = b — azt kapjuk, hogy
2a a F1
C,=C,—~ —F— =0, — — 4.54
Ty ey T YT g (4.54)
amit behelyettesitve a (4.53)) egyenletbe, Cy kifejezhetd:
(F — F2)b  F) — Fy
= = = - N. 4.
Y7 2a+2b 4 °0 (4.55)
Ez alapjan méar a tobbi ismeretlen is meghatarozhato:
Ay, =150 N, A, =250 N, B, =250 N, B, =-50 N, C; =-150 N. (4.56)

Az eredmények ellenérzésére a szamitdsban fel nem hasznélt (1)-(3) egyenleteket hasznalhat-
juk. [

A részekre bontds elvét az 0] fejezetben targyalt, Gn. igénybevételek meghatérozdsa kap-
csan is fogjuk alkalmazni. Az igénybevételek azzal kapcsolatosak, hogy ha kettévagunk egy
egyensulyban 16v0 szerkezetet, akkor az elvagas helyén mindegyik testre olyan erérendszer
adddik at, ami a mésik testre haté erorendszer eredéjeként értelmezhets. Az alabbi példaban
ezt mutatjuk meg a bakallvany esetében.
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4.22. dbra. Részekre bontott bakallvany szabadtest-abraja a példahoz

4.5. példa: A [[.23 dbra szerint megrajzolhatjuk a szerkezet mindkét részének szabadtest-
abrdit, és kifejezhetjik a belsé erdkomponenseket a rudakra hato tébbi erével:

1-es rid egyensulya:

Y F,=0: A, +C, =0 = C,=-A4A,, (4.57)
Y F,=0: Ay+Cy—F =0 = C,=F—-A4, (4.58)
2-es rid egyensulya:

Y F,=0: B,+C. - F,=0 = (. =F —B,, (4.59)

> F,=0: B, +C;, =0 = C,=-B,. (4.60)

Mivel Newton 3. térvénye miatt C, = —C;, és C, = —C), arra az eredményre jutunk,

hogy

C! = A, (4.61)

C,=A, - F, (4.62)

C, =B, — F, (4.63)

C, = B,. (4.64)

Ez azt jelenti, hogy a (2)-es testre hatd, C, és C, koordindtdkkal megadhato belsé erd az
(1)-es testre hato kiilsé erdk ereddjével egyenld, az (1)-es testre a C' pontban dtadéds belsd
erd pedig megegyezik a (2)-es ridra hatd kilsé erdk ereddjével. Ehhez a megdllapitdshoz azért
nem kellett nyomatéki egyensilyi egyenleteket felirni, mert a (6) és (9) egyenletek szerint a
csuklo nem visz dt nyomatékot.

Hasonloan vizsgalhatok azok a szerkezetek is, melyekben csuszkdval kapcsolodnak eqymads-
hoz rudak (ldsd példa). Ebben az esetben azonban nyomaték is dtadodik a csuszkdndl,
és ennek a belso nyomatéknak az értéke a masik ridra hatoé erdrendszer csuszkdra szamitott
nyomatékaval eqyenld. [ )

4.3.2. A reakciok meghatarozasa a szuperpozicio elv alapjan

A bakallvanyra haté reakcideré komponenseket a szuperpozicié elv alapjan is meghataroz-
hatjuk. Ebben az esetben az [1.| alapelvnél bovebb értelemben hasznaljuk a szuperpozicié
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elvet. Ahogy az[I.11] megjegyzésben volt mar réla sz6, a szuperpozicié elv lényege az, hogy
egy adott testre hato erok egymas hatasat nem befolyasoljak. Ennek kovetkezménye, hogy
az egyensulyi egyenletek matematikai szempontbdl lineéaris egyenletrendszert alkotnakﬁ

A szuperpozicié elvet most ugy alkalmazzuk, hogy az F; és Fy erck koziil egyszerre
csak az egyiknek a hatasat vessziik figyelembe a reakciék meghatarozasa soran. Példaul
ha F) hatasara A1, Ay, By és By reakciderdk, F, hatadsara pedig Ago, Ayo, Byo és By
reakciderok ébrednek, akkor a két erd egyiittes hatdsa soran ezek Osszegei adjak meg a
megfelel6 reakcidkomponenseket, tehat példaul A, = A, + Aus.

A a abran annak az esetnek a szabadtest-dbrdja lathato, amikor csak az F} aktiv
er0 hat a bakallvanyra. Ezen az abran még nem latszik, hogy milyen elénye volt az F3 erd
elhagyasanak, hiszen gy tiinik, hogy tovabbra is négy ismeretlen reakciékomponenst kell
meghatarozni. Azonban ha belegondolunk, hogy a 2-es jeli, BC ridra csak a két végpont-
jaban hat er6, egy-egy csukléon keresztiil, akkor vilagossa valik, hogy e két er6é egyensulya
miatt ez a rud statikai rud. Kovetkezésképpen vagy huzott, vagy nyomott, és a B csukléban
ébred6 By er6 a ruddal parhuzamos. A b abran mar ennek figyelembevételével rajzoltuk
meg a szabadtest-abrat, a 2-es rudat hizottnak feltételezve.

Y C
F, —-b
x —_—
A, A b
g B B,
A“’T a a 2a By,

(a) (b)
4.23. abra. Az F) erével terhelt bakallvany szabadtest-abraja két valtozatban

Ha csak az F, er6 hat a szerkezetre, akkor az 1-es rud lesz statikai rid, hiszen ebben az
esetben arra csak a két végén adddhat at egy-egy koncentralt erd, amik szintén csak akkor
lehetnek egyenstlyban, ha radirdnydak. A [4.24] dbrat ennek figyelembevételével rajzoltuk
meg.

E két esetre vonatkozé egyensilyi egyenletek

Ha csak Fj hat:

S F,=0: Ay +Bicos(a) =0 (4.65)
ZFy =0: Aly - F1 - Bl sin(oz) = 0, (466)
> M,=0: —Fia — By sin(a)4a = 0, (4.67)

3Ha az er8k befolydsolndk egymés hatdsit, akkor az egyenstlyi egyenletekben megjelennének az erdk
nemlinedris kifejezései is. Ebben az esetben két erd egyiittes hatdsa nem lenne egyenlé a hatasaik Gsszegével.
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A
.
4,

4.24. abra. Az F, erével terhelt bakallvany szabadtest-abraja

Ha csak F5 hat:

ZFI =0: As cos(a) + By — F5 =0, (4.68)
Y F,=0: Ay sin(a) + By, = 0, (4.69)
> My,=0: Fyb — Assin(a)da = 0. (4.70)

Ezeknek az egyenleteknek a megolddséabol, figyelembe véve, hogy tan(a) = b/a, a kovetkezd
eredményeket kapjuk:

Az =50 N, Ay, =150 N, By, =-50 N, By, = 50 N, (4.71)
Asy = 100 N, Ay, = 100 N, By, = 300 N, B,, = -100 N. (4.72)

Ellenérizhetd, hogy a megfelel6 reakcidkomponensek 6sszegeként a képletben megadott
eredményeket kapjuk.

A szuperpozicio elv felhasznalasaval szerkesztéssel is megoldhato a feladat, a [4.25] abran
lathaté médon. Ha csak az egyik vagy a masik terhel6 er6 hat, akkor a két részfeladat
visszavezetheté harom-harom erd egyensilyanak vizsgalatara: F; illetve Fy nagysaga is,
irdnya is ismert, Bi-nek és As-nek csak az iranyat tudjuk, tovabba ismert az A; és By
er0k tamadaspontja. Vektorabrak segitségével megszerkesztheték a két esetre vonatkozd
reakciderdk vektorai, amik ezutan tovabbi vektorabrakon osszegezhetdk.

4.3.3. Gerber-tartd

A [} fejezetben lattuk, hogy a kéttdmaszu tartok statikailag hatdrozott szerkezetek, ezért
a terhelések nyoman ébredd, rajuk haté reakcidero-komponensek egyértelmiien meghataroz-
hatok.

Ha nagy tavolsdgok athidalasara van sziikség, akkor a megfeleld teherbird képesség el-
érése érdekében nem keriilhetd el, hogy tobb ponton is ald legyen tamasztva a szerkezet.
Azonban az alatamasztasok szamanak novelésével a kéttamaszu tartébol statikailag hataro-
zatlan szerkezetet kapunk (lasd . abra), ami megfelel6en megtervezve nagyobb terheket
is elvisel, de az ilyen szerkezetek nem elemezhetok a statika keretein beliil.

A megoldast az jelenti, hogy a merev rudat tobb részre bontjuk csuklokkal. Egy csukld
behelyezése két kotottségi foku kényszerfeltételnek szamit, viszont a rid kettébontasa harom-
mal noveli a szabadsagi fokot, mert példaul egy helyett két rid jelenik meg a szerkezetben.
Igy egy tovabbi megtdmasztasra adédik lehetSség, a statikai hatdrozottsig fenntartdsa mel-
lett.
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4.25. abra. Bakallvanyra haté reakciéerCk szerkesztése a szuperpozicié elv alap-

s

jan

Az ilyen jellegti, tobbtamaszii, de belsé csuklokat tartalmazé tartokat Gerber-tarténak]
nevezik. Egy Gerber-tarté mechanikai modellje (terhelési dbraja) és a hozza tartozé szabadtest-

abra lathaté a [4.261 4branf]

Ezek a szerkezetek tobb részre bonthatok: egyik résziik, az un. fo rész onmagaban is
megall, statikailag hatarozott, mig a masik, befiiggesztett rész 6nmagaban nem all meg,
egyensulyat az biztositja, hogy csukléval kapcsolodik a {6 részhez. Egy Osszetettebb szerke-
zetben akar tobb {6 rész és befliggesztett rész is lehet.

A[A:26] abran ldthaté Gerber-tartd két darab rudbdl 4ll, melyek kényszerek nélkiil sikban
3-3 szabadsagi fokkal rendelkeznének. Ebbdl a hat darab szabadsagi fokbdl harmat lekot az
A csukld és a B gorgos tamasz, egyet a D alatamasztas, tovabbi kettét pedig a két rudat
osszekotd C jelil sikesukls. Tehat a szerkezet statikailag hatérozott. Az (1) jeld radbdl 4ll6
kéttamaszi tarté a (2) rész nélkiil is statikailag hatérozott lenne, tehat ez a 6 rész, a (2)
rid viszont nem lehetne egyensiilyban az (1) nélkil, az a befiiggesztett rész.

A reakcio-erorendszer meghatarozasa soran célszeri el0szor a befiiggesztett rész egyen-
sulyat vizsgdlni. A (2) radra haté megoszlé erérendszert helyettesithetjik egy Q2 = pa
nagysagu koncentralt erével, ami a rid kozépsé keresztmetszetében hat. A [£.26] szabadtest-

1Gottfried Heinrich Gerber (1832-1912)
® Akkor is Gerber-tartét kapnank, ha az (1) rudat a csuklés és gorgds tdmasz helyett egy befogas tartand,

lasd példa.
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Y
a a a
A ____________________ Y= | @ == tz_j __________ F
A AN 4 TAN NS
g (1) (2)
m o 6
a & a
1
A, [P C, C,[¥P ] F
| —_—
10,
Al/ B;t/ O’l/ Cl/ v DZU
4.26. abra. Gerber-tarto
abra alapjan a (2) jelli rid egyensulyat kifejez6 egyenletek:
> F,=0: F-C,=0, (4.73)
> F,=0: —Cy+ D, —pa =0, (4.74)
> My=0: Cya +pag =0. (4.75)
Az egyenletrendszer megoldasa:
a a
C,=F, Cy:—p§, Dy:C’y+pa:p§. (4.76)

Megfigyelhetd, hogy a (2) ridra hato C,, és D,, er6k pozitiv y irdanytak és egyenl6 nagysaguiak,
ami a rid szimmetridjabol is kovetkezik.

Most mar a C,, C, reakcidkomponensek ismertek, azok felhasznalhaték az (1) radra ha-
t0 reakciok meghatarozasa soran. Az erre a ridra haté megoszlo erérendszer egy Q)1 = p2a
nagysagu koncentralt erével helyettesitheto, a rad mindkét végétol a tavolsagban elhelyezke-
d6 hatasvonallal. Az (1) rid egyensilyi egyenleteit annak figyelembevételével irjuk fel, hogy
altalaban egyszeriibb a megoldas, ha nem a két rudat 0sszekété csuklén atmend tengelyre
irjuk fel a nyomatéki egyenletet. Ezért most az A ponton atmend a tengelyt valasztottuk:

Y F,=0: A, +C, =0, (4.77)
> F,=0: A, + B, + C, —p2a =0, (4.78)
> M,=0: Bya + Cy2a — p2a® = 0. (4.79)

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa, (4.76) figyelembevételével:

A, =-C, =—F, Ay:pa—Cy—By:—pg

5 B, = p2a — 2Cy = 3pa. (4.80)
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4.4. Példak

4.6. példa: Hatdrozzuk meg a reakcio-erdrendszer komponenseit aa abrdan lathato pél-
daban!
Adatok: L =0,5m, F =200 N, p=>500 N/m

A A
> >
F F
i i
or y <lld--
Q
x
B,
X ’3\ DC' — N ]
B éﬁ A
. L B, Cy

(a) (b)

4.27. dbra. Tortvonali tarté szerkezeti (a) és szabadtest-dabrdja (b)

Megoldas:

A p intenzitast megoszlé erdt helyettesithetjiik egy () = 2Lp nagysidgi koncentralt erével,
aminek a hatdsvonala a fiigg6leges rudszakasz felénél helyezkedik el. A C' csukléban haté
reakciderd irdnya ismert, a B csukléban pedig két ismeretlen reakciokomponenst vesziink fel
a b szabadtest-abran. Az egyensulyi egyenletek:

> F,=0: B, +F—-Q=0, (4.81)
> F,=0: B, +C, =0, (4.82)
> M,=0: F2L - QL — C,L =0. (4.83)

Célszerti volt a B ponton athaladé b tengelyre felirni a nyomatéki egyenletet, mert erre a B,
és B, erék nyomatéka zérus.
Az egyenletrendszer megoldasa

By =2Lp—F=300N, B,=2Lp—2F=100N, C,=2(F—Lp)=—100N. (4.84)
[

4.7. példa: Hatdrozzuk meg a reakcio-erérendszer komponenseit a[4.28. dabrdn ldthaté pél-
ddban! Adatok: 1 =0,5m, a =0,5m, My =200 Nm, p =200 N/m
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>
(_
S

Q

q
>
-

B Y

4.28. dbra. Csuklos szerkezet

Megoldas:

Harom csuklé tamasztja meg a szerkezetet, ezért a reakcidk meghatirozasahoz kiilon kell
vizsgalnunk a tartét alkotd két rud egyensulyat, a szabadtest-dbra alapjan. A megoszld
erét egy @ = p2a nagysagi koncentralt erével helyettesithetjiik, melynek hatdsvonala az A
és C pontok kozotti felezOponton halad at. Célszerti el6szor a (2)-vel jelolt rid egyensulyét

1 Q=2pa
1p E G, lC,/
Q‘ —= : O <t

)|

4.29. dbra. Csuklos szerkezet két részének szabadtest-abrai

vizsgalni, mert arra csak a B és C csuklékban addodik at erd. Két erd csak akkor lehet
egyensulyban, ha azonos hatasvonaltak, tehat ebben az esetben ezek az erck rudiranyuak,
ezért B, = C, = 0.

A feladat megoldasdhoz ezutdn méar elegendd csak az (1) jelli rid egyenstlyi egyenleteit

felirni:
> F=0: Ay +Cp =0, (4.85)
> F,=0: Ay+Cy—Q=0, (4.86)
> M,=0: Cy2a — My — Qa = 0. (4.87)

Az egyenletrendszer megoldéasa:

A, =0, A,=—-100N, B,=C,=0, B,=C,=300N, (4.88)

ahol Cy az AC rtudra haté erd y irdnyd skaldrkomponense. [
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4.30. Abra. Csuszkas szerkezet

4.8. példa: Hatdrozzuk meg a reakcid-erérendszer komponenseit a[4.30. dbrdn ldthatd pél-

daban! A csuszkandl elhanyagolhato a siurlédds.
Adatok: F; =2000 N, F5, =900N, L=15m,a=0,5m,b=1m

Megoldas:

A reakciék meghatarozasahoz szét kell bontani a szerkezetet, a 4.31] szabadtest-abrakon
lathaté médon. Mivel a cstiszka a benne cstiszé rid irdnyara meréleges C' er6t és az elfordulast
megakadélyozé6 M nyomatékot tud atvinni, ennek megfelel§ belsé erérendszert vettiink fel a

két rad kapcsolodasandl, figyelembe véve a hatas-ellenhatas elvét.

o
a
=Y

4.31. abra. Cstiszkas szerkezet szabadtest-abrai

A C er§ komponensekre bontasahoz meg kell hatarozni az o szog értékét:

L—-b
Q = arccos (b) = 60°.
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A bal oldali, (1) jelii rad egyenstlyi egyenletei:

> F,=0: A, + Fy — Csin(a) = 0, (4.90)
> F,=0: Ay + Ccos(a) =0, (4.91)
> M,=0: M+ Cb—FL=0. (4.92)

A jobb oldali, (2) jelii rad esetében felirhat6 egyenletek:

> F,=0: B, + Csin(a) =0, (4.93)
> F,=0: By — F, — Ccos(a) = 0, (4.94)
> M, =0: Cbcos(a) + Fha — M = 0. (4.95)

A két nyomatéki egyensilyi egyenletben csak két ismeretlen van, C' és M, ezért érdemes ezek
meghatarozasaval kezdeni az egyenletrendszer megoldasat:

FlL — FQCL

¢= b(1 + cos(«)

— 1700 N, M = Cbcos(a) + Fya = 1300 Nm. (4.96)

A t6bbi egyenletben most mar csak egy-egy ismeretlen talalhato, ezért ezek kénnyen megold-
hatdk:

Ay =—=527757T N, A, =—-850N, B,=-1472,24 N, B, = 1750 N. (4.97)

A megoldast a teljes szerkezet egyensulyi egyenleteinek felirasaval ellenérizhetjik:
A+ B, +F =0, A, +B,—F=0. (4.98)
o

A reakci6 erérendszer szamitasara szamos tovabbi példa talalhaté az 5] fejezetben.
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5. fejezet

Rudak igénybevételei

5.1. A testekben ébredo belso erorendszer

A [ fejezetben lattuk, hogy az egyensily feltételeinek vizsgédlata soran helyettesithetjiik az
adott testet terhel6 erérendszert egy kivalasztott A pontban tamadé F erdvel és egy My
nyomatéku, tetszoleges helyen hato eroparral. Merev testek esetében nem kell foglalkoznunk
azzal, hogy a tényleges terhelések (koncentralt vagy megoszl6 erék, erépéarok) hol érik a tes-
tet, ugyanis az eredeti erérendszer és az A pontba redukélt [F; M 4] 4 erérendszer statikailag
egyenértékiiek.

A valésagos, deformalhaté testek esetében azonban megfigyelhetd, hogy még az ugyan-
olyan vektorkettosokkel jellemezheto erérendszereknek is kiilonbozhet a hatasa. Példaul
konnyen beldthat6, hogy az[5.1] dbrdn ldthaté szivacs deformécidja fiigg a rd haté koncent-
ralt er6 tamadaspontjatol: bar az asztalrél atadodo kényszererd-rendszer akkor is biztositja
a test egyensulyat, ha més pontban terheljiik (egyensilyban a statikai vektorketts mindkét
vektora nullvektor), a deformécié mindig az er6 tdmadaspontja kézelében lesz a legnagyobb.
Egyuttal egy bels6, megoszld erdrendszer is kialakul a test pontjaiban, aminek intenzitasa
jo kozelitéssel egyenesen aranyos az adott pontbeli deforméciéval.

5.1. dbra. Szivacs terhelése koncentralt erével [A31]
A deformélhat6 testek mechanikdjaval a szildrdsdgtan tudoméanya foglalkozik, melynek

elsodleges célja annak biztositasa, hogy a szerkezetek tonkremenetel nélkil elviseljék a rajuk
haté terheléseket. Tonkremenetel — példaul repedés, torés vagy mas marado alakvaltozas —
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akkor koévetkezhet be, amikor a terhelések kovetkeztében egy olyan nagy intenzitasi meg-
oszl6 erérendszer, azaz nagy mechanikai fesziiltség alakul ki a test belsejében, amitol a test
bizonyos atomjai vagy molekuldi eltavolodnak egymastol, és felszakadnak koztiik a kémiai
kotések.

5.30. megjegyzés: A testben ébredo bels6 erérendszer intenzitdasat a test belsejében felvett
feliiletekre szoktdk értelmezni; az ennek megfelelden definiélt, pascal (1 Pa = 1 N/m?) mér-
tékegységli, irdnyaval és nagysagaval jellemezhet( feliileti erGintenzitast nevezzik fesziiltség-
vektornak. Belathatd, hogy ha egy adott pontban harom, egymasra meroleges sikon ismerjiik
a fesziiltségvektort, akkor ez alapjan tetszéleges iranyu feliileten is meghatarozhatjuk az ott
fellépé belsd erérendszer intenzitdsanak nagysigat és iranyat. Ez azt jelenti, hogy a pontbeli
fesziiltségallapotot a harom fesziiltségvektor 3 x 3 = 9 darab koordinatajaval jellemezhetjiik.
A kivalasztott feliiletre meréleges fesziiltségkomponenseket normalfesziiltségnek nevezziik és
a o (szigma) gorog bettivel jeloljiik, a parhuzamos komponenseket — a cstisztatofesziiltségeket
— pedig 7 (tau) szimb6lummal jeloljik (lasd abra). A fesziiltség fogalmat a szilardsdgtan
targyalja részletesen. &

Ebben a fejezetben azzal foglalkozunk, hogy milyen médon jellemezhet6 a test belsejében
ébredd, felilleten megoszld erérendszer a statika eszkozeivel. A bels6 erorendszer intenzitasa
— a deformaciohoz hasonléan — pontrél pontra valtozhat a testen beliil, és még az sem
mindegy, hogy milyen irdnyban vessziik fel azt a feliiletet, amire az erorendszer hatasat
vizsgaljuk. Az abran egy rudbodl kivagott kis dx hosszusagu darab kiilonféle feliiletein
illusztraljuk az azokon ébredd megoszlé erérendszereket.

5.2. Abra. Hayjlit6 és nyiréigénybevételnek kitett ridbdl kivagott kis dx hossziisa-
gl darab végkeresztmetszetein ébredd fesziiltségek (04, Toy, O—g, T—ay), valamint
egy riddal parhuzamosan felvett belsé feliilet két oldalan ébreds fesziiltségek (T
és T_yz)

Statikai szempontbol kétféleképpen vizsgalhatunk egy adott felilleten ébred6 megoszlo
erérendszert:

1. Az egyik megkozelités szerint ha ismernénk a megoszlo belsd erérendszer intenzitdsdt,
akkor a [3.7 fejezetben irtakhoz hasonléan meg lehetne hatdrozni egy azzal statikai-
lag egyenértéki, a feliilet silypontjara szamitott [F; Mg|g vektorkettdst, ahogy az
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abra mutatjaﬂ Ezt a vektorkettost nevezziik az adott feliilet igénybevételének. Bi-
zonyos igénybevételek ilyen alapon torténd meghatéarozasardl a [6] fejezetben lesz sz6.
Rudak esetében az [F;Mg|s vektorketts megfeleléen definialt komponenseib6l szér-
maztathatjuk az alapigénybevételeket: ezek a normdligénybevétel (hizas vagy nyomas),
a nyiroigénybevétel, a hajlitoigénybevétel és a csavardigénybevétel. Az alapigénybevéte-
lek elnevezésébol latszik, hogy ezek olyan jellegzetes terhelés tipusokbdl szarmaztatha-
tok, amilyenekkel a hétkdznapokban is talalkozhatunk. Pontosabb meghatarozasukra
az [5.3] fejezetben kertiil sor.

2. A statikai feladatokban inkabb az a jellemzo6 szitudcid, hogy a testre hatd kiilsé erd-
rendszer ismert. llyenkor a test egyensulydanak feltételeibol kovetkeztetiink a belso
erorendszert jellemzo igénybevételekre.

5.3. dbra. (a) Rud keresztmetszetén ébred6 megoszl6 erérendszer. (b) A megoszlé
erérendszerrel egyenértékii, koncentralt er6bdl és eréparbol all6 erérendszer

Az [5.4 abran a[4.2] feladatban mar targyalt befogott tarté kapcesdn mutatjuk be e két
megkozelitési modot. A befogas keresztmetszetében a rid és a befogas (példaul fal) részecskéi
kozotti anyagi kapcsolatok akaddalyozzak meg a rid adott keresztmetszetének elmozdulasat
és elfordulasat, amiknek a hatdsit az (a) abran mutatott megoszl6 erérendszerrel jellemez-
hetjik. Ennek az eloszldasat a statika mddszereit felhasznalva nem lehet megadni, viszont a
rud egyenstlyi egyenletei alapjan meghatarozhato a befogasban ébredd kényszereré-rendszer
harom komponense, azaz a (b) abrara berajzolt A,, A, er6k és az M4 nyomaték. Ez utébbiak
statikai szempontbol egyenértékiien helyettesitik az (a) abrdn mutatott megoszlo erérendszert,
és jellemzik a befogds keresztmetszetének kilonféle alapigénybevételeit. A példaban |A,| a
normaligénybevételt, A, a nyiréigénybevételt, M, pedig a hajlitéigénybevételt jellemzi a
befogés keresztmetszetében.

A szilardsagtan eszkézeive]ﬁ meg lehet hatarozni, hogy a kiilsé terhelések alapjan sza-
mitott igénybevételeket milyen méretii alkatrész képes elviselni — ezt az eljarast nevezik

IErre utal az igénybevételek angol megnevezése: ,,stress resultant”, ami sz6 szerint a ,fesziiltség ereddjét”
jelenti.

2A szilardsagtani levezetésekben gyakran kihasznaljak, hogy a belsé megoszl6 terhelés ereddjének meg-
hatarozasa, illetve a kiils6 és belsé erérendszerek egyensulyanak figyelembevétele ugyanazokra az igénybevé-
telekre vezet.
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(a) v

MA Ay

5.4. dbra. (a) A befogéds keresztmetszetében ébredé belsé megoszIlé erérendszer
(a jobb lathatosag érdekében a rid keresztirdnyt méretét felnagyitva dbrazoltuk).
(b) A befogéasnal ébredé megoszlé erérendszerrel statikailag egyenértékii reakcio-
erérendszer

meéretezésnek. Példaul adott kényszerekkel lekotott, adott hossziisagu és adott anyagmi-
n6ségii rudak esetében ez a vastagsagi (keresztirdnyt) méretek megfelelé megvélasztasaval
érheto el. Az igénybevételek meghatarozasa elvégezheté pusztan statikai eszkozokkel, ezért
ez a témakor a statika targykorébe tartozik, mig magaval a méretezéssel a szilardsagtan

foglalkozik.

5.2. A rudak geometriai leirasa

A tovabbiakban csak a rudak igénybevételeivel foglalkozunk. Az definici6 szerint gy
hataroztuk meg a rudakat, mint olyan anyagi testeket, melyek egyik mérete sokkal nagyobb,
mint a masik ketto. Ebben a fejezetben pontositjuk ezt a definiciot.

Egy rud geometriai leirdsdhoz eldszor is meg kell adnunk a rad sulypontvonaldt
abra). A sulypontvonal altaldban sima gorbe, de véges szamu toréspont is lehet benne —
példaul egy L alaki rid (ldsd [4.27) dbra) esetében ez a helyzetf| Altaldnos esetben térbe-
li gorbe is lehet a stlypontvonal (példaul egy csavarrugd esetében, mint az b abran),
de tartoszerkezeteknél inkabb sikgorbe rudakkal a dbra) vagy egyenes rudakkal talalko-
zunk. A sulypontvonal (iv)hossza az, ami rudakndl lényegesen nagyobb kell legyen a test
sulypontvonaldnak érintéjére merdlegesen — azaz keresztiranyban — mérheté méreteinél.

A rud keresztiranya méreteit és alakjat ugy definialhatjuk, hogy a silypontvonal minden
pontjaban felvehetiink egy sikidomot, ami a sulypontvonal érintdjére merdleges, és sulypontja
a sulypontvonalba esik. Ezt a sikidomot nevezziik az adott ponthoz tartozo keresztmetszetnek
(5.5] dbra). A keresztmetszet mérete és alakja valtozhat a rid mentén. Ez a véltozas
altalaban folytonos, mint az abran, de véges szamu ugrasszeri keresztmetszetvaltozas
is lehetséges. Kiilonosen fontos az az eset, amikor a rid keresztmetszete a stulypontvonal
mentén mindenhol ugyanolyan alakti és méreti. Az ilyen rudakat prizmatikus rudaknak
nevezziik (5.5 dbra).

A keresztmetszet fogalmanak fenti pontositasara azért volt sziikség, mert rudak igénybe-
vételeit mindig a keresztmetszetekre értelmezziik. Ennek modjarol szél a kovetkezo fejezet.

3A valésagos rudak esetében természetesen mindig van valamilyen lekerekités a sarkoknal.
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keresztmetszet

stulypontvonal
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5.5. dbra. Egyenes prizmatikus rid keresztmetszete és silypontvonala
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stulypontvonal

i

keresztmetszet

5.6. dbra. (a) Sikgorbe rid. A silypontvonal egy kériv haromnegyede, ezért
ivhossza 2Rm - 3/4 = 3Rw /2. (b) Csavarrugd, csavarvonal alaku sulypontvonallal

5.3. Az igénybevétel fogalma

Az abra kapcsan lattuk, hogy egy befogott rid esetében a reakcié-erorendszer statikai
szemponthdl egyenértékii a riad befogott keresztmetszetére haté megoszld erérendszerrel —
hiszen a reakcidk a rud és a befogas (példaul fal) részecskéi kozotti anyagi kapesolatok révén
fejtik ki hatasukat, ami megoszl6 erdrendszerrel modellezhet6. A méretezéshez azonban
nemcsak a rud végén, hanem az dsszes keresztmetszetben ismerni kell az azokon ébredd
erorendszer tulajdonsigait, azaz az igénybevételeket.

Az igénybevételek meghatarozésa a korabban megismert részekre bontds elvén (4.3.|tétel)
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L b

5.7. abra. Viltozo keresztmetszet rad

alapul, ami szerint ha az egész test egyensiilyban van, akkor annak minden egyes részének
is egyensulyban kell lennie. Ezt az elvet alkalmaztuk a szabadtest-abrdk rajzolasa soran is,
példaul a csuklos szerkezeteket targyald [4.3] fejezetben. Azonban nemcsak a csuklos kap-
csolatoknal alkalmazhatjuk a részekre bontast: magukat a szerkezeteket alkotd testeket is
elvaghatjuk képzeletben, és vizsgalhatjuk az igy kapott darabok egyensilyat. Ezt alkal-
maztuk az dtmetsz8 médszer esetében is ([4.2.3] fejezet), de ott csak ridirdnyt belsd erdk
jelenhettek meg. Altaldnos esetben egy tetszéleges irdnyt és nagysagi erévektor és egy tet-
szOleges iranyu és nagysagu nyomatékvektor segitségével jellemezhetjiik a belsé erérendszert
az elvagott keresztmetszetben.

5.31. megjegyzés: A testeket tekinthetjiik Ggy, mintha bonyolult racsos szerkezetek lenné-
nek, ahol az anyagot alkoté atomok vagy molekuldk a csomodpontok, a rudak pedig az azok
kozti er6ket modellezik. A terheléstdl fliggben a modellben szereplé rudak egy része nyo-
mott, mas része htuzott lesz. Ha az dtmetsz6 mddszert alkalmazva képzeletben szétvagjuk
a testet alkotd atomréacsot, akkor a szamos, kiilénféle iranyd elemi belsé erd egy megoszld
erorendszerként értelmezheto. &

Tegytik fel, hogy az[5.8 dbran szerepld kéttdmaszi tarté bejelolt keresztmetszetében sze-
retnénk meghatarozni az igénybevételeket! A kovetkezokben sorra kertilé szamitasok meg-
konnyitése érdekében, a vizsgalt keresztmetszet két oldalan 1évo radrészekre hatd erdket
eltér jeloléssel vesszilk fel: F} illetve M} jeldli az dbran bal oldali, F}' illetve M;' pedig
a jobb oldali darabra haté erdket, nyomatékokat, ahol 7,7 = 1,2,.... Mivel a rud igény-
bevétele szempontjabdl kozombos, hogy az erérendszer elemei koziil melyek terhelések és
melyek reakciok, az aktiv- és kényszereroket nem kiilonboztetjiilk meg a szabadtest-abran.
Azt viszont kihasznaljuk, hogy a tarto egyensulyban van; statikailag hatarozott szerkezetnél
ez automatikusan teljesiil, mert mindig olyan kényszereré-rendszer ébred, ami biztositja a
rad egyensilyat. A példaban egy olyan keresztmetszetet vizsgalunk, ami egy p intenzitasu
megoszld kilsé erdvel terhelt riadszakaszon helyezkedik el. Az igénybevételek meghataroza-
sahoz a megoszlo erorendszert is két részre kell bontani a vizsgalt keresztmetszetnél, és két
koncentralt erével (|Fy| = pa és |FLI| = pb) kell helyettesiteni.

Ha a rudat kettévagjuk a vizsgalt keresztmetszetben, akkor e két darabnak is egyen-
stulyban kell lennie. Ennek vizsgalatdhoz figyelembe kell venniink mindkét darab esetében
a masik radrészrol atadodo, a rid belsejében ébredd megoszlod erdrendszert is, amit az
abran illusztralunk.

A (II) jelt radrészrél az (I) jeliire atadodd megoszld erérendszer redukalhaté a vizsgélt
keresztmetszet S stlypontjaba, igy statikailag egyenértékiien helyettesitheté egy F erével
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keresztmletszet

a b
FU
F ! AMY
‘1\ | L 9/2 b2, / ’
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| vizsgalt | F;I
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I
Szabadtest-abra a teljes rudra: !
1
1

I FI A I I F{I 11
Fl\ 2 i lF4 AM;
F;
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M; MI; \M2 ] T M;
vizsgalt F! u
keresztmetszet 3 Fy

5.8. abra. Kéttamaszu tarto, melynek bejel6lt keresztmetszetében szeretnénk
meghatarozni az igénybevételeket

és egy MY nyomatékkal. A masik radrészre Newton 3. torvénye értelmében ezekkel ellen-
tétes értelmii erérendszer hat, amit egy FI = —F! erével és egy ML = —MY nyomatékkal
jellemezhetiink. Feladatunk ezeknek az er6- és nyomatékvektoroknak a meghatarozasa.

A fentiek figyelembevételével a keresett F! és MY vektorok meghatarozhatok az (I) riad
egyensulyanak feltételei alapjan:

F'+Y' Fi=0 = > F =-F'=F (5.1)
=1 i=1
Mg+> Mi+> rxF,=0 = Y M +) rxF, =—-Mg =Mg, (5.2)
j=1 i=1 j=1 i=1

ahol r} a vizsgalt keresztmetszet S silypontjabol az (I) ridra haté i-edik koncentrélt erd
hatésvonaldhoz hizott helyvektor (ezek koziil csak az r} vektort tiintettiik fel az [5.9} 4bran).
Az illusztracioként valasztott példaban n = 4 és m = 3, de tetszéleges szamu koncentralt erd
és erépar esetében is ugyanilyen alaki egyenleteket kapnank. Kovetkezésképpen altalanosan
is igaz, hogy az (1) jelii ridszakaszra hatd kilsd erérendszer S pontba redukalt vektorkettGsé-
vel egyenl a (II) ridszakaszra a keresztmetszetben hatd belsé megoszlé erérendszer [F'; My]s
statikai vektorkettOse, azaz a vizsgalt keresztmetszet igénybevétele.
Hasonl6 eredményt kapunk a (II) radszakasz egyensilyi egyenleteibdl is:

F'+> F'=0 = Y F'=-F=F" (5.3)
=1 =1

Mg+ MI+Y r'xF'=0 = > M/!+> r'xF'=-Mg=My. (54)

j=1 i=1 j=1 i=1

A fentiek ugy értelmezhetéek, hogy eqy keresztmetszet igénybevétele a keresztmetszet eqyik
oldalan hato erorendszernek a keresztmetszet sulypontjaba valo redukdltja.
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5.9. abra. Rid adott keresztmetszetének két oldalan ébredé megoszlé erérend-
szerek (fels6 abrak), és az azokkal statikailag egyenértékii vektorkettGsok vektorai
(alsé abrdk)

Eredményeink szerint tehat a rud igénybevételeit igy hatarozhatjuk meg, hogy végigha-
ladunk a rad mentén, az elhagyott részt képzeletben levagjuk, és az arra hatd erérendszert
az elvigds keresztmetszetének stlypontjéba redukéljuk, ahogy az[5.10] dbra mutatja. Ha ezt

FU
I 1 1
11
vizsgalt F}I I
F keresztmetszet 3 F,

5.10. Abra. Az igénybevételek meghatarozasa: adott iranyban végighaladva a
rudon, az elhagyott részt képzeletben levagjuk, és az arra haté erérendszert az
elvagas keresztmetszetének silypontjaba redukaljuk

az eljarast alkalmazzuk, akkor a rid mentén balrél jobbra haladva mindig a keresztmetszetek
bal oldalan ébredd erd- és nyomatékvektorokat kapunk eredményiil, mig jobbrél balra haladva
azokkal ellentétes értelmii vektorokat — hiszen Newton 3. torvénye értelmében egy adott ke-
resztmetszet két oldalan ellentétes értelmii vektorok jellemzik az igénybevételeket, az [5.11

abranak megfeleléen.

Ez az oka annak, hogy az igénybevételeket nem egy kiils6, adott (z,y,z) koordinéta-
rendszerben szoktdk megadni, hanem a keresztmetszethez viszonyitva. Ennek soran figye-
lembe kell venni, hogy a keresztmetszet melyik oldalat vizsgaljuk — ezt a keresztmetszet sik-
janak normélvektoraval (azaz a sikra meréleges egységvektorral) adhatjuk meg. Felbontva
az [F; Mg vektorkettds vektorait az adott keresztmetszetre merdleges és azzal parhuzamos
komponensekre, az alabbi négy alapigénybevétel vezethets be (lasd . abra):

Az F erévektor két komponense

o a keresztmetszetre merdleges N normdaligénybevétel (normalerd), és
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5.11. Abra. Az alapigénybevételeket a keresztmetszetben ébreds erd- és nyo-
matékvektor keresztmetszetre merdleges és azzal parhuzamos ésszetevokre torténé
felbontasaval hatarozhatjuk meg

o a keresztmetszet sikjaval parhuzamos V nyirdigénybevétel (nyirderd).

Az Mg nyomaték komponensei pedig

 a keresztmetszetre meréleges iranyd M, csavardigénybevétel (csavarényomaték, amit
szokas M s-vel is jelolni), és

o a keresztmetszet sikjaba es6 My, hajlitdigénybevétel (hajlitényomaték).

Ha csak egy alapigénybevétel kiilonbozik nullatol, akkor tiszta igénybevételrél beszéliink
(pl. tiszta hajlitds), ellenkez$ esetben dsszetettnek nevezziik az igénybevételt (pl. hajlitds és
nyiras altaldban egytitt 1ép fel).

A bemutatott felbontas lehetové teszi az igénybevételek skaldrmennyiségekkel torténo
jellemzését. A skalar értékii alapigénybevételek eldjelét sikbeli esetben (amikor a hajli-
tényomaték és a nyiréerd vektora meréleges) az . abran lathaté an. eldjelkonvenciok
szerint allapithatjuk meg. Az abran a vizsgalt rudbdl kivagott kis darabok bal és jobb ol-

=
VTlV VlETV
N
w(CFEDu =D

5.12. abra. Az igénybevételekre vonatkozé elGjelkonvenciok
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dali végkeresztmetszeteire rajzoltuk be a pozitiv illetve negativ igénybevételeket. Ezeknek a
kis daraboknak az egyensiilyahoz sziikséges, hogy a két keresztmetszeten ellenkezo értelmii
vektorok adjak meg az igénybevételeket. Viszont az el6jelkonvenciok szerint akar a jobb
oldali, akar a bal oldali keresztmetszetet vizsgalhatjuk, a skalarmennyiségekkel megadott
alapigénybevételek el6jelét ez nem befolyasolja.

5.32. megjegyzés: A legdltalanosabb esetben a nyirdigénybevétel és a hajlitéigénybevétel
vektorai nem merélegesek egymasra. Ekkor tovabbi két-két komponensre bonthaté ez a két
vektor, és ezeknek megfelel6 vetiileti abrakon értelmezhet6 a nyirder6 és a hajlitonyomaték
komponenseinek elGjele. &

A normaligénybevétel és a csavardigénybevétel eléjelének megallapitasihoz elegendd a
keresztmetszet irdnyanak megadasa: a pozitiv értékek a keresztmetszetbél kifelé (a feliilet
normdlvektora irdnyaban, azaz a rudbdl elhagyott rész felé), a negativok a keresztmetszet
felé mutaté vektoroknak felelnek meg. Ennek megfeleléen a negativ N normaligénybevétel
nyomast, a pozitiv pedig huzéast jelent, amik fizikailag jol elkilonithet6é esetek. A hajlito-
tgénybevétel esetében azonban meg kell adni, hogy a rid melyik oldalan haladunk végig,
hiszen ha azt a hajlitonyomatékot tekintjiik pozitivnak, ami a rud végeit ,lefelé” hajlitja,
akkor az ellenkez6 oldalrél nézve éppen ellentétes el6jelek jonnek ki, ahogy az [5.13] dbra
mutatja. Kiilonleges a nyirdigénybevétel esete, mert az nem szimmetrikus. Ezért meg kell
kiilonboztetniink a téliink ,, jobbra” és , balra” 1év6 keresztmetszeteket is, és akkor tekintjiik
a nyiroderot pozitivnak, ha a balra 1év6 keresztmetszetben felfelé mutat.

5.13. abra. A nyiré- és hajlitéigénybevételre vonatkozo elGjelkonvenciok specialis
esetei

5.4. Igénybevételi fiiggvények és igénybevételi abrak

Méretezéshez a rudak igénybevételeit minden keresztmetszetben ismerni kell, ezért célszertii
felvenni egy koordinatat a rud sulypontvonala mentén, és annak fiiggvényeként megadni
az igénybevételeket. Az igy eldallithaté fiiggvényeket igénybevételi fiigguényeknek nevezzik,
melyek grafikonjai az igénybevételi abrdk.

Sok esetben — elsésorban amikor tortvonali vagy gorbe rud stlypontvonaléra rajzoljuk fel
az igénybevételi dbrakat (1dsd . fejezet) — célszerti lehet jelolni a rid mentén felvett tengely
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5.14. dbra. Az igénybevételi fiiggvény grafikonja alatti teriiletet szinezéssel vagy
a rud silypontvonalara meréleges iranyt vonalkazassal jelélhetjiik, de a ferde sraf-
fozas nem megengedett

és a fiuggvényérték kozotti tertiletet, hogy jobban elkiiloniiljon a tengely és a fiiggvényérték
vonala. Az [5.5] fejezetben latni fogjuk, hogy sok esetben fizikai tartalom is rendelhetd a
grafikon alatti teriilethez.

Nyomtatasban gyakran beszinezik ezt a tertiletet, kézi rajzolaskor pedig a rid mentén
felvett tengely érintéjére merdleges (példaul az . abran fiiggoleges, kor alakba gorbitett
rudndl pedig sugarirdanyi) vonalkdzést lehet alkalmazni. Ebben az esetben a vonalak ugy
értelmezhetéek, hogy azok Osszekotik az adott x koordinata értékét a hozza tartozo fligg-
vényértékkel. Eppen ezért a ferde vonalkdzdst kerilni kell!

5.1. példa: Hatdrozzuk meg az[5.15 dbrdan ldthatd befogott rid igénybevételi figguényeit és
abrait!

Ry

Q(x)l:ﬁ y
I

M I
D, m D)

M
yF B

I
¥

1y

Y

5.15. abra. Az feladat szerkezeti abraja és a kettévagott rud szabadtest-abrai

2y

Y

Megoldas:

A radra csak a sdlypontvonaldra mer6leges F) erd és p intenzitdsi megoszl6 terhelés hat,
ezért a normaligénybevételi fiiggvény és a csavardigénybevételi fiiggvény egyarant azonosan
nulla:

N(z)=0, haze|0,L] (5.5)
My(z) =0, haze€]|0,L]
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Ha az x tengely pozitiv irdnydban (azaz balrél jobbra) haladunk a rid mentén, akkor az
x koordinatdju keresztmetszettél balra taldlhatd részt hagyjuk el gondolatban, és az arra
haté er6rendszert redukaljuk a keresztmetszet silypontjaba. A szoban forgd erérendszer az
Iy erébél és az x hosszon hatd p intenzitdst megoszlé terhelésbdl all. A megoszld terhelést
Q(x) = pxr nagysagu koncentralt erével helyettesithetjiik. Az elhagyott rész hatdsat egy F' =
F1 4@ nagysagu er6vel és egy M = Fix+ Qx/2 nyomatéki eréparral tudjuk jellemezni, mert
az F er6 hatasvonala z, a @) er§ hatasvonala pedig /2 tédvolsdgban helyezkedik el a vizsgalt,
x koordindtdju keresztmetszettl. Az [5.15] dbran latszik, hogy a rid két részére ellentétes
értelmi F' er6 és M nyomaték hat a vizsgalt keresztmetszet két oldalan, de az el6jelkonvenciok
figyelembevételével ezek egyarant pozitiv hajlitdbnyomatéknak és negativ nyiréerének felelnek
meg. Tehat az alabbi igénybevételi fliggvényeket kapjuk:

Viz)=-F=-F—-Qx)=—-F —pz, ha0<z<L, (5.7)
2
My (z) =M = Fix + Q(m)g = Fz +p%, ha0 <z <L. (5.8)

Fontos, hogy csak az x koordinataju keresztmetszettdl balra 1év06, kilsd erérendszert vessziik
figyelembe! Tehat sem az dbran feltintetett, a keresztmetszetben hatd belsé erdrendszert
helyettesité F er6 és M nyomaték, sem pedig az = koordinatdju keresztmetszettél jobbra
hat6 kiilsé erérendszer (példaul a B, eré és az Mp nyomaték) nem keriil be az igénybevételi
fliggvényekbe.

Az igénybevételi dbrakat az abra mutatja két kiilonboz6 esetre: az (a) abran p =
0, tehdt nincs megoszl6 terhelés. Ekkor alland6 értékii a nyirdigénybevétel és linearisan
valtozik a hajlitonyomaték. A (b) dbrdn az F; > 0, p > 0 eset lathat6. Megfigyelhetd,

YA YA
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A I A I
— B — B
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(=) o .
C C

(a) (b)
5.16. dbra. Az feladat nyiré- és hajlitéigénybevételi dbrai (a): Fy > 0 és
p=0,(b): F1 >0ép>0

hogy allandé intenzitasi megoszlé terhelés mellett linearisan valtozd nyirdigénybevételt és
masodfoku fliggvény szerint valtozd hajlitdigénybevételt kapunk.
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A reakcidk értéke meghatarozhaté az igénybevételi abrak alapjan, ugyanis az ¢ = L
keresztmetszetben leolvashatd nyirderd illetve hajlitényomaték a teljes riudra hatd kiilsé ero-
rendszert jellemzi, a riad végénél ébredo reakciok kivételévelﬁ A teljes erérendszer egyensilyi,
tehéat a V(L) és My (L) erérendszerrel kell egyensilyt tartaniuk a rid jobb oldali végén ébred6
reakcidknak. A befogasnal negativ a nyirdigénybevétel, ami negativ y irdnyu erének felel meg
a befogas keresztmetszetének bal oldalan, ezért az ezzel egyensulyt tarté kényszerer6 a ke-
resztmetszet jobb oldalan By = Fy +pL > 0. Az x = L helyen pozitiv a hajlitényomaték, ami
pozitiv z irdnyt nyomatéknak felel meg a B keresztmetszet bal oldalan. Kovetkezésképpen
a jobb oldalon ébredé Mp reakcionyomaték negativ, azaz az abran felvettel ellentétes
értelmti: Mp = —F1L — pL?/2 < 0. Természetesen ugyanezeket a reakcidkat kapjuk az
egyensulyi egyenletek alapjan is.

Erdemes minden feladatot a reakciék meghatdrozasaval kezdeni, még akkor is, ha azok
nem feltétleniil szitkségesek az igénybevételek meghatarozasahoz (ez a helyzet, ha egy be-
fogott rid szabad vége fel6l haladunk az igénybevételek meghatérozésa soran). Igy ugyanis
ellendrizhetd, hogy az egyenstlyi egyenletek alapjan kapott reakcidkkal 6sszhangban vannak-e
az igénybevételi dbrak.

Altalanosan is igaz, hogy a rid végein ébredd erdrendszercket is figyelembe véve az igény-
bevételi abraknak zérus értékeket kell adniuk a rid mindkét végén. Ezzel a megkozelitéssel
gy vehetjik, hogy példaul az F; erd egy negativ irdnyd 0 — —F} értéki szakadast okoz
a nyiréigénybevételi fiiggvényben = = 0-nal, mig a befogasndl ébredé B, > 0 reakciderd
hatésira egy pozitiv irdnytd —F) — pL — 0 szakadéas kovetkezik be x = L-nél.

Ehhez hasonléan, ha egy koncentralt er6par hat a rudra, akkor a hajlitényomatéki fiigg-
vényben kovetkezik be szakadés: a példdban az Mp nyomaték hatésira all vissza a hajlito-
nyomaték nulldra a befogas keresztmetszetében.

Fzeket az 6sszefiiggéseket csak az igénybevételi abrék ellenOrzésére hasznaljuk. Ha kon-
centralt er6 vagy erépar hat a rid végén, akkor méretezéskor természetesen a nemzérus
igénybevételt veszik figyelembe. [

5.2. példa: Hatdrozzuk meg az igénybevételi figguényeket és dbrdkat az[5.17. dbrdn ldthato
feladatban!

YA a _|F a

5.17. abra. Az példahoz tartozo szerkezeti abra

Megoldas:

Mivel nincs x iranyt terhelés, a B csukléban nem ébred z irdnyu erd, ezért a normaligény-
bevételi fiiggvény azonosan nulla: N(xz) = 0. A ruddal parhuzamos irdny nyomaték sem
terheli a rudat, tehat a csavaréonyomatéki fiiggvény is zérus értékii: My(z) = 0.

4Korébban is emlitettiik, hogy csak a vizsgalt keresztmetszettsl balra (vagy a masik irdnybdl haladva
jobbra) haté erdket és nyomatékokat kell figyelembe venni az igénybevételi fiiggvényekben.
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Ebben az esetben a rid mindkét végén hatnak kényszererdk, ezért azokat mindenképpen
meg kell hatdroznunk az igénybevételek elemzése elétt. A szerkezet és a terhelés szimmetridja
miatt az A és B pontokban ébred§ y irdnyu kényszerer8k egyenléek: F'/2 nagysaguak, ahogy a
tarté szabadtest-abrajan is jeloltiik abra). A rud 0 < z < a szakaszan végighaladva, az

Yy
A=F/2 ¢F B,=F/2
—>
X
VA
F/2 o
f= >
3 -F/2
Mh

5.18. dbra. Az[5.2] példahoz tartozé szabadtest-dbra és igénybevételi brak. A
nyiréigénybevételi abran szaggatott vonal jel6li, hogy egy valosagos, F' ereddji
megoszl6 erérendszer mellett folytonosan valtozna a V (x) fiiggvény

aktudlis  koordinatatdél balra 1évé elhagyott részre csak pozitiv értelmit A, = F'/2 nagysagu
er6 hat, a < = < 2a esetében viszont A, — F' = —F/2 lesz az elhagyott részre haté erck
el6jeles Osszege. Tehat a nyirdigénybevételi fiiggvény

_ A, =F/2, ha0 <z <a,
Viz) = { Ay—F =-F/2, haa<z<2a. (59)
Az x = a keresztmetszetben haté F' koncentralt erd egy szakadast (negativ értelmii ugrast)
okoz a fliggvényben, amit ezért két kiilon szakaszon adunk meg, és ugy vessziik, hogy a szaka-
dés keresztmetszetében nem értelmezett a nyirdigénybevételi figgvény. Ez annak felel meg,
hogy a koncentrélt erd csak egy idealizacié, a valésagos erék mindig megoszléak. Tehat a
valésdgban a nyiréeré folytonosan csokken le F//2-r6l (—F/2)-re, de a fiiggvény lefutdsianak
megallapitasdhoz ismerniink kellene, hogy pontosan milyen megoszlé erérendszert modellez-
tiink az F koncentralt erével. Mivel ezt nem tudjuk, egy szakadassal vessziik figyelembe
a koncentralt er6t. Ehhez hasonldéan, a koncentralt eréparok a hajlitbnyomatéki vagy csa-
varényomatéki fiiggvényekben okoznak szakadast. Méretezéskor mindig a nagyobb abszolut
értékili igénybevétellel szamolunk a szakadéasnél kiadédd két igénybevétel koziil — barmilyen
alapigénybevételrol legyen is szo.

A hajlitéigénybevételi fiiggvény esetében az els6 szakaszon csak az A, erét kell figyelembe
venni, = erékarral, a mésodik szakaszon pedig ehhez hozza kell venni az F' erét is, x — a
erOkarral:

—-Ayx = —Fz/2, ha 0 <z < a,

Mh(x):{ —Ayx+ F(r—a) =Fz/2—Fa, haa<ax<2a. (5.10)
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Az igénybevételi fiiggvények felirdsa soran fontos az értelmezési tartoméanyok feltiintetése,
mert igy meg tudjuk kiilonboztetni az egyes szakaszokra felirt fiiggvényeket. A feladathoz
tartozo igénybevételi dbrék az abran lathaték. [

5.3. példa: Hatdrozzuk meg a normdligénybevételi figgvényt az[5.19. dbrdn dllusztralt, fig-
goleges helyzetd rid mentén!

A
\g lx N(z) =-0Axg

-0ALyg

5.19. abra. Fiiggbleges helyzetii, befogott rid szerkezeti abraja, és a hozza tartozé
normaligénybevételi fiiggvény grafikonja

Megoldas:

A normaéligénybevételi fliggvényt az alapjan irhatjuk fel, hogy a rud fels6 végétél = tavolsagra
1év6 keresztmetszetet a felette 1év6 rudszakasz silya nyomja. Az x hosszisagu és A kereszt-
metszet teriiletil riudszakasz térfogata V = Az, témege m = pAx, silya pedig F' = pAzg.
Mivel ez az eré nyomja az x koordinataju keresztmetszetet, a norméaligénybevételi fiiggvény
negativ értéki lesz a rid mentén:

N(z) = —pAxg. (5.11)
[ )

5.5. Kapcsolat a megoszl6 terhelés intenzitasa, a nyiré-
igénybevételi fiiggvény és a hajlitobnyomatéki fiigg-
vény kozott

Az eloz6 fejezet példai alapjan az alabbi Gsszefiiggéseket figyelhettitk meg a megoszl6 ter-

helés intenzitasat megadd p(z) fuggvény, a V(z) nyirdigénybevételi figgvény, és az M (x)
hajlitéigénybevételi fiiggvény kozott (lasd még példa):

« Ha a vizsgalt szakaszon nem hat megoszl6 terhelés, akkor a nyiréigénybevétel konstans.

o Ha a vizsgalt szakaszon allandé intenzitasi a megoszld terhelés, akkor a nyirdigénybe-
vétel linearis fliggvénnyel adhaté meg.
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o Allandé nyiréigénybevétel mellett a hajlitényomatéki fiiggvény linedris.
o Linedrisan valtozé nyirdigénybevétel mellett a hajlitobnyomatéki fiiggvény masodfok.

Ezeket a tapasztalatokat a kévetkezo tablazat foglalja 6ssze:

’ Figgvény \ Figgvény jellege ‘
p(x) 0 allando linedris
V(z) allando linedris méasodfok
My (z) linedris masodfok harmadfok

Az itt szerepld Osszefliggések altalaban is igazak, a kovetkezd tétel szerint.

5.1. tétel. Balrol jobbra felvett x koordinata mellett, és a felfelé mutato irdnyi megoszlo
erot pozitiv intenzitasunak véve

Vie) = U ), (5.12)
M (2) = W — V() (5.13)

a rud olyan szakaszain, ahol nem hat koncentrdlt terhelés. Tehdt a nyiroigénybevételi fiigg-
vény koordindta szerinti derivdltja megegyezik a megoszlo erd intenzitdsdat megado fiigguvénnyel,
a hajlitonyomatéki figguény koordindta szerinti derivdltja pedig a nyiroigénybevételi fiiggvény
(-1)-szeresével.

Bizonyitas:
A fenti egyenletek levezetéséhez a rud egy kis elemi dx hosszisdgi darabjanak egyensulyat
vizsgéljuk, az[5.20] dbrdval illusztralt médon. Feltételezziik, hogy a dx hossz elég révid ahhoz,
hogy a megoszl6 terhelés intenzitasat itt allandénak vehessiik. Emellett szamitdsainkban
elhanyagoljuk a normaligénybevétel hatésétﬁ

Feltessziik, hogy a radbdl kivagott kis darab bal oldali, x koordinatdju keresztmetszetében
V' nyiréigénybevétel és Mj hajlitéigénybevétel ébred. Mivel az igénybevételek még e rovid
szakasz mentén is megvaltozhatnak egy kicsit, az x + dx keresztmetszetben V 4+ dV nyirderét
és My, + dMj, hajlitonyomatékot vesziink fel.

Az er6k egyensulyabol kovetkezik, hogy

dV (z)
dz

px)dz+V -V -dV =0 = = p(z). (5.14)

Felirva a nyomatéki egyensilyi egyenletet a jobb oldali keresztmetszet S; stlypontjara, az
alabbi kifejezést kapjuk:

My, — My, — dMy, — Vdz —p(x)( = 0. (5.15)

5 A valésagos rudak eldeformalédnak a terhelések hatdsira, ezért a kivagott darab két végkeresztmetsze-
tében a statikai Osszefiiggésekkel meghatdrozott normaéligénybevételek vektorai nem feltétlentil maradnak
azonos hatasvonaltak, igy ezek befolydsolhatjik a nyomatéki egyensulyt. Ez a hatas hosszt, nyomott rudak
esetében kiilondsen jelent&s, mert a rdd un. kihajldsdhoz (lasd abra) vezethet. A kihajlds témako-
rével a szilardsagtan foglalkozik; mi a tovabbiakban feltételezziik, hogy a normaligénybevétel hatasa nem
szamottevé a nyomatéki egyensuly szempontjabdl.
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M, M;+dM,

q

V4+dV
x dz  z+dz

5.20. abra. Egy elemi dx hosszusagu rudszakasz igénybevételei

Mivel dz feltételezéseink szerint kicsi, annak négyzete még sokkal kisebb — ezt Ugy szoktak
kifejezni, hogy ,masodrendben” kicsi. Ezért a p(x)-et tartalmazé tagot elhanyagolhatjuk,
amibdl kovetkezik, hogy
dMp ()
dz

-V (5.16)

A nyomatéki egyensilyt vizsgalhatnank a kis kivagott szakasz bal oldali keresztmetszetének
Sp sulypontjara felirt egyenlettel is. Ebben az esetben megjelenne az egyenletben egy dVdx
alaka tag is, de mivel ebben is két kicsi mennyiség szorzata szerepel, az is méasodrendben
kicsi, azaz elhanyagolhato.

Az itt kozolt képletek sikgorbe rudak esetére is dltaldnosithatok (lasd megjegyzés).
Erdemes megjegyezni, hogy ha jobbrél balra vennénk fel az x tengelyt a ridon, akkor az
abran a kis szakasz bal oldalan szerepelne x+dx, V+dV és Mp+dM;. Mivel az igénybevételek
elojeleit nem a koordinata-tengely irdanyitédsa hatarozza meg, a berajzolt nyilak ekkor is pozitiv
igénybevételeknek felelnek meg, azonban az ([5.16)) egyenlet igy modosul, hogy a jobb oldalan
pozitiv el6jellel szerepel a nyirdigénybevételi fiiggvény. [

Ezek az eredmények jol felhasznalhaték az igénybevételi abrak felrajzolasa soran. Mi-
vel egy adott pontbeli differencialhanyados a fiiggvény érintéjének meredekségét adja meg,
nagyobb p(x) intenzitdsu megoszlé terhelésnél meredekebb lesz a V(x) fiiggvény grafikon-
ja. Ehhez hasonléan, a nyirdigénybevétel adott pontbeli értéke a hajlitonyomatéki figgvény
érintojének meredekségét adja meg, negativ eldjellel.

A példak kapcsan lattuk, hogy ha egy koncentralt er6 hat a ridra merdlegesen, akkor
annak tamadédspontjaban szakaddsa van a nyiréigénybevételi fliggvénynek. A V(x) figgvény
ugrdsszert megvdltozdsa pedig az My (z) hajlitonyomatéki figguény meredekségének megudl-
tozasat — azaz a figguény grafikonjanak torését — okozza az képlet szerint, ahogy
az [5.2] példaban is lathattuk. Ha a nyirdigénybevétel eldjele is megvéltozik az ugrasnal, ak-
kor a hajlitonyomaték valtozdsdnak iranya is megfordul. Példéul pozitiv nyirdigénybevétel
mellett My (x) csokken, negativ nyirdigénybevételnél pedig né, ezért az ilyen valtasoknal a
hajlitéigénybevételnek minimuma van (ami az abszolut értékének lokélis maximuma lehet),
ahogy az abran is lathato.
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Az [5.1] tételben megfogalmazott differencidlis 6sszefiiggéseknek az ad kiilonos jelent8sé-
get, hogy a méretezés soran mindig meg kell keresni, hogy az igénybevételi fiiggvényeknek hol
vannak a szélsoértékei, azaz a maximumai és minimumai. Ezek kozil is az abszolut értékben
vett maximalis értékek szamitanak. A nyiré- és hajlitéigénybevételek koziil az utobbinak van
nagyobb szerepe rudak méretezése soran, ezért elsdsorban a hajlitonyomaték szélséértékeinek
meghatdrozdsdval foglalkozunk.

Matematikabol ismert, hogy az egyvaltozés fiiggvények vagy az értelmezési tartomanyuk
sz¢élsé pontjaiban veszik fel szélsoértékiiket, vagy ott, ahol a derivaltjuk nulla. Ha tobb sza-
kaszon kell megadni egy igénybevételi fiiggvényt, mint az példaban, az azt jelenti, hogy
minden egyes szakasz az ott érvényes fiiggvény értelmezési tartomanya, igy a szakaszhata-
rokon is lehet széls6érték.

A fenti gondolatmenetbol kovetkezik, hogy a hajlitonyomatéki figguény azokban a ke-
resztmetszetekben veheti fel szélsoértékeit, ahol

« a nyirdigénybevételi fliggvény értéke eldjelet valt — akar folytonosan valtozva és felvéve
a zérus értéket, akar szakadassal —, vagy

« ahol koncentralt er6par hat, a hajlitobnyomatéki fiiggvény szakadasat okozva.

Az egyenstilyi egyenletekbol kovetkezik, hogy a rud végeinél csak akkor lehet zérustol kiilon-
boz6 a hajlitényomaték (tehdt csak akkor lehet ott az abszolit értékének maximuma), ha
ott koncentralt erépar hat.

5.1. kovetkezmény. Az[5.1]tétel szerint levezetett 4in. differencialis kapcsolatokbdl kdvet-
kezik, hogy integral alakban is megfogalmazhatok a p(x), V(x) és My(x) figguények kizotti
osszefiiggések. Az egyenlet szerint

dV =p(z)dz = /dV = /p(x)dx. (5.17)

Ha a hatdrozatlan integrdal helyett hatdarozott integrdlt szamolunk, akkor megjelenik egy Vo =
V(o) integralasi konstans:

V(z) =V + / p(z)dz. (5.18)

Ugyanezzel a gondolatmenettel a hajlitonyomatéki és nyircerd fiigguények kapcsolata is meg-
fogalmazhato integral alakban:

T

My (2) = My (o) — / V(z) d. (5.19)
o) .

Az (5.18)) egyenlet tigy értelmezhetd, hogy ha egy adott xy pontban V; a nyir6igénybe-
vételi fiiggvény értéke, akkor egy x > xy pontban felvett értékének meghatarozasihoz mar
csak az x( és x kozotti szakaszon kell 6sszegezni a megoszlo erérendszert, a fejezetben
leirtakhoz hasonléan. Tehat a nyirdigénybevételi fiigguény megudltozdsa a megoszlo terhelés
integraljaval, azaz a p(x) figguény grafikonja alatti terilettel ardnyos.

Az (5.19) egyenlet szerint pedig a hajlitonyomaték xo és x kézotti megudltozdsa a nyiro-
1génybevételi figguény alatti terilettel ardnyos. Pozitiv nyirdigénybevétel mellett a hajlito-
nyomaték csokken, negativ nyirdigénybevétel mellett pedig no.
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Ha egy fiiggvény negativ értéket vesz fel egy szakaszon, akkor ott a grafikonja ,alatti”
teriilletet gy értelmezziik, hogy az a grafikon és az z tengely kozotti teriilet (—1)-szerese
(ilyen el6jeles tertleteket jelol T és Ty az abran).

5.4. példa: Az [5.21] dbrdn vdzolt sikbeli szerkezet két darab ridbdl dll. Az (1) jeld rid be
van fogua az A keresztmetszetben, a (2) jeld rid C végpontjandl gorgds tamasz taldlhato,
tovdabbd eqy sikcsuklo koti ossze a két rudat a B keresztmetszetben. Hatdrozzuk meg a tarto
igénybevételi fligguényeit és rajzoljuk meg az igénybevételi abrdakat!

Adatok: a =1 m, p =800 N/m, F' = 1400 N, My = 200 Nm.

Yy
a B a N a _
vD
M4 B C g
F (1) (2)

5.21. abra. Gerber-tarté

Megoldas:

Az igénybevételek meghatarozasanak elsé 1épéseként a kényszererd-rendszer komponenseit
hatarozzuk meg. A szerkezet két darab rudbdl all, melyek kényszerek nélkiil sikban 3-3 sza-
badsagi fokkal rendelkeznének. Ebbdl a hat darab szabadsagi fokbol harmat lekot a befogas,
egyet az alatamasztas, tovabbi kettét pedig a két rudat 6sszekoto sikesukld. Tehat a szerkezet
statikailag hatarozott. Az (1) jeli befogott radbdl allé tart6 a (2) rész nélkiil is statikailag
hatarozott lenne, a (2) rid viszont nem lehetne egyenstlyban az (1) nélkiil, tehat ez egy
Gerber-tarté (lasd fejezet).

A megoldéshoz szét kell bontani a tartét két részre, és ezeknek a részeknek az egyensilyat
kiilon-kiilon meg kell vizsgdlni. A reakcié-erérendszer komponenseit az [5.22] dbrdn vettiik
fel. Mivel z irdnyu (azaz rudirdnyd) terhelések nem hatnak, z irdnyd reakciékomponensek
sem jelennek meg.

(1) (2)

a L a - a
yP vD
MAC My 4!
A “1r B B C

5.22. abra. A tarto szétbontdsa és a reakcio-erérendszer komponenseinek felvétele
szabadtest-abrakon

Az (1) radra az aldbbi egyenstlyi egyenleteket irhatjuk fel:

> My=0: Ma+ Fa—p(2a)a+ My— B2a =0, (5.20)
> My=0: Ms—Fa+ p(2a)a+ My— A2a = 0. (5.21)
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A (2) rudra felirt egyenletek:

2

S M, =0: Ca—p%:O, (5.22)
CL2
> M.=0: p —Ba=0. (5.23)

Ez utébbi egyenletekbdl azonnal 1atszik, hogy
B=C= % = 400 N. (5.24)

Egyszeriibben is kiszamithattuk volna ezt az eredményt, ha kihasznéljuk, hogy a (2) tartérész
szimmetridja miatt a B és C er6k egyenlok, tehat

a

S F,=0: C+B—-pa=2B—pa=0 = C:B:%. (5.25)
Gerber-tartok esetében altaldban is igaz, hogy célszeri azzal a tartdszakasszal kezdeni az
egyensulyi egyenletek megoldasat, amelyik a szerkezet tényleges szétszedése utan nem lehetne
egyensulyban.

Az (1) tartészakasz egyensilyi egyenleteinek megoldasa:
A=B—-F+2ap=600N, My=DB2a—F a— M+ 2pa* =800 Nm. (5.26)
Ellenérzésre hasznalhatjuk a
ZFy:O: A— B+ F —p2a=600—400+ 1400 — 1600 = 0 (5.27)

egyenletet, ami lathatéan teljestil.

A reakcidk ismeretében kovetkezhet az igénybevételek meghatarozasa. = irdnyu erd vagy
nyomaték nem terheli a szerkezetet, ezért N(x) = 0 és My(z) = 0, tehat csak a nyird- és
hajlitéigénybevétellel kell foglalkoznunk. Az igénybevételi dbrakat a teljes tartéra vonatkozd
szabadtest-abra ala rajzoltuk, hogy jél latszdédjon az egyes terhelések hatasa abra).
Akér kiilon abrékat is rajzolhatnank az (1) és (2) jeli rudakra, de most egyben abrazoltuk
a tartét az A és C keresztmetszetek kozott. Fontos, hogy ennek az egészben vett tarténak a
szempontjabol a B csukléban ébred6 er6k mar bels6 erének szamitanak, tehat a B er6t mar
nem szabad ezen az dbran feltiintetni. Mivel most a csukl6ban nem hat kiilsé koncentrélt eré
vagy erOpar, sem a nyiré-, sem a hajlitonyomatéki fliiggvénynek nem lesz itt szakaddsa; bar
mind V(x), mind Mj(x) két-két darab folytonos fiiggvénybdl tehetd Ossze, azok értelmezési
tartomanyainak hatara nem a csuklonal lesz, hanem az x = a helyen.

A nyiréigénybevételi fuggvény (z értékét m-ben mérve):

Vi(z) = A — pxr = 600 — 800x N, ha0<z<a (5.28)
Va(z) = A — pxr + F = 2000 — 800x N, ha a < z < 3a.

A nyirdigénybevételi abran ellenérizhet6, hogy a csukléndl a B, a tarté két végpontjaban
pedig az A illetve C' er6k nagysaganak megfelel$ nyiréerd 1ép fel.
A hajlitonyomatéki fiiggvény a két szakaszon

2
Mpi(z) = My — Az + p% = 800 — 600z + 400z Nm, ha 0<z < a, (5.29)

2
Mpo(x) EMA—AI'—G—p% — F(x — a) + My = 2400 — 2000z + 400z? Nm, ha a < z < 3a.
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5.23. abra. A tarto igénybevételi abrai

Az és egyenletek Osszehasonlitasabdl lathatd, hogy a hajlitényomatéki fligg-
vények valoban csak konstans tagban kiilénboéznek a nyirdigénybevételi fliggvények hatéro-
zatlan integralasaval kaphato fiiggvényektdl. Mivel a nyirdigénybevételi fiiggvényben csak
koncentralt és megoszld erdk szerepelnek, a koncentralt er6parok nyomatékat kiilon kell fi-
gyelembe venniink a hajlitényomatéki fiiggvényben. Tehat ha az Osszefiiggés szerint,
integralassal akarjuk meghatarozni a hajlitébnyomatéki fliggvényeket, azt a kdvetkezSképpen
tehetjiik meg:

T 2
My (z) = Mg — / Vi(e) de = My — Az +p', (5.30)
0

Mpo(x) = Mo + My (a) — / Va(z) dz
2 2 2

a x a
:M0+MA—Aa+p?—A(x—a)+p?—p?—F(:L‘—a). (5.31)

=Mp1(a)

Mo () fenti kifejezésében csak az x = a értéktél torténik integralds, ezért a koncentralt
eropar My nyomatéka mellett figyelembe kell venni az o = 0 keresztmetszettdl balra tama-
dé erérendszer hatdsat is, amit Mpi(a) jellemez. Egyszeriisitések utdn itt is visszakapjuk
az egyenlettel megadott kifejezést.

Az igénybevételi abrak alapjan négy olyan keresztmetszet azonosithatd, ahol maximalis
lehet a hajlitényomaték:

o 11 = 0. Itt koncentralt erépéar hat, Mp1(z1) = M4 = 800 Nm.
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o Az x9 keresztmetszetben eléjelet valt a rid 0 < x < a szakaszén érvényes Vi (z) = A—pzx
nyiréigénybevételi fliggvény. Tehat o = A/p = 0,75 m. Itt a hajlitényomaték értéke

2
My (22) = Mg — Axo + p% — 575 Nm. (5.32)

Ezt az értéket az alapjan is megkaphatjuk, hogy a nyirdigénybevételi fliggvény alatti
terillet az z = (0, x2) tartomdnyon 77 = Azy/2 = 225 Nm, tehat ennyivel csokken a
hajlitonyomaték az x = 0-ban felvett 800 Nm-es értékhez képest.

o Az z3 = 1 m keresztmetszetben eljelet valt a nyiréigénybevétel (—200 N-r6l 1200 N-
ra valtozik az értéke) ezért itt lehet lokalis szélséértéke a hajlitonyomatéknak. Mivel
nemcsak koncentralt er6, hanem koncentralt erépar is hat ebben a keresztmetszetben,
a hajlitényomatéki fiiggvénynek szakadésa van. A bal- és jobboldali hatdrértékek be-
helyettesitéssel adédnak:

Mp1(z5) = 600 Nm, (5.33)
2
Mpa(23) = My — Az +p% — F(x3 —a) + Mp = 800 Nm. (5.34)

Mpi(x3) esetében tgy is szdmolhatunk, hogy az zo és x3 kozotti, 0,25 m-es szaka-
szon a nyirdigénybevételi fiiggvény grafikonja és az = tengely kozotti elojeles teriilet
Ty = (1/2)(—200 N)(0,25 m) = —25 Nm. Tehat ezen a szakaszon 25 Nm-t né a hajli-
tonyomaték értéke.

o Az x4 pontban ismét elgjelet valt a nyiréigénybevételi fiiggvény. A (2) tartérész szim-
metridja miatt x4 = 2,5 m, ami a Va(z4) = A — pry + F = 0 egyenlet megolddsaként is
addédik. Ebben a keresztmetszetben

2
T
th(:li4) =My — Axy +p?4 — F(CE4 — a) + My = —100 Nm. (5.35)
FEz az érték a nyirdigénybevételi fiiggvény x3 és x4 kozotti grafikonja alatti T3 teriilet
900 Nm-es értékébdl is szamithato: a hajlitényomaték ennyit csokken az xs kereszt-
metszet jobb oldalan felvett értékérdol.

Ellenérzésképpen vegyiik figyelembe, hogy a nyirdigénybevételi fliggvény x4 utani szakaszan
a grafikon és az x tengely kozotti el6jeles tertilet 7y = (0,5 m)(-400 N)/2 = -100 Nm. Tehat
14-t0l a rad végéig 100 Nm-rel nd a hajlitényomaték, igy a C' keresztmetszetben zérus értéket
vesz fel, az egyensiilyi egyenleteknek megfeleléen.

A fenti szamitas szerint a maximalis nagysagu hajlitonyomaték My, max = 800 Nm. Mind
az r1, mind az x3 keresztmetszetben ezt a hajlitonyomaték értéket kaptuk. [

5.5. példa: Hatdrozzuk meg az|5.24. dbran lathato ridszerkezet igénybevételi fiigguényeit és
rajzoljuk meg az igénybevételi abrdit!
Adatok: a = 1,5 m, po =2 kN/m, F; =1 kNm, M; =3 kNm, M, = 2 kNm.

Megoldas:
A linedrisan névekedd p(x) megoszl6 terhelés intenzitasa

=——(z—a) (5.36)
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Y a a a
i) Ty > Po T3
M P | M, RN
A === D>
B M,

5.24. dbra. A vizsgalt ridszerkezet

alakban adhaté meg. A megoszlé erd ereddjének nagysiga

Q= % = 1500 N, (5.37)

az eredd hatdsvonala a p(x) fliggvény grafikonja alatti teriilet sulypontjan halad at, az

5
rQ = ga (5.38)

koordinataji pontban.

A tovabbi szamitasokhoz vizsgaljuk meg, hogy mekkora és milyen hatasvonald eredével
lehetne helyettesiteni a megoszld erét, ha csak egy adott x koordinataju keresztmetszetig
vennénk figyelembe, mint az [5.25] dbrén.

Yy a a

8
S

‘po

p()|

-

-~

N
X-a
3

T Q)

-

5.25. dbra. A linedarisan valtozo intenzitdasi megoszIlo eré helyettesitése a Q(x)
koncentralt erével egy kivalasztott szakaszon

A megoszlé terhelés figyelembe vett részét az abran sététebb szinnel jeloltik. Itt a grafikon
alatti tertilet

Q) = gp(@)w —a) =~ 2 a)?, (539

tehét egy ilyen nagységi, az x koordinatatdl (z —a)/3 tdvolsdgban hiiz6d6 hatasvonali erével
lenne helyettesitheté a megoszlé terhelés bejelolt része. Ellenorizhetd, hogy x = 2a mellett
(tehat amikor a teljes megoszl6 terhelést figyelembe vessziik) Q(a) = poa/2 = 1500 N, ahogy
kordbban lattuk.

A kényszererSket az[5.26] dbra szerint felvéve, az aldbbi egyenstlyi egyenleteket irhatjuk

fel:
> Fp=0: A, +F =0, (5.40)
> My=0: Q-zg—By-2a+M =0, (5.41)
> My=0: Ay-2a-Q-(2a—xq)+ M =0. (5.42)

Az egyenletrendszer megoldasa
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Y a a a
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5.26. abra. Szabadtest-abra és igénybevételi abrak

Ay =—F =-1000N, A, =-750N, B, =2250N. (5.43)
Ellenérizhetd, hogy A, + B, — Q = 0.

e A norméligénybevételi fiiggvény:

N(z) = —A, = 1 kN. (5.44)
e A nyiréigénybevételi fliiggvény:
V(z)=A,=-T50N, (0<z<a) (5.45)
Viz)=A4, - W, (a <z < 2a) (5.46)
V(r) =4, —Q+ By, =0, (2a <z <3a). (5.47)

A kozépsd szakaszon érvényes fliggvény az alapjan hatdrozhaté meg, hogy az a < z <
2a szakaszon a megoszld terhelés grafikonja alatti teriilet az (5.39) egyenlet szerint
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adhaté meg. Ennek megfelel6en cstkken a nyirdigénybevétel értéke az els6 szakaszon
felvett A, = —750 N-hoz képest.

e A hajlitonyomatéki fiiggvény:

Mp(z) = —Ayz, (0<z<a) (5.48)
My (z) = —Ayz + W, (a <z < 2a) (5.49)
My(z) = —Ayr 4+ Q(x — Q) — By(x —2a), (2a <z < 3a). (5.50)

A masodik szakaszon az x koordindtaig figyelembe vett megoszlé terhelés nyomatéka
az x koordindtaju keresztmetszet silypontjara

r—a r—a x—a?’
Q@) =t =Py g2 T olr =)

_ _ 51
3 2" 3 6a (5:51)

ahol az abszolut érték jel azt fejezi ki, hogy Q(x) pozitiv hajlitényomatékot okoz.

A harmadik szakaszon ki lehet haszndlni, hogy —A, + @ — B, = 0, ezért az ([5.41)
egyenlet figyelembevételével

My (z) = —Ayx + Q(x — Q) — By(x — 2a) = —Qug +2aBy = My, (2a <z < 3a).

(5.52)
e A csavarényomatéki figgvény:
M(z) =0, (0<z<a) (5.53)
Mi(x) = My, (a <z <2a) (5.54)
Mi(z) =0, (2a <z < 3a). (5.55)

A feladatban meg volt adva, hogy az x = a és = = 2a keresztmetszetekben My nyo-
matéki er6parok hatnak a radra. Ezt tgy is értelmezhetjiik, hogy a B sikcsuklé meg-
akadalyozza a csukl6 tengelyének elforduldsat is, ezért az ott ébreddé Ms nyomaték a
kényszerero-rendszer része, hiszen igy teljesiilhet az x irdnyt nyomatéki egyensily.

Az igénybevételi fliggvények segitségével megrajzoltuk az igénybevételi dbrakat
abra). Lathat6, hogy ha tobb szakaszra bontjuk a rudat, akkor az Gsszes, mar elhagyott
részre hatd terhelést és kényszererét figyelembe kell venni az igénybevételi fiiggvényekben.
Ilyen esetekben célszerii lehet a globdlis « koordindta helyett minden szakaszon kiilonbo6z6,
un. lokalis koordindtdkat felvenni. Ennek megfeleléen az abran balrdl felvettiik az x;
és x9 koordinatakat, tovabba jobbrél az x3 koordinatat.

Az els6 szakaszon x1 megegyezik az x koordinataval, tehdt 0 < x; < a esetében ugyan-
azokat a kifejezéseket kapjuk, mint fent.

A masodik szakaszon viszont mar egyszertisitheti a dolgunkat, hogy az xo koordinatat
x = a-to0l mérjik, azaz ro = r — a. Ezzel ugyanis

V() = A, — pO(;f)Q, (0 <z < a), (5.56)
My (z2) = —Ay(a+ z2) + p0(6$az)37 (0 <z <a). (5.57)

Itt az értelmezési tartomany kijelolésénél is figyelembe kell venni, hogy az xo koordinata 0 és a
kozott vehet fel értékeket, és maguk az igénybevételi fliggvények sem x, hanem x4 fiiggvényei.
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A legnagyobb mértékili egyszertisitésre a harmadik szakaszon van lehet&ség. Itt ugyanis
jobbrdl balra vettiik fel az x3 koordinatat. Ez annak felel meg, hogy itt jobbrél balra haladunk
a rudon, ezért csak az x3 koordindtaju keresztmetszettdl jobbra lévé erdket, nyomatékokat
kell figyelembe venniink.

Mivel ezen a szakaszon nem hat y irdnyu erd, a nyirdigénybevételi fiiggvény itt azonosan
nulla: V(z3) =0, (0 <z3 <a).

A rad jobb oldali végétél balra haladva az 0 < x3 < a szakaszon csak egyetlen terhelés
jarul hozza a hajlitéigénybevételhez: az M; nyomaték. Mivel ez lefelé hajlitja a rad végét,
el6jele pozitiv, igy My (z3) = My, (0 < z3 < a).

Mas feladatokban is érdemes lehet a rid egyik részén balrél, a masik részén jobbrol fel-
irni az igénybevételi fliggvényeket, mert a rad végeinél 1év6 szakaszokon igy kevesebb erét
és nyomatékot kell figyelembe venni. Ez a megkozelitési mod lehetGséget ad a feladat szim-
metridinak a kihasznaldséra is: példaul az [5.2] feladatban a rid jobb oldali végétdl felvett
koordinataval ugyanolyan alaki hajlitonyomatéki fiiggvényt kapnank a jobb oldali szakaszon,
mint amilyet a bal oldali szakaszra felirtunk a balrdl felvett x koordinata segitségével. [

A gyakorlati problémak nagy részében allandé intenzitasi megoszlo terheléssel talalko-
zunk. Ekkor a nyirdigénybevételi fliggvény linearis, a hajlitéigénybevételi fiiggvény pedig
masodfoku fiiggvénnyel — parabolaval — irhaté le. Ha linearisan valtozé megoszl6 terhelés
hat a rudra, mint az [5.5.| példaban, akkor viszont a nyiréigénybevételi fliggvény grafikonja
lesz masodfoku parabola. A parabola kézzel torténé megrajzolasat segitheti az aldbbi tétel.

5.2. tétel. 1) Ha egy [x1, xs] intervallumon értelmezett f(x) mdsodfoki fiiggvény grafikonja-
hoz érintéket hizunk az intervallum A = (x4, f(x1)) és B = (xa, f(x2)) végpontjaiban, akkor
az igy kapott eqyenesek az intervallum

$1+$2
T = 9

(5.58)
koordindtaji felez6 merdlegesére eséd C pontban metszik eqgymast (ldsd . dbra).

2) Az intervallum felezé merdlegese a D = (xy, f(xr)) pontban metszi a figgvény grafi-
konjdat és az E pontban az AB szeld egyenesét. A D pont éppen a C és E pontok kiozétti
szakasz felezopontjaban helyezkedik el, azaz DC' = DE.

3) A figguény grafikonjinak D pontbeli érintdjének meredeksége megegyezik az AB szeld
meredekségéuvel.

Bizonyitas:
1) A grafikon A = (z1, f(z1)) pontjéhoz és B = (z2, f(x2)) pontjdhoz hizott érinték abban
az xj koordinataju C' pontban metszik egymast, ahol

flxr) 4+ f(x1)(@p — 1) = fa2) + f/(w2) (@r — 22). (5.59)

Itt f'(x;) az f fliggvény z szerinti differencidlhdnyadosat — azaz az ott értelmezett meredek-
séget — jeloli az z; koordinatanal (i = 1,2).

A mésodfok fiiggvény (parabola) alakjanak ismeretében kiszamithaté a derivalt fiiggvény
alakja is:

f(z)=ar’+bzx+c¢ = f(z)=2azx+b. (5.60)
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5.27. Abra. A parabola tulajdonsdgai. A vazolt eset a < 0-nak felel meg

Ezt felhasznilva megoldhaté az (5.59) egyenlet, mert mind az a, mind a b és a ¢ paraméter
kiesik, és azt kapjuk, hogy

o = L ;”. (5.61)
Ezt behelyettesitve x helyére az (5.59) egyenletbe, megkapjuk a C' pont helyét:
T+
ye = f(z1) + f'(21)(2k — 21) = az122 + b2 5 2 te (5.62)
3) Az x = xj, koordinatdju helyen — azaz a D = (x, f(x))) pontban — az érinté meredek-
sége
T+
) = 2022222 4 b = a(21 + 22) + b. (5.63)
Az AB szel6 meredeksége ezzel megegyezik:
— 2 _ 2 b(xo —
m= f(w2) = f(@1) = a(zz — 1) + bz — 71) = a(xr1 +x2) + 0. (5.64)
To — I T2 — 1
2) A fuggvény xp-ban felvett értéke hatarozza meg a D pont helyét:
r1+29)? mtw
f(:):k):a( ! i 2 1y 12 2 4o, (5.65)
az F pont helyét pedig a szel6 m meredeksége alapjan hatarozhatjuk meg:
2 2
x|+ T+
Ye = f(x1) + m(zp — 1) = a 12 2 4 b 12 2 e (5.66)
A fenti eredményeket felhasznélva a C' és D pontok tavolsaga
71 + 22)? a
lye — fz)| = |azi122 — a(142) = ‘—4(%1 — x9)?|, (5.67)
ami megegyezik a D és F pontok
T+ x0)% 2?43 a
|f(xr) = ye| = a( ! 2) — a2t 2| = ’—(:L’l — x5)? (5.68)
4 2 4
tavolsdgaval. Ezzel mindharom allitast bizonyitottuk. [
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5.28. dbra. Madsodfoku hajlitényomatéki fiiggvényhez (a), annak szelGjéhez (b)
és az érintGihez (c) tartozé nyiréigénybevételi fiiggvények

A tétel allitasat az abra szemlélteti allandé megoszlo terhelés esetére. Mind a
hajlitonyomatéki fiiggvény grafikonjanak szeldje, mind az érintéi ugyanabbol a pontbdl in-
dulnak és ugyanoda érkeznek mint maga az M, fiiggvény, tehat a hajlitonyomaték L hosszon
bekovetkezo valtozasa e harom esetben megegyezik. Ebbdl kovetkezoen a megfelel6 nyiro-
igénybevételi fliggvények alatti teriiletek is meg kell hogy egyezzenek. A szel6nek egy allandd
értékii nyiréero felel meg, amit az eredeti, V(z) = —F — px fuggvény L hosszon torténé at-
lagolasaval kapunk. Az érintokhoz tartozd nyirdigénybevételi fliggvény pedig két allandd
értékli szakaszbdl all, melyek az eredeti fliggvény kezdeti illetve végpontban felvett értékeit
veszik fel. A nyirdigénybevételi fiiggvény grafikonjan latszik, hogy a szel6 esetében b
abra) az x = L/2 keresztmetszettdl jobbra 1évé szakaszrél a bal oldali szakaszra helyeztiink
at egy haromszog alaka darabot. Az érintékhoz tartozé abran ((5.28|/c abra) viszont éppen
forditva, a bal oldali szakaszrdl tettiink at jobb oldalra egy ugyanakkora haromszog alaku
részt. Tehat amennyivel kisebb az egyik esetben a nyirdigénybevételi fiiggvény alatti teriilet
x = L/2-ig, éppen annyival nagyobb a masik esetben. Mivel a hajlitényomaték megvaltoza-
sa a teriilettel ardnyos, x = L/2-ben az eredeti M, (x) fiiggvény éppen a szel6 és az érinték
metszéspontja kozotti felezéponton halad at.

5.6. Tortvonalua és sikgorbe rudak igénybevételei

Az eddigiekben targyalt modszerekkel tortvonali vagy sikgorbe rudak igénybevételeit is meg
lehet hatarozni.

5.6. példa: Hatdrozzuk meg a reakcidkat és az igénybevételi fiigguényeket az[5.29. dbra sze-
rinti tortvonalid tarto esetében!
Adatok: 1 =2 m, h =3 m, F; =400 N, F; =600 N, p = 2000 N/m.
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5.29. abra. Tortvonald rud szerkezeti abrdja és szabadtest-abraja

Megoldas:
A szerkezet szabadtest-abrajan felvettiik a kényszereréket. A megoszld terhelés egy Q) = pl =
4 kN nagysagu koncentralt erével helyettesithet6. Az egyensilyi egyenletek:

> Fp=0: By+F =0, (5.69)
3
> My=0: —Fh—Fl- ipZQ +Cy20 = 0, (5.70)
S M.=0: 212 — B2l — Fih+ Byl = 0. (5.71)
Az egyenletrendszer megoldésa, h = 31/2 figyelembevételével:
3F1 F2 pl 3F1 F2 3pl
B,=-F,=-40N, B,=—+4+—+4+==1kN =— 4+ =4+ —-—= kN.
? ! 00N, By r T2ty e T R

(5.72)
Az igénybevételi figgvényeket a ridszerkezet négy szakaszan felvett lokélis koordindtdkkal
adjuk meg. Csavarényomaték egyik szakaszon sem veszi igénybe a rudat.

Célszerli tigy tekinteni, hogy a rud végigjardsa soran mindig a rdd azonos oldaldn mara-
dunk — ennek megfeleléen rajzoltuk be a szabadtest-abraba, hogy az adott szakaszon merre
halad egy stilizalt emberalak, és mellé odarajzoltuk a nyiré- és hajlitbnyomatéki igénybevétel
el6jelkonvencibit is, melyeket az odaképzelt ember mindig ,, magéval visz”.

o A fels6 rovid szakaszon a jobbrdl balra felvett, 0 < x1 <[ tartomanyon értelmezett
koordinatat hasznaljuk. Ezzel az igénybevételi fliiggvények, x1-et m-ben mérve:

Ni(z1) = Fy =400 N, (5.73)
Vl(l’l) = FQ = 600 N, (5.74)
Mhl(xl) = ngl = 6001‘1 Nm. (575)

Az igénybevételi abrékat jelleghelyesen felrajzoltuk az abran. Ebben az esetben
a tortvonald tart6 silypontvonalara rajzoltuk fel az egyes fliggvények grafikonjait, de
megrajzolhatdk az igénybevételi dbrak gy is, hogy a rudat képzeletben kiegyenesitjiik.

e Az A saroktdl az ys koordindtdt hasznaljuk, mely 0 < yo < h k6zotti értékeket vehet
fel. A koordindtdk indexe azt a sorrendet mutatja, ahogyan figyelembe vesszilk az
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5.30. abra. Toértvonali rid jelleghelyes igénybevételi abrai

egymas utani szakaszokat. A stlypontvonal 90°-os elforduldsa miatt az elsé szakaszon
normaligénybevételként jelentkezé F} erd ezen a tartoményon nyirderd lesz, Fo pedig
norméligénybevétel (nyomds). A merev sarok atviszi a nyomatékot, ezért Mpi(l) =
M;2(0) = Fyl = 1200 Nm. Az ezen a szakaszon érvényes igénybevételi fiiggvények
(y2-t m-ben mérve):

Ng(yg) == —F2 = —600 N, (576)
Mpo(y2) = Fol + Frys = 1200 4 400y Nm. (5.78)

Az y9 = h koordinétédnél — azaz a B sarokndl — Mps(h) = Fol + Fyh = 2400 Nm.

Ha az x1 és yo altal kijel6lt iranyban haladnank tovabb a rid mentén, akkor a B csuk-
1616l atadbédd kényszererdk is megjelennének az igénybevételi fliggvényekben. Ehelyett
a rud maésik vége feldl felvett, m-ben mért x3 koordinatat hasznaljuk, ahol 0 < z3 < [:

N3($3) =0, (579)
Vs(as) = —C, + pas = —3600 + 2000z3 N, (5.80)

2
Mys(z3) = Cyrs — % = 360023 — 100022 Nm. (5.81)

A nyiréigénybevételi fliggvény el6jelet valt, ha —Cy + pzo = 0. Ebb6l g = Cy/p =
1,8 m, tehat a C keresztmetszettdl mért x3 = xg koordinatananal a hajlitényomatéki
fiiggvénynek szélséértéke van: itt Mpmax = Mpz(xg) = 3240 Nm.
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e A D keresztmetszetnél kezd6d6 utolsd szakaszon az x4 jelli koordinatat hasznaljuk,
ahol 0 < x4 < I:

N4(1I4) = 0, (582)
Vi(z4) = —Cyy + pl = 400 N, (5.83)

l
Mpa(z4) = Cy(l + z4) — pl(za + 5) = 3200 — 400x4 Nm. (5.84)

Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy a B csukléndl az Mps és Mp, fliggvények ugyanazt
az értéket adjak: Mpa(h) = Mp4(l) = 2400 Nm. [ )

5.7. példa: Az|5.51 dbrdn ldthatd R gorbileti sugari, kor keresztmetszeti, d dtmérdji rid
(kampd) eqyik keresztmetszete be van fogva. A szerkezet terhelése F koncentrdlt erd. Irjuk
fel az igénybevételi fligguényeket és rajzoljuk meg az igénybevételi abrdakat!

R sin(y)

Fy

5.31. abra. F erével terhelt gérbe rid

Megoldas:
Vizsgaljuk az igénybevételeket a rud szabad vége felél kiindulva, ahogy az|5.31| abran jeloltiik!
A 0 < p < 7/2 szakaszon semmilyen terhelés nem éri a rudat, ezért itt minden igénybevétel
nulla.

Az F erd tamaddspontjanak keresztmetszetétol egy 0j lokélis 1 koordindtdt hasznalunk
az igénybevételi fliggvények megadasahoz. Vizsgaljuk meg, hogy a bejeldlt, ¢ szoghelyzetben
taldlhaté K keresztmetszetben milyen igénybevételek ébrednek! A normadl- és nyirdigénybe-
vételi fuiggvények felirasahoz fel kell bontani az F' er6t a keresztmetszetre meréleges és azzal
parhuzamos komponensekre, az abran lathaté médon. Innen leolvashaté, hogy

(5.85)
(5.86)
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5.32. abra. A K keresztmetszet normal- és nyiréigénybevételei

A norméligénybevétel el6jele pozitiv, hiszen a keresztmetszetbél kifelé mutat. A nyirdigény-
bevétel el6jelét viszont negativnak tekintjiik, mert gy képzeljiik, hogy a goérbe rad kiilsé
oldalan haladunk az v szogkoordinata iranyanak megfelel6en, ami olyan, mintha egy egyenes
ridon jobbrdl balra haladnank. Mivel ekkor a rid elhagyott (,,jobb oldali”) részén sugar-
irdnyban kifelé (,felfelé”) mutatd nyiréer6t tapasztalunk, az negativ nyirdigénybevételnek
felel meg.

A hajlitéigénybevétel meghatarozasahoz azt vessziik figyelembe, hogy az F erd hatasvo-
nala Rsin(v¢) téavolsdgra van a K keresztmetszet silypontjatol. Ez az er§ olyan nyomatékot
fejt ki, ami a gorbe rad kiegyenesitése iranyaban hat, tehat a hajlitéigénybevétel negativ:

My (1) = —FRsin()). (5.87)

A fenti osszefliggések az ¢ € [0, 7] tartomanyban érvényesek, azaz az F eré és a befogés
kozott.

5.33. megjegyzés: Ebben az esetben is van kapcsolat a nyiré- és hajlitéigénybevétel
k6zott, azonban ez kissé kiilonbozik az (5.19)) képlettdl. A rud silypontvonala mentén
mért s = R ivhossz segitségével is felirhatjuk a nyirdéigénybevételi és hajlitébnyomatéki

fliggvényeket:
V(s) = —F cos <;> , My (s) = —FRsin (;) . (5.88)
A hajlitonyomatéki fiiggvényt az ivhossz szerint derivilva azt kapjuk, hogy
dMy,(s) 1 s s
=—FR— — | =-F -] = .
P RR cos (R) cos (R) V(s), (5.89)

tehat most is hasonlé a kapcsolat, mint amit korabban lattunk az egyenes rudaknal.
Két kiilonbséget fedezhetiink fel: egyrészt az ivhossz szerint kell végrehajtani a deri-
valast, masrészt pedig a hajlitonyomatéki fiiggvény derivaltja nem a nyirdigénybevétel
ellentettjével, hanem magéval a nyirdigénybevételi fiiggvénnyel egyenld. Ez annak fe-
lel meg, hogy most ,,jobbrél balra” haladunk a ridon, ami egyenes rudak esetében is
ugyanilyen el6jelekhez vezet.

Osszefoglalva azt mondhatjuk, hogy ha a szégkoordinata az éramutaté jardsanak
megfeleléen van felvéve, akkor dMp(s)/ds = 1/R dMy(¢)/dy = =V (¢), az 6ramutatd
jarasaval ellenkezé iranyban felvéve pedig dMj(s)/ds = V (). )

Az igénybevételi dbrakat ezuttal is a rid stlypontvonaldra rajzoltuk; az igénybevételek nagy-
sdga a stlypontvonaltél mért sugdrirdnyd tavolsdggal ardnyos az [5.33} dbrén.
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5.33. abra. A sikgorbe rud igénybevételi abrai
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6. fejezet

Keresztmetszetek nyomatékai

6.1. A nyomaték fogalmanak altalanositasa

A tengelyre szamitott nyomaték fogalmat erdkar és eré szorzataként vezettitk be a
fejezetben. Szamos sikbeli feladatban kihasznaltuk, hogy az azonos tengelyre szamitott
nyomatékok Osszeadhatok, és igy a nyomatéki egyensulyi egyenletek tgy is értelmezhetok,
hogy egyenstlyban az erék silyozott dsszege nulla (lasd egyenlet). Mivel minden
erot meg kell szorozni hatasvonalanak tengelytdl mért tavolsdgaval, a tavolabb hato erdknek
nagyobb lesz a hozzajarulasa az 0sszegzett nyomatékhoz.

A matematikdban és a miszaki tudomanyokban szdmos esetben talalkozhatunk ehhez
hasonl6 szamitasokkal, amikor valamilyen fizikai mennyiséget a térbeli elhelyezkedésének
megfeleloen kell stilyozni. Ezt tettiik a parhuzamos erérendszerek kdzéppontjanak bevezetése
soran is a fejezetben, els6sorban a sulypont meghatarozasa kapcsan fejezet).

A sulypont targyaldsaval parhuzamosan bevezettiik a tomeg, a térfogat, a teriilet, és a
vonal statikai nyomatékanak fogalmat is. Ezeket a fizikai mennyiségeket egymashoz hasonld
képletekkel lehetett megadni; példaul egy sikidom teriletének O pontra szamitott statikai
nyomatékvektorat az alabbi integral definidlja (14sd egyenlet):

So :/ r dA. (6.1)
()

Ebben a fejezetben ennek a mennyiségnek az altalanositasardl lesz szo, azaz be fogjuk vezet-
ni a teriilet tobbféle nyomatékat. A szilardsdgtani alkalmazasokat szem el6tt tartva, rudak
keresztmetszeteinek nyomatékait fogjuk meghatarozni. Mivel egyenes rudak esetében leg-
gyakrabban a stlypontvonallal parhuzamosan veszik fel az x tengelyt — ezt tettiik mi is az
igénybevételi fiiggvények felirdsakor — olyan koordinata-rendszert hasznalunk, melynek az y
és z tengelyei parhuzamosak a keresztmetszettel, mint a [6.1] abran.

A — egyenletek kapcsan bevezetett, tengelyre szamitott statikai nyomatékokat
is ezekre a tengelyekre definialjuk, azaz

S, = / z dA 6.2
Yy (A) ( )
az y tengelyre szamitott statikai nyomaték,

S, = dA 6.3
I (6.3)
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pedig a z tengelyre szamitott statikai nyomaték. FEzeket a mennyiségeket elsorendi nyo-
matékoknak is nevezik, mert az integrandusban els6fokon szerepel az adott tengelytél mért
elbjeles tavolsag, azaz az v illetve z koordindta. Mértékegységiik m?>.

Az elsorendli nyomatékok mintajara tetszoleges n-ed rendid nyomatékokat is bevezethe-
tiink rudak keresztmetszeteinek geometriai jellemzésére,

/ y" dA  vagy / 2" dA (6.4)
(A) (A)

alakban. Ezek kozil az n = 0 eset konnyen targyalhato, ugyanis egy keresztmetszet nullad-
rendi nyomatéka a teriiletével egyenlo:

L/y%M: fdA:/ 1dA = A. (6.5)
) ) “

Mint 1atni fogjuk, a teriilet kiilonb6z6 rend nyomatékai aranyosak kiilonféle parhuzamos
erorendszerek altal kifejtett erékkel vagy nyomatékokkal. A nulladrendid nyomaték — azaz
az A teriilet — egy allandé pr intenzitasu feliileti er6rendszer altal kifejtett F' erdvel aranyos,
hiszen egy elemi dA teriiletre dF = pp dA eré hat (ldsd [6.1] dbra), és ezeket az elemi er8ket
Osszegezve

F:/ pr dA = ppA. (6.6)
)

Ez a gondolatmenet nemcsak az dbran lathato, feliiletre merdleges megoszld erérendszer
esetében alkalmazhato6: az erérendszer irdnya tetszéleges (de a feliileten belil allandd) lehet.

ey
e
JQ /]
ave

/

N
ff /)
'

/

6.1. Abra. Riud keresztmetszetében ébredd, allandé prp intenzitasiu parhuzamos
erérendszer eredéjének meghatarozasa

6.34. megjegyzés: A felillet mentén megoszlé erdk intenzitdsat is szokas p-vel jeldlni, ami
a nyomads (pressure) széra utal. Azonban hogy kiillonbséget tudjunk tenni a vonal mentén és
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felillet mentén megoszl6 erérendszerek intenzitdsa kozott, utobbit egy alsé indexszel latjuk el,
azaz pp-fel jeléljiik. A pp intenzitds mértékegysége N/m?, ami a nyoméas mértékegységével
(Pa) egyenértékii.

A testek belsejében felvehetd feliileteken ébredd belsé erdrendszerekkel a szilardsagtan
foglalkozik. Ezek intenzitdsat fesziltségnek nevezik, amit a feliiletre meréleges erérendszerek
esetében o (szigma), feliilettel parhuzamos esetben pedig 7 (tau) szimb6lummal jelolnek. o
neve normdlfesziltség, T pedig a csusztatifesziltség. A kétféle fesziiltség kozotti kiillonbség
megfigyelhetd az[5.2] dbrdn, ami kiilonféle feliileteken ébredd normdl- és cstsztatofesziiltsége-
ket mutat. A fesziiltség pontrdl pontra viltozhat egy test belsejében, de normaligénybevétel
esetében a normaélfesziiltség, nyiréigénybevétel esetében pedig a cstusztatdfesziiltség bizonyos
feltileteken jé kozelitéssel dllandd értékiinek feltételezhetd. &

Ha n > 1, akkor a teriilet n-ed rendii nyomatékai kiilonféle parhuzamos erérendszerek
altal kifejtett (forgato )nyomatékokk‘aﬂ lesznek aranyosak: n = 1 mellett alland6 intenzitasu
erOrendszer nyomatékaval, n = 2 mellett linearisan valtozo erérendszer nyomatékaval, n = 3
mellett négyzetesen valtozo erérendszer nyomatékéval, stb.

Tehat a teriilet kiilonféle rendii nyomatékainak szamitdsa annak felel meg, hogy egy
rad keresztmetszetében kialakuld belsé megoszld erorendszer ismeretében meghatarozzuk
az erorendszert jellemzo koncentralt erot és nyomatékot — azaz az igénybevételeket. Ez a
megkozelités killonbozik az o] fejezetben leirt mddszertdl, melynek az volt az alapja, hogy a
kiils6 erorendszer ismeretében, az egyensuly feltételei alapjan fejeztiik ki az igénybevételeket.

Szilardsagtanban els6sorban az elsorendli és masodrendii nyomatékoknak van kiilonos
jelentOsége, keresztmetszetre meroleges iranyi erérendszerek kapcesan, ezért a tovabbiakban
csak ezekkel foglalkozunk.

6.2. Els6rendii nyomatékok

AB.7.2 fejezetben mar megmutattuk egy példa kapcsan, hogy a tengelyre szamitott statikai
nyomatékok aranyosak egy allandé intenzitasu, feliletre merdleges irdnyu megoszlo erd meg-
felel6 tengelyekre szamitott nyomatékaival. Az aldbbiakban megismételjiik ezt a bizonyitast
egy rud keresztmetszetében ébredd, allandé intenzitast erérendszer esetére. Koordinata-
rendszeriinket gy vessziik fel, hogy az origd a keresztmetszet stulypontjaba essen.

A abra szerint ha kis dA feliiletelemekre bontjuk a keresztmetszetet, akkor egy-egy
ilyen kis elemre dF' = prd A er6 hat. Ha a feliiletelem az y koordinatanal helyezkedik el, akkor
a z tengelyre szamitott elemi nyomatéka dM, = —dF y = —pr y dA. Ezeket Osszegezve az
alabbi integral adja meg a teljes erérendszer z tengelyre szamitott nyomatékat:

M, = —pp/ y dA. (6.7)
(4)
Lathato, hogy ez a z tengelyre szamitott forgatényomaték aranyos az

S, = dA 6.8
Ly (6.8)

'Ebben a fejezetben érdemes megkiilénboztetni a keresztmetszetek és az erérendszerek nyomatékait. Az
utobbi nyomatékokat nevezziik forgatonyomatékoknak, a megjegyzésnek megfelelGen.
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z tengelyre szamitott statikai nyomatékkal. Azonban mivel a keresztmetszet stulypontjaban
vettiik fel a koordinata-rendszertink origdjat, ez egy silypontra szamitott statikai nyomaték,
tehat értéke zérus.

Az y tengelyre szamitott nyomatékot a fentiekhez hasonlé médon az

M, = / dA 6.9
y PFr ) z ( )
képlettel szamithatjuk ki, ami a stlyponti y tengelyre szamitott
S, = / dA 6.10
y ) < ( )

statikai nyomatékkal aranyos, igy szintén nulla.

6.1. példa: A[6.3 dbrdn egy olyan eset ldthatd, amikor egy rid a X b nagysdgi, téglalap
alaki keresztmetszetében dllando pr intenzitdsu pdrhuzamos erdrendszer ébred. A felvett
koordindta-rendszer tengelyei a téglatest alaki rid éleivel pdrhuzamosak, és az x tengely az
a X b méretii keresztmetszet sulypontjan halad dt. Hatdrozzuk meg az erdrendszer y és z
tengelyre szdmitott nyomatékadt!

Ly
Ay y
prb
- dy .
a/2 y id4 o/2
z ________ -i== ._._.,;. _______ —| . i _ F :E
a/2 02
b prb

6.2. Abra. Az a x b méretii keresztmetszetben ébredd, dllandé intenzitdsu erd-
rendszer, az elemi dA = bdy feliilet, és a probléma visszavezetése vonal mentén
ébred6 megoszl6 erérendszerre

Megoldas:

A keresztmetszetet feloszthatjuk b szélességli és dy magassigu téglalapokra, ezek alkotjak a
dA feliiletelemeket. Egy-egy ilyen feliiletelemre dF = pr dA eré hat. Osszegezve ezeket az
elemi eréket, az er6rendszer ered6jének nagysaga

a/2

F= pF/ dA = pF/ / bdy = ppb[y]‘i/j/2 = prab. (6.11)
(4) —a/

Tehat a feliileti intenzitast az A = ab teriilettel megszorozva kapjuk az eredd eré nagysagat.

Az eredé er6 hatasvonalanak a feladat szimmetridja miatt az x tengellyel kell egybeesnie.

Ezt az alapjan is megallapithatjuk, hogy az ered6 hatdsvonaldnak pontjaira nulla kell legyen

a megoszlo erérendszer nyomatéka. A nyomaték z irdnyua vetiiletét tgy fejezhetjiik ki, hogy
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Osszegezzik a d A felilletelemekre haté dF er6k nyomatékait. Ha a feliiletelem az y koordinata-
nél helyezkedik el, akkor a z tengelyre szamitott elemi nyomaték dM, = —dF y = —pr y dA.
Ezeket 0sszegezve az aldbbi integral adja meg a teljes nyomatékot:

a/2 a2

M, = —pp/ y dA = —ppb y dy = —17FI)[y2]_a/2 =0. (6.12)
(4) 2

—a/

Lathato, hogy a z tengelyre szamitott nyomaték valdéban aranyos az
s, :/ y dA (6.13)
(A)

stulyponti z tengelyre szamitott statikai nyomatékkal, de ez zérus.
Az y tengelyre szamitott nyomatékot a fentiekhez hasonléan, az

b/2

My:pp/ sz:pFa/ zdz=0 (6.14)
(A) —b/2

képlettel szamithatjuk ki, ami az
S, — / 2 dA (6.15)
(4

y tengelyre szamitott statikai — azaz elsérendiit — nyomatékkal aranyos, de ez szintén nulla,
mint minden, stlyponti tengelyre szamitott statikai nyomaték. [

6.35. megjegyzés: JO kozelitéssel ilyen, keresztmetszet mentén dllandé megoszld erérend-
szer ébred huzott rudakban. Ebben az esetben a belsé erérendszer ereddjét normdlerdnek
vagy normdligénybevételnek nevezik és N-nel jelolik, ahogy az[b] fejezetben maéar lattuk. Az
x irdanyt, felilletre merdleges erérendszer feliileti intenzitasanak szilardsagtani elnevezése x
irdnyd normdlfesziltség, amit o,-szel jelolnek. Ezekkel a jelolésekkel az F' = ppab képlet
N = o0, A alakban irhaté fel, ahol A = ab a keresztmetszet teriilete. &

A bemutatott szamitas a példaban szerepl6 egyszerii esetben annak felel meg, hogy vonal
mentén — példaul az y tengely mentén — megoszld erdrendszerrel helyettesitjiik a feliileti ero-
rendszert, melynek vonal menti intenzitasa p = ppb. Ezutdn ennek ereddjét szamoljuk, ami
F = pa = prba nagysagu, és az a hosszusagu szakasz felezépontjan halad at a hatasvonala,
azaz a felvett koordindta-rendszer origdjan (ldsd [6.2] dbra).

6.3. Masodrendii nyomatékok

6.3.1. Tengelyre és tengelyparra szamitott masodrendii nyomaté-
kok

A szilardsagtanban kiilonosen nagy jelentésége van a mdsodrendii nyomatékoknak. Tobbféle
mésodrend{i nyomatékot is definidlhatunk; ezek kozos jellemzdje, hogy mértékegységiik m*
(vagy cm?*, mm?*). Az ebben a fejezetben targyalt masodrendii nyomatékok valamilyen tévol-
sagnégyzetnek vagy koordinatak szorzatanak a keresztmetszet tertiletére vett integraljaként

szamithatok ki. Az integralok értelmezését a [6.3] dbra szemlélteti.
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AY

QA
N

6.3. dbra. Egy A teriiletii alakzat masodrendii nyomatékai tavolsagnégyzetnek
(r?), koordinatdk négyzetének (pl. y? vagy z?) vagy koordinatik szorzatinak a
teriiletre vett integraljaként szamithatok

Definici6 szerint az y illetve z tengelyre szamitott (mds néven ekvatoridlis) mdsodrendi
nyomatékok

I :/ 244, ¢ 6.16
y (A)z és ( )

L :/ 2 dA. (6.17)
)

Ezek koziil I, egy olyan parhuzamos erorendszer z tengelyre szamitott forgatonyomatékaval
aranyos, aminek az intenzitasa az y tengely mentén linearisan valtozik, és y = 0-ban nulla,
azaz pr(y) = my alakban irhaté fel. Ilyen eseteket mutatnak a . és . abrak. Az

N
—

6.4. Abra. Rud keresztmetszetében ébredd, az y tengely mentén linearisan valtozo
pr(y) intenzitdsu parhuzamos erérendszer eredGjének meghatarozésa

y tengelyre szdmitott I, méasodrendd nyomaték hasonléan értelmezhetd: az ugyanis egy
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olyan parhuzamos erorendszer y tengelyre szamitott forgatényomatékaval ardnyos, aminek
az intenzitdsa a z tengely mentén valtozik linedrisan, azaz pr(z) = mz alak.

Nemcsak tengelyre szamitott masodrendii nyomatékokat definialhatunk. Bizonyos ese-
tekben az y irdnyban linedrisan valtoz6 belsé megoszld erérendszer nyomatékanak nemcsak
z irdnyu, hanem y irdnyt komponense is van. (Illetve z irdnyban valtoz6 erérendszer nyoma-
tékdnak is lehet z irdnyd komponense.) Ezzel a nyomatékkal ardnyos a centrifugdlis (vagy
tengelypdrra, tengelykeresztre szamitott) mdasodrendi nyomaték:

I, = / dA. 6.18
y 4) yz ( )

Fontos megemliteni, hogy mig a tengelyre szdmitott I, és I, mdsodrendi nyomatékok csak
pozitivak lehetnek — hiszen egy tavolsagnégyzet jellegli mennyiséget integralunk a teriilet
mentén — a tengelypdrra szamitott mdsodrendi, nyomaték lehet pozitiv is, negativ is.

Tegytik fel, hogy az erérendszer intenzitasa az y koordinataval linearisan valtozik, azaz

pr(y) =my (6.19)

alakban irhaté fel (1asd [6.4] abra)! (Egy = tengely mentén valtoz6 erdrendszer esetében az
alabbi szamitas értelemszer( valtoztatdsokkal végezheto el.) Az erérendszer eredd ereje

F:/ pF(y)dA:/ mydA:m/ y dA =mS, =0, (6.20)
(4) (4) (4)

hiszen az er6 kifejezésében megjelent a stlyponti z tengelyre szamitott elsérendil (statikai)
nyomaték, ami zérus.

A stlypontba redukélt erérendszer nyomatékanak szamitdsahoz kis dA nagysagu elemi
felilletelemekre osztjuk a tertiletet. Egy ilyen kis feliiletelemre dF = pp(y) dA = my dA
er6 hat, tehat ennek a nagysaga linedrisan fligg az y koordinatatél. Ha a feliiletelem egy y
koordinataju pont kérnyezetében helyezkedik el (lasd . abra), akkor a z tengelyre szamitott
elemi nyomaték dM, = —dF y = —my y dA. Ezeket a nyomatékokat Osszegezve:

M, = —/ pr(y)y dA = —/ myy dA = —m/ y> dA = —ml.. (6.21)
(A) (A) (A4)
Tehat a z tengelyre szamitott forgatonyomaték aranyos az
L. :/ y? dA (6.22)
(4)

z tengelyre szamitott masodrendii nyomatékkal.
Az M, nyomaték hasonléan szamithatd, de itt a tengelyparra szdmitott masodrendii
nyomaték jelenik meg a forgatonyomaték képletében:

M, = / pr(y)z dA = / myz dA = m/ yz dA =ml,,. (6.23)
(4) (A) (A)

Ha a keresztmetszetnek szimmetriatengelye az y vagy a z tengely, mint a [6.5] abréan,
akkor I, = 0, mert ebben az esetben a keresztmetszet tetszéleges (y, z) koordinataji pont-
jaban 1évé dA feliletelemhez taldlhaté egy masik feliiletelem, aminek (—y, z) vagy (y, —z2)
a koordinataja. Ezek ugyanakkora nagysagi, de ellentétes eléjelii hozzajarulast adnak az
integralhoz, ami igy nulldt ad eredménytil.
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6.5. abra. Ha szimmetrikus a keresztmetszet és az y tengely a szimmetriaten-
gelybe esik, akkor minden kis feliiletelemnek van egy parja, aminek ellentétes a
hozzédjarulasa az I, tengelypdrra szamitott mdsodrendii nyomatékhoz

6.36. megjegyzés: Szilardsagtani vizsgalatokkal megmutathatd, hogy hajlitéigénybevétel-
nek kitett rudakban sok esetben j6 kozelitéssel linedrisan valtozd belsé erérendszer alakul ki,
és a belsé erérendszer nyomatékanak nagysiga megegyezik a hajlitényomaték nagysagaval.
Ezért a keresztmetszet masodrendii nyomatékai — melyek csak a keresztmetszet geometri-
ai jellemzGi, a terhelésektdl, igénybevételektol teljesen fiiggetlenek — jol hasznalhaték annak
jellemzésére, hogy milyen belsé erdrendszer alakul ki adott hajlitényomaték hatasara. Pél-
daul a képlet szerint adott hajlitonyomaték mellett kisebb m meredekséggel n6 a bel-
s6 erOrendszer intenzitisa egy olyan keresztmetszetben, aminek nagyobb az adott tengelyre
szamitott masodrendli nyomatéka. Ennek kapcsin az is megmutathatd, hogy egy dllandé
keresztmetszetl rid adott tengellyel parhuzamos hajlitényomaték hatasara bekovetkezo le-
hajlasa forditottan ardnyos az arra a tengelyre szamitott masodrendii nyomatékkal (feltéve,
hogy a tengelyparra szamitott masodrend(i nyomaték nulla). Tehat ha egy tengelyre kisebb
a masodrendl nyomaték, akkor abban az irdnyban kénnyebb a rudat meghajlitani. &

6.2. példa: Tekintsiik azt az esetet, amikor eqy téglalap keresztmetszeti rid a X b méreti
keresztmetszetére hat y iranyban vdltozd intenzitdsi megoszlo erérendszer (ldsd . dabra)!
Hatdrozzuk meg az erdrendszer y és z tengelyre szamitott nyomatékadt!

Megoldas:
Az y tengely mentén valtozé intenzitas
pr(y) =my (6.24)
alakban ifrhato fel, mely maximalis ppg értékét a/2-ben veszi fel, igy ebbdl szamithaté az m
egylutthato:
a 2pF
pro=pr(a/2)=m 5 = m== 9. (6.25)

A nyomatékok szamitasahoz kis dA = b dy nagysagu elemi feliiletelemekre osztjuk a teriiletet,
ahogy a abran lathaté. Egy ilyen kis feliiletelemre dF' = pr(y) dA = myb dy erd hat. Ha
a feliiletelem az y koordinatanal helyezkedik el, akkor a z tengelyre szamitott elemi nyomaték
dM, = —dF y = —my?b dy. Ezeket 6sszegezve az alabbi integralra jutunk:

2 3 a/2 Sb
2 Yy a
v " [ 3 }—a/2 " 12
(6.26)
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6.6. dbra. Az y koordindta fiiggvényében linedris megoszlé erérendszer, prg ma-
ximalis feliileti intenzitassal

Ezt 6sszevetve a (6.21)) képlettel, 1athat6, hogy a vizsgalt téglalap keresztmetszet z tengelyre
szamitott masodrendii nyomatéka

3
I = /(A) y? dA = %b (6.27)

Az y tengelyre szamitott forgatényomaték szamitasahoz mar nem felel meg a abran
lathaté b dy feliiletelem, mert mint latni fogjuk, az integrandusban y és z is megjelenik
valtozoként. Ebben az esetben kis elemi téglalapot kell felvenni dA = dy dz alakban. A
kettos integralasboél elegendd csak az y szerinti integralast elvégezni, mert méar abbdl lathatoé,
hogy az eredmény nulla:

b/2 b/2 a/2
My—/ pr(y)z dA = / myz dA = m/ / yzdydz—m/ zdz=0.
b/2J—a/2 b/2 —a/2
(6.28)

FEz 6sszhangban van azzal, hogy ha az y vagy z tengely a keresztmetszet szimmetriatengelye,
akkor a tengelyparra szamitott masodrendii nyomaték nulla.

A z irdnyu forgatényomaték meghatdrozasat vissza lehet vezetni egy vonal mentén — az
y tengely mentén — megoszld, linedrisan valtozd errendszer nyomatékdnak kiszamitasara,
melynek maximdlis vonal menti intenzitdsa pg = prob (lasd abra). Ehhez célszerti kiilon-
kiillon meghatarozni az ered6t az y > 0 tartoményon, ahol az erérendszer pozitiv x irdny, és
az y < 0 tartoméanyon, ahol az eré éppen ellenkezd irany.

A porzitiv értelmii erérendszer eredéjének hatasvonala ekkor az y = a/3 koordinatanal
metszi az y tengelyt, a negativ értelmii er6rendszer ereddje pedig (—a/3)-nal. Mindkét része-

redd nagysaga
1 a ab

= - prob 2 = pre.
Q 5 Prob 5 = Pro—

Mivel a Q és —Q erdk hatasvonala parhuzamos, nagysiga megegyezik, értelme pedig ellenté-
tes, ezek er6part alkotnak. Figyelembe véve, hogy a két hatdsvonal tavolsaga 2a/3, az er6par
nyomatéka

(6.29)

ab 2a a?b a3b
M=Q%= =pro— = = —m22 .
Q = PR 5 = PR =My (6.30)

nagysagu, és negativ z iranyu, a 6) egyenlettel 6sszhangban.

www.mm.bme.hu




196 6. FEJEZET. KERESZTMETSZETEK NYOMATEKAI

Ha a nyomaték ismeretében szeretnénk meghatdrozni a maximélis feliileti intenzitast,
akkor a fenti képlet szerint

M (6.31)
Felhasznalva a ([6.25)) egyenletet, ebbdl a feliileti intenzitast megadd pr(y) fiiggvény is szé-
mithaté:
2pFO M M
= = = = —y. 6.32
prly) =my=— Aot T LY (6.32)

)

6.37. megjegyzés: Szilardsagtani vizsgalatokkal megmutathatd, hogy a vazolt esetnek meg-
feleld, a x b keresztmetszeti rid keresztmetszeteiben egy z tengellyel parhuzamos M), nagysa-
gl hajlitényomaték hatdsara jo kozelitéssel linedris bels6 megoszl6 erérendszer 1ép fel. Tehat
az erérendszert jellemz6 o, = prp intenzitds, azaz az z irdnyu normalfesziiltség is linearisan
valtozik az y tengely mentén:

M,
z
a maximalis normélfesziiltség (ami a példdban a maximélis ppg feliileti intenzitdsnak felel
meg) pedig
My,
Ozmax — E, (634)
ahol K, = I,/(a/2) = a®b/6 a z tengelyre szdmitott keresztmetszeti tényezd. &

6.3.2. Polaris masodrendii nyomaték

Csavarodigénybevételnek kitett kor vagy korgytiri keresztmetszeti rudakban jo kozelitéssel a
keresztmetszettel parhuzamos sikban hato, a kozéppontol mért r sugarral aranyos, a sugarra
merdleges iranyu megoszlé erérendszer 1ép fel, mint amit a[6.7] abran illusztralunk.

Yy

dA

(b)

6.7. dbra. (a) Az r koordindta fiiggvényében linedrisan valtozé nagysagu, az R
sugarid keresztmetszet sikjaval parhuzamos megoszIl6 erérendszer. (b): A polaris
masodrendii nyomaték szamitasahoz felvett dA = 2rm dr nagysdgu feliiletelem
szemléltetése [A60]

www.mm.bme.hu




6.4. Steiner-tétel 197

Ebben az esetben az erérendszernek a keresztmetszet sikjara merdleges x tengelyre szami-
tott nyomatéka hozhaté kapcsolatba a keresztmetszet geometridjat jellemz6 poldris (pontra
szamitott) mdsodrendi nyomatékkal, amit az

1’:1/ 2 44 6.35
P (A)T ( )

képlet definial. Mivel 2 mindenképpen pozitiv, a poldris masodrend{i nyomaték is csak po-
zitiv értéki lehet, ugyanigy, mint a tengelyre szamitott masodrendii nyomatékok. Emellett
r? = y? + 22 miatt az is teljesiil, hogy

L=1,+1I. (6.36)

(14sd [6.3] &bra).

Kor keresztmetszet esetében az integral kiszamitasahoz célszerti felvenni egy dA = 2rm dr
nagysagu feltiletelemet, ahogy a b abran lathato. Ezzel egy R sugart és d = 2R atméréji
kor keresztmetszet polaris masodrendii nyomatéka

R R 4 d4
Ip:/(A)T2 dA:/O r? 2rm dr:27r/0 rs derW}z:S;. (6.37)

A kor szimmetridja miatt I, = I, ezért

I d*r
I,=L-2_¢T |
y 5 o1 (6 38)
Ha a abran vazolt erérendszer intenzitésa a
pr(r) =mr (6.39)

figgvény szerint valtozik, akkor a keresztmetszet sikjara merdleges = tengelyre szamitott
nyomaték

M, = / pr(r)r dA = / mrr dA = m/ r? dA = ml,, (6.40)
(A) (4) (A)

ami valoban aranyos az

I :,/ 2 44 6.41
P (A)T ( )

polaris mésodrend nyomatékkal.

6.4. Steiner-tétel

A mésodrendli nyomatékok kiszamitasa soran nagy jelentosége van annak, hogy a kereszt-
metszet melyik pontjaba helyezziik a koordinata-rendszertink orig6jat, azaz honnan mérjiik
az 1y és z koordinatakat, illetve az r tavolsagot. Mivel az igénybevételeket a keresztmetszet
stulypontjaba redukalt erorendszer segitségével definidltuk, altalaban a stulyponton atmend
tengelyekre szamitott masodrendii nyomatékokat kell hasznélni, azoknak van fizikai tartal-
ma.
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AY AY AY
- S < S < S
a ad @D

6.8. abra. Téglalap, kir és kérgytirii méretei

Bizonyos esetekben mégis sziikség lehet arra, hogy a sulypontitél eltéré koordinata-
rendszerben fejezziik ki a masodrendii nyomatékokat. Ez megteheté a korabban bevezetett
a (6.16])-(6.18)) és (6.35]) integralok alapjan, de az alabbiakban egy olyan, a gyakorlatban jol
hasznalhaté méodszert mutatunk be, mellyel az integralas sok esetben elkeriilheté. Ehhez azt
hasznalhatjuk ki, hogy az integral tulajdonsdgai miatt az azonos tengelyekre vagy tengely-
parokra szamitott mdsodrendi nyomatékok dsszeadhatok. Ebbol kdvetkezden tireges belseji
rudak — példaul zartszelvények, csovek — keresztmetszeteinek a mésodrendi nyomatékait
kiszamolhatjuk ugy, hogy a kiilsé méretek alapjan szamitott masodrend nyomatékbol ki-
vonjuk a belsé méretek alapjan szamitottat. Példaul korgyiri keresztmetszet esetében a D
kiils§ és d belsd dtmérdvel szamolva (14sd [6.8] abra)

(D* — dY)r
[ =] =X 7 42
Y z 64 ? (6 )
I,. =0, (6.43)
(D* — dY)r
l,=—""—. 44

Ehhez hasonléan, ha egy rud keresztmetszete olyan darabokra bonthaté, melyek méasod-
rendl nyomatékai ismertek a sajdt sulypontjukon atmend tengelyekre illetve tengelyparokra,
akkor ezek megfeleld modon Gsszegezhetok. Ezt segiti, hogy egyszerli keresztmetszetekre
tablazatokban (lésd [8.7] 4bra) megtaldlhaté a mdsodrendd nyomatékok értéke célszertien
kivalasztott irdnyt, a stlypontban metsz6d6 tengelyek esetére [6]. Példaul — ahogy az el6z6
fejezetben lattuk — téglalap keresztmetszet esetén

a’b ab?
] - -[z - 3 ] z — Y, 4
kor keresztmetszetre pedig
d*m ) d*m
_[y = ]Z = a, ]yz = 0, es _[p = 372 (646)

ahol a jeloléseket a abra szerint kell értelmezni.
Ebben a fejezetben azzal az esettel foglalkozunk, amikor az egyes darabok masodrendii
nyomatékai egymassal parhuzamos tengelyl koordinata-rendszerekben ismertek, mint ahogy

a[6.9 dbra mutatja.
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6.9. Abra. Példa a Steiner-tétel alkalmazasara: T alaki keresztmetszet

A példaképpen bemutatott T alaku keresztmetszet két egybevagd téglalapra bonthato,
melyek S; illetve Sy silypontjain athalad6 tengelyekre kiszamolhatok a sajat masodrendii
nyomatékaik:

b3
I =19 = =, (6.47)

3

9 gy a’b
I =10 = TR (6.48)
Az y tengely kozos, ezért a teljes keresztmetszetre
a*b + b*a

I =10+ I[P = ———. (6.49)

Ezzel szemben a z, z; és 2z, tengelyek nem esnek egybe, ezért a teljes keresztmetszet z
tengelyre szamitott mésodrendii nyomatéka nem egyezik meg I és I{?) ésszegével. Mivel
21 és 29 parhuzamosak, I, kiszamitasahoz az un. Steiner-tételt alkalmazhatjuk.

A Stez'ner—tételﬂ szerint ha adott egy sikidom a silypontjan athaladé y és z tengelyekkel
(14sd [6.10] abra), akkor egy tetszdleges P ponton &t hizott 7 || y és ¢ || = tengelyekre, vala-
mint az n¢ tengelyparra szamitott masodrend nyomatékok a kovetkezdé modon fejezhetdk
ki a stlyponti I, I, és I,, masodrendii nyomatékok és a sikidom A teriilete alapjan:

I, =1,+ zpA, (6.50)
I =1, + ypA, (6.51)
IWC = Iyz + yPZPA. (652)

Fontos, hogy ezekben a képletekben yp és zp nem tavolsagok, hanem az S-bdl a P pontba
mutatoé rgp vektor koordindtdi. Eldjeliiknek I, szamitasa szempontjabol van jelentb’ségeﬂ A
tételbol kovetkezik, hogy parhuzamos tengelyekre szamitott masodrendi nyomatékok koziil
mindig a sulyponti tengelyre szamitott masodrendi nyomaték a legkisebb.

Bizonyit3s:
Csak (6.50]) bizonyitasat mutatjuk be, a masik két 0sszefiiggés hasonldéan lathatd be. Definicié
szerint

_ 2
zn_.A;)g dA. (6.53)

2Jacob Steiner (1796-1863)
3Ugyanazt az eredményt kapjuk az ellentétes irdnyt, rpg vektor koordindtaival is.
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6.10. Abra. Abra a Steiner-tétel levezetéséhez

Mivel ( = z — zp,

I, :/ (z—2p)? dA = 22 dA+/ 2% dA —22’]3/ z dA. (6.54)
(4) (4) (4) (4)
—_———
:[y :Z%A =0

Itt kihasznaltuk, hogy f( A% dA a sulypontra szamitott statikai nyomaték egyik komponense,
ezért értéke nulla. '

A fenti levezetésbol latszik, hogy az utolso tag csak akkor esik ki, ha az S pont a sikidom
sulypontja. A Steiner-tétel tehat nem alkalmazhaté két tetszoleges pont kézott; az egyik
pontnak stulypontnak kell lennie! Ha két olyan pont kozott szeretnénk meghatarozni az azo-
kon athalado tengelyekre szamitott masodrend nyomatékok kozotti osszefiiggéseket, melyek
koziil egyik sem stulypont (példdul a P és a ) pontok a . abrén), akkor ezt két 1épés-
ben kell megtenni. Ha a P ponton atmend tengelyekre ismertek a masodrendii nyomatékok,
akkor az elsO lépésben ki kell szamolni a silyponti mennyiségeket, majd az alapjan lehet
kiszamitani a () ponthoz tartozé masodrendii nyomatékokat.

A tételben fontos szerepet jatszik a megfelelé tengelyek parhuzamossiga, ezért a Steiner-
tételt a pdrhuzamos tengelyek tételének is nevezik.

6.3. példa: A Steiner-tétel alapjin fejezzik ki a[6.9. dbrin bemutatott T alaki keresztmet-
szet z tengelyre és yz tengelypdrra szamitott mdsodrendt nyomatékait!
Megoldas:
Mivel a két téglalap alaki rész teriilete megegyezik, az S kozos silypont éppen az Sy és Sy
pontok koézotti szakasz felez6pontjaban taldlhaté, igy mind az SS7, mind az SSy tavolsig
(a+b)/4.
Tehat az (y, z) koordindta-rendszerben rg, s = [—(a+b)/4 0] ésrg,s = [(a+b)/4 0]T.
Ebben az esetben a téglalapok S illetve S stulypontjaibdl a kézos S silypontba, mint egy
azokhoz képest kiilsé pontba kell atszamitani a masodrendii nyomatékokat, ezért azok értéke
no. Ezt agy is megfogalmazhatjuk, hogy most a kozos silypont jatssza a tételben szereplé P
pont szerepét. A Steiner-tétel szerint tehat a két téglalap S stlyponton dtmend z tengelyre
szamitott masodrendli nyomatékai:

N 1 (a+b)? B ab  (a+0b)?
I; ) —Iz(l)-l- 2 1 _§+Tab’ (6.55)
a+0b)? bda (a+0b)?
19 =12 ¢ <42)A2 =0 wab. (6.56)
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Ezek most mar ugyanarra a tengelyre vannak kiszamitva, ezért osszeadhaték. Tehat a teljes

keresztmetszetre

a®b + ba N (a+b)?
12 8

A két téglalap szimmetridja miatt —7352 = 1352 = 0. Mivel az rg,5 és rg,s vektoroknak

nincs z iranyd komponense, a Steiner-tétel sem ad ehhez hozzajarulast, igy a teljes kereszt-
metszetre is I, = 0. '

L=1Y 412 =

ab. (6.57)

6.4. példa: Hatarozzuk meq félkorcikk és negyedkorcikk alaki sikidomok sulyponti tengelyre
szamitott masodrendi nyomatékait!

egoldas:
A 16.3.20 fejezetben levezettiik, hogy egy R sugart és d = 2R atmérdji kor keresztmetszet
polaris masodrendi nyomatéka

5 R*m  dir

Mr=—— = — 6.58

P 2~ 32 (6:58)

tovabbé a kor szimmetridja miatt (14sd abra) az O kozépponton athaladé Y és Z ten-
gelyekre

5 o L, dim .
Br=1r==2=— L% =o0. 6.59
Y Z 92 64’ YZ ( )

Az ugyanazon pontra szamolt masodrendii nyomatékok additivitasa (6sszeadhatdsiga) miatt

Y
4R
dA | dA =y YA 3 AY
0 0 —
@ R , / ] /
4R / S & 4R o
3 3n R
A 0] 7 0]

6.11. abra. Félkorcikk és negyedkorcikk masodrendii nyomatékainak szarmazta-
tasa korlap masodrendii nyomatékai alapjan

egy félkorcikk O ponton dtmend tengelyekre szamitott masodrendi nyomatékai a fenti értékek
felével egyenléek, azaz
4 4
fkor 1 fko _dﬂ'_Rﬂ' , fkor
IY o = IZ or = ﬁ = T, €S IYZOT = 0, (660)
mig negyedkorcikk esetében negyedelni kell a kérre vonatkozé kifejezéseket:

5 5 d*nt  R'm .
Inkor _ gqnkér _ = " , és Ink:or —=0. 6.61
A tengelyre szdmitott mésodrendii nyomatékokat ugyanis kis elemi dA teriiletek stulyozott
osszegeként képzelhetjiik el, ahol a stly az adott tengelytol mért tavolsdg négyzete. Példaul Iy
esetében Z2dA alaki tagokat Osszegziink. Ha a kor egyik negyedében kivalasztunk egy elemi

dA teriiletet, akkor a masik harom negyedben is taldlhatunk ennek megfelel kis teriileteket,
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melyekre Z2dA ugyanakkora értékii (lasd abra). Iy szdmitdsakor hasonlé a helyzet:
minden kis elemi teriiletnek van harom megfeleléje a tobbi siknegyedben, melyekre Y2dA
megegyezik. Tehat a kor felezése illetve negyedelése annak felel meg, hogy a négy ugyanolyan
nagysagi Z2dA (vagy Iz szamitasakor Y2dA) alakii taghél csak kettét illetve egyet vesziink
figyelembe.

A fejezetben megmutattuk,hogy szimmetrikus keresztmetszetekben a szimmetria-
tengely két oldalan olyan elemi teriiletek taldlhatdk, melyek éppen ellenkezo eléjellel jarulnak
hozza a tengelyparra szamitott masodrendii nyomatékokhoz. Mivel az O ponton athaladé Y
tengely mind a félkor, mind a negyedkor esetében szimmetriatengely, mindkét esetben nulla
értékiiek a tengelyparra szamitott masodrendli nyomatékok.

A megoldas kévetkezd 1épésében a Steiner-tételt kell alkalmaznunk, hogy a stlyponti (y, 2)
koordinata-rendszerben is kifejezhessiik a masodrendii nyomatékokat. A fejezet szerint
a sulypont 4R/(3m) tavolsdgra helyezkedik el a Z tengelytdl. Ezt felhaszndlva a félkorcikk
sulyponti masodrendli nyomatékai

R*r

7k = —~ (6.62)
s Rim  (AR\? R’r T 8
=) 8 (- -
z 8 3 2 i 8 9¢)’ (6.63)
I/ker — g (6.64)
yz ’
negyedkorcikk esetében pedig
5 Rm 4R\? R*n s 4
Inkor _ I — R4 ( — ) , 6.65
Y 16 ( 37 > 4 16 97 ( )
I;zk:or — I;zkor7 (6.66)
5 4R\? R*r  AR!
Inkor —_0— [ == - .
vz 0 ( 3 ) 4 97 (6.67)

[ )

6.5. példa: Hatdrozzuk meg eqy derékszogi hdaromszog sulyponti mdsodrendi nyomatékait!

Megoldas:
Ebben az esetben is hasonléan jarhatunk el, mint az el6z6 feladatban. Egy a x b méreti
téglalap O stlypontjidban felvett (y, z) koordinata-rendszerben

@y b
127 # 12°

Vagjuk ketté a téglalapot az egyik atléja mentén! A feladat szimmetridjabol kovetkezik, hogy
minden dA feliletelemhez taldlhaté egy ugyanakkora elemi feliilet, ami az elvagott téglalap
maésik felébe esik, és aminek mind az y, mind a z koordinatéja ellentétes el6jelli, ahogy a[6.12
abra mutatja. FEzek az elemi feliiletek ugyanolyan mértékben jarulnak hozza a tengelyre sza-
mitott masodrendii nyomatékhoz, mert 22dA = (—z)%2dA és y?>dA = (—y)?dA. Tovabbi a
tengelypérra szamitott masodrendii nyomatékban is ugyanakkora értékkel szerepelnek, mert
yzdA = (—y)(—z)dA. Tehat a téglalap kettévigdsaval kapott derékszogli haromszog megfele-
16 méasodrendii nyomatékai a téglalap méasodrendii nyomatékainak felével lesznek egyenl6ek:

1l = 1t = 0. (6.68)

hsz0g abg hsz0g
2 — ﬂ’ Iyz — 0 (669)
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y y
dA ,
0
b b
0 3
z z g a
9
dA b
3
a ! a

6.12. abra. Derékszdgii haromszog masodrendii nyomatékainak szamitasa a tég-
lalapra vonatkozoé képletek felhasznalasaval

A derékszogii haromszog silypontja a/3 illetve b/3 tavolsagra van a befogdktol, ezért

o= [0 - ).

A stlyponti mésodrendii nyomatékokat a Steiner-tétellel szamithatjuk ki:

Ihszég - _ - _ " 6.71
U 24 36 2 36 (6.71)
3
hszbg __ b’a
IC — %’ (6.72)
hszi ab ab a’b?
Incszog —0— %9 = (6.73)
'

Tetszoleges haromszog masodrendit nyomatékait igy hatarozhatjuk meg, hogy felosztjuk két
derékszogli haromszogre, és alkalmazzuk a Steiner-tételt. Az eddigiekben vizsgalt sikidomok
stulyponti masodrendii nyomatékainak kifejezéseit a 8.7 abran foglaltuk Ossze, tablazatos
formaban.

6.5. Masodrendii nyomatékok elforgatott tengelyek ese-
tén

El6fordulhat, hogy a keresztmetszet két olyan szabdlyos részre bonthaté fel, melyek eseté-
ben kiilonb6zo iranyu tengelyekre allnak rendelkezésre a masodrendi nyomatékok értékei.
Erre mutat példat a[6.13] abra, melyen egy téglalapbodl és egy egyenl6 szari hdromszogbdl
osszedllitott sikidom ldthaté. Ha a téglalap stlyponti masodrendi nyomatékai az (yi, 21)
koordindta-rendszerben ismertek, a haromszogé pedig az (ys, z2) rendszerben (ahol az ys
tengely a hdromszog szimmetriatengelye), akkor a Steiner-tétel alkalmazasa eldtt transzfor-
malni kell a masodrendii nyomatékokat gy, hogy a képletekben az egymasnak megfelel
tengelyek parhuzamosak legyenek. Ezt példaul ugy érhetjiik el, hogy az 1y és zo tengelyek
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n Yo Y1
o
2 2 S
o
¢ Sy T™~—

6.13. abra. Egyszerii geometriaji darabokbdl osszeédllitott keresztmetszet

helyett az azokhoz képest « szoggel elforgatott — és az y; illetve z; tengelyekkel parhuzamos
— (n, ¢) koordinata-rendszerben adjuk meg a haromszog méasodrendii nyomatékait.

AY
g +P
‘\ /i‘ P
e’?_,.a J
z : [0
s .
¢

6.14. Abra. Elforgatott tengelyek

Az ehhez hasonlé feladatok altalanos megoldasanak levezetéséhez tegyiik fel, hogy ismer-
tek a méasodrendii nyomatékok egy (y, z) koordindta-rendszerben, és szeretnénk ezek segit-
ségével kifejezni a . abran vazolt, a > 0 szogil forgatas soran kapott (7, () koordinata-
rendszer tengelyeihez és tengelyparjahoz tartozé masodrend nyomatékokat!

A transzformaciohoz azt hasznaljuk fel, hogy ha j és k az y illetve z tengely bazisvek-
torai, akkor barmilyen, az yz sikba es6 P pont helyvektora rp = yj + zk alakban adhaté
meg. A transzformacié utdn ugyanezt a vektort rp = ne, + (e, alakban akarjuk megadni,
az (1, () koordindta-rendszer bazisvektoraival. A feladat a P pont n és  koordinatdinak
meghatarozasa.

Ehhez az els6 1épésben fejezziik ki a j és k vektorokat az e, és e; vektorokkal! A
abrarél leolvashaté, hogy

j =e,cos(a) —ecsin(a),
k = e, sin(a) + e; cos(w).

Tehat
rp = yj + zk = y(e, cos(a) — e¢sin(a)) + z(e, sin(a) + e¢ cos(a)),
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amibdl
rp = (ycos(a) + zsin(w)) e, + (—ysin(a) + zcos(a)) ec = ne, + (e,
azaz

n =y cos(a) + zsin(a),
¢ = —ysin(a) + z cos(a).

I, = /( )CQ dA = /( )y2 sin?(a) + 22 cos?(a) — 2yzsin(a) cos(a) dA =
A A

:/ 22 dA cos?(a) +/ y* dA sin*(a) — 2/ yz dA sin(«) cos(a).
(4) (A) (A)

Itt mar felismerhetd 1, I, és I,. kifejezése. Hasonloképpen lehet meghatarozni az 1o és I,
masodrendli nyomatékok képletét is. Az eredmények a kovetkezoképpen foglalhaték ossze:

I, = I, cos*(a) + I, sin® () — 21, sin(a) cos(a),
I = I, sin*(a) + I, cos®(a) + 21, sin(a) cos(a), (6.74)

sin(2a)
Ly = (I, — I.)

+ 1. cos(2a).
Az a szoget akkor tekintjik pozitivnak, ha az oramutaté jarasaval ellentétes elforduldshoz

tartozik. A [6.15] dbran lathatd, hogy kiilonféle szogek mellett hogyan véltozik egy téglalap
keresztmetszet masodrendii nyomatékainak értéke.

I

0
]7\ AY [Cm]4:_ /\ /\
€l 3/ \/ \
\ /, 2' [
b o

U
- g 0 PRI R PR
e ] T
-1F

6.15. dbra. a = 2 cm, b = 3 cm méretii téglalap masodrendii nyomatékai az «
szbg fiiggvényében

S L

A (6.74) képletekbdl szamos kovetkeztetést vonhatunk le:

« A trigonometrikus fiiggvények tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy I, (o) = Ic(o + 7/2),
annak megfeleléen, hogy az n és ( tengelyek minden « szognél merdlegesek egymasra.
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o Ha az «a szoget 90 fokkal megvaltoztatjuk, akkor a tengelyparra szamitott masodrendii

nyomaték el6jelet valt: I,c(a) = —Ic(a+7/2).

A tengelyre szamitott masodrendl nyomatékok szélséértékeit (maximumait és mini-
mumait) azokndl az « szogeknél talalhatjuk meg, ahol

dr.

d—n = (I, — 1) sin(2a) — 21, cos(2c) = 0, 1illetve (6.75)
a

dI, .

o= —(I, — 1)) sin(2a) 4 21, cos(2cr) = 0. (6.76)

Ez a két kifejezés ellentétes eldjelli, tehat ha egy o™ szognél I,-nak szélséértéke van,
akkor I.-nak is. Az is lathaté a derivaltak kifejezéseibdl, hogy dI./da = 2I,.. Tehat
anndl az o szognél, ahol a tengelyre szamitott I, és I nyomatékoknak szélséértéke van,
a tengelyparra szamitott masodrend(i nyomaték éppen zérus. A [6.15] &dbran lathatoé
példaban ez az a« = nmw /2, n=0,1,2,... értékeknél teljestil.

Hogy egy lehetséges a* szélséértékhelyen maximumat vagy minimumat veszi-e fel a
fiiggvény (vagy csak inflexids pontja van), azt a masodik derivéltja alapjan donthetjik
el: ha a masodik derivalt negativ az a* helyen, akkor ott maximum van, ha pozitiv,
akkor pedig minimum. Mivel a dI,/da és dI¢/da elsé derivéltak ellentétes eldjeltiek,
e fliggvények masodik derivaltjai is ellentétes el6jeltiek lesznek. Tehat ha a*-nal pél-
ddul I,-nak maximuma van, akkor ott I a minimumét veszi fel. Mivel a két tengely
90°-o0s forgatassal atviheté egymasba, azaz I,(a*) = I.(o* + 7/2), a maximumhoz és
minimumhoz tartozo6 szogek kozott 90° az eltérés, és ugyanazt a maximumot veszi fel
I,,, mint egy 90°-kal nagyobb szognél 1.

Azokat az n és ( tengelyeket, melyekre I,.(a*) = 0, mdsodrendi nyomatéki fétengelyek-
nek nevezziik, a hozzajuk tartozé I, (o) és I.(a*) mennyiségeket pedig fémdsodrendi
nyomatékoknak. A szokasos jelolés szerint a nagyobb féméasodrendii nyomatékot I,
a kisebbet pedig I, jeloli. Ezek egyuttal a lehetd legnagyobb illetve a lehet6 legki-
sebb értéki tengelyre szamitott masodrendii nyomatékok az adott keresztmetszetnél.
A fotengelyek altal kijelolt iranyokat féirdnyoknak szoktak nevezni.

6.38. megjegyzés: A féiranyoknak és a fomédsodrendii nyomatékoknak elsésorban ru-
dak hajlitasa és kihajlasa kapcsdn van nagy jelentOsége. Mivel I a keresztmetszet
legkisebb mésodrendii nyomatéka, az ennek megfelel¢ féirdnyban legkénnyebb elhajli-
tani a rudat, tehét az[[.49] dbrdn bemutatott kihajlds is csak ilyen irdnyban torténhet
meg. Ha egy rud valamelyik keresztmetszetében olyan hajlitényomaték (lasd fe-
jezet) hat, amelynek irdnya nem esik egybe egyik féirdnnyal sem, akkor a kialakul6
belso erérendszer kovetkeztében a rud egy ettdl eltérd iranyban fog meghajlani — tehat
nem arra hajlik, amerre hajlitjuk. Ilyen esetet lathatunk a[6.4] 4brdn, ahol a z tengely
mentén nulla értéki a belsé erdk intenzitasa, tehat e koril az Gn. zérustengely koriil
fordul el a keresztmetszet is, ez adja meg, hogy a rid merre hajlik. Azonban az dbrdhoz
kapcsoléodd szamitasok szerint I, # 0 mellett nemcsak z, hanem y irdnyd nyomaték
is fellép. Kovetkezésképpen ekkor az eredd hajlitonyomaték iranyat megadd egyenes —
a hajlitds tengelye, azaz amerre a rudat hajlitjuk — nem lesz parhuzamos a z irdnyu
zérustengellyel. &
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o A tengelyre szamitott masodrendi nyomatékok 6sszege allandé marad, minden « szog-
nél a polaris masodrend nyomatékkal lesz egyenlo:

I, + I = I, cos®(a) + I, sin*(a) — 21, sin(a) cos(a)
+ I, sin?(a) + I, cos®(a) + 21, sin(a) cos(a) = I, + I, = I,,. (6.77)

Mivel ez a foiranyokat megadd o szognél is igaz, a féméasodrendii nyomatékok Osszege
is a polaris masodrendii nyomatékkal egyezik meg:

L+L=1I+1=1, (6.78)

« A[6.5] dbra kapcsan lattuk, hogy ha az egyik koordinata-tengely egytuttal szimmetria-
tengely is, akkor [, = 0, és ebbdl kévetkezben I, és I, a két fémasodrendi nyomaték.
Ha ezek nem egyeznek meg, példaul I, = I # I, = I,, akkor a tengelyek elforgatasa-
kor nullatél kiillonbozo lesz a tengelyparra szamitott masodrendi nyomaték, ugyanis

a (16.74) egyenlet szerint [, = 0 miatt

sin(2a) sin(2a) ‘

Iy = (L~ 1)

+ I, cos(2a) = (1 — 1) (6.79)
Ha I, és I, megegyezik, akkor viszont a fenti egyenlet jobb oldala nulla lesz, azaz a
masodrend nyomaték minden szognél nulla marad.

Tehat ha példaul egy keresztmetszetnek két, egymasra merdleges stulyponti szimmet-
riatengelye van, melyekre azonos a masodrendii nyomaték (kor, négyzet, szabalyos hat-
sz0g, stb.), akkor annak minden sulyponti tengelyére ugyanakkora lesz a masodrendi
nyomatéka, a tengelyparra szamitott nyomatékai pedig nulldk lesznek a szimmetriabol
kovetkezéen. A masodrendii nyomatéknak ezt a tulajdonsdgat a[6.16] abran illusztrél-
juk négyzet keresztmetszet esetére.

AY
" \{12 /17/

e -
3 .
gz/

N

6.16. abra. FEgy négyzet alaki keresztmetszetnek minden silyponti tengelyre
ugyanakkora a masodrendii nyomatéka

A fentieket Osszefoglalva: ha I, = 0 és I, = I,, akkor I, = 0 és I,, = I, barmilyen o
szog mellett. Tehat ha egy keresztmetszet két fomasodrendii nyomatéka megegyezik,
akkor annak a keresztmetszetnek minden sulyponti tengelye fotengely.
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6.6. Fomasodrendii nyomatékok, féiranyok

6.6.1. A fomasodrendili nyomatékok meghatarozasa Mohr-féle kor-
diagrammal

Ha adott egy (y,z) koordinata-rendszer, az I,, I, és I,, méasodrendli nyomatékokkal, ak-
kor sziikség lehet arra, hogy ezek alapjan meghatarozzuk a fomasodrendii nyomatékokat és
azt az o szoget, amivel az (y, z) koordindta-rendszer tengelyeit a féirdnyokkal parhuzamos
iranyokba forgathatjuk. Ennek modjat a (6.74) egyenletek alapjan hatarozhatjuk meg.

A szdmitésok egyszertisitése érdekében a[6.17] dbrdn mutatott forditott gondolatmenetet
alkalmazzuk: feltessziik, hogy mar ismertek az 1 és 2 tengelyekkel adott féiranyok a hozzajuk
tartoz6 I; és I masodrendii nyomatékokkal, és azt a ¢ = —a* szoget keressiik, amivel az
1-es tengelyt az y tengellyel parhuzamos iranyba fordithatjuk, és igy visszakapjuk az (y, z)
koordinata-rendszerben érvényes masodrendii nyomatékokat.

Ez a megkozelitési mod azt jelenti, hogy a egyenletekben végre kell hajtanunk az

a—e, I,—hL, I,—1, é I,—0 (6.80)

cseréket. I, helyett azért irhatunk nullat, mert a féirdnyok rendszerébdl indulunk ki, ahol
a tengelyparra szamitott masodrendii nyomaték nulla.

N4 2
2

Zah

2
-7, \
= v
\
\
v
\

6.17. abra. Az (1,2) fSirdnyokkal parhuzamos tengelyli koordindta-rendszert
tetszbleges ¢ szoggel elforgatva kapjuk az (n,() koordindta-rendszert. Azt a ¢ =
—a szoget keressiik, amelynél az n tengely az ismert y tengellyel, a ( tengely
pedig a szintén ismert z tengellyel esik egybe

Alkalmazva a

1 1 1 1
sin®(p) = 373 cos(2p) és  cos®(p) = 3 + 3 cos(2¢) (6.81)

trigonometriai osszefliggéseket, az alabbi, tetszoleges ¢ szogre érvényes egyenleteket kapjuk:
I+ 1y n L — 1

I, = I, cos® () + Iy sin®*(p) = 5 5 cos(2¢p),
L+, L -1
Ie = Lsin®(p) + Toeos?() = 02 B o) (6.52)
I — 1.
e = ) Gin2p)
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Figyelembe véve, hogy sin?(2p) + cos?(2p) = 1, a kovetkezd osszefiiggés frhaté fel I, és I,

kozott: ) )
Li+1 L1
(Lf— - 2) +1%:=( = 2). (6.83)

Ha I,-t és I, -t koordinataknak tekintjiik, akkor a fenti képlet egy olyan kér egyenletét irja
le, melynek kozéppontja az

=0 (6.84)

koordinataknal talalhato, sugara pedig
L —1
R:12? (6.85)

Ezt a kort Mohr—kérnekﬁ nevezik, és egyenletébdl leolvashato, hogy az I, tengellyel vett

IﬂC

I-

Yz

6.18. dbra. Egy Mohr-kor az (I, I;¢) koordindta-rendszerben, —45° < ¢ < 45°
mellett, azaz amikor I, > I,

metszéspontjai éppen az I; és I fémasodrendi nyomatékokat jelolik ki, ahogy a[6.18 dbran
is lathat6. A Osszefiiggés szerint a koordinata-rendszer elforgatasaval kaphato, egy-
mashoz tartozé (I, I,¢) értékek a koriven helyezkednek el. A egyenletekbdl pedig az
deriil ki, hogy a tengelyek ¢ szogii elforgatasa 2¢ szognek feleltethetd meg a kér mentén, és
az I, I, értékek szimmetrikusan helyezkednek el a kér kozéppontjanak két oldalan. A
Osszefliggésbol is kovetkezik, hogy a kor kozéppontjanak helyét megadd Iy érték

CL+L  L+I I,
=22 (6.86)

Valamilyen ¢ = —o* szognél I, = I, I =1, és I, = I,,. Az (1,,1,.) pontot bejeloltitk
a koriven a abran. Az I, érték az el6bb emlitett szimmetriatulajdonsag miatt pontosan
olyan tavolsagban helyezkedik el az Iy kozépponttél, mint [, de a masik oldalon.

Most térjlink vissza az eredeti feladathoz, mi szerint valéjaban I, I, és I, ismert, és ezek-
bol az adatokbdl szeretnénk meghatarozni a fémasodrend nyomatékokat és a féiranyokat!
A fentiek alapjan a kor kozéppontjanak helye

Iy

(6.87)

4Christian Otto Mohr (1835-1918)
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sugara pedig a [6.18 dbrardl leolvashaté médon

I, — I,\?
R = \/(Iy —I)2+12, = \/(?’2) +I2.. (6.88)

A fémasodrendii nyomatékok:

I, +1 I,—1
R (=
1 o+ R 5 + 5 + 15,
I+ 1, I, — L\?
Iy=Ij-R=""2 —\/(y2 + 12, (6.89)
a  elforgatasi szog tangense pedig
I
tan(2p) = —X—. 6.90
n(2e) = 2 (6.90)

Figyelembe véve [ kifejezését, valamint azt, hogy az (y, z) koordindta-rendszert éppen a

© = —a* szoggel ellentétesen kell elforgatni, hogy az y tengely az l-es tengellyel legyen

parhuzamos, az y tengelyt az 1-es tengelybe vivo szog kétszeresének tangense
I I, 21,

tan(20) = ——%L— = — =— .
an(2a’) I,— I, (I,-1)/2 I,-1

(6.91)

6.6.2. Fomasodrendii nyomatékok sajatérték-sajatvektor szamitas-
sal

A mésodrendii nyomatékok az alabbi matrixba (lasd definicié) rendezheték:

I —1I
I= 4 L 6.92
[_Iyz 5 ] (6.92)

6.39. megjegyzés: A masodrendi nyomatékok matrixdnak mellékatlojaban szerepld I, ta-
gok negativ el8jellel szerepelnek. Ez arra vezethetd vissza [7], hogy a és egyenle-
tek szerint egy y irdnyban m meredekséggel linearisan valtozd, p = my intenzitasi parhuza-
mos erérendszert jellemz6 nyomatékvektor M = m[I,, — I .]T. Tlyen nyomaték akkor ébred
egy egyensulyban 1év6 rad valamely keresztmetszetében a belsé megoszld erdk miatt, amikor
egy ezzel ellentétes kiils6 nyomaték hat a rudra.

A p = my megoszld terhelés esetén a z tengely (ahol y = 0) a zérustengely (lasd
megjegyzés), ott nulla a megoszld terhelés intenzitdsa. Ha a masodrendii nyomatékok matri-
x4t megszorozzuk a [0 1]7 irdnnyal — a z zérustengely egységvektoraval —, akkor a [—1I,, I,]T
vektort kapjuk, ami éppen ellentétes irdnyitasi, mint a belsé erérendszert jellemzé M nyo-
maték. A mésodrendil nyomatékok matrixaval tehat azt lehet kiszdmolni, hogy milyen irdnyt
kiils6 nyomatéknak kell hatnia egy adott zérustengellyel jellemezhet6 bels6 erérendszer kiala-
kitédsdhoz. &

Ha a masodrendi nyomatékokat a féiranyok koordinata-rendszerében fejezziik ki, akkor a
foatlon kivili elemek — a tengelyparra szamitott masodrendit nyomatékok — definici6 szerint
nullava valnak. Az ily médon kapott diagonalis matrix féatléjaban a matrix sajatértékei
jelennek meg.
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6.40. megjegyzés: Ha egy itt targyalthoz hasonl6 valés szimmetrikus I métrixszal megszor-
zunk egy v vektort, akkor az eredményiil kapott vektor &ltalaban méas irdnyd és nagysagu
lesz. Azonban taladlhatok olyan iranyok — ezeket adjak meg az e és ey sajatvektorok —, hogy
az azokkal parhuzamos vektorok nem valtoztatjik meg az irdnyukat a matrixszal valé szorzas
hatasara sem, tehat

Ie1 = )\161, és Ieg = )\282. (693)

A sajatvektorokkal parhuzamos vektoroknak csak a hossza valtozik meg, ezt a hosszvaltozast
jellemzik a Aq o-vel jelolt sajatértékek. &

A fentiekbol kovetkezden a masodrendit nyomatékok matrixanak sajatértékei megegyeznek
a fomdsodrendii nyomatékokkal, sajatvektorai pedig a fétengelyekkel parhuzamos foirdanyo-
kat adjak meg. Masképp fogalmazva, a sajatvektorok altal definialt koordinata-rendszerben
diagondlis lesz a masodrendli nyomatékok matrixa, azaz eltlinnek a tengelyparra szamitott
méasodrendl nyomatékok. Matematikabol ismert, hogy egy valds szimmetrikus métrix sajat-
vektorai mindig merdlegesek egymasra, sajatértékei pedig valésak. Ebbdl kévetkezik, hogy
minden keresztmetszet esetében megtalalhaték a fomasodrendii nyomatékok és féiranyok.
A )\ sajatértékek és az e sajatvektorok kiszamitasa az alabbi egyenlet alapjan tehet6 meg:

(I- AE)e = 0, (6.94)

ahol E az egységmatrix, aminek a féatlojaban 1-esek vannak, a tobbi eleme pedig nulla.
A (6.94) képlet egy linearis egyenletrendszert ad meg, aminek csak akkor van nemtriviélis
(e # 0) megoldésa, ha az aldbbi, Gn. karakterisztikus egyenlet teljestil:

det(I — \E) = 0. (6.95)

Itt tehat azt kell tenniink, hogy a matrix féatlojaban 1évé elemekbdl kivonjuk az ismeretlen
A értékeket, és meghatarozzuk az igy kapott matrix determinansat. Mivel X\ ismeretlen, a
determinéns kifejtése egy polinomra vezet, mely ebben az esetben masodfoki. A karakte-
risztikus egyenlet A\ véaltozora kapott gyokei a fomasodrendii nyomatékok:

I+ 1+ /(I,—1,)*+4I2,
Iip=— \/ ; = (6.96)

ami megfelel a (6.89)) egyenletnek.
A fomasodrendii nyomatékok visszahelyettesitésével kiszamithatok az e és ey sajatvek-

torok, amik a foiranyokat adjdk meg. Ha egy e sajatvektor teljesiti a egyenletet,
akkor annak barmilyen konstansszorosa is megoldas. Az egyértelmiiség kedvéért altaldban
egységnyi hosszusagira normaljak a sajatvektorokat. Ha az y tengelytdl az 1-es foirany felé
felmért szog a, akkor az (y, z) koordinata-rendszerben az egységnyi hosszu e; sajatvektor
kifejezheté az alabbi alakban:

e = [COS(O‘)] . (6.97)

sin(a)

Visszahelyettesitve ezt a (6.94]) képletbe:

-6
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A fenti szorzatot kifejtve,

(1, — 1) cos(ar) — I, sin(a) = 0, (6.99)
—1,, cos(a)(I, — I1)sin(ar) = 0. (6.100)
Az els6 egyenlet szerint az 1-es foirany és az y tengely altal bezart szog
I,—1
tan(ay,) = —L——. (6.101)
I,

Ebbdl meghatarozhaté az e; sajatvektor két skalarkomponense. A ((6.92) matrix szimmet-
rikus, ezért a két sajatvektor merdleges egymasra, igy e, skalarkomponensei is konnyen
szamithatok.

6.41. megjegyzés: A (6.101)) egyenlettel megadott o, szognek meg kell egyeznie a Mohr-
koros szamitas alapjan kifejezett a* szoggel, amire a (6.91]) képlet szerint az teljestil, hogy

Iy I 21,

LI (I,-L)2 I,-IL°

tan(2a*) =

A két sz0g egyezésének belatasdhoz az aldbbi trigonometriai Osszefiiggést hasznalhatjuk fel:

2 tan(a)

tan(2a) = ———. 6.102
an(2a) 1 — tan?(a) ( )

Ide behelyettesitve a (6.101)) kifejezést, azt kapjuk, hogy

20, (I — I
tan(2ay ) = — w=(hh g) : (6.103)

’ I _2IIIy+Iy —IE,Z
Felhasznalva, hogy I kifejezhet6 alapjan, ez a képlet is atirhato
21

alakba, azaz a szogre kapott képletek valéban megegyeznek. &

6.6. példa: Hatdrozzuk meg a[6.19. dbrdn lathatd téglalap fémdsodrendd nyomatékait!
Adatok: a = 20 mm, b = 30 mm, o = 30°.
Megoldas:
Egy szimmetrikus sikidom f6irdnyait a szimmetriatengelyek hatarozzak meg. Tehat ebben az
esetben nincs sziikség bonyolult szamitasokra:
B bla a’b

Iy =1, = 75 = 45000 mm*, I = Ic = 2 = 20000 mm”,  I;c =0. (6.104)

Gyakorlasképpen hatarozzuk meg az y és z tengelyekre, tovibba az yz tengelyparra szamitott
masodrendii nyomatékokat is! Ehhez a feladat jel6léseinek megfeleléen végre kell hajtani az
Yy <> 1 és z <> ( helyettesitéseket a egyenletekben, és figyelembe kell venni, hogy most
az 6éramutatd irdnyaval ellentétes forgatast kell végezni:

I, = I, cos?(—a) + I sin?(—a) = 38750 mm*,
I, = I;sin?(—a) + It cos?(—a) = 26250 mm*, (6.105)

in(—2
sin(—2a) = —6250v/3 mm? ~ -10825,3 mm?.

Iyz = (In - Iﬁ)
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6.19. abra. Téglalap fomasodrendii nyomatékainak szamitasa

A mésodrendli nyomatékok métrixa

(6.106)

| 38750  6250v/3 o
162503 26250

Ellenérizhet6, hogy ennek a matrixnak a sajatértékei megegyeznek a korabban kiszamolt

fémasodrendii nyomatékokkal, azaz I; = 45000 mm? és Iy = 20000 mm*, tovabba

I, — I
1.

tan(aq,y) =

= ay, = 30° (6.107)
IS
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7. fejezet

Feltételes kényszerek: tapadasi
surlédas

7.1. A feltételes kényszerek értelmezése

Az [1.7] fejezetben tigy definidltuk a kényszereket, hogy azok eldirt feltételek, melyek kor-
latozasokat jelentenek a mozgasokra nézve definici6). Az eddigiekben tobbnyire ugy
tekintettiik, hogy a kényszerfeltételek minden koriilmények kozott teljesiilnek, példaul egy
rad csukloval rogzitett pontja barmilyen terhelés mellett helyben marad. Azonban taldlkoz-
tunk olyan esetekkel is, amikor a kényszerfeltétel csak bizonyos megkotések mellett teljestilt:
példaul a kdtél csak abban az esetben biztositja két pont tavolsaganak az allandésagat, ha
hizott, az egyoldalii (unilaterdlis) tamasz pedig megakadalyozza két test egymasba hatoldsét,
de lehetové teszi a testek elvaldsat. Az ilyen kényszereket feltételes kényszereknek nevezziik.

A valésagban minden kényszer csak bizonyos kozelitésekkel teljestl — gondoljunk példaul
arra, hogy a kényszereket elvileg biztosito testek a gyakorlatban deformalédnak a terhelések
hatasara. Ezeket a deformaciokat altalaban elhanyagolhaténak tekintjiikk a modellezés so-
ran. Az el6bb emlitett kotél esetében azonban nem arrdl van szé, hogy nem elég pontosan
teljestil a kényszerfeltétel: élesen elkiilonithetok azok az esetek amikor a kényszerfeltétel jo
kozelitéssel teljestil (N > 0, hizés), és azok az esetek, amikor nem (N < 0, nyomés). S6t,
egy valdsagos kotél nem tud elviselni barmekkora hizoigénybevételt sem, mert tilsagosan
nagy er6 mellett elszakad. Ehhez hasonléan, a tobbi kényszer teljestilését is korlatozza, hogy
nagy terhelések mellett tonkremenetel kovetkezhet be. Az eddigiekben targyalt kényszerek
esetében hallgatélagosan mindig kizartuk a tonkremenetel bekovetkezését.

Annak a feltételét magatdl értet6dé megallapitani, hogy két érintkezé test mikor valik
el egymastol, vagy egy kotél mikor lazul meg: a tamaszeré vagy kotélerd zérus értékénél.
A tonkremenetel feltételét ezzel szemben csak részletes szilardsdgtani szamitasok alapjan
lehet meghatarozni, ami a statika targykorén kiviil esik. Azonban van egy olyan jelenségcso-
port, ahol a kényszerfeltétel érvényességi korének meghatarozasa nem trividlis, de statikai
szamitasokkal is lehetséges: ez a surlodasos kapcsolatok esete.
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7.2. A Coulomb-surlédas alapmodellje

Az [1.7.2] fejezetben targyalt tdmasz kapcsdn megéllapitottuk, hogy két test érintkezésekor
mindenképpen fellép olyan kényszereré6 komponens, ami meggéatolja az érintkezo feliiletek
egymasba hatolasat, és ez az erdé merdleges a feliletek érintosikjdira. A valésagban mindig
fellép emellett a feliiletekkel parhuzamos iranyi surlodast erd is, amit példaul egy szekrény
eltolasa soran a hétkoznapokban is tapasztalhatunk.

A surlodasként figyelembe vett jelenségesoport hatterében nagyon bonyolult kolesénhata-
sok, fizikai jelenségek allnak. A mechanikai kolcsénhatéasok mellett (példaul egymésba aka-
dé feliileti egyenetlenségek) a hémérséklet, az tin. van der Waals-erével kapcsolatba hozhaté
adhézié, a kopas, a lekopott részecskék gordiilése a két test kozott, a feliilleteken talalhato fo-
lyadékréteg (példaul lecsapddott para), valamint kiilonféle kémiai reakcidk (pl. rozsdasodas)
is befolyasolhatjak a surlodasi eré nagysagat. Ennek megfeleléen szamos modellt vezettek
be a sirlodésos jelenségek lefrasdra, melyek koziil az in. Coulomb-féle stirlédési modelll] az
egyik legegyszeriibb, és ezt hasznaljak a leggyakrabban a gyakorlatban.

A Coulomb-sturlédés alapmodellje 1athat6 a[7.1]} dbran: egy vizszintes feliiletre helyezett
hasab, melyre F' nagysagu, az érintkezo feliiletekkel parhuzamos er6 hat.

lg
F

yl o

T
Szabadtest-abra harom valtozatban: Vektorabra:
r |G r |G F |G
—{ 3 4 . G| \K
P K\ MK F

(a) (b) (c) (d)

7.1. dbra. A Coulomb-surlédas alapmodellje

A modell szerint a talajrol a hasdbra egy ismeretlen p intenzitasu, feliilleten megoszl6 er6
hat a abra), melyet sikbeli modelliinkben helyettesithetiink egy K er(ﬁve]E] b abra).

Statikaban az egyensuly feltételeit vizsgaljuk, azaz az Un. tapaddsi vagy nyuguvdsbeli sir-
loddssal foglalkozunk, tehat nem targyaljuk részletesen a cstszasi vagy mozgasbeli surlodas
témakorét (lasd 7?7 megjegyzés). A hasdbra haté harom darab, egy sikba es6 koncentralt er6
(G, K és F) csak akkor lehet egyensilyban, ha hatdsvonalaik egy pontban metszik egymést,
és vektorharomszogiik zarddik. Ezeket a kovetelményeket figyelembe véve, az egyensily
fenntartasahoz sziikséges K er6 vektora megszerkesztheto, ahogy a d abran lathato.

Egyensilyban a K erd kényszererd, hiszen kis F erdk mellett az aktiv er6khoz alkalmaz-
kodva ugy valtoztatja irdnyat, nagysagat és hatasvonalat, hogy az egyensuly fennmaradjon.

!Charles Augustin de Coulomb (1736-1806)
2A K jelolés az érintkezésre, azaz a kontaktra utal.
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Tehat ilyen, kiterjedt feliileten torténd érintkezés mellett gyakorlatilag befogdsnak tekinthetd
a surlodasos kapcsolat: a berajzolt K ero a c abra szerint helyettesitheto egy megfelelo
M nyomatéku eroparral, és egy olyan K erovektorral, ami az érintkezo feliilet stulypontjaban
hat.

A kényszererot célszeri felbontani egy feliiletre merdleges Fy normdleré és egy felii-
lettel parhuzamos Fg tapaddsi sirldddsi eré osszegére, ahogy a [7.2] dbran lathaté. E két

- lg Szabadtest-abra két valtozatban:
— G
y o F— F, T
|— GH [ Fs
v K\ |FN
Vektorabra: F K () (b)
N
Fy

7.2. abra. A K kényszereré felbontasa egy feliiletre meréleges ¥y normalerd és
egy feliilettel parhuzamos Fg surlédasi eré ésszegére

komponens elkiilonitését nemcsak az érintkezés sikjahoz képest felvett, kiillonboz6 iranyuk
indokolja, hanem az is, hogy mas fizikai folyamatok allnak e két eré megjelenésének hatte-
rében. A hasabra felirhaté erdegyensulyi egyenletek alapjan mindkét komponens nagysaga
megallapithato:

ZFxZO F—Fs=0 = FS:F,
Y F,=0: Fy—G=0 = Fy=0G. (7.1)

Az egyenletekbdl 1atszik, hogy a K erd két komponense két kiilonbozo kényszerercként kezel-
hetd, melyek kozill az Fy normélerd az érintkezés sikjara meroleges, az Fg surlodasi er6
pedig az azzal parhuzamos mozgast gatolja meg — azaz az olyan iranyu aktiv erékkel tart
egyensulyt. Ez a két er6 egymastol fiiggetlen, hiszen tapadas soran a surlodasi eré nagysaga
az egyensily feltételétél (itt az F er6 nagysagatol) fiiggéen végtelen sokféle értéket vehet
fel, ugyanugy, mint a G értékétdl fiiggé normalerd. A nyomatéki egyensulyi egyenletet az
er0k hatasvonalainak ismeretében irhatnank fel. Feltevéseink szerint a a talajrol atadédé
normaler6obol és surlédasi erobdl eléalldo K kontakterd hatasvonala és tdmadaspontja olyan
helyzetet vesz fel, hogy a nyomatéki egyensily teljesiiljon.

A hétkoznapi tapasztalatok azonban azt mutatjak, hogy a targyalt példahoz hasonlo
esetekben nem allhat fenn az egyensuly tetszéleges koriilmények mellett. A G nehézségi
er6 novelésének hatarait az alatamasztasként szolgdld test szilardsagi vizsgalataval lehet
megallapitani, ami jelenlegi targykoriinkon kiviil esik. Az F er6 novelése soran viszont ugy
sériilhetnek az egyensuly feltételei, hogy két szdba joheto egyenstlyvesztési esetet a statika
keretében is tudunk vizsgalni:

o Az els6 esetben az er6k egyensulya teljestil a (7.1]) egyenletek szerint, azonban a nyo-
matéki eqyensuly séril. Ez akkor kovetkezhet be, ha az aldtdmasztdsi felileten kivil
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kellene hatnia a kényszereréonek ahhoz, hogy a nyomatéki egyensily teljesiiljon. Pél-

daul ha a talajtol elég tavol hat az F er6 és kicsi az alatamasztasi feliilet, akkor a test
felborulhat (7.3] 4bra).

l g Szabadtest-abra: Vektorébra:
F 1

7.3. dbra. Ha a sziikséges kényszereré tamadaspontja az alatdmasztasi feliileten
kiviilre keriil, akkor az egyensily nem allhat fenn

Tehat a korabbi megallapitasainkat pontositva azt mondhatjuk, hogy akkor modellez-
het6 a surlodasos kapcsolat befogasként, amikor kiterjedt feliileten torténik az érintke-
zés, és a merev test felboruldisa kizarhato. Ebben az esetben dltalaban eltekinthetiink
a nyomatéki egyensily vizsgalatatol, mert azt ilyenkor az biztositja, hogy a feliileten
megoszld erd eredéjének hatasvonala eltolédik. A nyomatéki egyensilyi egyenletbol
ezt az eltolodast tudnank kiszamitani, ami merev hasabok esetében altaldban lényeg-
telen. Mas a helyzet, ha egy deformélhat6 rad befogasanal ébredd reakcionyomatékot
kell szamitasba venni: ekkor a reakciéonyomaték lényegesen befolyasolja az igénybevé-
teleket, és nem hagyhato6 figyelmen kiviil a méretezés soran. Szintén més szituacio az,
amikor kis feltiileten érintkez6 testek kozott 1éphet fel surlédasi erd: ekkor a kényszerero
hatasvonala nem tolédhat el szamottevé mértékben, igy elhanyagolhaté nyomatékot
rendelhetiink hozzé. Az ilyen, pontszeri sturlédasos érintkezéseket (melyekrél a
fejezetben lesz sz6) inkdbb csukloként modellezhetjiik. Ekkor a nyomatéki egyenlet az
érintkezési ponttol tavol ébredd erdk hatasat foglalja magaban, igy érdemi informéci-
okat nyujt azok nagysagarol.

Az egyensiily feltételeinek sériilése abbdl is eredhet, hogy a tapadasi surlédasi erd fizikai
korldtok miatt nem vehet fel akdrmekkora értéket: az tin. Amontons-torvényf| szerint

|Fs| < polFivl, (7.2)

ahol po (ml null) a tapaddsi surloddsi tényezd. Tehét ha a. abran szerepl6 példaban
az I er6 nagysaga tUllépi az Fomax = to|Fv| értéket, azaz F' > Fgnax, akkor az erdk
egyensulya nem teljesilhet, ezért a hasab megcsiszik.

A surlodasi tényezo a két test érintkezésénél fellépo fizikai és kémiai folyamatok Osszes-
ségét, azaz a surlddéasos kapcsolatot jellemzi, tehat nem anyagjellemzo. Az intuicioval

3Guillaume Amontons (1663-1705)
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ellentétben csak csekély mértékben fiigg az érintkez6 felilletek érdességétél (lasd
megjegyzés). Mivel az érintkez6 feliiletek tulajdonsigai befolyasoljak, drasztikusan
megvaltozhat a surlédasi tényez6 értéke, ha valamilyen anyag (példaul péra, zsir, olaj,
stb.) jut be a feliiletek kozé. Ugy is tekinthetjitk, hogy ez egy kortlményektdl fiig-
g6 ardnyossagi tényezo a surlodasi er6 maximuma és a norméleré kozott. Ha értéke
allando, akkor beszélhetiink Coulomb-modellrol.

Ha egy feladatban tobb érintkezd feliilet is van, melyeket eltéré tapadasi surlodasi
tényezok jellemeznek, akkor statikdban a g jelolés helyett szokasos a puq, o, stb.
jelolés hasznalata is[f]

7.42. megjegyzés: A egyenletben szembetiing, hogy a surlédasi er6 maximalis értéke
nem fiigg az érintkezd feliletek nagysdagdtol. Mivel a surlédas a két érintkezé feliilet kozotti
kolesonhatasokkal kapcsolatos, azt varnank, hogy az érintkezd felilletek nagysidga nem ko-
z6mbos ebbdl a szempontbdl. Ennek a paradoxonnak az a feloldasa, hogy a testek felszine
nem tokéletesen sima, ezért a latszélagosan érintkez6 feliileteknek csak egy kis része érint-
kezik a valésdgban. Minél nagyobb a testeket Osszeszorité erd, annal inkdabb kisimulnak az
egyenetlenségek, és igy megné a valdésagos érintkezé feliilet is. Megmutathatd, hogy a valésé-
gos érintkezo feliilet nagysaga jé kozelitéssel aranyos az Fy normalerével, tehat a képlet
szerint a surlédasi er6 lehetséges maximaélis értéke a ténylegesen érintkezd feliilet nagysagaval
aranyos. &

Nagyon fontos kiemelni, hogy a tapadasi surlodasi eré nagysagat az egyensilyi egyenletek
alapjan lehet meghatarozni — mint minden kényszererd esetében. Az

FSmax - MOlFN| (73)

érték a tapadasi surlodési erd lehetséges maximumadt adja meg, azaz azt az értéket, ami a
tapaddas és a megcstszas hatarat jelenti. Tehat a ([7.3|) képlet csak a megesiszds hatarhelyze-
tének meghatarozasara hasznalhaté, dltaldban nem ug|Fy| a tapaddsi surloddsi eré nagysdga!

F G e o
¢ 7< Po Po

Fy—-F

F Smax :lU()F N

7.4. bra. A tapaddsi surlédasi eré egy hatarig biztositja az érintkezé feliiletekkel
parhuzamos irdnyban az erék egyensulyat. Legnagyobb lehetséges értéke Fgmax

4Dinamikai feladatokban sziikség lehet a po-lal jelélt tapadési és p-vel jelolt csiiszési surlodasi tényezék
megkiilonboztetésére, ezért ilyenkor példaul o1, po2, stb. jelolheti a kiillonbo6z6 felilletekhez tartozo tapadasi,
141, M2, stb. pedig a cstszasi surlodasi tényezoket.
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A[7.4] &bra szerint a tapadési surlodasi eré maximélis értéke és a normélerd kozotti ossze-
fliggés felirhato a K kényszerero és normélerd iranya kozotti py szog tangensével kifejezve:

FSmax ,U/0|FN|
= = lg. 7.4

tan(po) =

A ténylegesen megualdsulo surlodasi erok esetében a normalero és a K kontaktero hatasvonala
altal bezart v szog ennél kisebb (7.4, abra), ezért:

tan(a) = —— < tan py. (7.5)

Tehat az egyensuly feltétele tigy is megfogalmazhato, hogy

| Fs|
Fy| < fto- (7.6)

Ha az F er6 az abran szereplohoz képest ellenkezo értelmii lenne, akkor egyensulyban ter-
mészetesen a surlodasi eré vektora is ellenkezojére valtozna, de maximalis értékére tovabbra
is érvényes maradna a Osszefiiggés. Tehat figyelembe véve a egyenletet, arra ju-
tunk, hogy a vizsgalt sikbeli esetben a K kényszerer6 hatasvonalanak iranya a —py < o < pg
szogtartomanyban valtozhat a normaélerd iranyahoz képest. Ennél nagyobb szogben allo
kényszerer6t nem tud biztositani a surlédasos kényszerkapcsolat (lasd a szaggatott vonallal
berajzolt vektort a [7.4] dbran).

A fenti gondolatmenetet akkor is igaz marad, ha az F er6 tetszoleges iranybol, de tovabbra
is a felilettel parhuzamosan hat a hasabra. Barmilyen is az F er¢ iranya, egyensulyban az
F, G és K vektoroknak egy sikba kell esnitik, ezért a surlédasi er6 maximumat és a K
kényszererd hatasvonaldat is ugyanugy kell meghatarozni, mint az el6zoekben vizsgalt sikbeli
esetben. Ha az 0Osszes lehetséges iranyban felrajzoljuk a K er6 hatarhelyzetét, akkor egy
kupot — az un. surloddsi kupot — kapunk, melynek félkipszoge po . abra). Ezért a pg
szoget surlodasi félkupszognek nevezik. A K kényszereré hatasvonalanak ezen a kipon beliil
kell elhelyezkednie.

Fontos kiemelni, hogy a normaleré nagysaga csak egy vizszintes feliiletre helyezett, viz-
szintes iranyu F er¢ hatasa alatt allo hasab esetében egyezik meg a nehézségi eré nagysagaval,
azaz dltalaban ettol eltéro az értéke. Példaul a [7.6] abran lathato, ¢ szogi lejtére helyezett
hasab esetében az egyensilyi egyenletek alapjan az alabbi kifejezéseket kapjuk a talajrél
atadodo eré komponenseinek nagysagaira:

> F,=0: Fg—Gsin(p)=0 = Fs=Gsin(p),
> F,=0: Fy—Gcos(p)=0 = Fy=Gcos(p). (7.7)

Figyelembe véve az egyensuly feltételét a egyenlet alapjan, ebben az esetben azt
kapjuk, hogy

[Fs| _ Gsin(y)

[Fn| - Geos(p)

A megesiuszds hatarhelyzetében tan(yp) = po, tehat a ([7.4]) osszefiiggés miatt ¢ = pg. Eb-
bol kovetkezik, hogy a surlédasi félkipszoget meghatarozhatjuk gy, hogy a vizsgalt testet

= tan(y) < . (7.8)
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7.5. abra. Surlédasi kup

y Mo -
Fy G o\ N
x FN
G F,

7.6. dbra. Lejtére helyezett hasab egyensilya

egy valtoztathato hajlasszogi lejtore tessziik, és fokozatosan noveljilk a lejté meredekségét.
Amikor a test megcsuszik, akkor a lejto szoge megegyezik a surlédasi félkupszoggel.

Abban az esetben is vizsgdlhato a lejtére tett hasab egyensilya, ha egy vizszintes iranyu,
F nagysagu er§ is hat rd, a[7.7 dbrdnak megfelelden. Ekkor az F' er nagysagatol és a ¢, g
paraméterektol fiiggden a hasab lefelé vagy felfelé is elkezdhet csiszni a lejton. Vizsgaljuk
azt az esetet, amikor a hasab a felfelé cstuszas hatdrhelyzetében van! Ekkor a szabadtest-abra
alapjan az alabbi egyensilyi egyenletek irhatok fel:

> F,=0: —Fs—Gsin(p)+ Fcos(p) =0 = Fg=Fcos(p)—Gsin(p), (7.9)
Y F,=0: Fy—Gecos(p)—Fsin(p) =0 = Fy=Gcos(p)+ Fsin(p). (7.10)

Az Fs < poFy feltételbdl kifejezhetd, hogy mekkora a legnagyobb F' erd, ami mellett a hasab
egyensulyban maradhat:

F<g @) tr

T— o tan(y)

Lathato, hogy 1 — ugtan(¢) — 0 mellett a jobb oldalon &ll6 kifejezés végtelenhez tart.

Ennek az eredménynek a megértéséhez vizsgaljuk meg, hogy hogyan fligg a sturldédési erd és

(7.11)

e M,
BT [
) 553)
MUEGYETEM {782
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7.7. Abra. Lejtére helyezett hasab egyenstlya

a normalerd az F er6tol!l Adott ¢ szognél az egyensilyhoz sziikséges Fg surlodasi er6 a
egyenlet szerint linedrisan fiigg F-tél, tehat abrézolva egy cos(y) meredekségii egyenes a
grafikonja. Az Fy normalerd is linearisan fligg F-t0l, ezért az Fopa.x = poF Ny maximalis
surl6dasi erd is. Ebben az esetben a grafikon meredeksége pigsin(p). A két egyenes viszonyat
a 7.8 abra illusztralja, két eltérd esetben. Kis ¢ szog és kis pp mellett posin(p) < cos(p),
ezért a ([7.11]) egyenlettel megadott F' er6nél a két egyenes metszi egymast, és e feletti F
eroknél bekovetkezik a megesiszas. Azonban kell6en nagy strldodési tényezo és ¢ hajlasszog

anmm — F,LL() bln((ﬂ) FS’HL(L.’L’ — F:u'() sm(tp) + GMU COS(‘/D)

+ G cos(p)

Fs = F cos(yp)

Fs = F cos(yp) — Gsin(yp) / — Gsin(p)

(a) (b)

7.8. dbra. A felfelé térténd megcsiszas hatarhelyzetének megfelelG egyensiilyhoz
sziikséges Fg sturlodasi erd és a lehetséges maximalis Fgpmar = poF N surlédasi eré
az F erd fiiggvényében. Az (a) esetben pgsin(y) < cos(p), ezért csak egy véges
tartomanyban alakulhat ki egyensily. A (b) diagram az 6nzdrdas esetét mutatja,
amikor F' névekedésével gyorsabban né Fgp,.., mint az egyensilyhoz sziikséges Fg
érték

mellett, azaz ha
po sin(p) > cos(y), (7.12)

akkor a lehetséges legnagyobb sirlodasi eré gyorsabban né az F' erével, mint ami az egyen-
stulyhoz feltétleniil sziikséges, ezért az egyenesek nem metszik egymast, azaz semmilyen F
er0 mellett sem cstszhat meg a hasab a lejton felfelé. Ezt a jelenséget dnzdrdasnak nevezik.
Megjegyezziik, hogy a Osszefiiggés teljesiilése nem elegendo az egyenstlyhoz. Van egy
F-re vonatkoz6 minimalis érték is, ami a lefelé cstszas hatarhelyzetébdl fejezhetd ki (tehat
ellenkezé iranyban kell felvenni a sturlédasi erét a szabadtest dbréan, mint az el6z6 esetben):

tan(p) — 1o

2 O onte) (7.13)
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Ha mindkét esetet figyelembe vessziik, akkor a . abran lathaté diagramot kapjuk. Az (a)

Fs) Fsp

< 2
wn wn
el [}
N | N
2 - '
PR | P
Elvalasi © | Tapadas | Csuszés fel Elvalas: © | Tapadas

(a) (b)

7.9. dbra. Mind a lefelé, mind a felfelé torténé megcsiiszas figyelembevétele

eset kis meredekségii lejtének felel meg. Ha az F' er6 negativ, akkor csokkenti a normalerot,
tehat elegendden nagy negativ értéknél a test elvédlik a lejtotol. A lefelé illetve felfelé hatd
surlodasi erd szélso értékeit mutatd g by és —puoFv egyenesek metszéspontjatol jobbra van
egy olyan tartomany, ahol mar pozitiv a normalerd, azonban az egyensilyhoz sziikséges
Fg surlodasi eré nem johet létre, ezért a test lefelé csiiszik. Tapadas, azaz egyenstly azon
a tartomanyon johet létre, ahol Fg értéke poFn és —puoFn kozé esik. Nagy F' értékeknél
felfelé cstiszas kovetkezik be. A (b) eset meredekebb lejtének, az 6nzéards esetének felel meg.
Elvalés és lefelé cstuiszas ekkor is el6fordulhat, de egy bizonyos F' erd felett mindig teljesiil az
egyensuly feltétele, felfelé cstiszas nem kovetkezik be.

7.43. megjegyzés: A surldédési er6 hatterében all6 mechanizmus legegyszeriibb modellje
szerint a testek felszinén elhelyezkedo feliileti egyenetlenségek a surlédasi tényezonek megfe-
leltethetd pg hajlasszogii lejtékkel modellezhetdk, ahogy a abra mutatja. A megcsiszas
hatérhelyzetében az aktiv erék ered6je éppen meroleges a feliileti egyenetlenség iranyara, de
ha az aktiv er6k eredéje po-nal nagyobb szoget zar be a normaler6 iranyaval, akkor megcstszas
kovetkezik be.

7.3. Surlédas pontszerii érintkezések mellett

7.1. példa: A[7.11. dbrin egy sirléddsmentes falnak tamasztott, m tomegi és | hosszisdgi
létrat vazoltunk. A talaj és a létra kapcsolatdt a po tapaddsi surloddsi tényezd jellemzi. A
terhelés a létrara felmdszo ember G sulya, aminek a tdmaddspontja a létra S pontjdba tolhato.
Elemezzik a létra egyensulydnak feltételeit!

Megoldas:

Feltételezve, hogy a létra szimmetrikus, a probléma vizsgalhaté az Abran lathaté sikban. Ugy
jarhatunk el, mintha létra helyett egy rud szerepelne a feladatban, ami csak a végpontjai
kornyezetében érintkezik a fallal és a talajjal. Mivel ezeknek a felilleteknek a legnagyobb
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[g
F
Y Ho F+G
A \
F F
= §> F+G HEN 5 N
Fb%ax an]ax

7.10. abra. Egy egyszerii elképzelés a Coulomb-siirlédas mechanizmusardl. (a):
A megcstiszas hatarhelyzete (b): Az aktiv er6k eredéje po-nal nagyobb széget zar
be a normadleré iranyaval, ezért megcsuszas kévetkezik be

surloéddsmentes

7.11. abra. Surlédasmentes falnak tamasztott létra egyensiilya

atméréje is elhanyagolhatdé a létra méreteihez képest, gy tekinthetjiik, hogy koncentralt
er0k adddnak 4t a létrara az A és B pontokban.

A fal surlodasmentes, ezért az A pontban tdmadd F 4 erd a falra meréleges, azaz vizszintes
hatasvonali. A B pontban ezzel szemben olyan Fp kényszereré ébredhet, aminek van a
talajjal parhuzamos és arra merdleges Osszetevéje is. A sarlédési erére vonatkozé fizikai
korlatok miatt az Fp hatdsvonaldnak egy pg = arctan(pug) félkipszogi surlédasi kiipon beliil
kell maradnia. Amig ez teljesiil, addig ez a mechanikai rendszer helyettesitheté egy olyan
raddal, aminek az egyik végpontjaban goérgds tamasz, masik végpontjaban pedig sikcsuklo
taldlhat6. Tehét a feladat visszavezet egy kéttamaszi tartd vizsgalatara, ezért a reakcidertk
meghatarozhaték harom egyensilyi egyenlet segitségével.

A G, F4 és Fp erok egyensilya szerkesztéses mddszerrel is vizsgalhatd: mivel G és F »4
tamadaspontja is és hatasvonala is ismert, és e két hatdsvonal a C' pontban metszi egymaést,
egyensilyban az Fp er§ hatasvonaldnak at kell haladnia a C' ponton. Ha az igy megszerkesz-
tett Fp er6 hatasvonala a sirlédasi kipon kiviilre keriil, akkor nem johet létre egyenstily.
A abran latszik, hogy a megcsiuszas hatarhelyzetében Fp a D pontban metszené F 4
hatésvonalat. Kovetkezésképpen akkor is létrejohet egyenstly, ha G hatasvonala is a D pon-
ton halad keresztiil — tehat ha az ember magasabbra maszik fel a létrara. Az eredmények
szerint tehat minél magasabbra méaszunk fel egy létrara, annal nagyobb sarlédési erére van
szlikség az egyensily biztositasahoz. '
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7.2. példa: Vizsgdljuk meg az el6z0 feladatot abban az esetben, amikor a talaj és a létra
kozott py, a fal és a létra kozitt pedig po jellemzi a tapaddsi surloddsi eré mazimumdt!

7.12. abra. Strlédasos falnak tamasztott Iétra egyensiilya

Megoldas:
Ebben az esetben mind az A, mind a B pontban atadédhat az érintkezé feliiletekre meréleges
és azzal parhuzamos er¢ is. Tehat mindkét érintkezés csuklénak tekinthetd. Kovetkezéskép-
pen ez mar egy statikailag hatdrozatlan feladat, azaz a G terhelés ismeretében nem haté-
rozhaték meg egyértelmiien az F 4 és Fp reakcider6k. Azt viszont megallapithatjuk, hogy
egyensilyban e két erd hatdsvonalai azon a teriileten beliil metszhetik egymast, amit az A és
B pontba berajzolt sirlodasi kipok kijelolnek. A [7.12] 4brdn sziirke satirozdssal jeloltiik ezt
a teriiletet, és berajzoltuk a két hatdsvonal egy lehetséges C' metszéspontjat. A valésdgban
barhol lehet ez a metszéspont a G erd hatasvonaldnak sziirke tartomanyba esé szakaszan.
Azt a magassagot, ameddig még elcstiszas nélkiil felmaszhatunk a létran, a D pont jeldli ki,
ami a megcsuszas egyik hatarhelyzetéhez tartozik — amikor mindkét surlodasi eré a maximalis
értékét veszi fel. A sziirke tartomdany tovabbi harom csicspontja is hasonlé hatarhelyzetet
jelol. [

7.4. Merev testek gordiilése

Nemcsak akkor modellezhetjiik tapadasi surlodasként a testek érintkezését, ha azok nyuga-
lomban és egyensiilyban vannak. A gordilés legegyszeriibb modellje szerint a gordilé merev
test és a merev talaj egy pontban érintkeznek, és abban a pontban meg kell egyeznie a sebes-
ségiitknek — kiilonben cstuszas kovetkezne be. Tehat az allo talajjal éppen érintkez6 P pont
pillanatnyi sebességének nullanak kell lennie. Ez csak akkor teljesiilhet tartésan, ha a gor-
diil6 test és a talaj kozott ki tud alakulni akkora tapaddsi sirloddsi ero, ami megakadélyozza
az érintkez6 pontok relativ elmozduldsat. A pontszerli érintkezés miatt a kényszerer6 csak
az érintkezési pontban hathat.
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A tapadasi surlodasi erd értéke gordiilés soran is korlatozott, ezért a gordilés un. dina-

mikai feltétele az, hogy
Fs|
=2 < i, 7.14

ami megegyezik a Osszefiiggéssel. Tehat most is alkalmazhaté a sturlédasi kip fogalma,
ahogy a[7.13| abra is mutatja. A kup félkupszogét a képlet alapjan szamithatjuk ki.

A gordiilés feltételét csak az er6k nagysiaganak ismeretében ellenérizhetjiik, azonban ek-
kor nem az egyensilyi egyenletek (azaz a statika alaptétele), hanem a dinamika alaptétele
alapjan lehet meghatarozni az adott mozgas fenntartasahoz sziikséges surlodasi- és normélerd
értékét. Az ehhez szitkséges szamitasi modszer a dinamika targykorébe tartozik.

\ s

surlédasi kup

7.13. dbra. (a) Gordiilés soran a talajrol dtadédé K = Fg + Fy kényszerers a
po = arctan(pg) félkipszogi surlédasi kipon beliilre esik, azaz Fg < pogFn. vg
és ag az S silypont sebességét, illetve gyorsulasat jeldli, € pedig az M nyomaték
hatésa alatt gordiils korong széggyorsuldsa. (b) A megcestiszas hatarhelyzetében
a kényszereré a surléddsi kip paldstjara esik, Fs = poFn. (c) Cstszds soran a
surlodasi eré nagysaga Fg = pFy, irdnya pedig ellentétes az érintkezési pont v¢
sebességének irdany&dval [AGI]

A gordiilés kapcsan érdemes kiemelni, hogy a tapaddsi surloddsi erd nem csillapitds jel-
legti, azaz nem jar mechanikai energiaveszteséggel (disszipdcioval)! Ez az alapjén lathato be,
hogy tamadaspontjanak minden pillanatban nulla a sebessége, ezért ennek az erének nulla
a teljesitménye (amit dinamikaban az erének és a tdmadaspont sebességének szorzataként
definidlnak). Mivel a teljesitményt tekinthetjiik gy, hogy az az id6egység alatt elvégzett
munka, a tapadasi surlodasi er6 altal végzett munka is nulla. A csillapités jellegii folya-
matok teljesitménye és munkéja ezzel szemben negativ, ezért csokkentik a vizsgalt rendszer
mechanikai energiajat, tehat ho keletkezik.

7.5. Gordiilési ellenallas, inditasi nyomaték

A valésagos testek nem tokéletesen merevek, ezért — az el6z6 fejezetben alkalmazott felte-
véssel ellentétben — nem pontszerti egy gordiilo kerék és a talaj érintkezése, hanem kialakul
egy 2fo méretii érintkezd feliilet a testek deformécitja miatt. A [7.14] dbrén azt az esetet mu-
tatjuk, amikor a kerék merevnek, a talaj pedig deformalhatonak tekintheto, de az itt kozolt
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7.14. dbra. A gordiilési ellendllds értelmezése hajtott (a) és vontatott (b) kerék
esetében

szamitasok akkor is helytalloak, ha a kerék deformaécidja is szdmottevé. A talajrol atado-
do er6 csak az érintkezési feliileten fejtheti ki hatasat, ezért ha az egyensilyhoz méar olyan
er0 kellene, aminek a tdmadaspontja ezen a feliileten kiviilre esik, akkor a kerék elfordul és
elhagyja a talajban keletkezett mélyedést. A gordiilés meginditasahoz tehat egy bizonyos
nagysagu er6é vagy nyomaték sziikséges. Ezt a jelenséget gordiilési ellendlldsnak nevezzik.

Két alapesetet érdemes elkiiloniteni. Ha a kereket M nyomaték hajtja, tengelyét pedig G
suly terheli ([7.14)/a dbra), akkor az egyensiily feltétele a kerék elinduldsanak hatérhelyzetében

ZFxZOZ FS:O,
ZFxZO FN:G,
ZMSZOI FNfOZM.

Vontatott kerék esetében vizszintes iranyd F erd hat a tengelyre (7.14)/b dbra). Ekkor az
elindulas hatarhelyzetében

SN F,=0: Fs=F,
ZFQC:O FN:G,
ZMSZOI FNf():FR

Tehat mindkét esetben Fly fy nagysagu inditasi nyomaték sziikséges a kerék megindita-
sahoz. Ez a gondolatmenet érvényét veszti a kerék folyamatos gordiilése soran, mert annak
a leirdsa bonyolultabb modellt igényel az érintkezo feliiletek folyamatos deforméacidja miatt.

A gordiilési ellenallas sem csillapitas jellegli, tehat az itt bemutatott modell nem magya-
razza azt a hétkoznapi tapasztalatot, hogy egy elguritott test el6bb-utobb megall. A test
lelassulasa és megallasa ugyanis a deformaciok soran bekévetkezo energiaveszteség miatt
kovetkezik be, ami a gordiilés sebességétol is fiigg.
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7.6. A tapadasi és csuszasi surlédas osszehasonlitasa

A teljesség kedvéért az alabbiakban osszefoglaljuk a mozgdsbeli vagy csiszdsi surlodasi erd
legfontosabb tulajdonsagait.

Nagy kiilonbség a tapadasi surlodashoz képest, hogy a csiszasi surlédasi eré 6nmagaban
nem biztosit semmilyen kényszert és vektora mem kozvetlenil az egyensiulyi egqyenletekbol
hatarozhato meg, hanem az alabbi képlet alapjan:

Fg = _M|FN‘L' (7.15)
v

Itt p a csuszdsi surloddsi tényezd és v # 0 a vizsgalt test relativ sebessége a masik testhez

képest, amin csuszik abra). A negativ elGjel arra utal, hogy a surlédasi eré mindig

ellentétes értelmil, mint amerre a test sebességvektora mutat. A p csiszasi surlédasi tényezd

nem lehet nagyobb a tapadasi surlodas tényezojénél:

1< o (7.16)

Ez részben arra vezethet6 vissza, hogy — amint mar Coulomb is megfigyelte — a sturloédasi eré
maximum értéke idével né a testek kozotti kolesonhatdsok és a testek deformécidi (példaul
az un. kaszas) miatt. Tehat ha sokdig érintkezik két test, akkor id6vel egyre jobban Gsszeta-
padnak, viszont cstszas soran kevesebb id6 jut ezekre a kolcsonhatasokra. Gordilésre is igaz,
hogy lassu gordiilés mellett nagyobb surlédasi tényezével lehet jellemezni az érintkezést.

A cstiszési surlédasi erét megadd képlet érdekessége, hogy tartalmazza az F y nor-
maéler6 nagysagat, ami viszont ebben az esetben is kényszerer6 (megakadalyozza a testek
egymasba hatolasat), és az egyensilyi egyenletek alapjan lehet meghatarozni. Tehat a csu-
szasi surlédasi eré ugyan nem kényszererd, de egy kényszererétol fligg. Ez az oka annak,
hogy sokszor a cstiszasi surlédasi eré és a normalerd ereddjét tekintik kényszereronek — ami
egy un. nem idealis kényszerhez tartozik. Az idedlis kényszerekkel ellentétben a mozgéasbeli
surlodasos kényszerek kiilonlegesek abbdl a szempontbol, hogy ezek esetében olyan kény-
szererd® komponens — cstszasi surlodési er6 — is fellép, ami nem sziikséges a kényszerfeltétel
fenntartdsdhoz. Eppen ezzel kapesolatos, hogy a csiszasi surlédds mér csillapitds jellegti,
disszipativ jelenség: teljesitménye — mivel a sturlodasi erd értelme ellentétes az érintkezési
pont sebességének értelmével — negativ, ezért a csiszasi surldédasi er6 altal végzett munka is
negativ, azaz a rendszer mechanikai energidajat csokkenti.

A tapadasi surlodés esetéhez hasonldan, itt is bevezetheto a siurldddsi kip fogalma, mely-
nek félkupszoge Fy Fy|

Fs|  u|Fn

) =By T
Azonban mig a tapadési surlédas sordan fellép6 kényszererd hatasvonala a surlédasi kupon
beliil huzodik abra), és végtelen sokféle szoget bezarhat a fliggblegessel, csuszasi surlodés
esetében a kényszereré hatasvonala mindig a surloédasi kip palastjara esik.

(7.17)

7.7. Kotélsurlodas

Hétkoznapi tapasztalat, hogy ha egy kotelet feltekeriink egy rogzitett hengeres feltiletre (pél-
ddul egy oszlopra, csorlddobra), akkor az egyik kotélagat viszonylag csekély erével huzva
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Szabadtest-abra:

FSw
A V. — L uF
F R o
Yy o, G"‘_FS _MEN | Vg
. Fy —HoL'N @

7.15. abra. Vizszintes kényszerpalyan csiszé hasab, annak szabadtest-abraja és a
surlodasi eré sebességfiiggését megado karakterisztika. Ez utobbibdl latszik, hogy
nulla sebesség (azaz tapadas) és pozitiv normaleré mellett a sirlédasi erd értéke
—uoFN és uoFn kézé esik. A tapadasi surlédasi eré konkrét értékét csak a hasabra
hato tébbi eré ismeretében lehet meghatarozni, az egyensilyi egyenletek alapjan
[A62]

megtarthaté a masik kotélagat hiizd, jelentds nagysagu terhelés is. Példaul a[7.16] dbran egy
csorlore tekert kotél lathato, melynek egyik agaban K, masik agaban pedig sokkal nagyobb,
K, nagysagu kotélero ébred.

7.16. abra. Csérlére tekert kétél egy vitorldshajon. A vitorla megfeszitését az
teszi lehet6vé, hogy a kis K erével tartott kotél a surlodasi eré miatt nem csiszik
meg a dobon. Ezért a csérlé karjaval nagy nyomatékot kifejtve, a megforgatott
csorlével meg lehet hizni a K1 erével terhelt kitélagat [AG3]

A két kotélagban ébredd erd kiillonbsége a surlodasi eré hatdsaval magyarazhatd, ezért
ezt a jelenséget kdtélsurloddisnak nevezik. A surlédassal kapcsolatos ismereteink alapjan
meghatarozhat6, hogy mekkora erdkiilonbség engedhetd meg a kotél két vége kozott ugy,
hogy a kotél még nem csuszik meg a kotéldobon. A kovetkezOkben tehat a megcesiszas
hatdrhelyzetét keressiik. Ehhez a kotélsurlodds [7.17] dbrdn ldthaté modelljébél indulunk ki.

A modell szerint a kotél egy R sugari, a szogi koriv mentén érintkezik egy szilard testtel
— példaul oszloppal. Az egyik kotélagban Ky, a mésik kotélagban pedig annal nagyobb, K
er0 ébred. Az egyensily vizsgalatdhoz elemi ds hosszisagu és da szogl ivdarabokra bont-
juk a kotelet, melyekre az érintkezoé feliiletre merdleges dFy normaélerd és érintéiranyi dFg
surlodasi eré hat. Az elemi dFg surlodasi er6k miatt a K kotélerd (azaz a kotél hizdigénybe-
vétele) folyamatosan véaltozik a kotél mentén. A ds hosszon bekdévetkezd erévaltozast d K -val
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7.17. abra. A kétélsirlédas modellje és egy elemi ds hosszusdgu kétéldarab
szabadtest-abraja, K1 > K feltételezésével

jeloljik. Ha az egész kotél egyensulyban van, akkor minden egyes ilyen kis darabjanak is
egyenstlyban kell lennie, ezért a [7.17] abran lathaté szabadtest-dbra alapjan vizsgélhatjuk
az erOk egyensilyanak feltételeit. Ehhez képzeletben minden egyes kis darabnal ahhoz alkal-
mazkodé koordinata-rendszert vesziink fel: a t érinté (tangencidlis) irdnyt tengely a szakasz
kozepéhez hizott érintével parhuzamos, az n normalis iranyu tengely pedig sugariranyban
kifelé mutat.

Az igy bevezetett normalis és tangencialis irdnyhoz tartozo erGegyensiilyi egyenletek:

> F,=0: dFy— Ksin <d;> — (K +dK)sin <d;> =0,

d d
> F,=0: (K+dK)cos (;) — K cos (;) —dFs=0. (7.18)
Kis szogek esetében alkalmazhatjuk az alabbi kozelitéseket:
da da da
in{— | ~ — — | = 1. 1
sm<2) 5 cos<2> (7.19)
Ezeket felhasznalva az egyensulyi egyenleteket egyszertibb alakban is felirhatjuk:
d d dKd
S F,=0: dFN—Kg—(KerK)?a:dFN—Kda— 5 a—}
> F,=0: (K+dK)-K-dFs=dK —dFs=0. (7.20)

A normalis iranyt vetiileti egyenletben két tag elsérendben kicsi, dKda viszont mar két
elemi mennyiség szorzataként masodrendben kicsinek szamit, azaz az egyenletben szerepld
masik két taghoz képest elhanyagolhato. Feltételezve, hogy a kotél megestuszasanak hatar-
helyzetében minden kis kotélszakaszon a lehetséges maximalis értékét veszi fel a surlodési
er6 (dFs = podFy), az alabbi harom egyenletbél &ll6 egyenletrendszert kapjuk:

(7.21)
(7.22)
(7.23)
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Az egyenletrendszer alapjan kifejezhet6 a kotéleré megvaltozasa:
dK = dFS = ,U,()dFN = MoKdOé. (724)
Ha formalisan osztunk a da szoggel, akkor az alabbi un. differencidlegyenletet kapjuk:

dK
— = K. 7.25
do Ko ( )

Ez azt fejezi ki, hogy a K kotélerd « szog szerinti derivaltja ardnyos magaval a kotélerével. A
differencidlegyenlet megoldasa a keresett K («) fliggvény, ami megadja, hogy hogyan véltozik
a kotélerd az iv mentén.

A differencidlegyenletek megoldasa sok esetben nagyon nehéz, gyakran nincs is zart alak-
ban (képlettel) megadhaté megolddsuk. A egyenlet megoldasara azonban van egy jol
alkalmazhaté médszer. Ez ugyanis egy un. szétvalaszthatd valtozoju differencialegyenlet,
ami azt jelenti, hogy a K kotélerétol fiiggd tagokat és a da elemi szogvaltozast az egyenlet
két kiillonboz6 oldaldara tudjuk rendezni:

— = poda. 7.26

i Heda ( )

Ha végighaladunk az « sz6gil ivben felfekvd kotélen, akkor a fenti egyenlet dltal megadott

valtozasok Osszeadddnak, és a kotéler6 Ko-rol Ki-re valtozik. A kotélerd és a szog teljes
valtozasat integralassal tudjuk meghatérozni:

Ki dK a
— = da. 7.27
Ko K /0 Hoda ( )
Az integralast végrehajtva
log(K;) — log(Ky) = poc, (7.28)

ahol log() a természetes alapi logaritmust jeloli. Felhasznalva, hogy log(K;) — log(Ky) =
log(K1/Ky), majd mindkét oldalt behelyettesitve az exponencidlis fiiggvénybe, azt kapjuk,
hogy ha K7 > K, (ahogy feltételeztiik), akkor a megcstiszas hatérhelyzetében

= el = Kl = Koe"oo‘. (729)

Ezt az osszefiiggést Eytelwein-egyenletnel’| nevezik. A mésik irdnyt megcstiszashoz tartozo
hatarhelyzetet — mikor K; < K| — a fentiekhez hasonl6 gondolatmenettel hatarozhatjuk meg:

Kl = Koe_“oa. (730)

Az « szog akar 2m-nél nagyobb értékeket is felvehet, ami annak felel meg, hogy a kotelet
tobbszor is korbetekerjiik a dobon.

7.44. megjegyzés: A kotélsurlodas egy masik esete, amikor a kotelet sajat maga vagy egy
masik kotél koré tekerjik, azaz csomét kotiink ra. A megfelel6 csomék altalaban 6nzarok,
tehat a kotél hiizasa soran megszorulnak, de laza allapotban kénnyen oldhaték. Néhany példa
lathaté a [Z.18] 4brén.

5Johann Albert Eytelwein, 1764-1849
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7.18. abra. Kiilonféle csomdk: palstek, szorité nyolcas és Magnus-csomé [A64]

7.3. példa: A[7.19 dbrin a[7.16. képen mutatott csorld mechanikai modellje lithats. Az
r sugaru csorlodobon kétszer van korbetekerve a kotél, a kéztik ébredd maximalis surloddsi
erdt a jg tényezo jellemzi. A csorlokar hossza R, a vitorla felhizdsihoz sziikséges erd pedig
K. Hatdrozzuk meg, hogy a megcsuszas hatarhelyzetében mekkora Ky < K; erével kell fogni
a kotél masik végét, és milyen nagysagu F erével kell hajtani a csérlokart!

Adatok: r =5 cm, R =25 cm, py = 0,2, a = 4r.

7.19. abra. A csérlére nyomatékot kifejté erék

Megoldas:
A megoldas elsé 1épésében a kotél megesiuszasianak megakadalyozasahoz minimalisan sziiksé-
ges Ky erd értékét hatarozzuk meg:

Ko = Kje "% =16,2 N. (7.31)
Ekkor — tehat a kotél megestszasanak hatarhelyzetében — a csorlé nyomatéki egyensulyanak
feltétele:
Kir—Kogr—FR=0, (7.32)
amibol poa)
1 _ e Ho
S Gl e R S LN NS (7.33)
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Egyensiily tobbféleképpen is megvaldésulhat, hiszen a Ky er6é a fent szamitottnal nagyobb
értékeket is felvehet. Példaul Ky = K7 mellett a csorlokar hajtdsara nincs is sziikség, azaz
F=0.

Ennek a feladatnak specidlis esete, amikor a kotél egyik vége a csorlohoéz van rogzitve, a
masik végére pedig K7 er6 hat. Ebben az esetben a hengerkeréknek nevezett egyszerli géphez
jutunk. Mivel a kotél nem cstiszhat meg a dobon, az egyensuly feltétele

F r
Kir—-FR=0 = —/—=—, 7.34
17 %R (7.34)
azaz a dob és a kar méreteinek ardnya megegyezik az erck aranyaval. ®

7.8. Csapsurlédas

Csukldk esetében egy furatba helyezett hengeres csap viszi at az erét két test kozott
abra). Ha az érintkezo testek merevek, és a surloddst elhanyagoljuk, akkor a csap egy alkotd
mentén — illetve sikbeli modellek esetében egy pontban — érintkezik a furat falaval, amirdl
csak az érintore merdleges iranyu F eré adodhat at a csapra. Ebben az esetben csak akkor
lehetséges egyenstly, ha a csapot terheld F eré hatdsvonala dtmegy a csap tengelyén (azaz
sikban a csap kozéppontjan), mert ekkor ezzel azonos hatdsvonali K = Fy er6 ébredhet a

csap és a furat érintkezésénél (lasd a ébra).

K:FN+FS

7.20. dbra. A csuklot alkoté csapot terhels erék. (a): Surlédasmentes eset (b)
Strlodasos eset

Azonban ha a surlodds hatdsdt is figyelembe vessziik, akkor olyan F terhel6 er6 mellett is
lehetséges egyenstly, aminek a hatasvonala valamilyen r tavolsagban van a R sugart csap O
kozéppontjatol, ahogy a b abra mutatja. Ebben az esetben is azonos hatasvonalinak
kell lennie az F erének és az érintkezési pontban ébredé K kényszererének, de most a kény-
szereronek nem kell sugdriranyinak lennie. Természetesen ilyenkor is korlatozott a surlédasi
er0 nagysaga, ezért a K kontakterd hatasvonala csak —py < a < po szoget zarhat be a P
érintkezési pontban behuzott R sugér iranyaval . abra).

Jelolje az O kozéppontnak az erdk hatasvonalara vetett merdleges vetiiletét @), az OQ)
tavolsagot pedig r! Az « szdg tangense kifejezheté az OP(Q) derékszogii haromszog ismere-
tében: az OP tavolsig R (a csap sugara), ezért a PQ) tavolsig v/ R? — r2, amibél

tan(a) = \/ﬁ (7.35)
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7.21. abra. A csapsiirlédds modellje

Az alkalmazasok szempontjabdl fontos annak megéllapitdsa, hogy egyensilyban mekkora
lehet az F er6 hatasvonalanak és a csap kézéppontjanak maximalis ro = 7., tavolsdga. A
megcsiszas hatarhelyzetében — azaz amikor a csap elkezd forogni a furatban — a = pg, azaz

tan(pg) = po miatt
o = —— 2. (7.36)

Ebbdl kifejezhet6 rqy értéke:
ro= R—H0 (7.37)

Barmilyen iranybdl is hat az F er6, mindig ez a tavolsag jellemzi a megcsiszas hatarhelyzetét.
Tehat tugy tekinthetjik, hogy rq egy kornek — a csapsurloddas korének — a sugara.

A csap elforgatdsahoz ezek szerint M = F'ry nyomaték sziikséges, amit a csapsurlodds
nyomatékanak neveznek. A kifejezésbol latszik, hogy a csapsirlédas nyomatékanak
csokkentése érdekében célszerli csokkenteni a csap R sugardt. Ez az oka annak, hogy mii-
szerekben gyakran a leheto legkisebb sugaru ,,csapot” alkalmazzak, és egy élen tamasztjak
meg a tengelyeket.

A récsos szerkezeteknél . fejezet) elhanyagoltuk a csapstrlédast, ezért kihasznalhat-
tuk, hogy a mindkét végiikon csuklosan kapcesolodo, csak a végpontjaikban terhelt rudakban
radiranya er6 ébred. A csapsurlodas figyelembevételével arra jutunk, hogy a ruderd pontos
iranya nem hatarozhaté meg statikai alapon, hiszen az egyensiilyhoz elegendd, ha az erd
hatdsvonala ry-nal kozelebb van a csapok koézéppontjaihoz (1dsd abra), és ez végteleniil
sokféleképpen teljesiilhet, azaz elvileg statikailag hatdrozatlannd valik a feladat. Valbsagos
szerkezetek esetében azonban a rudak L hossza sokkal nagyobb a csapsurlodéas korének rg
sugaranal, ezért az erdk iranyanak a rudiranytol valo eltérése elhanyagolhatd. Hasonld okok-
boél modellezhetjiik csuklos kapcesolatként azokat a hegesztett vagy csomdlemezes kotéseket,
amelyek méreténél sokkal nagyobb a rid hossza.
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L

7.22. dbra. A csapsiirlédas hatdsa a kétcsuklos rudban (statikai riidban) ébredé
erd irdnyara (jelleghelyes dbra, a valésagban ro < L, ezért altaldban jé kozelitéssel
parhuzamos az er6k hatasvonala a rid hossztengelyével)

7.4. példa: A|[7.23 dbrin két elhanyagolhatd tomegi csiga, és a rajtuk dtvetett nyijthatat-
lan, elhanyagolhaté tomegi kotél lathato, mely nem csiszik meg a csigikon. Az (1) jeld, r
sugart mozgocsiga tengelyére G sulyi testet akasztunk. Mekkora mazimdlis és minimdlis F
erovel lehet egyensulyban tartani a rendszert, ha mindkét csiga tengelyénél ro a csapsurlodas
kérének nagysaga?

Adatok: G =2000 N, r =0,1 m, R =0,15m, ro = 0,0015 m

Szabadtest-abrak:

(b)

7.23. abra. Csigasor szerkezeti dabrdja (a) és a maximalis eré hatdrhelyzetéhez
tartozé szabadtest-abra (b)

Megoldas:
Kezdjiik a feladat megoldasat a mazimdlis er6 meghatarozasaval! Ebben a hatarhelyzetben a
csapsurlédasi nyomatékok olyan értelmiiek, hogy gatoljak a kotél végének az F' erd irdnyaban
torténé elmozdulasat. Tehat a (2) jelilt mozgdcsigara az ramutatd jardaséval ellentétes, az (1)
jelll csigara pedig az éramutatd jarasaval egyezd iranyu nyomaték hat. Ennek megfeleléen
rajzoltuk meg a csigdk szabadtest-dbrdit. Az (1) jeld testre a G er6n kiviil a két kotélagrol
atadédé K illetve Ky erdk hatnak, valamint a csapsirlédas M; nyomatéka. A (2) jeli csigara
az My surlodasi nyomaték mellett a Ko kotélerd, az F erd, és a csiga tengelyénél tamado Fa
tartéerd hat.

A csapsurlédasi nyomatékok értékei My = roG és Ms = roF'4, hiszen a két tengelyt G
illetve F4 erd terheli, és ezek adodnak at a csigakra.
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Az (1) jelii test egyensilyi egyenletei:

Y F,=0: Ki+Ky—G=0, (7.38)
> My=0: Kor— Kir— M =0. (7.39)

A (2) jelii test egyenstlyi egyenletei pedig:

Y Fy=0: Fy—Ky— Fpax=0, (7.40)
> My=0: KyR— FpaxR+ M;=0. (7.41)

Az egyenletrendszer megolddsa:

- K.
GIr=ro) _gg5 N, Ky=G - K= 1015 N, Fypuy = 22BFT0)

K —
! 2r R—rg

= 1035,51 N.
(7.42)

Az egyensulyt biztositani képes minimdlis eré meghatarozasahoz azt kell figyelembe venni,
hogy ekkor éppen ellentétes értelmiiek lesznek a csapsurlédasi nyomatékok. A szamitas ezzel
a modositassal a maximalis erd esetének megfeleléen végezhetd el. Azonban gyorsabban célt
érlink, ha észrevessziik, hogy a csapsurléodéasi nyomatékok el6jelének megvaltoztatasa annak
felel meg, hogy az ry sugarat tartalmazé tagok el6jelét valtoztatjuk meg. Tehat a minimalis
er6 hatérhelyzetében

G(r+ro)

K _
K =G0t 05N, Ky= G Ky =985 N, Fp = 22l

= 49 N.
2r R+ 965,49

(7.43)
Erdemes megvizsgélni azt az esetet is, amikor a strldés elhanyagolhaté, azaz ro — 0. A
fenti képletek szerint ebben az esetben

Gr G KyR G

K1 =Ky =5 =1000 N, Fy—o=—p =Ky = =1000 N. (7.44)

T o 2

Tehat ekkor a csigdkon atvetett kotéldgakban azonos nagysagi er6 ébred, és a mozgdcsigara
felfiiggesztett teher felének megfeleld F erd sziikséges az egyensuly fenntartasahoz. [
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8. fejezet

Fiiggelék

8.1. Matematikai alapok — matrixok és vektorok kozott
értelmezett szorzasok

8.1. definici6é. m x n méretii métrixnak nevezziik az aldbbi, m sorbol és n oszlopbol allo
tablazatot:

a3 Q2 - Aip
Q21 Q22 --° Q2n

A=| _ . j (8.1)
m1 Am2 -~ Amp

Egy métrix négyzetes, ha n = m, azaz a sorainak és oszlopainak szdma megegyezik.
Ebben az esetben a matrix bal fels6 és jobb alsé eleme kozotti atlét — ami mentén az elemek
két indexe megegyezik, pl. a1; vagy ase — fodtlonak, a bal als6é és jobb felsé elem kozottit
pedig mellékdtlonak nevezik. A matrix szimmetrikus, ha a féatléra tikkrozve nem valtozik
meg, azaz ha a;; = aj;, 1,5 = 1,2,...n.

8.2. definicié. Mdtrix és vektor szorzasa. FEqy m X n méreti A madtriz és eqy n méreti
(hosszusdgi) v vektor szorzata az aldbbi m elemi vektor:

aiy Q2 . Gip | | V1 a11vV1 + a2V + - - + A1,V
Qo1 Q22 - G2, | |V2 A21V1 + QoVg + + + - + A2,V

Av = | | S | = , . (8.2)
Am1 Am2 **° Amn Up, Am1U1 + Am2U2 + -+ AmnUn

8.3. definici6. Az a és b vektorok skalaris szorzatanak eredménye skaldrmennyiség, mely-
nek értéke

a-b = [a] |b| cos(y), (8.3)
ahol ¢ a két vektor dltal bezdrt szog dbra). A skaldris szorzat jele a pont. o
A definiciébdl kovetkezik, hogy meréleges vektorok skalaris szorzata zérus, parhuzamos

vektorok skaldris szorzatanak értéke pedig |a| |b| vagy —|a| |b|. A szorzétényezbk sorrendje
k6zombos, tehat a-b =b - a.

237



238 8. FEJEZET. FUGGELEK

/
b| cos(y)
8.1. dbra. Az a és b vektorok skaldris szorzatanak értelmezése.

A fentiek szerint az

Qg b,
a=| a és b=, (8.4)
aZ bZ
vektorok skalaris szorzata:
a-b=(a;i+a,j+ak)- (bi+b,j+0.k). (8.5)

A bazisvektorok merolegesek egymasra, ezért a kiillonb6zo béazisvektorok skalaris szorzata
nulla, 6nmagukkal vett szorzataik értéke viszont 1:

i-i=j-j=k-k=1, i-j=j-k=k-i=0. (8.6)
Ebbdl kévetkezéen a (8.5)) szorzat eredménye
a-b=a,b, +a,b, + a.b,. (8.7)

A skalaris szorzat formalisan végrehajthato a matrixok szorzasanak szabalyai alapjan is.
Ehhez az els6 tényez6t 1 x 3 elemii matrixnak (sorvektornak), a méasodik tényez6t pedig
3 x 1 elemli matrixnak (oszlopvektornak) kell tekinteni, azaz az elsé tényez6 transzponaltja
szerepel a szorzatban:

by
aTb = { Qg Gy Gy ] by = axb:c + ayby + azbz- (88)
b,

Ha a fenti értelemben, matrixok szorzataként tekintik a skalaris szorzast, akkor a szorzdété-
nyezok kozotti pontot nem szoktdk kitenni — de azt néha akkor is elhagyjak, ha az eredeti,
geometriai definicién alapulé miveletet értik alatta.

Az a vektor nagysaga is konnyen szamithaté a skalaris szorzat segitségével, a Pythagoras-

tétel alapjan: |al> = a - a, és
la| = /a2 + a2 + a2. (8.9)

A skaléris szorzat segitségével ki tudjuk szamitani egy adott a vektor barmely ira-
nyu vetiileteit, és igy a koordinatait és komponenseit is egy masik derékszogli koordinata-
rendszerben. Ehhez az a vektort a vizsgalt iranyba mutaté egységvektorral, vagy a koordinata-
rendszer (egységnyi hosszisdgi) bazisvektoraival kell skaldrisan szorozni. Példaul Descartes-
féle (xyz) koordinata-rendszerben a koordinatak

a;=a-i, a,=a-j, a,=a-k (8.10)
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8.1. Matematikai alapok — matrixok és vektorok kozott értelmezett szorzasok 239

A vektorértéki komponensek meghatarozasahoz meg kell szorozni a koordinatakat a meg-
felel6 egységvektorokkal. a = a, + a, + a., ahol

a,=(a-i)i, a,=(a-j)j, a.=(a-kk. (8.11)

Itt a zardjelben 1évo kifejezések skalaris szorzatok, tehat eredményiik skalar.
Ha szeretnénk meghatérozni egy a vektor b irdanyd vetiiletét (komponensét), akkor a
fentiek szerint a b iranyu

b
. 12
e D] (8.12)

egységvektorral kell beszoroznunk az a vektort:
a, =a-e, (skaldr koordindta) és a, = ape, (vektor komponens). (8.13)

Hasonlbéan szamithatjuk ki az a vektor a;, as, asz koordinatdit egy tetszéleges, e;, es, €3
béazisvektorokkal megadott derékszogli koordindta-rendszerben, pl. a; = a-e; és a; = (a -
ej)e;.

A tomorség érdekében gyakran elhagyjak a szorzasra utald pontot a skaldris szorzat
kijelolésekor, tehat ab is a két vektor skalaris szorzatat jeloli.

8.4. definicié. Az a és b vektorok vektorialis szorzatanak eredménye vektor, melynek nagy-
saga
ja x b| = [a] b sin(y). (3.14)

ahol @ a vektorok dltal bezdrt szog. Az a x b vektor merdleges mind az a, mind a b vektorra

és az a, b, a x b vektorok jobbsodrdsiu rendszert alkotnak dbra). [ )

8.2. Abra. Az a és b vektorok vektorialis szorzatdanak értelmezése.

A definiciobol kovetkezik, hogy parhuzamos vektorok vektoridlis szorzata a nullvektor,
merdleges vektorok vektorialis szorzatanak nagysaga a két vektor abszolut értékének szorza-
taval egyenld, tovabba a x b = —b x a. A abra alapjan az is konnyen belathato, hogy
az a és b vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete |a x b].

A szorzotényezoket kifejtve

axb= (al“i + Clyj + azk) X (bazi + byj + bzk) (815)
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240 8. FEJEZET. FUGGELEK

Figyelembe véve, hogyi x j=k, jxk=iéskxi=j ésixi=jxj=kxk=0,

axb=ayb,ixi+aybyixj+aybixk (8.16)
+ ayb.j x i+ ayb,j x j+aybjxk (8.17)
+ a.bk x i+ a.bk x j+ a.b.k x k (8.18)
ayb, — a.b,
= | ab, —azb, |. (8.19)

agby — ayb,
A vektorialis szorzat szamitasa formalisan egy in. determinans kifejtésével is megteheto.

8.5. definici6é. A 3 x 3 méreti

aix G2 13
A= laa ax ax (8.20)

a31 aszz G33

matriz determinansa az aldbbi kifejezés:

11 a1z A3 a a a a a a
_ 22 23 21 23 21 22
det A =lag1 ag ag| =an — Q12 + a3
32 as3 agyp ass a31 as2
a3; az2 a33
= a11(a22a33 - C123@32) - 6l12(6121&33 - a23a31) + a13(a21a32 - a22a31)- (8~21)

)

A szamitas annak felel meg, hogy a matrix elsé soran végighaladva felvaltva pozitiv illetve
negativ eldjellel vessziik figyelembe az ott szerepld elemeket (ez a sakktabla szabdly), melye-
ket a hozzajuk tartozd 2 x 2 méretii uin. aldeterminansokkal szorzunk, és az eredményeket
Osszeadjuk. Az elsé sor elso eleméhez az az aldeterminans tartozik, amit az elso sor és az els6
oszlop letakarasaval kapunk az eredeti matrixbél. A mésodik illetve a harmadik elemhez tar-
tozé aldeterminansokat pedig az elso sor és a masodik illetve harmadik oszlop letakardsaval
kapjuk. A 2 x 2 méretli aldeterminansok meghatarozasa soran ugyanezt a szabalyt alkal-
mazzuk, példaul az elso aldeterminansban az ass elemhez az azz elem — mint 1 x 1 méretl
aldeterminans — tartozik, a negativ eldjellel figyelembe veendé as3 elemet pedig aszs-vel kell
megszorozni. A definicié kiterjesztheté nagyobb méretii matrixok esetére is, mert tetszoleges
méretli négyzetes matrix esetén is visszavezetheto a szamitas kisebb méretii aldeterminansok
meghatarozasara.

A fenti definici6 akkor is alkalmazhat6, ha a matrix els6 sordban harom darab bazisvektor,
a masodik és harmadik sorban pedig skalarok — két vektor skalarkomponensei — szerepelnek.
Ezt kihasznalva az alabbi alakban is felirhatjuk két vektor vektorialis szorzatat:

Pk a, a ay; a a, a aybs — azby
axb=|a, a, a, |=1i|,Y | —jl," C|+k|," Y= ab,—azb, |. (8.22)
b, b, b, b, b, b,
by b, b, azby, — ayb,

A 2 x 2 méretii Un. aldeterminansok szamitdsa soran ugy kell eljarni, hogy a bal felsé elemet
megszorozzuk a jobb alsé elemmel (példdul az i vektorral parhuzamos, x komponens szami-
téasa soran ebbdl a,b, adddik), majd ebbdl kivonjuk a jobb felsé és bal alsé elem szorzatat
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8.1. Matematikai alapok — matrixok és vektorok kozott értelmezett szorzasok 241

(a példaban a,b,). Kiilon oda kell figyelni az y irdnyd komponens szamitasara, mert abban
az esetben negativ el6jellel kell figyelembe venni a szamitott aldeterminédns értékét.
Mas felirasi méd is alkalmazhato:

Ay b, a'ybz - azby
axb=|a,| x |b| = |ab, — a,b, (8.23)
Ay bz Clxby - aybz

Ebben az esetben az x komponens szamitasakor letakarjuk mindkét vektor elsd elemét,
majd formdlisan ugyaniugy végezziik a szorzast, mint az aldeterminansnal: a bal fels6 elemet
szorozzuk a jobb alséval, és abbdl kivonjuk a masik két elem szorzatat: a,b, — a.b,. Az y
komponens szamitasakor a kozépso elemeket takarjuk le, és most gy vessziik figyelembe az
ehhez az esethez tartozd negativ eldjelet, hogy a el6szor a jobb felso elemet szorozzuk a bal
alsoval, és abbdl vonjuk ki a masik két elem szorzatat: a,b, — a.b,. Végil, a z komponens
szamitasakor a két vektor utols6 elemét takarjuk le, és megint a bal felsé és jobb als6 elemek
szorzatabol vonjuk ki a mésik két elem szorzatat: a,b, — a,b,.

Szamitasok ellenOrzésére felhasznalhato, hogy merdleges vektorok skalaris szorzata nulla,
példdul a - (a x b) = 0.

A vektoridlis szorzat nem asszociativ, tehat a x (b x ¢) # (a X b) x c¢. Egy ilyen, hdrmas
vektorialis szorzat kiszamitasat konnyiti meg az alabbi tétel:

8.6. tétel. Kifejtési tétel (bac-cab szabdly).
ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b). (8.24)

A hdrmas vektoridlis szorzat eredménye olyan vektor, mely felirhato a képlet bal oldaldn
zdrajelben levd b és ¢ vektorok linedris kombindciojaként. A szorzatban kézépen dllo vektort
pozitiv, a mdsik zdrdjelben levd vektort pedig negativ eldojellel kell figyelembe venni. [ )

A kifejtési tételnek megfelelGen,
(axb)xc=b(a-c)—a(b-c). (8.25)

A kifejtési tételbdl is 1atszik, hogy hdrmas skalaris szorzat nem értelmezhetd, hiszen az a(b-c)
képletben a b - ¢ szorzat eredménye mar skalar, igy nem lehet egy skalaris szorzat tényezoje
— a skaldris szorzatban mindkét tényezonek vektornak kell lennie.

8.7. definicié. Az a, b és ¢ vektorok harmas vegyes szorzata a - (b x c). )

A héarmas vegyes szorzat az a, b és c vektorok altal kifeszitett paralelepipedon eléjeles
térfogatat adja meg. Ez alapjan konnyen belathato, hogy a szorzat barhogy zardjelezheto és
a tényezok un. ciklikus permutdcioja sem valtoztatja meg a végeredményt:

a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb). (8.26)

Mivel a skalaris szorzat tényez6i felcserélheték, a - (b x ¢) = (a x b) - ¢ is teljesiil.
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242 8. FEJEZET. FUGGELEK

8.2. Néhany homogén test és sikidom silypontjanak sza-
mitasa
8.2.1. Negyedkorcikk alaki lemez sulypontja

A kor egyenlete: R? = 2% +y?, amibél y(z) = vV B2 — 22. Osszuk fel a negyedkorcikket elemi,
dz szélességli és y(x) magassagi csikokra a . abranak megfeleléen! Az x koordindtanal
talalhato csik tertilete dA = y(z) de = vV R? — 22 dx.

R y dz

T
R Ank Sﬂg Snk
y"
45°
—> X
dx i L

8.3. dbra. Negyedkércikk és félkérlap alaku lemezek

A silypont (3.77)) képletét alkalmazva:

o Jwrdd JolaVR? —a?dz  R}/3 4R (8.27)
ST A R /4 " Rr/4 3m’ '

Mivel a negyedkorcikk szimmetrikus az x = y egyenesre, és a sulypontnak a szimmetria-
tengelyen kell elhelyezkednie, ys = zg.

Ha két negyedkorcikket sszeillesztiink a 8.3 abran lathatéo médon, akkor egy félkorlapot
kapunk. A félkorlap sulypontjanak yék koordinataja megegyezik a negyedkorcikk sulypont-
janak y2¥ koordindtdjaval, ugyanis a képlet alkalmazésa az alabbi eredményre vezet:

ko yak Ak gk Ank ok

(8.28)

Itt nk a negyedkorcikkhez, fk pedig a félkorlaphoz tartozd mennyiségeket jeloli.
A tengelyre szamitott masodrendii nyomatékok a fentiekhez hasonléan hatarozhatok meg:
d*n

R Rir
I”k:/ 2dA:/ VR 2 dp— 4T 8.29
A o © T 6 T 2560 (8.29)

ahol d = 2R a teljes kor atmérdjét jeloli.
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8.2. Néhany homogén test és sikidom silypontjanak szamitasa 243

8.2.2. Negyedkoriv alaku rad silypontja

Osszuk fel a negyedkoriv alaki rudat elemi ds hosszisdgn ivekre, a[8.4] dbranak megfeleléen!
Ha egy ilyen elem végpontjainak x illetve y koordinatai kozott dx illetve dy a kiilonbség,
akkor a hossza kifejezheté ds = v/dz? + dy? alakban.

Mivel y = vV R? — 22, % = —\/ﬁ, ezért dy = —\/ﬁdx. Ha ezt az eredményt

behelyettesitjik ds képletébe, akkor azt kapjuk, hogy

R2
ds = \/d.fle + dy2 = M mdx (830)

R z

dx
8.4. abra. Negyedkoériv alaku rud

A stlypont képletét alkalmazva, és kihasznalva, hogy a rud teljes hossza L =
2Rm/4 = Rm/2,

Sy ds fOR:U RQRiij dx R? 2R
ST T Rrj2  Rr2 n (8:31)

A rud szimmetriaja miatt ys = xg.

8.2.3. Félgomb silypontja

Osszuk fel a félgombot elemi dy vastagsagu és r sugaru korongokra, a [8.5] dbranak megfe-
leléen! Az y koordinatdndl 1é6v6 korong sugara r = /R? — y?, ezért az ehhez tartozé elemi
térfogat dV = r?r dy = (R? — y?)7 dy, a félgomb térfogata pedig

R 2
V= /dV - 7r/ (B =) dy = R (8.32)
0

A sulypont (3.71)) képletét alkalmazva

JonydV  m[fy(R?—y*)dy R'rm/4 3
= = = =—-R. 8.33
ys v v 2/37RS 8 (8:33)
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244 8. FEJEZET. FUGGELEK

R

T

8.5. abra. Félgomb sulypontjanak szamitasa

8.2.4. Kup sulypontja

Osszuk fel a kupot elemi dy vastagsagu és r sugaru korongokra! Ha a kip magassaga h,
akkor az y koordinatédnal egy ilyen korong sugara r = (h — y)R/h (hasonlé haromszogek:
r/R = (h—1y)/h). Tehat az ehhez tartozé elemi térfogat dV = r?nx dy = (h—y)*R?*/h* 7 dy,

és a kup térfogata

R 1
V= /dV - 71'/ (h—y)*R?/1* dy = <wh R, (8.34)
0

T

8.6. dbra. Kiip silypontjanak meghatarozasa

A sulypont (3.71)) képletét alkalmazva

dv Rou(h —y)2R2/h2 d R2zh%/12 1
ys = Jn ¥ V. _wfty(h -y RY R dy _ RPmi?/12 1, (8.35)
v vV 1/3rR*h 4

www.mm.bme.hu




8.3. Sikidomok mésodrendli nyomatékai 245

8.3. Sikidomok masodrendii nyomatékai

Yy
3 3
S _a’hb _ ab® _
b3 b Iy— 127 Iz 127 Iyz—o
a
y_l
a/3|| b a®b b3a a’b?
I,=— IL=—> I,.=-
z/bq Y367 36 Y 72
3
e ]
a
Yy
o, | R
z( LD 64 V*
Yy
4
Z /S Iy:%: Iz:R4<g_9§)v yz_o
ﬁ/ R 7T
3
4R
Y3n
] (T4 _ ARt
2 /5 ly=1I.=R <16 97r)’ Iy 97
ézl))_R
T

8.7. abra. Néhany sikidom stlypontra szamitott masodrendii nyomatékai
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246 8. FEJEZET. FUGGELEK

8.4. A legfontosabb szakkifejezések angol megfeleldi

Ebben a fejezetben néhany fontos szakkifejezés angol megfelel6jét gyujtottiik ki, hogy meg-
konnyitsiik az olvasé eligazodasat a nemzetkozi szakirodalomban. Felhivjuk arra a figyelmet,
hogy sajnos nem minden elnevezés esetében egységes a szakirodalom, ezért elofordulhat,
hogy az itt szerepl¢ kifejezésektol eltérdeket hasznalnak egyes kutatdcsoportokban. Néhany
kifejezésnek nem taldltuk meg az angol megfelel6jét, ezeket legtobbszor csak koriilirjak a
szakkonyvekben. Tovabbi nehézséget jelent a forditas soran, hogy bizonyos tudomanyos
eredményeket més-méas tudosnak tulajdonitanak a kiilonboz6 orszagokban, ezért az angol
nyelvii elnevezés egyes esetekben kiilonbozik a magyartol.

akcio-reakcio elv
anyagi pont
atmetszé modszer
befogott tartd

bels6 erdk

csavaras

csiga

csomopont
csomoéponti modszer
csuklo

csuszka

deformacio
determinans
egységvektor

ék

ered6

ero

er6 egyensulyi egyenletek
erocsavar

erGpar

egyenértékii erorendszer
Eytelwein-egyenlet
fesziiltség
fomasodrendii nyomaték
fotengelyek
Gerber-tarto
gdémbcsukld
gordiilés

hajlitas
hajlitonyomaték
hatasvonal
igénybevétel
ivhosszparaméter
kényszer

principle of action and reaction
particle

method of sections
cantilever

internal forces

torsion

pulley

node

method of joints

joint

slider

deformation
determinant

unit vector

wedge

resultant

force

force balance equations
wrench

couple

equivalent force system
Eytelwein equation, capstan equation
stress

principal moment of inertia
principal axes

Gerber girder

ball and socket joint
rolling

bending

bending moment

line of action

stress resultant

arc length

constraint
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kéttamaszu tartod

kihajlas

konzolos tarto

kolesonhatas

kotél

kozos tamadasponti erck

kozos sikba eso erék

kiils6 er6

lejto

megoszld erd

merev test

Newton-torvények

nyiras

normaligénybevétel

nyomaték

nyomaték egyensulyi egyenletek
racsos szerkezet

reakcidero

rud

stkesuklo

skaldris szorzat

statikai nyomaték

statikailag hatdrozott/hatérozatlan
statikai rud

Steiner-tétel

stulypont

surlodas

surlodasi félkapszog

szabadsagi fok

szabadtest-abra
szuperpozicio-elv

tamadaspont

tapadasi/cstszasi sturlodasi tényezd
tengelyre szamitott nyomaték
statikailag tilhatarozott szerkezet
vakrad

vektoridlis szorzat

vektorkettos

simply supported beam

buckling

cantilever

interaction

rope, string

concurrent forces

coplanar forces

externally applied force

inclined plane

force distribution, distributed force/load
rigid body

Newton’s laws

shear force

tension (hiuzas), compression (nyomés)
moment, torque

moment balance equations

truss

reaction force

bar

hinge, pin

dot product, inner product

first area moment

statically determinate/indeterminate
two-force body /member

parallel axis theorem

centroid, centre of gravity

friction

friction angle

degree(s) of freedom

free body diagram

principle of superposition

point of action
static/dynamic(kinetic) coefficient of friction
moment about an axis

redundant structure

zero force member

cross product, vector product
dyname/screw
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