HAZI FELADAT — megoldéasi segédlet

Relativ kinematika

Két autd. 1. rész

1. Hatarozzuk meg, hogy milyennek észleli a autéban U6 megfigyeb a B autd sebességét eés
gyorsulasat abban a pillanatban, amikor az 4bran vazolt helyzetbe érnek.

1. lépés:
a vonatkoztatasi rendszerek és a koordinatarendszerek felvétele

Jelolések:
VR1: allé vonatkoztatasi rendszer (1-esijelerev test)
VR2: mozg0 vonatkoztatasi rendszer (2-e6 fgerev test)
KR1: az allé vonatkoztatasi rendszerhez mint merev testhez kététt koordinatarendsze
KR2: a mozgdé vonatkoztatasi rendszerhez mint merev testhez kotott koordinatarendszer

VR1: a nyugvénak és merevnek tekintett kérnyezet. A hozza kbtétt{(RJ)g Y, 2} térfix

VR2: azA jelii autd, mint merev test. A hozza kététt KR22; &,77,¢}

Abban a pillanatban, amikor az auték az abran natghdlyzetben vannak, a két KR egymassal
fedésben van ugy, hogy az origok és a mozgas sikjadleges tengelyek tartosan fedésben vannak
(0= és ¢ =2z), amozgas sikjaban lévengelyek pedig pillanatnyilag fedésben vannak

(x=¢ es y=n).
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2. |épés:

a mozgo vonatkoztatasi rendszer mint merev test mozgasallapotanak meghatarozéasa az allé
vonatkoztatasi rendszerhez képest, az adott pillanatban:

VR2-t tgy képzeljiik el, mint egy végtelen nadykierjesztett tarcsat, amely 8en atmeis tengely

kordl forog. Ezen a tarcsan Azautd nyugalomban van. Ez azt jelenti, hogy a képzeletbeli tarcsa és az
A autd egy merev testet alkot. Ismert az dfiontjanak - és ezzel a tardsaal jeldlt pontjanak -
sebessége és tangencilis gyorsulasa az adott pillanatban. iggvatestekre vonatkozé

Va=Vo+W, Xlo, €S a,=8,+E,%I,, _aél [T ,, Osszefuggéseddo

i Va 5
Sebességallapbt v, =v,=0 @, = O=AK =Zk=1k,

! Tulajdonképpen "elegetidn nagyra" is elég. Legalabb akkora kell legyemytazA auté rajta legyen, egyébként
érdektelen a mérete és az alakja.

2 Az OAtavolsag azért 5], mert a 3 és 4 egység befogdju derékéigromszog oldalai pythagoraszi szamharmast
alkotnak.



Gyorsulasallapot a, =a,=0, w, = 1k[_} , §21:?_k: 0, 4k [%’}

3. 1épés:
a megfigyelt test mozgasallapotanak leirasa azkdldrdinatarendszerben, az adott pillanatban

A B jelii auto haladé mozgast végez a VR1-ben, nem forb§t sz6gsebessége és szdggyorsulasa is
nulla.
m

Sebességallapot w=0, v = 10_j[ } adot

S

2

S

Gyorsulasallapot £=0, ag =3]j [m} adot

4. lépés:
kapcsolat a B pont sebességének (és gyorsulasanailp és a mozgd vonatkoztatasi rendszerben
felirt alakjai kozott:

Ve = B, + Vs

8 =0azt+a ta

szallito ~ =" Coriolis

Ezekben az egyenletekbgihB ésa, az ismeretlenek, vagyisBapontnak a mozgo VR-bol megfigyelt

7117

sebessége és gyorsulasa. A szallité sebességéiita gyorsulas, valamint a Coriolis gyorsulamse
ismert, de kiszamithato.

A szallité sebesség a mozgo VR azon pontjanak sépesz allo VR-bol megfigyelve, amelyik
a vizsgalt pillanatban a megfigyelt ponttal feddsban. Jelen példaban a végtelen nagy
méretire kiterjesztett, a®-n atmeid z tengely korul forgo képzeletbeli tarcsanak-ael éppen
fedésben I&¥ pontjAnak sebessége:

(valamint a szallité gyorsulas analdg értelmezdgéve

Vezanio = )’o/ tTWnXpP . Bszalite — /QQ/ TENXP g~ wgl/_)QB
0] [7] -3 o1 (7 [7 [-8

Vezans =| 0% 3[=| 7 {g:| Bszalitc = X 3| - 0 %g}
1|0 0 0,4 | 0 0

3 Ezek az egyenletek nem fiilggenek a KR megvéalasataSaamolashoz konkrét KR-ben felirt egyenletekae sziikség,
amik mar KR fliggek. Ezért valamely vektoregyenlet csak Ugy irhat&dordinatas alakban, ha minden benne szé&repl
vektormennyiség ugyanabban a KR-ben van felirvaeM fenti egyenletekben kilonkiby R-ekbsl megfigyelt
mennyiségek szerepelnek, (latin és gorogumtvannak megkilénbdztetve egymastdl), tgyelrideh, hogy az egy
egyenletben szergpbsszes vektor koordinatai ugyanabban a KR-bereleglyfelirva. Ezért vagy eleve a vizsgalt
pillanatban fedésben I8\KR-eket vesziink fel, (jelen esetben ezt tettikviglasztottuk meg a KR-eket), vagy
koordinatatranszforméciét kell végrehajtani. Ezbbicnem kertlhét meg, ha a mozgasnak nem csak egy adott
idépillanatara vonatkozik a kérdés, hanem eg@ynigtrvallumra.



=B, * Vauais Grafikusan: B, =Vgt (_\_/szélité )

0 B, -3 3
wl= [+ 7| - |8, = 3[9} 3
- S
0 0 0 0
_\_/szelhté
7
Vg
A Coriolis gyorsulas: 3
0 3 -6 B
m B
B coriolis :z@uxﬁB =2010|x| 3|=| 6 S_z:|
1|0 0
O' _szalllto _Conohs
0 -8,2| |-6 14,
3|= +[-0,2|+| 6] - l|a,=|-2 [g}
0 0 0
Grafikusan:  ag =a, +(_§szanto) +(_§00rio|is)
—\
'y 0,2
~8ganite
3 ag
~8coriolis 6
2,8
asg




2. Hatarozzuk meg, hogy milyen szogsebességgel és szdoggyorsulassal latja foroghiaagdban
ulé megfigyeb a B autot, ugyanebben a pillanatban.

Kapcsolat egy merev test szogsebességének egy mozgo, (VR2), és egRR B)lodivatkoztatasi
rendszerbl megfigyelt szogsebességei kozott:

ahol
w, a medfigyelt test szogsebessége az 1-ég\y#t1) vonatkoztatasi rendszerhez képest

w, a megfigyelt test szogsebessége a 2-é{¥R2) vonatkoztatasi rendszerhez képest
w,, a VR2-nek, a mozgd vonatkoztatasi rendszernek mint merev testnek a szogsedreatiég
vonatkoztatasi rendszerhez, VR1-hez képest.

Alkalmazva a példaban:

A B jelit merev test haladé mozgast végez, vagyis nem forog a kérnyezethez képestazatjo
VR1 vonatkoztatasi rendszerhez képest, ezért 0.

igy a B auténak azA autdéhoz képesti szogsebességg, = —w,, =| 0 {@} :

Hasonldan, a széggyorsulasok kapcsolatara vonatkoz6 6sszefilgggstutonak aAA autohoz
képestiszoggyorsulasas , = —¢ ,,, ugyanis:

Az altalanos dsszefliggés:
E15E, W XW,TE

Alkalmazva a példaban:

£, =0 mert aB autdé nem forog a kdrnyezethez képest (haladé mozgéast végez)
az w,, Xw, tag sikbeli mozgasnal mindig nulla, mert mindkét szégsebességvektdegasra
mozgas sikjara

ebdl O0=¢,+¢£, - £,="€,=| O [@}




3. Ismételjik meg a feladat megoldasat, mas koordinatarendszer valasztassal.
Most is azA jeli autdbdl figyeljik &B jelit autd mozgasat. A megoldas Iépései is ugyanazok, a
kulénbség az, hogy a mozgd koordinatarendszert masképp vesszik fel:

1. |épés:
a vonatkoztatasi rendszerek és a koordinatarendszerek felvétele

Jelolések:
VR1: all6 vonatkoztatési rendszer (1-esi jelerev test)
VR2: mozgd vonatkoztatasi rendszer (2-e$ pekrev test)
KR1: az allé vonatkoztatasi rendszerhez mint merev testhez kotott koordinatarendsze
KR2: a mozg6 vonatkoztatasi rendszerhez mint merev testhez kotott koordinatarendszer

VR1: a nyugvénak és merevnek tekintett kdrnyezet. A hozza kotott KR, y, 3 térfix

VR2: azA jelii autd, mint merev test. A hozza kotott KR2; &,17,{}

A mozgo6 koordinatarendszer origojatAaauto kbzéppontjaban rogzitjik, a mozgas sikjabkwof
tengelyeit pedig az aut6 oldalara legesen, illetve az aut6é haladasi iranyabaig. fengely
parhuzamos a térfixtengellyel, és a& autdval egyutt mozog, 6nmagaval parhuzamosan.

v, =18[ km/h = § m/}

a, =2[ m/s ] y

Vg =36[ km/h = 14 m/%
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2. lépés:

a mozgo vonatkoztatasi rendszer mint merev tesjdsaltapotanak meghatarozéasa az allo
vonatkoztatasi rendszerhez képest, az adott piliema

VR2 merev test, ismert a& = Q pontjanak a sebessége. Ennek a sebességnek ankévéirei KR2-
ben egyszéien felirhatok:

0
Vo =Va=15
0 énd
Ismert azA= Q pont gyorsulasa is, igaz, nem kozvetlenil, de lelegt hatarozni a rendelkezésre
all6 adatokbdl: adott a sebesség, adott a tandengidrsulas és ismert a palya gorbileti sugara.
Az A pont normalis gyorsulasanak irany&bdl O felé mutat, nagysaga pedig:



Ezzel azA = Q2 pont gyorsulasvektora, a KR2 koordinatarendszefbléwa:

0 -5 -5
ap,=a,=a,ta,, =2+ 0= 2
0 0 0 fne

A VR2 mint merev test szogsebességének és szogigsanak meghatarozasa a VR1 allé
kornyezethez képest:

Ugyanugy kell eljarni, mint az 1.-es pontban, vagyondolatban ki kell terjeszteni Azauto
tartomanyat agy, hogy legyen olyan pontja, ameilo ponttal fedésben van. Az igy megkonstrualt
VR2 merev test a térfi®0 ponton atmed, x-y sikra meslegesz tengely koril forog, ezért & ponttal
fedésben I&¥ pontjanak nulla a sebessége és a gyorsulasa. iEzmat a VR2 merev test két
pontjdnak a sebessége és a gyorsulasapbmfzogsebesség és a szbggyorsulas a

Vo= Vo + Wy Xl €S 8, =3, +&, %I, —wy[T,, 0sszefliggésekbmeghatarozhatd.

Ezek az= ¢ tengelybe esnek, igy alakjuk ugyanaz a KR1-bdrnvéelmint a KR2-ben:

0 0 g 0 0 g
ra ra
e e I < S K B I
1 X.Y,2 1 &nd 0.4 X.Y,2 0, &nd

Rendelkezésre éllnak a mozgd VR-nek mint merené&samozgésallapotatmegado vektorok:

Sebességallapot:v, =v,, w,,

Gyorsulasallapot: a, =a,, £,, W,

Ezekre a 4.lépésben lesz szikség pont két, egymashoz képest mozgd R +hegfigyelt

sebességei (és gyorsulasai) kozotti kapcsolaégditoz. Mivel azok az egyenletek mindkét R-b
megfigyelt vektormennyiségeket tartalmaznak, nukosrszamitasokhoz csak ugy leblett

hasznalni, ha a bennik szerfepéktorok koordinatai ugyanarra a koordinatarenasaenatkoznak.
Legyen ez a koordinatarendszer a KR1, és transalpuknaz A= Q2 pont sebességét és gyorsulasat a
KR1-be.

Segédabrak a transzformaciés matrix felirasahoz: cosp = 4 —0¢
3 5 ’
S|n¢ = § =0,6
4 5
cosp - sinp 0,8 - 0,6
X lKRzﬂ KRL sing  cosp =1 0,6 0,8
0 0 1 0 0o 1
0,8 -0,6 0 -3
m
Va=Yo =-=rKR2aKR1|:DYA] w =106 08 0 = 4 [;}

0 0 1j|0 0



3. lépés:
a megfigyelt test mozgasallapotanak leirdsa azkaldrdinatarendszerben, az adott pillanatban

A B jelii auto haladé mozgast végez a VR1-ben, nem forbgt sz6gsebessége és szoggyorsulasa is
nulla.

0
Sebességéllapot w=0, v, =|10 [m adot
0 X, ¥,Z > )
0 _
Gyorsulasallapot £=0, a,=|3 [g adott
0 J

4. lépés:
kapcsolat a B pont sebességének (és gyorsulasanallp €s a mozgo6 vonatkoztatasi rendszerben
felirt alakjai kdzott:

Ve = B, t Ve
Q‘B = QB +_aszélll't6+ _aCorioIis
Ezekben az egyenletekb<;1£’hB ésa, az ismeretlenek, vagyisBapontnak a mozgo VR-bol megfigyelt

sebessége és gyorsulasa. A szallité sebességéiita gyorsulas, valamint a Coriolis gyorsulamse
ismert, de a rendelkezésre all6 adatokbdl, a agdimlapjan kiszamithatok:

A szallité sebesség a mozgo VR (mint merev testh gontjanak sebessége (az allé VR-bol
megfigyelve), amelyikkel a vizsgalt pillanatban agfigyelt pont éppen fedésben van.

Vsaite = Vo T Wn X P .

-3 0 3 -3
Vaais=| 4 [+ 0|x| O|=] 7 {m:|
ol |1] |o| | o S

X,y,z

Ezzel:
Ve = B, * Ve
0 Bsx -3 3
10|=| B, |+| 7 N E}
0 0 ‘y.2




A szallit6é gyorsulas a mozgo VR (mint merev teggrapontjanak gyorsulasa (az allé VR-bdl
megfigyelve), amelyikkel a megfigyelt pont a vizkgallanatban fedésben van.

Qgzaiie = Qo TENXP o5 ~ wgl:‘_)gB

-5,2 0 3 3 |—8,

~1,4|+| 0 |x| o-1 o=|-0, [—}
0 0,4 0 0 0

a
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A Coriolis gyorsulas:

0 3 -6
_ _ _ m
QcOriolis—ZDf_‘lexﬁB_z O|x| 3|=| 6 8_2
1 0 0
Ezzel:
Qg =gt Agaits T A coriolis
QB = Q‘B - gszéllité - _a Coriolis

0| |-8,2| |-6 14,

|2, =|3|-|-0.2|-| 6|=|-2 [m}
S

0 0 0 0

A szbgsebesség és szoggyorsulas szamitasa mirsdéstében megegyezik adebiekben
ismertetettel.

A feladatfizikai megfogalmazasaigyanaz, mint az 1.-es pontbanszamitasi segédeszkdz
kalonbd: masmilyen koordinatarendszert kotottink a mozgdatkoztatasi rendszerhez. Ez nem
befolyasolja a végeredményt. Ugyanazokat a kindaiathennyiségeket kaptuk, mint aslab, vagyis
az auté mozgasa ugyanolyannak latszik egy adotyasdtlapoti masik autébél nézve, akarhogyan
valasztottunk koordinatarendszert.

Hogy milyennek észleli egy mozgd megfigyiehz auté mozgasat, az fiigg annak a vonatkoztatasi
rendszernek a mozgasallapotatol, amelyiken a megfigyelil, de nem fligg a hozza rogzitett
koordinatarendszer megvalasztasatol. A koordinatarendszer MATEMATIKAI
SEGEDKONSTRUKCIO, a vonatkoztatasi rendszer pedig egy FIZIKAILAG
MEGHATAROZOTT objektum.



