HAZI FELADAT — megoldasi segédlet

PONTSZERU TEST MOZGASA FORGO TARCSA HORNYABAN 2.

Anyagi pont dinamikdja neminerciarendszerben

1.

A pont a tarcsdn egyenes palydn mozog, mert a horony kényszert jelent a mozgdsa szamadra.

Az all6 kornyezethez képest a palyagorbe egyenlete €és a pont helyvektora az id6 fiiggvényében nem
irhat6 fel egyszertien, igy a kinematikai mennyiségek (sebesség, gyorsulds) sem. Ezért a pont
mozgdasanak lefrasahoz fel kell hasznélni két, egymashoz képest mozgé VR-ben felirhaté mennyiségek
kozotti kapesolatokat.

ty: Y
El6készité szamitasok, megallapitasok: 0

Az egyik VR a nyugvé kornyezet, inerciarendszer. (VRO = IR).
A masik, hozza képest mozg6 VR a forgd tarcsa. (VR1)

al [
A forg6 tarcsa mint merev test mozgésallapota VRO-hoz képest: R G
Sebességéllapot: v, =0, w,=o

Gyorsulasallapot: a, =0, ®,,=w=konst, ¢&,,=0

<

/A w konst

A forg6 tarcsa mint vonatkoztatasi rendszer NEM INERCIARENDSZER, mert az IR-hez képesti
gyorsuldséllapotidt megad6 vektorok nem mind nulldk:

t: nn nY

a,=0, w,=0#0, ¢£,=0

A VR-ekhez rogzitett KR-ek definidlasa:

VRO-hoz KRO: {0;x,y,z}
VRI-hez KRI: {0=0;¢n,( =7}

A megfigyelt test: az m tomeg{, pontszeriinek tekintett test a horonyban mozoghat.
A t,id6pontban adott p 0= p(t,)helyzetbdl adott 0= B(t,) kezd8sebességgel kezd mozogni a

horonyban.
Hatédrozzuk meg, hogy a pont HOGY AN mozog

a.) a VRI1-hez képest (a tarcsan iil6 megfigyelo szerint)
b.) a VRO-hoz képest (a nyugvé kornyezetbdl megfigyelve)

A ,HOGYAN mozog” kérdés azt jelenti, hogy meg kell hatdrozni a pont helyzetét, sebességét és a
gyorsuldsét az id6 fiiggvényében. Vagyis:

a.) [g(t)]m(, [g(r)]m, [a®)]., .
b) [r®], . k@] . [a®)] .




A pont helyvektora, sebessége és gyorsuldsa a forgé tarcsdn, a horonyban':

£(1) £(1) (1)

pr)=| d B(1)=p(1)=| 0 a(t)=p(1)=p(r)=| ©
0 0 0

&l .
<nd [UNe

irjuk fel a dinamika alaptételét ’a pontszerii testre a mozgd tarcsan iilé megfigyeld szerint:

m-o=F +F

“—valodi = tehetetlenségi

A példaban a valddi erdk: a silyerd (a Fold hatdsa), és a kontakterd (a horony hatdsa).
A tehetetlenségi erdk: a szallitéerd és a Coriolis erd.

A szabadtest abra:

F

— szdllité

VA

IQ

! Jelolés: valamely mennyiség folé irt csillag az id6 szerinti derivéldst jelenti a mozgé VR-ben. Az 4116 VR-beli id§ szerinti

derivalast a mennyiség folé tett ponttal jeloljiik.
% Szavakkal: a kinetikai vektor az adott VR-ben egyenlé a pontszerti testre haté 6sszes eré vektori dsszegével.

Inerciarendszerben az ,,0sszes erd” valédi kolcsonhatdsbol szdrmazik, vagyis az er6k mds testek hatdsai a megfigyelt testre.
Ha nem inerciarendszerben irjuk fel a dinamika alaptételét, akkor ehhez hozza kell adni a vonatkoztatdsi rendszer mozgésa

miatt fellépd latsz6lagos vagy mds néven tehetetlenségi erfket. Az egyenlet jobboldaldn ekkor is az adott VR-ben
észlelhetd osszes erd szerepel: a valddi erdk és tehetetlenségi erdk.



¢(1)

Eszallz_m'g.szazl=_m'(%+éxﬁ_w2£):m'w2' d
0
: 0
0] [<&(r)
ECor:_m.QCGr:_m'Z.C—OXEZ_z.m. O X 0 :_zma) é:(t)
w 0
Ezekkel a mozgasegyenlet 3
ok ) 0
m-¢(1) 0 0 m-w”-&(1) ,
0 =l 0 |+ K, |+ m-w’-d |+ —2~m-w-§(t)
0

0 -m-g K. 0

A kontakterd merdleges a horonyirdnyra, vagy ami ugyanaz: a kontakteré ¢ irdnyd komponense nulla,
mert a sirlédast elhanyagoltuk. (A sima érintkezés idedlis kényszer.)
A mozgésegyenletnek megfelel harom skaldregyenlet:

(1) m&(t)=m-o®-&(r)

(2) 0=K”+m-w2~d—2-m-a)-§(t)

(3) O0=-m-g+K,
A (2)-es és a (3)-as egyenletbdl a kontakteré komponenseit lehet meghatarozni.

Az (1)-es egyenlet a mozgdsegyenlet horonyirdnyu vetiileti egyenlete, vagyis a mozgast a horonyban
lefr6 & (1) mozgastdrvényre vonatkozé differencidlegyenlet:

sk

F)=wE(t) > |E(1)-w-&(r)=0

A kezdeti feltételek:
[1] ¢(z=0)=0

2] &(r=0)=4,

A megoldést a kbvetkezd alakban keressiik: &(1)=C e’
Derivaljuk egyszer: é‘(t) =C-1-e"

ok

kétszer: &(t)=C -7 e

Helyettesitjiik a differencidlegyenletbe: C-Z-e”' —w*-C-e"" =0
C-e" ~(/12 —a)z):O - A,=tw

3 A dinamika alaptételének egyenletét mozgasegyenletnek is szokds nevezni, kiilonosen akkor, amikor benne az id6fiiggés
is fel van tiintetve. A mozgdsegyenlet a helyzetvektorra vonatkozé masodrendi differencidlegyenlet.



A megoldds: &(1)=C,-e”" +C, e

E(t)=C,-w-e”" =C,-w-e™

A C, és C, konstansok meghatdrozasa a kezdeti feltételekbdl:
[1]-» 0=C,+C, —» C,=-C,
By By

[2]> B,=C,0-C,-0=2-C;r0 — C, = , C,=—
2-w 2-w

Ezzel a pont helyzete a horonyban, az idé fiiggvényében: (mozgéstorvény a horonyban):

f(t): Fo e’ — Py e"”":ﬁ-shwt
— 2-w 2-w w

2.
A pont horonyban valé mozgasat megadé helykoordindta, sebesség és gyorsulés:

é’(t)zﬁ-sha)t
w

B(1)=¢(1)= B, -cho

a(t)=¢(t)=pB, o -shot

A helyzet-, sebesség- és gyorsuldsvektor a forgé tarcsdhoz (VR1) rogzitett KR1-ben:

_IB()
_CE([)_ ;-sha)t
plt)=| d |= d
0 0

Ezzel meghatdroztuk a pont mozgasit a tarcsaba vajt horonyban.



Az all6 kornyezethez képesti sebesség és gyorsulas meghatarozasahoz felirjuk a két, egymashoz
képest mozg6 vonatkoztatési rendszerbdl megfigyelt sebességek (és gyorsuldsok) kozotti kapesolatot:

v=R8+ Viaum a=a+ A siuiirs T4 Coriotis
—_— —_— (N
—_— ~ 2-0xp
%"‘Qxﬁ %+é><£—a)2£
y a Coriolis
n

v

= szdllito

w konst.

w konst.

&(1) ;O'sha)t
()=p()=| @ | =
0 ¢ 0
- &g
(1) T07 [¢()] |E(0)-w-d B, -chot-w-d
v(e)=| 0 |+|0|x| d |=| w-&(1) =| B, shot
0| |o]| o0 0 0 o
N
(| ] [o] |é f(f)“"z‘f(f)W 0
a(t)=| 0 |—o*-| d |+2:]0|x| 0 |=|-0"-d+2-0-&(t)|=|-w*d+2 @ B, chowt
0 0 ) 0 0 0 e
] |

Ezzel a pont VRO-ban észlelt sebessége és gyorsuldsa (,,abszolit” sebesség és gyorsulds) a KR1-ben
all rendelkezésre.



Megjegyzés:

abbdl, hogy az abszoliit gyorsulds horonyirdnyt vetiilete nulla, gyakran tévesen arra
kovetkeztetnek, hogy akkor az abszoliit sebesség horonyirdnyu vetiilete konstans kell legyen.

Mérpedig az nem nulla: &(t)—w-d #0

Mi a hiba a kivetkeztetésben? *

A helyvektort, vagyis a mozgastorvényt, valamint az abszolit sebességet és gyorsulast a
kornyezethez rogzitett KR0-ben szeretnénk felirni.
Ehhez koordinétatranszformaciot kell végrehajtani: tetszéleges ¢ id6pontban a tarcsa — és ezzel KR1 —
szogelforduldsa a nyugvé kornyezethez kotott KRO z tengelye koriil: w =w-¢.

[K]x,y,zz T '[K]é,u,i

KR1— KRO

A transzformaciés matrix:

cosy —siny 0

VAN Y

¢

-7

/ﬁ’l// = wt

T =|siny cosy 0

KR1— KRO O 0 1

Transzformaljuk a helyvektort:

cosy —siny 0]]|&(r) &
K(t)]x,y,z =|siny cosy O]| d =<
0 0 1 0

(t)-coswr—d -sinwt
(¢)-sinwt+d - coswt
0

X

)y'/ = w = konst

-shwt-coswt —d -sin wt

-shwt-sin wt +d - cos wt

8,
w

I3
w

0

* Az abszolit gyorsulds horonyiranyu vetiiletének nulla volta dinamikailag azt jelenti, hogy nincs valddi eré
horonyirdnyban. Ha a horony IR lenne, akkor ebbdl a tehetetlenség torvénye értelmében tényleg az kovetkezne,
hogy az abszolit sebesség horonyirdnyban allandé. De a horony NEM INERCIARENDSZER, mert forog egy IR-
hez képest: az IR-hez képesti gyorsulasallapotat leiré harom vektor koziil egy nem nulla:

29297 Qm:QiQ’ §10:Q

Az abszoliit gyorsuldsvektort az all6 kdrnyezethez kotott megfigyeld észleli. Koordindtdinak kifejezése a £, 7,

KR-ben az abszoliit gyorsuldsvektor horonyhoz képesti mindenkori dlldsét jelenti. A példdban az abszoliit gyorsulds
minden pillanatban merdleges a horonyirdnyra, mivel csak az 77 koordinatdja nem nulla.

d
Kinematikailag: az a = —X, illetveaz a=0 =
dt

v =dllando 06sszefliggések csak egyazon VR-en beliil

érvényesek. Ilyen kovetkeztetéseket csak akkor lehet levonni, ha a gyorsuldsvektort ugyanabban a VR-ben észleljiik,

mint amelyikben az id§ szerinti derivaldst végezziik.




Transzformaljuk a sebességvektort:

cosy —siny 0]|v, Vv, -coswi—v, -sin wt
[y(t)LN =|siny  cosy O|v, =| v, -sinwr+v, -coswt
0 0 1f[o], . 0

(E(t)—a)-dj-cosa)t—w‘cf(t)'sina)t

(/)’0-chwt—a)-d)-cosa)t—ﬁo-sha)t-sina)t

v(r)= [f(t)—w-dj~sinwt+co-§(t)~cosa)t = (ﬁo~cha)t—co~d)-sina)t+ﬂ0-shwt-cosa)t

0

Transzformaljuk a gyorsuldsvektort:

cosyy —siny 0| O —a, -sinwt
Q(t)]m’z =|siny  cosy 0||a, =| a,-coswt |=
o o 1flo], 0

(wz-d—2‘w‘,80'cha)t)-sina)t
a(t)=|(-w’-d+2-0-p, chot)-coswt
0

0

(a)z-d—Z-wé(t))-sincut

(—a)2~d+2-a)~£‘(t)j-cosa)t
0

X,¥,2




Pythagorasz tétellel kiszdmithat6 a & koordindta a peremre érkezés pillanatdban:
&(t)=¢ =VR*—d” =0,968[m]

Ismert a mozgdstorvény a horonyban:

f(t)=&«sha)t - f(tl)=§l=&~sha)tl ebbol tl:l~msh[é;w]:0,228[s]
w

) ) )

A tarcsa dllandé @ szogsebességgel forog. A szoghelyzete az id6 fiiggvényében: l//(t) =w-t
w(t,)=w-1,=2,28[rad]=130,7°

A 2. pontban felirt idofiiggvényekbe helyettesitjiik a ¢, = 0,228 [s] értéket:
ﬂ(tl)zﬁo.chwt1:9,89[2} B(1,)=9,89¢.
s I
a(tl):ﬁo.w-sha)tl:96,82[?} g(fl):96,82§§

A kényszereré komponenseit a dinamika alaptételének mésodik és harmadik skaldregyenletébol
szamitjuk: (1d. 2. pont)

(2) 0=K, +m-o’d-2mw&(t) > K, =-m-od+2-mo-f(t)=1728[N]
(3) O=-m-g+K, — K,=m-g=981[N]
0
K(1)=|1728| [N]
98,1, ,

Az abszolut sebességet és gyorsuldst szintén a 2. pontban felirt idéfiiggvényekbdl szamitjuk, a
t, =0, 228[3] érték behelyettesitésével:

KR1-ben:
Blt)-o-d 7,39
v()=| we(n) | =|o.e8 M
0 0 &l
&g
aft,)-o® (1) 0
a(t))=|~0*-d+2-0-p(1)|=|172,7 Lﬂz}
0 0

[§UNe



KRO-ban:

(ﬁo-cha)tl—w-d)~coswtl—ﬁo~shwt1~sina)tl ~12.16
y(tl): (,[)’0~cha)t1—a)-a’)'sina)tl+ﬁ0-shcot1-cosootl =| -0,71 {2
S
0 U
X,¥,2
(a)zd—zwﬂocha)ll)SHla)ll _130,99
2 m
g(tl)z (—a) -d+2'a)'ﬂ0~cha)tl)-cosa)t1 =| -112,6 [—2
S
0 0 1.
X,¥,2

Megjegyzés:

A fent ismertetett feladatmegoldds sordn megoldottuk a horonyban felirt mozgasegyenletet,
(megoldottunk egy masodrendii differencidlegyenletet az adott kezdeti feltételekhez), majd ebbdl
meghataroztuk a kinematikai mennyiségeket (hely, sebesség, gyorsulds) az id6 fiiggvényében.

Mis meggondolds alapjdn, a "fényképfelvétel" szemlélette]l megvalaszolhatdk a 3. kérdés c., d., e.
pontjai, vagyis kiszamithat6 a relativ sebesség és gyorsulds abban a pillanatban, amikor a pont a tircsa
peremére ér°, kiszamithat6 ekkor a horonyfalrél és fenékrdl a pontszerii testre hat6 kényszererd is, de
nem tudjuk megmondani, mikor ér a pont a tircsa peremére, és hogy milyen szoghelyzetben van a
tarcsa ekkor.

Megoldas a "fényképfelvétel”" szemlélettel:

3.c.
A munkatétel a forg6 tarcsan, a P, p, pozicié kozott, vagyis a [to, IJ intervallumra :
T(t,)-T(t,) =W,
- . I ( - 1 1
A mozgasi energia megvaltozdsa ¢, és t, kozott: T(t1 ) -T (to) = Em - B} —Em B
A munkatétel jobboldaldn W, a testre hat6 0sszes eré munkdjat jelenti a [ro, tl] intervallumban. A

munkatételt a forgd tarcsan irjuk fel, neminerciarendszerben, ezért a testre hato dsszes erd alatt a
valédi erdk €s a tehetetlenségi erdk osszegét kell érteni, vagyis a tarcsdhoz kotott megfigyeld altal
észlelt 0sszes erd mechanikai munkdjat kell felirni a munkatétel jobboldaldn.

A példaban a valddi erdk: (mds testekkel valo kdlesonhatdsbol szarmaznak): a sulyerd és a
horonyfal (oldalfal és fenék) hatdsa. A tehetelenségi erdk: a szallitéerd és a Coriolis erd.

F +F =G+K+ FouwstF

Z—valodi ' =—tehetetlenségi =Coriolis

° Fényképfelvétel szemléletiinek nevezziik az olyan differencidlegyenleteket, amiket egy adott idSpontban vett

se 2t 2

¢ Az egymdshoz képest mozgé VR-ekben felirt kinematikai mennyiségek kozotti kapesolat alapjdn
(v=B+V ;» a=0+a +a ) kiszdmihatjuk az abszolut sebességet és gyorsuldst is, de csak a KR1-ben, a

— szdllito — Coriolis

tarcsahoz rogzitett koordindtarendszerben tudjuk felirni a koordindtdit, hiszen nem ismerjiik a tircsa szoghelyzetét KRO-
hoz képest.



’, 4 ag

Wor = I (Q+K+Exza’lh’té +EcOn‘olis)‘d/_7 P= d| — d£: 0
0 0

pl)

A tehetetlenségi er6k meghatarozasa:

2 2 2
Esza’llz’ta’:_m'gsza'llz’té:_m'(%-‘rgxl_}_w B):mw p=m-w|d

0
0| |8 0
ECoriozis:_m'Qc{;riohs=_m’(2'QX£)=_2'm 0[]0 |==2-m o p
®| |0 0
0 0 & 0
Fisii  Erenereensesi =| 0 || K, +m-@’|d|-2-m-o|f
—mg K, 0 0

A horonyban valé mozgas folyaman az er6knek csak a horonyirdnyd komponense végez
mechanikai munkét. Az erdk fenti felirdsabdl latszik, hogy csak a szallitéerOnek van horonyirdnyd
komponense. Igy a munkatétel jobboldala:

e[| O 0 ¢ 01 [d¢] sy 1
Wy=[|| 0 |+ K, |+m-@’|d|-2:ma|B|[| 0 |= | mea-§df=m- (R ~d*)
Lol|-mg | | K, 0 0 0 fo=0

1 21 2 2 1
—m-p;——m-py=m-@ -—-
5 B 5 B, 5

S

(f-0) ~ po=pire (£-a)  p=om["]

A dinamika alaptételét irjuk fel a tdrcsdhoz kotott VR-ben, abban a pillanatban, amikor a pont a
tarcsa peremére ér:

a tarcsdn megfigyelhetd kinetikai vektor egyenld az anyagi pontra haté valddi (vagyis mds testekkel
vald kolcsonhatasbol szarmazd) erdk plusz a (VR mozgésa miatt fellépd) tehetetlenségi erék
Osszegével :

+F

ma=G+K+F ..+ F
—
valodi tehetetlenségi

" Négyzetgyokvondskor a + vagy a — eléjelet kell figyelembe venni? Masképp fogalmazva a kérdést: megfordulhat-e a
horonyban a pont mozgéasanak irdnya? Erre a kérdésre a "nem fényképfelvétel" szemléletii megoldds segitségével lehet

felelni. Ott meghatdroztuk a relativ sebességet az id6 fiiggvényében: (t) = 3, -ch wt . Ebbdl kiolvashaté, hogy a relativ

sebesség eldjele minden r-re megegyezik S, eldjelével. (Mert a chx fiigvény mindeniitt pozitiv.)
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m-a, 0 0 m-w” ¢ 0
0 |=| 0 [+ K, |+ m-w -d|+|-2-m-o-p,
0 -m-g K, 0 0

Ebb3l &, =@ -£, =96,8 Lﬂz}

A kényszererd komponenseit ugyaniigy szamitjuk, mint az elébb:

KW:—m-a)2-d+2-m-a)-ﬁl:1728[N]
K(:m‘g=98,1[N]

Ugyantigy, mint a 2. pontban, azzal a kiilonbséggel, hogy minden mennyiség a ¢, iddpillanatban

vett helyettesitési értékével szerepel.

Blt)-w-d 7,39
o()=| we(n) | =|o.e8 M
0 0 <l i
[Y/Ee
“(tl)_wz'f(tl) 0
a(t))=|~0*-d+2-0-p(1)|=|172,7 ?2
0 0

[N

Most nem tudjuk felirni ezeknek a vektoroknak a koordinatdit a VRO kornyezethez rogzitett KRO-
ban, hiszen a tarcsa szoghelyzetének ismerete nélkiil a VR1 tarcsahoz kotott KR1 helyzete sem
ismert.
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