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végeselem programba! A szakirodalomban talalt tesztfeladatokkal ellendrizze a programot
és értékelje a kapott eredményeket.
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1. BEVEZETES

1.1. A DOLGOZAT CELKITUZESEI

A dolgozat 16 célkitlizése az ABAQUS/CAE programrendszer szamara a logaritmikus fesziiltség-
sebességen alapuld nulladrendli hipoelasztikus anyagmodell elkészitése UMAT szubrutin
formajaban. A szubrutin megirdsit FORTRAN 77 kornyezetben kell elvégezni.

Cél a hipoelasztikus testek konstitutiv egyenleteinek részletes vizsgalata, amely foként az ismertebb
objektiv fesziiltség-sebességek tanulmanyozasabol all. A hiperelasztikus testek anyagegyenleteinek
csak ¢érintéleges ismertetése torténik, ugyanis a logaritmikus fesziiltség-sebességre épiild
hipoelasztikus konstitutiv egyenlet megfeleld feltételek mellett atjarast biztosit hiperelasztikus
anyagegyenletbe.

A szubrutin megirdsahoz a ndvekményes konstitutiv egyenletekre numerikus integralasi algoritmust
kell alkalmazni. Ezen numerikus algoritmus, illetve az ABAQUS UMAT szubrutin teszteléséhez
(ellendrzéséhez) sziikséges a kiilonbozo tesztfeladatokra végzett analitikus szamitasok elvégzése is.

A dolgozat o célkitlizésén kiviil megvaldsitasra keril a Zaremba-Jaumann-Noll-féle, Green-
Mclnnis-Naghdi-téle és az Euler-féle tridd spintenzoran alapuld objektiv fesziiltség-sebességek
felhasznaldsaval kapott nulladrendli hipoelasztikus konstitutiv egyenlet ABAQUS UMAT
szubrutinjanak megirasa is.

A dolgozatnak nem célja az ABAQUS végeselemes szoftver hasznalatanak részletes bemutatéasa.

1.2. A DOLGOZAT TARTALMI ATTEKINTESE

A dolgozat 6t f6 fejezetre tagolddik: Kontinuummechanikai alapok; Hipoelasztikus anyagmodell;
Hiperelasztikus testek; Analitikus szdmitasok; Numerikus szamitasok.

Els6ként a kontinuummechanikai alapok Osszefoglaldsa torténik. Bemutatdsra keriilnek
a deformacioval kapcsolatos mennyiségek szarmaztatdsa, a kiilonb6zd alakvaltozési tenzorok
szamitasa. A fesziiltségi tenzorok ismertetése utdn az objektivitas értelmezése kovetkezik, ami
elengedhetetlen az objektiv derivaltak bevezetéséhez, melyek egy lehetséges csoportositds (nem
egylittforgd és egylittforgd) szerint keriilnek targyaldsra. Ezt kovetden az ismertebb objektiv
fesziiltség-sebességek 0sszefoglalasa torténik.

A kovetkezd fejezetben a hipoelasztikus testek targyaldsara kertil sor, ahol f6ként a nulladrendii
hipoelasztikus anyagmodell esetén érvényes konstitutiv egyenlet ismertetése torténik. Tovabba
bemutatasra keriil, hogy miként képezhetd a logaritmikus fesziiltség-sebesség esetén érvényes
konstitutiv egyenletbdl hiperelasztikus anyagmodell. Emiatt a hiperelasztikus testek ismertetésére
szolgalo fejezet csak érint6legesen targyalja hiperelasztikus anyagmodelleket. Célja a logaritmikus
derivalt felhasznalasaval képezhetd hiperelasztikus anyagmodell bemutatésa.




Az analitikus szamitdsokat tartalmazé fejezetben két tesztpéldan (egyszerli nyirds, zart terhelési
ciklusi példa) a nulladrendli hipoelasztikus anyagmodell felhasznalasaval végzett analitikus
szamitasok keriilnek ismertetésre, kiilonbozo objektiv fesziiltség-sebességek alkalmazasa esetén.
A zart terhelési ciklusu példa segitségével képet kaphatunk a marado fesziiltségekrdl a zart terhelési
ut végén. Mint majd lathat6 lesz, a logaritmikus fesziiltég-sebesség kivételével minden esetben
marad fesziiltség a zar6do deformécio végén annak ellenére, hogy az alakvaltozas tisztdn rugalmas.
Osszehasonlitasra keriilnek a kiilonbozé fesziiltség-sebességek esetén szamitott fesziiltség-
komponensek.

A numerikus szamitasokat tartalmazé fejezetben elséként az egyiittforgd derivaltakra Simo és
Hughes altal javasolt [51] numerikus integralasi algoritmus ismertetése torténik. Ezt kovetden az
egyszerll nyiras példajan az algoritmus tesztelése kovetkezik szimbolikus matematikai szoftver
segitségével (MAPLESOFT MAPLE 9.01). Bemutatdsra keriil az ABAQUS altal alkalmazott
konstitutiv modell véges alakvaltozasok esetén. Ezt kovetden az UMAT szubrutin altal kinalt
lehetdségek ismertetése kovetkezik, majd a dolgozat {6 tartalmi részét képezdo ABAQUS UMAT
szubrutinok FORTRAN kodjainak ismertetése. Ezek utan az analitikus szamitasoknal felhasznalt
két tesztpéldara érvényes ABAQUS modell input file-jainak ismertetésére keriil sor. Legvégiil az
ABAQUS UMAT szubrutinok segitségével szamitott numerikus értékek Osszehasonlitasa
kovetkezik az analitikus megoldasokkal.

A dolgozat sordn a matematikai miveletek elvégzéséhez, ellenérzéséhez MAPLESOFT MAPLE 9.01
szimbolikus matematikai szoftver hasznalata tortént.

1.3. ALKALMAZOTT JELOLESEK

A dolgozat folyaman az invarians ¢s indexes jelolésmod hasznélata (az Osszegzési konvencio
érvényessége mellett) is torténik. Skalaris mennyiségek jelolésére dolt karaktertipust, a vektorok és
masodrendli tenzorok jelolésére pedig vastag (bold-face) karaktertipust hasznalok. A negyedrendii
tenzorokat ,,CommercialScript BT” betiitipus jeldli (pl: .2, &, €).

Tenzorok vektoridlis, tenzoridlis (diadikus) és belsé szorzatait rendre x, ®, : jeldli. Skalaris
szorzatnal a - jelolés elhagyasra kertil.

Amennyiben a és b vektorok, és C, D masodrendii tenzorok, valamint & negyedrendi tenzor,
akkor a kovetkez6 szorzasok értelmezettek:

(a ®b); 1: a.b;,
C:D=CD,,
(CD), =C,. Dy,

C®D), =CD,,

(
(‘% : C)ij = H3C»
(C %)ij = Ckl%lij'
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( )SZBI

)

( )SZBZ
( )ZJN

det( )

tr( )

Grad( ), Vy, 9( )/oX

grad( ), V., 6( )/8x

A dolgozatban hasznalt operatorok és fontosabb jelolések a kovetkezok:

transzponalas,
inverz képzés,
szimmetrikus rész,

antiszimmetrikus rész

anyagi 1d6 szerinti derivalt,

objektiv derivalt,

Truesdell-féle objektiv derivalt,

Oldroyd-téle objektiv derivalt,

Cotter-Rivlin-féle objektiv derivalt,

Durban-Baruch-féle objektiv derivalt,

Szabo-Balla-1-féle objektiv derivalt,

Szabo-Balla-2-féle objektiv derivalt,

Zaremba-Jaumann-Noll-téle objektiv derivalt,

Green-MclInnis-Naghdi-féle objektiv derivalt,

Euler-téle triad spintenzoran alapulo6 objektiv derivalt,

Lagrange-féle triad spintenzoran alapuld objektiv derivalt,

logaritmikus objektiv derivalt,

determinans,

elsd skalar invarians (trace),

azonositd konfiguracion értelmezett gradiens képzés,

pillanatnyi konfiguracion értelmezett gradiens képzés,




o

Qcygp<q73kﬂ1=m

P
Q

ba

masodrendli egységtenzor,
negyedrendii egységtenzor,

azonosito konfiguracio,

pillanatnyi konfiguracio,

pillanatnyi konfigurdcié merevtest-szerli mozgas utan,
egylittforgo konfiguracio,

anyagi pont az azonositd konfiguracioban,

anyagi pont a pillanatnyi konfiguracioban,

pillanatnyi konfiguraci6 anyagi pontja merevtest-szerti mozgas
utan,

anyagi pont helyzete az azonositd konfiguracioban,
anyagi pont helyzete a pillanatnyi konfiguracioban,
altalanos leképzés,

valos szamok halmaza,

az azonositd konfiguracid ortonormalt bazisvektora,
a pillanatnyi konfiguraci6 ortonormalt bazisvektora,

elmozdulasvektor,

alakvaltozasi gradiens tenzor,

térfogatvaltozas mértéke, Jacobi-determinans,
polarfelbontasbol szarmazd ortogonalis forgato tenzor,
jobboldali nytjtastenzor,

baloldali nytjtastenzor,

F, U, V sajatértékei,

fonyulasok diagonalis tenzora,

balodali Cauchy-Green-féle deformécios tenzor,
jobboldali Cauchy-Green-féle deformacids tenzor,
b, C sajatértékei,

b, C sajatértékeibdl képzet diagonalis tenzor,

U, C egység sajatvektora,

V, b egység sajatvektora,

U, C bazis tenzora (sajatprojekcidja),

\%

, b bazis tenzora (sajatprojekcidja),




Ry Lagrange-féle egység sajatvektorok ortogonalis forgatod
tenzora,

R, Euler-téle egység sajatvektorok ortogonalis forgato tenzora,

B Piola-féle deformacios tenzor,

E Green-Lagrange-féle alakvaltozasi tenzor,

H azonosito konfiguracion értelmezett Hencky-téle alakvaltozasi
tenzor,

E" altalanositott Lagrange-féle alakvaltozasi tenzor,

c Cauchy-féle deformacios tenzor,

e Almansi-Euler-féle alakvaltozasi tenzor,

h pillanatnyi konfiguracion értelmezett Hencky-féle alakvaltozasi
tenzor,

e altalanositott Euler-féle alakvaltozasi tenzor,

—

Euler-téle sebességmez6 gradiens tenzor,

d alakvaltozas-sebesség tenzor,

D visszaforgatott alakvaltozas-sebesség tenzor,

w orvénytenzor,

A feliiletelem vektor az azonositoé konfiguracion,
a feliiletelem vektor a pillanatnyi konfiguracion,
p fesziiltségvektor,

c Cauchy-téle fesziiltségi tenzor,

P els6 Piola-Kirchhoff-féle fesziiltségi tenzor,

S masodik Piola-Kirchhoff-féle fesziiltségi tenzor,
T Kirchhoff-téle fesziiltségi tenzor,

T visszaforgatott Kirchhoff-féle fesziiltségi tenzor,
QN Zaremba-Jaumann-Noll-féle spintenzor,

QoM Green-Mclnnis-Naghdi-féle spintenzor,

QF Euler-féle triad spintenzora,

Q* Lagrange-féle triad spintenzora,

Q- Lagrange-féle triad spintenzora a pillanatnyi konfiguracidba

forgatva,

Qe logaritmikus spintenzor.




2. IRODALMI ATTEKINTES

A hipoelasztikus anyagmodell bevezetésében ¢és altalanositasaban Truesdell jatszotta a dontd
szerepet [54]. Attol fiiggéen, hogy az 4altala bevezetett altalanos hipoelasztikus konstitutiv
egyenletben milyen objektiv fesziiltség-sebességet alkalmazunk, kapunk eltéré jellegli
anyagmodelleket. A hipoelasztikus konstitutiv egyenletben eredetileg a Zaremba-Jaumann-Noll-
féle fesziiltség-sebesség hasznalata tortént [54], de azdta szdmos mas objektiv fesziiltség-sebesség
hasznalatanak javaslatara keriilt sor. Az objektiv fesziiltség-sebességeket két csoportra szokas
felosztani: nem egyiittforgd, és egyiittforgo fesziiltség-sebességekre [52], [63]. Az utdbbi években
az eddig ismert objektiv fesziiltség-sebességeken kiviil egy 1) bevezetésére keriilt sor Xiao, Bruhns
€s Meyers altal [55], [56], [59]. Ez a logaritmikus fesziiltség-sebesség. Bevezetését az elozte meg,
hogy keresték, vajon melyik alakvaltozasi jellemz6 melyik objektiv derivaltja allitja el6 az 1 Euler-
féle sebességmezd gradiens szimmetrikus részét képezd d alakvaltozas-sebesség tenzort?
Bizonyitottdk, hogy ez a pillanatnyi konfiguracion értelmezett Hencky-féle alakvaltozasi tenzor
logaritmikus derivaltja [56]. A logaritmikus derivalt felhasznalasaval képzett nulladrendi
hipoelasztikus anyagegyenlet kedvezd tulajdonsidga, hogy integralhatd, és az integralassal egy
izotrop hiperelasztikus konstitutiv egyenletet kapunk [56], [61]. Ismertetésre keriilt a jellegzetesebb
objektiv egyiittforgd derivaltak bazisfiiggetlen leirasmddja is [57], [58], [59], [61]. A logaritmikus
fesziiltség-sebesség alkalmazasa esetén a nulladrendii hipoelasztikus konstitutiv egyenlet tovabbi
elényds tulajdonsaga az, hogy — ellentétben a tobbi ismert fesziiltség-sebességgel — zart terhelési
ciklusu deformacié esetén nincs marado fesziiltség [31], [36], [37]. Ez kiilonb6zd zart terhelési
ciklust példak (kor, ellipszis és négyzet mentén zar6do) esetén is ismertetésre keriilt [36], [37],
[31]. Bruhns, Xiao és Meyers az altaluk bevezettet logaritmikus fesziiltség-sebesség esetén érvényes
nulladrendli  hipoelasztikus anyagmodellb6l képzett hiperelasztikus konstitutiv egyenletre
vonatkozolag kozoltek analitikus szamitasokat téglalap keresztmetszetli rud hajlitasara is [15].

Kezdetben a numerikus algoritmusok a Zaremba-Jaumann-Noll-téle és a Green-Mclnnis-Naghdi-
féle fesziiltség-sebesség alkalmazasa esetén érvényes konstitutiv egyenletre vonatkoztak [25], [26],
[20], [47], [42], [43]. Simo és Hughes azonban Osszefoglaléan kozolt numerikus integralasi
algoritmust mind egyiittforgd, mind nem egyiittforgod fesziiltség-sebességek alkalmazasa esetén
érvényes konstitutiv egyenletre [51]. Az egyiittforgd derivaltakra érvényes numerikus algoritmus
felhasznalja a masodrendt, ferdén szimmetrikus tenzorok exponencialis leképzésének zart alakban
torténd eldallitasat, ezaltal az egylittforgd konfigurdcidohoz tartozd ortogonalis forgatd tenzorok
szamitasa pontosabb. Ez az algoritmus megtalalhatd Lin munkdjaban is [32]. Zhou és Tamma az
egyszerl nyirds példajan kozli a kiilonbozd objektiv fesziiltség-sebességek esetén a Hughes-Winget,
Rubinstein-Atluri és Flanagan-Taylor algoritmusok eredményeit, ezenkiviil két 0j szamitasi
algoritmust k6z0l, az egyiket egyiittforgo fesziiltség-sebességekre, a masikat a logaritmikus
fesziiltség-sebességre vonatkozolag [66].




3. KONTINUUMMECHANIKAI
ALAPOK

Ebben a fejezetben a dolgozat tovabbi fejezeteihez sziikséges kontinuummechanikai alapok
Osszefoglaldsa torténik. Részletezésre kerlilnek a fontosabb kinematikai mennyiségek szdmitésa,
illetve az ezek felhasznélasaval szdmithatd tovabbi mennyiségek meghatarozasa is.

3.1. KONTINUUMOK KINEMATIKAJA

X;

E;
X
X t=0
azonosito pillanatnyi
konfiguracié konfiguracié

1. abra: Az azonosito és pillanatnyi konfiguracio értelmezése.

Jelolje a mozgd kontinuum tetszSleges pontjat az azonositd (kezdeti) konfiguracioban P°, a
pillanatnyi konfigurdciéban P'. Legyen Q,c R’ a kontinuum azonosité konfiguraciéja, valamint

jeldlje XeQ, P° térbeli helyzetét ebben a konfiguracioban. Q, leképzését a ¢ idépontban a
pillanatnyi Q R’ konfiguraciora a @ :Q,—> R’ végzi. A test tetszéleges pontjdnak az azonositd

¢s a pillanatnyi konfiguracidban elfoglalt helyzete kozotti 6sszefiiggés:
x=9,(X,1). S

A tovébbiakban az azonositd és a vonatkoztatatdsi koordinata-rendszerek origoi, bazisvektorai és
tengelyei egybeesok.




)(1,)(71

2. abra: Az elmozdulasvektor.

A deformacié sordan P' és P° kozott értelmezhetd az elmozdulasvektor (displacement vector),
amely megadhaté mind az azonositd konfigurdcid, mind a pillanatnyi konfiguracié bazisaival.
Mindkét esetben az u jel6lés hasznélata torténik.

u=U,E, =ue,. (3.2)
u=x-X. (3.3)
Az alakvaltozési gradiens tenzor (deformation gradient tensor) szamitasa:

x_odp,

F:VXXzVX(Pt(X’t)zaX aX
A

(X,t)E, ®e, =F, E, ®e,, (3.4)
ahol {E,} aias ©8 {e, }a:1 ,; Q, ¢és Q ortonormalt bazisait jelentik. Az alakvaltozasi gradiens
tenzor segitségével képezhetd a kapcsolat a pillanatnyi €s az azonositd vonalelem, feliiletelem és
térfogatelem kozott:

dx=FdX, da=JF"'dA, dv=JdV, (3.5)

ahol J =detF a térfogatvaltozas mértéke (Jacobi-determinans).

Mivel az anyagi kontinuumelem leképzése soran a tiikrozés fizikailag nem valdsithaté meg, emiatt
jogos az a feltételezés, hogy J >0. Masképpen megfogalmazva: a kontinuumelem mindig
pozitivnak vett dV térfogateleme a leképzés sordn mindig pozitiv dv térfogatelembe megy at.
Amennyiben a tiikr6zés lehetséges lenne, akkor dv negativ eldjeliivé valhatna [29].




Az azonositd konfigurdcid bazisaival megadott mennyiségek esetén Lagrange-féle leirdsrol
(Lagrangian (material) description), a pillanatnyi konfiguracié bézisaival torténd
megadaskor Euler-téle leirasrol (Eulerian (spatial) description) beszéliink.

3.1.1. AZ ALAKVALTOZASI GRADIENS POLARIS FELBONTASA

A deformaci6 egy specialis esete a forgatas, melynek soran a vektorok orientacioja valtozhat, de a
hosszuk nem. Ez esetben az alakvaltozasi gradiens ortogonalis tenzor.

Teljesen eltérd esete a deformacionak a nyujtas, melynek soran a vektorok hossza valtozhat, de
orientacidjuk nem. Ez esetben az alakvaltozési gradiens szimmetrikus és pozitiv definit. Fontos
megjegyezni, hogy amennyiben az alakvaltozasi gradiens szimmetrikus, akkor az nem feltétlentil
jelent tiszta nyujtast. A szimmetrikus tulajdonsdg miatt a nyujtds matrixa a féiranyok bazisdban
diagonalis.

Az alakvaltozési gradiens polaris felbontdsanak matematikai alapja az, hogy egy tetszdleges
invertalhaté masodrendl tenzor felbonthatd egy ortogonalis tenzor és egy szimmetrikus pozitiv
definit tenzor kombinécidjara. Jelen esetben az ortogonalis tenzor szerepét a forgatas tenzora tolti
be, mig a szimmetrikus pozitiv definit tenzorét a nyujtas tenzora.

Attdl fiiggden, hogy a nyujtas a forgatas eldtt, vagy utan kovetkezik két esetet kiillonboztetiink meg.
Az egyik szerint el6szor a kontinuum nyujtasa torténik, majd a merevtest-szerii elforgatas:

F=RU, (3.6)

ahol Re R’ xR’ az ortogondlis forgatd tenzor (rotation tensor) és UeR’ xR’ a pozitiv
definit jobboldali nyujtastenzor (Lagrangian stretch tensor vagy material stretch
tensorvagy right stretch tensor).

Amennyiben els6ként a forgatés torténik, majd az elforgatott llapotban a nyujtas:
F=VR, (3.7)

ahol VeR’ xR’ a pozitiv definit baloldali nyQjtastenzor (Eulerian stretch tensor vagy
spatial stretch tensorvagy left stretch tensor).

A forgat6 tenzor egy ortogonalis kétpont tenzor, melyre teljesiil:
R'R =39, R"=R", R=R", (3.8)
ahol o jelenti a masodrendii egységtenzort.

Legyen Y az azonositd konfigurdcion, z pedig a pillanatnyi konfigurdcion értelemezett
méasodrendii tenzor. Ekkor az eléreforgatott Y alatt az RYR", a visszaforgatott z alatt pedig az

R"zR mennyiséget értjiik.
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A 2. 4bra a polaris felbontast szemlélteti egy 2 dimenzids példan keresztiil. A nytjtasok az N,, N,,
illetve n,,n, vektorok altal kijelolt irdnyban torténnek. Az N, és n, vektorok altal kijelolt
iranyban nem torténik alakvaltozas, mig az N,, illetve n, vektorok irdnydban 0,5-szords az

alkalmazott nyujtas (komprimalas).

3. abra: Az alakvaltozasi gradiens polaris felbontasanak szemléltetése 2 dimenzids példan keresztiil.

Legyen N_,o=1,23 ¢és n,a=123 a jobb-, illetve baloldali nyujtistenzorok egység
sajatvektorai, valamint 4 _,o=1,2,3 a sajatértékek (fényulasok). Tovabba P, =N ®N_ és
p, =n,®n_  a sajatértékek bazis-tenzorai (sajatprojekcioi). Ez esetben az U és V spektralis

felbontasa:
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U=iiaNa®Na:iiaPa, (3.9)
a=l1 a=1
3 3

V=>imn,®n, =) 1.p,. (3.10)
a=1 a=1

A maésodrendli szimmetrikus U ¢és V tenzorok sajatértékei eldallithatok a tenzorok skalar
invaridnsainak segitségével a kovetkezd moddon (az alabbi Osszefiiggés minden masodrendii
szimmetrikus tenzorra érvényes) [4], [32]:

ig%{IU +2I5 311, cos(e_iomﬂ, a=123,

3.11
215 =91, 11, + 271, G-11)
cosd = PR
2(13 -311,)
ahol a skalér invaridnsok:
Iy, = tr(U),
11y =4 (V) —ur(0)], (3.12)
I, =det(U).
U ¢és V sajatprojekcidinak zart alakban torténd szamitasara szolgalo képlet [4], [16]:
m U-4,0
P,=N,®N, =55+ [] E_, (3.13)
B=1,B=o j’ o A‘ B
m V—-1,0
pa:na®na:81m6+ H - (314)
B=1B=a /1 o /1 B

A sajatvektorok segitségével képezhetd a Lagrange-féle egység sajatvektorok ortogonalis forgatod
tenzora (Ry ), illetve az Euler-féle egység sajatvektorok ortogonalis forgato tenzora (R, ):

[RN]:[N1:N2’N3]a

(3.15)

[R,]=[n,,n,,n,].
A nyujtastenzorok sajatvektorai, illetve a sajatvektorok koordinata-rendszerébe forgatd tenzorok
kozotti 6sszefiiggés:

n, = RN R, =RR,. (3.16)

o’
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4. abra: A Lagrange- és Euler-féle egység sajatvektorok ortogonalis forgatétenzorainak értelmezése.

R, ¢és R, segitségével képezhetdk a Lagrange-, illetve az Euler-féle triad spin tenzorai (Twirl

tensor of the Lagrangian triad, Twirl tensor of the Eulerian triad):
Q" =R\R}. (3.17)
QF =R R!. (3.18)

Q" és QF ferdén szimmetrikus tenzorok:

o' =—(), Qf =—(0) . (3.19)

A sajatvektorok koordindta-rendszerében értelmezhetd a fonytlasok diagonalis tenzora (A),
melynek segitségével U és V eloallitasa:

U=R ARy, V=R, \R;, (3.20)
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ahol
A, 0 0
[*]=] 0 4, 0. (3.21)
0 0 4

3

Az alakvaltozési gradiens eldallithatd a nyujtastenzorok egység sajatvektorai €s a fonyulasok
segitségével:

3
F=>i,n,®N,. (3.22)
a=1

3.1.2. SEBESSEGMEZ0
A kontinuum tetszéleges P' pontjanak sebességét a mozgasfiiggvény id6 szerinti parcidlis
derivalasaval nyerjiik:

ox 09 ,(X,1) .
‘%&ﬁ=3§=i£%—l=¢iXJ) (3.23)

Az Euler-féle sebességmezd gradiens tenzor (Eulerian velocity gradient tensor) szamitdsa:

vV _ X o

1=Vy=—=—""1= (3.24)
0x O0X 0x

A masodrendii 1 tenzor felbonthat6 egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus tenzor 6sszegére:
1=(1), +(1), =d+w. (3.25)

A szimmetrikus részt alakvaltozds-sebesség tenzornak (Eulerian rate of deformation
tensor vagy stretching tensor vagy Eulerian strain rate vagy velocity strain), az
antiszimmetrikus részt 6rvénytenzornak (spin tensor vagy vorticity tensor) nevezzik, és a
kovetkezOképpen szamitjuk:

d=(1), =%(1+1T), (3.26)

w=(1), =%(l—lT). (3.27)

Az Euler-féle sebességmezd gradiens tenzor és az alakvaltozasi gradiens tenzor k6zotti kapcsolat:

1=FF !,

F =1IF.

(3.28)
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3.2. ALAKVALTOZASI TENZOROK

Az F alakvaltozasi gradiens segitségével tovabbi alakvaltozasi tenzorok képezhetdk az
alakvaltozasi mértékek meghatarozasara. Attol fiiggéen, hogy az alakvaltozasi tenzorokat a
pillanatnyi vagy a kezdeti konfigurdcioban értelmezziik, megkiilonboztetiink Euler-féle ¢és
Lagrange-féle alakvaltozasi tenzorokat.

3.2.1. FAJLAGOS iVHOSSZ

Jelolje a kezdeti (deformacid eldtti) konfiguracion a kontinuum egy tetszéleges vonalelemének
hosszat dS, a pillanatnyi konfiguracion pedig ds. A vonalelemek pillanatnyi és kezdeti
ivhosszainak hanyadosa definialja a fajlagos ivhosszat (vonalelemarany) (axial stretch):

_ds

A=—.
ds

(3.29)

3.2.2. ALAKVALTOZASI TENZOROK A KEZDETI KONFIGURACIOBAN
3.2.2.1. JOBBOLDALI CAUCHY-GREEN-FELE DEFORMACIOS TENZOR

A CeR’ xR’ jobboldali Cauchy-Green-féle deforméciés tenzor (right Cauchy-Green
deformation tensor) szamitasa:

C=F'F, c=C". (3.30)
Eldallithato a jobboldali nyujtastenzor segitségével is:

C=F'F=U'R'RU=U?, (3.31)
valamint

C=R MRy =R R}, (3.32)

ahol yx a sajatvektorok koordinata-rendszerében értelmezett diagondlis tenzor (elemei C
sajatértekei):

n 0 0] (4 0 0
1=22 [x]=| 0 x O0|=|0 2 o0|. (3.33)
0 0 x| [0 0 22

A jobboldali Cauchy-Green-féle deformacios tenzor spektralis felbontéasa:

C:iXQNucaNu:iiiNa@)Na:iAiPa. (3.34)
a=1

a=1 a=1
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C ¢és U sajatvektorai és sajatprojekcid megegyeznek. A sajatprojekcid szamitdsa C
felhasznalasaval:

m C—y.0
P,=N,®N, =58+ ][] — (3.35)
BZI Z#0L X(x XB
3.2.2.2. PIOLA-FELE DEFORMACIOS TENZOR
A Piola-féle deformacids tenzor szamitasa:
B=C'=U?, (3.36)
B=R, a Ry =R, ; Ry . (3.37)
Spektralis felbontasa:
3] 3] 3]
B=Z—NQ®NQ=ZFNQ®NQ=ZFPQ. (3.38)
o=l X(X a=l g a=1 ¢

3.2.2.3. GREEN-LAGRANGE-FELE ALAKVALTOZASI TENZOR

A EeR’ xR’ Green-Lagrange-téle alakvaltozasi tenzor (Green-Lagrangian strain tensor
vagy Green-St. Venant strain tensor vagy Green strain vagy Lagrangian strain
tensor) meghatarozasa:

1 1

E=_(C-8)=-(U*-3) (3.39)
2 2

E:RN%(X—S)R; =RN%(V—5)R;. (3.40)

A Green-Lagrange-féle alakvaltozasi tenzor spektralis felbontésa:

3
=Y (1 -ON, 8N, =3 1 (22- )N, 8N, =3 1 (22-1)P,. (4D

a=1 a=1 a=1

A Green-Lagrange-féle alakvaltozasi sebességtenzor (Green strain rate tensor):
S ISV _
E=§C=§(F F+F'F). (3.42)

A Green-Lagrange-féle alakvaltozasi sebességtenzor €s az alakvaltozas-sebesség tenzor kapcsolata:

d=F'EF', E=F'dF. (3.43)
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A térfogatvaltozas sebessége (j) elballithato a Green-Lagrange-féle alakvaltozasi sebességtenzor

¢s az alakvaltozas-sebesség tenzor segitségével is:

J=Jtrd=JC":E= %JC“ :C. (3.44)

3.2.2.4. HENCKY-FELE ALAKVALTOZASI TENZOR

A kezdeti konfiguracioban értelmezett H e B> xR’ Hencky-féle (vagy logaritmikus) alakvaltozasi
tenzor (Lagrangian Hencky strain tensor vagy Logarithmic-Lagrangian strain
tensor) szamitasa:

H:InU:%InC, (3.45)
H:RN%(lnx)R; ~R,(InA)RL. (3.46)

A kezdeti konfigurdcidban értelmezett Hencky-féle alakvaltozasi tenzor spektralis felbontasa:

H= Z—lnXaN ®N, ilnlaNa(@Na:Z}:Elnxa 3 ZM P, . (3.47)

OLl a=l1 a=l1

3.2.2.5. ALTALANOSITOTT LAGRANGE-FELE ALAKVALTOZASI TENZOROK

A kezdeti konfiguracidoban értelmezett altaldnositott Lagrange-féle alakvaltozasi tenzorok
megadasa:

EY = f(U)= Zf )N, ®N, Zf (3.48)
ahol f (1) monoton névekvo fliggvény az alabbi tulajdonsaggal:
f=r'1)-1=0. (3.49)

Amennyiben f'()) =i(/1m —1) akkor:
m
(m) _ 1
E™ =—(y" ). (3.50)
m

m=2,1,0,—1,—2 behelyettesitésével az ismert alakvaltozasi tenzorokat kapjuk, melyeket az

1.Tablazat foglal 6ssze.
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1. Tablazat: Altalianositott Lagrange-féle alakvaltozasi tenzorok.

m E™ Megnevezés

2 E? = l(UZ ~3) Green-Lagrange-féle
2

1 EV=U-% Biot-féle

Hencky-téle a kezdeti

0) _
0 E7 =y konfiguraciéban
-1 E-V=5-U" ., True”
1 Visszaforgatott
_ E(—Z) — _y12
2 2 (8-U7) Almansi-Euler-féle

3.2.3. ALAKVALTOZASI TENZOROK A PILLANATNYI KONFIGURACIOBAN
3.2.3.1. BALOLDALI CAUCHY-GREEN-FELE DEFORMACIOS TENZOR

A beR’ xR baloldali Cauchy-Green-féle deformaciés tenzor (left Cauchy-Green
deformation tensorvagy Finger tensor)szamitasa:

b=FF", b=b". (3.51)
Eldallithato a baloldali nyujtotenzor segitségével is:

b=FF =VRR'V' =V?, (3.52)
valamint

b=R,AR] =R R} . (3.53)

A baloldali Cauchy-Green-féle deformacios tenzor spektralis felbontasa:
3
b=2){ana®na—z/{ n,dn, —Z/lapa. (3.54)
a=l1

b ¢és V sajatvektorai és sajatprojekcioi azonosak. A sajatprojekcio szamitasa b felhasznalasaval:

n b
p.=n_®n, =8 3+ H 20 (3.55)
B=1,pa Xp,
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3.2.3.2. CAUCHY-FELE DEFORMACIOS TENZOR

A Cauchy-téle deformacios tenzor szamitasa:

c=b'=V7, (3.56)

¢c=R (i] R'=R [lj R' (3.57)
n 2 n n n
A X

Spektralis felbontasa:

3 3 3
C :Zlna ®n, = Z%na ®n, = Z%pa . (3.58)
a=l Xa a=1 /1(1 a=l1 ia

3.2.3.3. ALMANSI-EULER-FELE (HAMEL-FELE) ALAKVALTOZASI TENZOR

Az ee R’ xR’ Almansi-Euler-féle (Hamel-féle) alakvaltozasi tenzor (Almansi-Eulerian strain
tensor vagy Almansi strain tensor vagy Eulerian strain tensor) meghatirozasa:

1 1

e=—(g-pb')=—(§=-V?2), 3.59
2(5 b') 2(6 Vv?2) (3.59)
_ 1 —1 T _ 1 -2 T

e-RnE(S—X )RH—RDE(S—x )R, . (3.60)

Az Almansi-Euler-féle alakvaltozasi tenzor spektralis felbontasa:

e=> - Lla @n, =3 1= |n, @n, =3 1L (3.61)
- 7 o o 7 12 o o 7 /12 pa' .

a=1 o a=1 o

A Green-Lagrange-féle alakvaltozasi tenzor és az Almansi-Euler-féle alakvaltozasi tenzor
kapcsolat:

e=F"EF', E=F'eF. (3.62)
Az Almansi-Euler-féle alakvaltozasi tenzorbol az alakvaltozas-sebesség tenzorig vezetd leképzés:

d

F'[e]F mul F'[E]F

e SE SE sd, (3.63)

vagyis:

d=F" [%(FTeF)} F'. (3.64)
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3.2.3.4. HENCKY-FELE ALAKVALTOZASI TENZOR

A pillanatnyi konfiguracidoban értelmezett he R’ xR’  Hencky-féle (vagy logaritmikus)
alakvaltozasi tenzor (Eulerian Hencky strain tensorvagy Logarithmic-Eulerian strain
tensor) szamitasa:

hzan:%Inb, (3.65)
h=R, %(lnx)RI ~R, (In})R". (3.66)

A pillanatnyi konfiguracidban értelmezett Hencky-féle alakvaltozasi tenzor spektralis felbontasa:
3 1 3 31 3
h= zgln)(ana ®n, =Y Inin, ®n, = zgln XPo = Inlp,. (3.67)
a=1 a=1 a=1 a=l1

Az azonositd és a pillanatnyi konfiguracioban értelmezett Hencky-féle alakvaltozasi tenzorok
kozotti kapcesolat:

h=RHR". (3.68)

3.2.3.5. ALTALANOSITOTT EULER-FELE ALAKVALTOZASI TENZOROK

A pillanatnyi konfiguracidban értelmezett altalanositott Euler-féle alakvaltozési tenzorok megadasa:

3

=S (V)= / (2)n, ®n, =D [ (2.)p, (3.69)

a=1

ahol f (1) monoton ndvekvo fiiggvény az alabbi tulajdonsaggal:

fW=r'1-1=0. (3.70)

Amennyiben f())= l(,1"1 —1) akkor:
m

1
e =—(y"_p). (3.71)
m

m=2,1,0 behelyettesitésével az ismert alakvaltozasi tenzorokat kapjuk, melyeket a 2. tablazat
foglal Ossze.
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2. T4blazat: Altalanositott Euler-féle alakvaltozasi tenzorok.

m el Megnevezés

-2 el = l(5 ~V?) Almansi-Euler-féle
2

-1 eV =5-V" Swainger-féle

Hencky-féle a

0 _
0 e’ =InV pillanatnyi konfigura-
ciéban
1 e =V_§
o _1
2 e = E(V2 -3)

3.3. FESzZULTSEGI TENZOROK

Xy

5. abra: A kontinuum feliileten megoszl6 belsé erérendszere.
Vagjuk a Q, konfiguracidban a kontinuumot a P' ponton atmend feliilettel a ¥, és V, részekre. A
V, kontinuumrész hatasat a ¥, kontinuumrészre a kozos feliileten atadodo p(n) feliileti

erérendszer fejezi ki. A p(n) vektort fesziiltségvektornak nevezziik és az alabbiak szerint
definialjuk:

. Afdf
p(n)=fim =4’

(3.72)

ahol df az elemi er6vektor, ami a da feliileten ébred.
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3.3.1. CAUCHY-FELE FESZULTSEGTENZOR

A pillanatnyi konfiguracion a kontinuum da =dan feliilletelem vektorat és a da feliiletelemhez

tartozo df = dap(n) elemi erd vektort a 6 Cauchy-féle fesziiltségi tenzor kapcsolja Ossze:

df =cda, (3.73)
illetve
p(n)=on, (3.74)
3
=) C,e ®e,. (3.75)
a1

A Cauchy-téle fesziiltségi tenzor spektralis felbontasa:

3
6=) c,m,®m,, (3.76)

a=1

ahol m_,a =1,2,3 az egység sajatvektorok, és 0, a=1,2,3 a sajatértékek (fofesziiltségek).

Az alakvaltozasi gradiens segitségével képezhetd egy latszolagos df, elemi erdvektor a kezdeti

konfiguracion, ami a deformécio6 soran df -be megy at:
df, =F'df . (3.77)

Tovabbi fesziiltségi tenzorok képezhetdk attol fliggden, hogy a df , illetve df, elemi erévektorokat

a pillanatnyi konfiguracion érvényes da vagy az azonositdé konfigurdcion érvényes d4
feliiletelemhez rendeljiik hozza.

A X3,%5

X .x
15%1 Y.
25X2

t=0 t

6. abra: Az azonositd és a pillanatnyi konfiguracio belsé erérendszere.




22

3.3.2. ELSO PIOLA-KIRCHHOFF-FELE FESZULTSEGTENZOR

Az elsé Piola-Kirchhoff-téle fesziiltségtenzor a df elemi erdvektor és a dA =dAN feliiletelem
vektor kozott teremt kapcsolatot:

df = PdA . (3.78)

1 .
Behelyettesitve a feliiletelem vektorok kozott érvényes dA = 7FTda transzformaciot:

df = P%FTda =6da, (3.79)

ahonnan a Cauchy- és az els6 Piola-Kirchhoff-féle fesziiltségtenzor kozotti 6sszefiiggés:

c:%PFT, P=JoF . (3.80)

3.3.3. MAsSODIK PIOLA-KIRCHHOFF-FELE FESZULTSEGTENZOR

A masodik Piola-Kirchhoff-téle fesziiltségtenzor a df, elemi erévektor és a dA =d4N feliiletelem

vektor kozott teremt kapcsolatot:
df, =SdA. (3.81)
Behelyettesitve a df, és df kozotti, és a dA és da kozotti kapcesolatot:

F'df = S%FTda, (3.82)

df = %FSFTda = 6da, (3.83)

ahonnan a Cauchy- és a masodik Piola-Kirchhoff-téle fesziltségtenzor kdzotti 6sszefiiggés:

6= %FSFT, S=JF'6F". (3.84)

3.3.4. KIRCHHOFF-FELE FESZULTSEGTENZOR

A Kirchhoff-téle fesziiltségtenzort a Cauchy-féle fesziiltségtenzor és az alakvaltozasi gradiens
tenzor determinansanak (térfogatvaltozas mértéke) szorzata szolgaltatja:

T=Jo. (3.85)

Ertelmezhetd az Q,, konfiguracion a visszaforgatott Kirchhoff-féle fesziiltségtenzor:

T=R"TR. (3.86)




3.3.5. AFESZULTSEGTENZOROK KAPCSOLATA

A 3. Tablazat a fesziiltségtenzorok kozotti dsszefiiggéseket tartalmazza.

3. Tablazat: A fesziiltségtenzorok kapcsolata.

(4] P S T
l PF’' lFSFT l‘t,'
J J J
JoF "' FS TF "'
JF'oF "' F'P F'tF "
Jo PF’ FSF'
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3.4. OBJEKTIV FESZULTSEG-SEBESSEGEK

3.4.1. F1ZIKAI OBJEKTIVITAS

Fizikailag objektiv tenzoroknak nevezziik tagabb értelemben azokat a tenzorokat, amelyek
egymashoz képest tetszOlegesen mozgd koordindta-rendszerek esetén is koordindta-rendszertol
fliggetleniil értelmezhetdk, vagyis tetszdleges transzformacioval szemben invariansok.

A kontinuummechanikai egyenletek fizikai egyenletek, melyeknek nézdéponttdl fliggetlennek
(objektivnek) kell lenniiik (material frame indifference, material objectivity). Az
objektivitasnak dontd szerepe van a kontinuummechanikaban, legf6képpen a konstitutiv egyenletek
megalkotasanal.

Az objektivitast kétféleképpen lehet szemléltetni [35]:

1. A kontinuumot és a ra alkalmazott terheléseket valtozatlanul hagyjuk, és a vonatkoztatasi
rendszert (observer’s reference frame) valtoztatjuk.

2. A vonatkoztatasi rendszert valtozatlanul hagyjuk, és egy merevtest-szerti mozgast (rigid body
motion) alkalmazunk a testre. Ekkor minden egyes anyagi ponthoz egy szuperponaléddé mozgés
adodik, tovabba a kontinuumra alkalmazott terhelések a jarulékos mozgas szerint
transzformalodnak.

A merevtest-szerli mozgas alkalmazasa soran a kontinuumelemkre vonatkozo relativ tdvolsagok
valtozatlanok maradnak. A szuperponal6dd mozgas utan az anyagi pontok a x* helyzetet foglaljak
el a " =¢+a idOpillanatban, ahol a konstans (a ,,+” fels6 index a merevtestszerli mozgas utan
érvényes mennyiségekre vonatkozik). Jelolje P a kontinuum tetszbleges anyagi pontjat a
merevtest-szerii mozgas utan érvényes Q" konfiguracioban.

P* és P’ kozotti leképzés:
X = (X,1). (3.87)

Behelyettesitve a P’ és P' kozotti X=¢@,'(x) inverz leképzést megkapjuk a P* és P' kozotti

Osszefiiggést:
X" =9,(x,2). (3.88)

Amennyiben a szuperponaléddé mozgas merevtest-szerli forgatas, akkor az x" és x kozotti
Osszefiiggés:

x =Q(¢)x, (3.89)
ahol Q(7) az ortogonalis forgastenzor, az alabbi tulajdonsagokkal:
QQ" =3,

Q'=Q’ (3.90)
det(Q) =1.
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7. abra: Jarulékos merevtest-szerii forgatas.

Az Euler-féle mennyiségek objektivek, ha teljesiilnek rajuk az alabbi objektivitasi torvények:
A(x".1)=Q(1)A(x.1)Q(r)",
u(x",r")=Q(r)u(x.1), (3.91)
O(x'1) =0 (x.1)

ahol A, u és ® masodrendii tenzort, vektort és skalart jelentenek.

3

Az alakvaltozasi gradiens a Q" konfigurdcidban:

v 0 X _0%

Az Euler-féle sebességmezé gradiens tenzor szamitisa Q" -ban:

1" =F* (F) F (QF+QF) F) = (3.93)
:( ) ( ) T ZQFF'Q" + QFF" Q
felhasznélva az FF™' = FF'6 = FF'FF™' azonossagot:
=QFF'Q" +Q(FF')FF'Q" =QFF 'Q" + Q3FF 'Q" =
: (3.94)

=QQ"+QIQ" =QQ" +Q(d+w)Q"

Mivel nem teljesiil r4 a masodrendii tenzorokra vonatkozd (3.91), objektivitasi feltétel, emiatt az
Euler-féle sebességmezd gradiens tenzor nem objektiv mennyiség.
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Az alakvaltozas-sebesség objektivitasanak vizsgalata:

d* = %[(r)+(r )T} :%[QQT +QIQ" +QQ" +QI'Q" .

Elvégezve az alabbi atalakitast:

QQ" +QQ" = (QQ7) - £ 3-0.

emiatt (3.95) az alabbi alakra egyszeriisodik:
1 T\AT T
d" =—Q(1+1 =QdQ ',
5 Q(1+1')Q" = QdQ

tehat az alakvaltozas-sebesség objektiv mennyiség.

Az drvénytenzor objektivitasanak vizsgalata:
w =1"-d"=QQ" +Q(d+w)Q" -QdQ" =QQ" +QwQ".

Mivel w* = QwQ", emiatt az 6rvénytenzor nem objektiv mennyiség.

A 6. abra szerinti df elemi er6vektor és da =dan feliiletelem vektor a Q" konfiguracidban:

df " =Qdf,
da® =Qda.
A Cauchy-féle fesziiltség objektivitasanak vizsgalata:
df* =c6"da",
Qdf =6"Qda,
df=Q'¢'Qda=6da, — 6 =Q0cQ",
tehat a Cauchy-féle fesziiltség objektiv mennyiség.

A Jacobi-determinans objektivitasdnak vizsgalata:
J* =det(F" ) =det(QF) = det (Q)det(F)=1-J = J

tehat J objektiv skalar mennyiség.

A Kirchhoff-féle fesziiltségi tenzor objektivitasanak vizsgalata:
T'=J'6" =JQ6Q" =QJ6Q" =Q1Q",

tehat a Kirchhoff-féle fesziiltség is objektiv mennyiség.

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)

(3.101)
(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)




27

3.4.2. OBJEKTIV DERIVALTAK

A kovetkez6kben a nevezetes objektiv derivaltak (objective rates) bemutatdsa kovetkezik. Az
objektiv derivaltaknak jelentds szerepe van a konstitutiv egyenletek megalkotasanal. LegfOképpen
abban az esetben, ha a konstitutiv egyenlet fesziiltség-sebesség tagot is tartalmaz.

Az objektiv derivaltak egy lehetséges csoportositasi modja az egyiittforgd derivaltakra
(corotational rates) és nem egyiittforgd (non-corotational rates) derivaltakra torténd
felosztas [63].

3.4.2.1. NEM EGYUTTFORGO OBJEKTIV DERIVALTAK

Legyen z egy differencialhatd (id6 szerint) objektiv Euler-féle szimmetrikus masodrendii tenzor
(mint példaul a Cauchy-téle fesziiltségi tenzor).

Ez esetben a jellegzetesebb, nem egylittforgd objektiv derivaltak a kdvetkezdk:
Truesdell-féle derivalt:
zTr:i—le—lz+tr(d)z. (3.1006)

Cotter-Riviin-féle derivalt:

o

zR=z+71+1'z. (3.107)
Oldroyd-féle derivalt:
2°=7-21" 1z (3.108)

Durban-Baruch-féle derivalt:

o
D

z”=z+z(w-1d)-(W+1d)z+tr(d)z. (3.109)
Szabo-Balla-1-féle derivalt:
2= 2-2(VV '+ VRIV) (VY VeV )z, (3.110)

Szabo-Balla-2-féle derivalt:

2= 2 +2(VV + VRV )+ (VW 1 verv) 2, 3.111)
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3.4.2.2. EGYUTTFORGO OBJEKTIV DERIVALTAK

Az objektiv egyiittforgo derivaltak (objective corotational rates) altalanos alakja:
2=2+7Q -Q'z, (3.112)

ahol Q" az egyiittforgd konfiguracidhoz tartozéd ferdén szimmetrikus spin tenzor (Q* = —(Q* )T)

A spintenzor eldallitdsa a hozza tartozo (A*) ortogonalis forgatotenzor segitségével (A" jeldlés

helyett a tovabbiakban A jelolés hasznalata torténik):
Q =AA". (3.113)

A A ortogonalis forgatotenzor végzi a leképzést az egyiittforgd konfiguraciobol (Q, ) a pillanatnyi

konfiguracioba (€, ).

Q, > Q.

8. abra: Egyiittforgé konfiguracio értelmezése.

Az objektiv egyiittforgd derivaltak esetén a pillanatnyi konfiguracion érvényes objektiv
mennyiséget az egyiittforgd konfiguraciora transzformaljuk (a megfeleld ortogonalis forgatotenzor
segitségével), majd ott id0 szerint derivaljuk, végiil a kapott mennyiséget visszatranszformaljuk a
pillanatnyi konfiguraciora. Az igy szamitott mennyiség az objektiv egytittforgd derivalt.

| : : .
ZLATzA%(ATzA)LA(ATzA)AT —2". (3.114)
A spin tenzor felirhat6 a kovetkezd alakban:
Q =w+Y (b,d), (3.115)

ahol Y (b,d) az alakvaltozas-sebességnek (d) és a baloldali Cauchy-Green deformécios tenzornak

(b) a ferdén szimmetrikus, izotrop tenzor fiiggvénye. Ebben az alakban felirhatd spin tenzorok

szama korlatlan. Ezek koziil csak a jellegzetesebbek keriilnek targyalasra.
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A spintenzor megadasanak egy masik, specialis alakja a kdvetkezd:

(3.116)

ahol f”(z) skalar értekd spin-fiiggvény, ., illetve p, a baloldali Cauchy-Green deformacios

tenzornak (b) sajatértékei, illetve bazis tenzorai (sajatprojekcioi), valamint m a b kiilonbozd

sajatértékeinek a szdma.

A spintenzor megadasanak egy masik lehetséges modja:

Q =w+N', (3.117)
és
0, X=X = X3
N = v*[bd—(bdﬂ, 1 T = Lo (3.118)
v [bd—(bd)T}rv; [bzd—(bzdﬂw;‘ [bzdb—(bzdbﬂ, E T E X E A
ahol

Sl x)
X1~ X2

, (3.119)

* _1 ‘ _ * _ * _ *
Yk :%(Xf St ot kflz)s k=1,2,3,

, (3.120)
werl2)
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A jellegzetes spintenzorok, és a hozzajuk tartozé spin-fiiggvények a kovetkezok:
Zaremba-Jaumann-Noll-féle spin tenzor:
ZIN
=0,
/() (3.121)
QN =w,

Green-McInnis-Naghdi-féle spin tenzor:

fGMN (Z): 1;£’

N -we Y Mpadpﬁ, (3.122)

a=18=Lozp \f Xo¢ T Ap

A“N =R,

Euler-féle triad spin tenzora:

1+z
E

z)= ,
fH(2)=12

m +
QF —w+ LT b dp,, (3.123)
a=1p=La=p Xp ~ Xa

A" =R

L
z)= ,
S (=)=
. m o 2.
QL =W+ ﬂpadpﬁj
a=1,8=1,a%p X[} —Xo
oL =QL_W, (3.124)

Q" =R"(Q")R=R"(Q"-w)R= 3 2—MPQDPL3,
a=1p=Lozp Xp ~ Xu

ahol Q" jelenti az azonosité konfiguricién értelmezett Lagrange-féle tridd spintenzoranak a
pillanatnyi konfiguraciéra torténd forgatasaval nyert spintenzort. Az (3.112) szerinti egyiittforgd
objektiv derivalt kifejezésben ennek a mennyiségnek a hasznalata torténik.

Logaritmikus spin tenzor:

4z 2

flog (Z) ,

-z Inz

(3.125)

m +
Q*=w+ > Lo T Xp p.dp;.
a=1,8=1,a%8 X[} - In Xa — In Xﬁ
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A merevtest-szerli forgatés leirdsaban a spintenzor, a spintenzorhoz rendelhetd szogsebesség vektor
¢s a megfeleld ortogonalis forgatotenzor jatssza a dontd szerepet. A spintenzor szadmitasa az
ortogonalis forgatotenzor segitségével (3.113) szerint torténik. Az ortogonalis forgatdtenzor
szamitasa a spintenzor segitségével mar nem ennyire egyértelmi.

Legyen W =Qd¢ differencialis forgast képviseldé ferdén szimmetrikus tenzor. W -hez
hozzarendelhetd egy szogsebesség vektor (co) a kovetkezdképpen:

v=W.r=oxr VreR’, (3.126)

ahol v jelenti az érintd irdnyu sebességet a tetszoleges r vektor végén. W ¢és m elemei kozott a
kapcsolat a kovetkezo:

0 -0, o, o)
[W]z o, 0 -o/], [0)]: w, |. (3.127)
-0, o 0 ,

W exponencialis leképzése szolgaltatja a megfeleld ortogonalis tenzort:

qzeXP(W)zi—W”. (3.128)

n=0 n'

Ferdén szimmetrikus tenzorok exponencidlis leképzése zart alakban is eldallithatd a kovetkezd
modon [51], [4]:

2

. . 2

q:8+sm_a)W+l M W2, (3.129)
® 20 /2

ahol w a szogsebesség vektor hossza:
12
o =|o]|=(o] +o; +a)32) :

A q ortogonalis forgatdé tenzor egy pillanatnyi differencialis forgatashoz tartozik. Az idében
folytonos spin tenzor fiiggvényhez (Q(t)) tartozd ortogondlis forgatd tenzort megkapjuk a

pillanatnyi forgatd tenzorok dsszeszorzasaval:
A=limgq,...q,...q,q,9, ahol q, =exp(W, )= exp(Q(ta )dt) . (3.130)
A teljes forgatas meghatarozhato a kdvetkezo tenzor differencialegyenlet segitségével is:

Q=AA" > A=0A, A|_ =3, (3.131)

=0

melynek megoldasa:

A= eprthJﬁ. (3.132)
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3.4.3. OBJEKTIV FESZULTSEG-SEBESSEGEK

Az 3.4.2 pontban targyalt objektiv derivaltak segitségével az objektiv Cauchy-téle és Kirchhoff-téle
fesziiltségi tenzorok objektiv fesziiltség-sebességei (objective stress rate) képezhetdk.

A Cauchy fesziiltség Truesdell-féle fesziiltség-sebessége:

6"=6-0l"-16+1r(d)s, (3.133)
illetve
6= J“F[E(JF‘IGF‘T)}FT . (3.134)
dr

A Kirchhoff fesziiltség Cotter-Rivlin-féle fesziiltség-sebessége:

o

TR=1+7l+1"T (3.135)

A Kirchhoff fesziiltség Oldroyd-féle fesziiltség-sebessége:
%=1t-11" -It, (3.136)

°=Jo ™. (3.137)

- °

A Cauchy fesziiltség Durban-Baruch-féle fesziiltség-sebessége:

o

6”=6+6(w-1d)-(w+id)o+(ir(d))o. (3.138)
A Cauchy fesziiltség Szabo-Balla-1-féle fesziiltség-sebessége:

6= 6-6(VV ' +VQIV!) (VW +verv)e. (3.139)
A Cauchy fesziiltség Szabo-Balla-2-féle fesziiltség-sebessége:

6¥=6+6(VV '+ VRV )+ (VW veV)' 6. (3.140)

A Kirchhoff fesziiltség Zaremba-Jaumann-Noll -féle fesziiltség-sebessége:

o

TN=T+TW-WT. (3.141)

A Kirchhoff fesziiltség Green-McInnis-Naghdi -féle fesziiltség-sebessége:

o

T M= +1QM QM (3.142)

A Kirchhoff fesziiltség Euler-féle triad spin tenzoran alapulé fesziiltség-sebessége:

TP= 1+ TQF —QFT. (3.143)
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A Kirchhoff fesziiltség Lagrange-féle triad spin tenzoran alapulé fesziiltség-sebessége:

Ti-t+1Ql -0, (3.144)

A Kirchhoff fesziiltség Logaritmikus fesziiltség-sebessége:

(o]

T =T +TQ - Q5. (3.145)
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4. HIPOELASZTIKUS ANYAGMODELL

A hipoelasztikus testek elméletének megalapozdja Truesdell volt, aki a konstitutiv egyenletet az
alabbi formaban kozolte [54]:

* *

6= :d, 4.1)

ahol 6" a Cauchy-féle fesziiltség objektiv derivaltja (objektiv fesziiltség-sebesség), # = #" (o)
fesziiltségtdl fliggd negyedrendli hipoelasztikus érintd tenzor (hypo-elasticity tensor), d az
alakvaltozas-sebesség tenzor. A hipoelasztikus konstitutiv egyenlet Kirchhoff-féle fesziiltségre
érvényes alakja:

*

= d. 4.2)

Nulladrendii hipoelasztikus anyagtorvényrdl beszélink abban az esetben, ha # alakja a
kovetkezd:

H =C=)0R8+2u7 , (4.3)
ahol 4, 4 a Lameé-allandok és # jelenti a negyedrendli egységtenzort.

Ez esetben a (4.2) szerinti a konstitutiv egyenlet az alabbi formaban is felirhato:
T'=Jtr(d)d+2ud. (4.4)

A (4.2) szerinti hipoelasztikus konstitutiv egyenlet széles korben alkalmazott véges rugalmas-
képlékeny alakvaltozasoknal. Objektiv fesziiltség-sebességként leginkdbb a Zaremba-Jaumann-
Noll-féle fesziiltség-sebesség volt az alkalmazott, mindaddig, amig ki nem mutattdk az egyszerii
nyirds esetén a fesziiltségekben mutatkozd oszcillald jelleget. Szamos mas objektiv fesziiltség-
sebesség hasznalata kertilt javaslatra, melyek koziil az utobbi években egyre jobban a logaritmikus
fesziiltség-sebesség keriil elétérbe a kovetkezd eldnyds tulajdonsaga miatt: az Gsszes ismert
fesziiltség-sebesség koziil egyediill a logaritmikus derivalt esetén integralhatdo a (4.4) szerinti
hipoelasztikus konstitutiv egyenlet [16]. Fesziiltségmentes kezdeti konfiguracié esetén (4.4)
integralasaval nyert izotrop hiperelasztikus konstitutiv egyenlet a kdvetkezo:

T=/tr(h)d+2uh, (4.5)

ahol h a pillanatnyi konfiguracion értelmezett Hencky-féle alakvaltozasi tenzor. (4.5) az alabbi
alakban is felirhato:

T=¢:h. (4.6)
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5. HIPERELASZTIKUS TESTEK

A hiperelasztikus testek elméletének alapja az, hogy feltételezi egy olyan ‘{’(F (X),X) alakvalto-

z4si energia fiiggvény (potencidl) 1étezését, amely adott idOpillanatban csakis az F alakvaltozasi
gradiens ¢és az X hely fiiggvénye, tovabba az alakvaltozasi energia a deformacio soran kizarélag a
kiindulasi- és a végallapot fliggvénye [6].

A tomegegységre vonatkoztatott energiasiirliség szamitasa a konjugalt fesziiltségi és alakvaltozasi
tenzorok segitségével [5]:

p=ted=trid=trne=lpp-tgi-lg.¢ (5.1)

p Po Po Po Po 2p,

alaku, ahol felhasznélasra keriilt a logaritmikus derivalt azon tulajdonsaga, hogy a pillanatnyi
konfiguricion értelmezett h Hencky-féle alakvaltozéasi tenzorra alkalmazva a d alakvaltozas-
sebesség tenzort adja [S5], [56]. Fontos meghegyezni, hogy a Kirchhoff-féle fesziiltségi tenzor és h
Hencky-féle alakvaltozasi tenzor csak izotrop esetben képez konjugalt part.

Az azonosité konfigurdcion a térfogategységre vonatkoztatott energiastiriiség (5.1) felhasznala-
saval:

p0D=T:d=T:h'°g=P:F=S:E=§S:C. (5.2)

Hiperelasztikus testeknél az utfiiggetlenség kovetkezményeként az alakvaltozasi energia az alabbi
formaban irhato:

‘P(F(X),X)szODdt,
t: t t t t (53)
‘P(F(X),X)zJ-T:ddt =IT:ﬁl°gdt=J.P:th=J‘S:Edt=J.%S:Cdt.

Tovabba:

‘P:pOD,
. o . . . (5.4)
¥Y=T:d=T:h™=P:F=S:E=1S:C.

(5.4), felhasznalasaval az egyes fesziiltségtenzorokat megkapjuk az alakvéltozasi energianak a
megfeleld fesziiltségi tenzorhoz tartoz6 konjugalt alakvaltozasi tenzorral képzett parcialis derivala-
saval:
‘r:a—\P, P:a—\P, S:a—\P, S:2a—‘P. (5.5)
ch oF OE oC
(5.5)1 felirasdban felhasznalasra keriilt a (3.91); szerinti objektivitasi torvény, miszerint skalar
értéki valtozo 1d0 szerinti derivaltja és tetszleges egyiittforgo derivaltja azonos.
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Amennyiben az alakvaltozasi energia fliggvény alakja a kdvetkezo:

1€
W h:#:h ’ (5.6)
2
akkor a beldle (5.5); szerint képzett Kirchhoff-féle fesziiltségi tenzorra adddo 6sszefiigges:
O(th:€:h
‘r:a—qu(z—):@:h, (5.7)

ch ch

ami megegyezik a (4.6) szerinti konstitutiv egyenlettel.
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6. ANALITIKUS SZAMITASOK

Ebben a fejezetben az egyszerii nyiras példdjan (simple shear) és egy zart ciklusu terhelés esetén
nyert analitikus eredmények ismertetése torténik a (4.5) szerinti hipoelasztikus anyagmodellre
vonatkozoélag, kiilonbdzd objektiv fesziiltség-sebességek alkalmazasa esetén.

6.1. EGYSZERU NYIRAS

Az egyszerll nyiras estén vizsgalt geometriat szemlélteti a 9. dbra. Az eredetileg H ¢élhosszusagu
kocka fels6 lapjat az E, irdnyban elmozditjuk U értékkel tigy, hogy kozben az E, és E, iranyt

mozgasokat gatoljuk. A deformaci6 homogénnek feltételezett.

E, A U
, __J
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
= / H /
/ /
/ /
/ /
/ /
/ /
o >
7 7 El

9. abra: Az egyszerii nyiras példaja.

A fajlagos szogtorzulés értéke:
y=U/H. (6.1)

Egyszerli nyirés esetére a mozgasfiiggvény:

x, =X, +y(t)X2,
X, =X, (6.2)
x, =X;.

Mivel az azonositd és a pillanatnyi konfiguracio bazisvektorai egybeesok, igy a tovabbiakban mind
az azonositd, mind a pillanatnyi konfiguraciohoz kothetd tenzorok leirasa az azonositd konfiguracio
bazisvektoraival torténik.
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Az alakvaltozasi gradiens szamitasa:

1 y(t) 0
X _ %, oK, [F]=|0 1 o0,
X X, 0 o 1

illetve a kezdeti konfiguracio6 bazisaival kifejezve:
F=8+(1)E, ®F,.

A térfogatvaltozas mértéke (Jacobi-determinans):
J=det(F)=1.

Az alakvaltozasi gradiens id6 szerinti derivaltja, illetve inverze:

075 0
F=JE, QF,, [F]=|0 0 o],
00 0

I -» O

F'=6—)E QF,, [F']=[0 1 0

0 0 1

Az Euler-féle sebességmez6 gradiens tenzor:

1=FF"' =jE ®FE,, [1]=

oS O O
S O =
S O O

Az alakvaltozas-sebesség tenzor és az drvénytenzor szamitasa:

1 1 PR
o) Lieen o). [t 0 o

0 0 O

1 1 0 37 0
W:E(I_IT):E?(El®E2_E2®E1)’ [W]: 27 0 0]

0 0

A baloldali Cauchy-Green—féle deformacids tenzor:

1+9°

b=FF' =5+)°E, ®E, +y(E,®E,+E,®E,), [b]=| »

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)
(6.8)

(6.9)

(6.10)

y O
1 0. (6.11)
0 1
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b sajatértékeinek meghatarozasa (3.11) segitségével:

1 1
b =5(2+y2 +y\/4+yz), % =5(2+y2 -N4+y2), 1 =1. (6.12)

A bazis-tenzorok (sajatprojekciok) meghatarozésa (3.55) felhasznélaséaval:

P, :I:b_)fzﬁ"'()(z _1)E3 ®E3]/(Xl _Xz)a
P, =[b-23+(%~1)E, ®F, /(1. 1) 6.13)
p; =E,®E..

A spintenzorok (3.121)-(3.125) szerinti képleteibe (6.9), (6.10), (6.12) és (6.13) behelyettesitésével
egy altalanos Osszefliggést kapunk a kiilonboz0 spintenzorok szamitasara, egyszerli nyiras esetén:

Q*l{uﬁ—”2 (E,®FE, -E, ®F,), (6.14)
\A+y
ahol (3.120); szerint
fo=f" (ﬁ] (6.15)
X2

A (6.14) szerinti 6sszefliggés Q" szamitasara abban az esetben érvényes, ha a szogletes zarojelbol
az l-est elhagyjuk (Q" a Lagrange-féle triad spintenzoranak R -rel torténé elforgatasaval nyert
Euler-féle mennyiség).

Az elézbéekben az objektiv fesziiltség-sebességek szamitasahoz sziikséges kinematikai mennyiségek
meghatarozasa tortént. A kdvetkezdkben a kiilonbozd objektiv fesziiltség-sebességek alkalmazasa
esetén szamitott fesziiltségkomponensek ismertetése torténik. Mivel az egyszerli nyirds soran a
terhelés (elmozdulas terhelés) az 1-2 sikban 1ép fel, emiatt a 7,; és 7,, fesziiltségkomponensek

zérus értékiiek minden esetben. A Kirchhoff-téle fesziiltségi tenzor matrixa:

7’-l] 7’-12 0
[t]=|7, 7, O [ (6.16)
0 0

Mivel (6.5) szerint a Jacobi-determinans az egyszerii nyiras esetén J =1 marad a deformaci6 soran,
igy a Cauchy- és Kirchhoff-féle fesziiltségkomponensek azonosak.

Egyszerti nyiras esetén tr(d)=0, emiatt a (4.5) szerinti hipoelaszikus konstitutiv egyenlet az alabbi

alakra egyszeriisodik:

T'=2d. 6.17)
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6.1.1. ANALITIKUS MEGOLDAS A TRUESDELL-FELE FESZULTSEG-SEBESSEG
HASZNALATA ESETEN

Az (3.133) szerinti Truesdell-féle fesziiltségsebességet behelyettesitve a (6.17) szerinti konstitutiv
egyenletbe (figyelembe véve, hogy jelen esetben T =6, valamint tr(d)=0):

T-71' -t =2ud. 6.18
U

Felhasznalva 1-re és d -re kapott (6.8) és (6.9) szerinti 6sszefliggéseket, a fesziiltségkomponensekre
az alabbi differencialegyenlet rendszer adodik:

i-n - 27127} =0,
Ty, =T} = 1), (6.19)
t,, =0, '
7, =0.
Atirva a differencidlegyenlet-rendszert:
0 o o Ye_g oy Y2 9 (6.20)
dy dy dy dy

AT (y = O) =0 kezdeti feltétel figyelembe vételével a differencidlegyenlet rendszer megoldésa:

T, =0, T = 1), 7, =0, 7y, = 0. (6.21)

6.1.2. ANALITIKUS MEGOLDAS AZ OLDROYD-FELE FESZULTSEG-SEBESSEG
HASZNALATA ESETEN

Felhasznalva a (3.137) szerinti azonossagot ¢és figyelembe véve, hogy jelen esetben J =1, az
Oldroyd-féle fesziiltség-sebesség hasznalata esetén az analitikus megoldasok megegyeznek a
Trusdell-féle fesziiltség-sebesség alkalmazasa esetén szamitott (6.21) szerinti megoldasokkal:

T, =0y Ty = M) Ty, =0, Ty, =0. (6.22)

6.1.3. ANALITIKUS MEGOLDAS A COTTER-RIVLIN-FELE FESZULTSEG-
SEBESSEG HASZNALATA ESETEN

Alkalmazva az (3.135) szerinti 6sszefliggést a (6.17) szerinti anyagtorvényben, megkapjuk a Cotter-
Rivlin-féle fesziiltség-sebesség haszndlata esetén érvényes hipoelasztikus konstitutiv egyenletet:

T+TI+1"T=2ud . (6.23)

A d-re, illetve 1-re kapott 0sszefiiggések behelyettesitése utan a fesziiltségkomponensekre ad6do
differencidlegyenlet-rendszer a kdvetkezd:
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7, =0,
T, +T,) =1, (6.24)
T, +27,7 =0, '
7,,=0.
Atirva a differencialegyenlet-rendszert:
CUTII I P ) (6.25)
dy dy dy dy

AT (y = 0) =0 kezdeti feltétel figyelembe vételével a differencidlegyenlet-rendszer megoldasa:

7, =0, Ty = 1), Tp = —uy’, Ty, =0. (6.26)

6.1.4. ANALITIKUS MEGOLDAS A DURBAN-BARUCH-FELE FESZULTSEG-
SEBESSEG HASZNALATA ESETEN

Az (3.138) szerinti fesziiltség-sebességet a (6.17) konstitutiv egyenletbe helyettesitve ¢és
felhasznélva, hogy tr(d)=0, valamint T=6, megkapjuk a Durban-Baruch-féle fesziiltség-

sebesség hasznalata esetén érvényes hipoelasztikus konstitutiv egyenletet:
T+T(W—1d)—(w+id)T=2ud. (6.27)

w-re, d-re kapott Osszefiiggések behelyettesitésével a fesziiltségkomponensekre adodo
differencidlegyenlet-rendszer:

: 3o
T =30y = 0,

s
T T30V — 3TV = 4

S (6.28)
Ty +57,7=0,
7,,=0.
Atirva a differencialegyenlet-rendszert:
% - i le = 0’
dy 2
dr,, 1 3
dy +ZT11 _thz =4
q . (6.29)
el YN 7, =0,
dy 2
dr,, _o.

dy
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A T(y=0)=0 kezdeti feltétel figyelembevételével a differencialegyenlet rendszer megoldésa:
l4

T, =2u {1 —cos(—\/5 yﬂ,
2
LT3 ) (6.30)

2 V3
RYNEAN

7, =0.

6.1.5. ANALITIKUS MEGOLDAS A ZAREMBA-JAUMANN-NOLL-FELE
FESZULTSEG-SEBESSEG HASZNALATA ESETEN

Az (3.141) szerinti Zaremba-Jaumann-Noll-féle fesziiltségsebességet a (6.17) konstitutiv
egyenletbe helyettesitve adodik:

T+TW-WT=2ud. (6.31)

Felhaszndlva w-re ¢és d-re kapott Osszefliggéseket, a fesziiltségkomponensekre adddo
differencidlegyenlet-rendszer:

7'.-11 -7,y =0,
T +3(T — 1) 7 = 10, (6.32)
i-zz +7,7=0,
7,, =0.
Atirva a differencialegyenlet-rendszert:
dr dr, 1 dr dr
d;l -7,=0, d;}z +5(T11 _Tzz)::“’ 2+1,=0, d; =0. (6.33)

A T(y=0)=0 kezdeti feltétel figyelembevételével a differencidlegyenlet-rendszer megoldésa:
I

7, = u(1-cosy),
T, = psiny,

T,, = u(cosy—1),
7,, =0.

(6.34)
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6.1.6. ANALITIKUS MEGOLDAS A GREEN-MCINNIS-NAGHDI-FELE
FESZULTSEG-SEBESSEG HASZNALATA ESETEN

A (6.15) szerinti 0sszefliggés a Green-Mclnnis-Naghdi-téle derivalt esetén (felhasznélva (3.122);-
t):

oMn _ VX2 TN
fi == (6.35)
N2 TA X

Felhasznalva a b sajatértékeire kapott (6.12) dsszefliggéseket az alabbi alakra egyszertisodik:

A — (6.36)

Ja+y

Behelyettesitve (6.14)-be, elvégezve az egyszertsitéseket megkapjuk a Green-Mclnnis-Naghdi-féle
derivalt esetén érvényes spintenzort:

o = 4-2|-yy2 (E,®E,-E,QF,). 6.37)

A konstitutiv egyenlet alakja:
T+1Q™ - Q™1 =2,d. (6.38)

Felhasznalva a spintenzorra kapott (6.37) Osszefiiggést a fesziiltségkomponensekre adodo
differencialegyenlet-rendszer a kdvetkezd:

. 4z, .
1= 4+1;2 y=0,
7:- +2(T11 z-22) :,Uy
12 412 ’ (6.39)
. 47,
T,, + 0,
2 4+y2 I
7,,=0
Atirva a differencialegyenlet-rendszert:
dr, 4z, _, dr, 2(1, - Ty) o dry, 47, _, do_ (6.40)
dy 4+y° ~  dy 44y° Coody  4+yt T dy
Legyen y=2tan /. Ekkor az alabbi differencialasi szabalyok érvényesiilnek:
Y i 2tn’ g, (6.41)
dp
d d d d
()_a0e a0 d() o)

dg dy @’ dy dg 2+2tan2ﬁ'
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Elvégezve a behelyettesitéseket ¢és az 4talakitdsokat (6.40)-en, valamint felhasznalva az

1+tan® B = 1/ cos’ B azonossagot az alabbi differencialegyenlet-rendszer adodik:

90 5 o,
dp
dr,, 1
+7,—T 2 s
8 1" ly =4l cos’
q (6.43)
‘o 27, =0,
dp
dr,, _o.
dp
A megoldando differencialegyenlet-rendszer tovabb egyszeriisithetd 7,, =-7,, észrevételével az
alabbi alakra:
%_ T, = 0,
dp
. (6.44)
2127, =2u—
cos

A T, ( b= 0) =0, 7, ( b= O) =0 kezdeti feltétel figyelembevételével a differencidlegyenlet-

rendszer megoldasa:

T, :4/,¢(cos2,8-lncosﬁ+ﬁsinZﬁ—sin2 ,B),

7, =2,uc052ﬂ(2ﬂ—tanﬂ—2lncosﬁ‘tan2ﬂ), (6.45)
T =Ty,
7, =0.

Visszairva a f = arctan (y / 2) Osszefliggést €s elvégezve az egyszerusitéseket, megkapjuk a keresett

megoldasokat:
Tll=4i’l;2 8yarctan£%j+(4—y2)ln(4jy2j—2y2},
T, = Au (4—y2)arctan r —2yIn +£—y , (6.46)
4+97| 2 4+y° ) 4
T =Ty

7, =0.
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6.1.7. ANALITIKUS MEGOLDAS AZ EULER-FELE TRIAD SPINTENZORAN
ALAPULO FESZULTSEG-SEBESSEG HASZNALATA ESETEN

A (6.15) szerinti 6sszefliggés az Euler-féle triad spintenzoran alapul6 derivalt esetén (felhasznalva
(3.123);-t):

+
fE= X2 X (6.47)
X=X

Felhasznalva a (6.14) szerinti 6sszefiiggésben, a spintenzorra adodod 0sszefiiggés:

oF — 4ry2 (E,®E, -E, ®F,). (6.48)

A konstitutiv egyenlet alakja:
T+TQ" -Q"1=2ud. (6.49)

Behelyettesitve QF-re kapott (6.48) szerinti &sszefiiggést, a fesziiltségkomponensekre adodo
differenecidlegyenlet-rendszer:

. 2T, .
_ =0,
i 4+y2 V
. (Tn B T22) . .
T, +———27=up,
12 4 + yz y I[[y (6,50)
. 27,
T,, + =0,
2 4+y2 I
7,,=0
Atirva a differencialegyenlet-rendszert:
%_ 21—122 -0, dz,, _l_(Tll _1-222) - u, dz,, n 21—122 -0, dzy; —0. (6.51)
dy 4+y dy 4+ dy 4+y dy

Felhasznalva(6.41), (6.42) szerinti atalakitdsokat, az alabbi differencidlegyenlet-rendszer adodik:

(6.52)
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A megoldando differencialegyenlet-rendszer tovabb egyszeriisithetd 7,, =-7,, észrevételével az
alabbi alakra:
% —Tp = 0,
dp
. (6.53)
b T, =2n—5—.
dg cos” f

A T, ( b= 0) =0, 7, ( b= O) =0 kezdeti feltétel figyelembevételével a differencidlegyenlet-

rendszer megoldasa:

7, =2/{00&6’+ln[1+sm’8]sinﬂ—l],

cos 8
1'12=2/{tanﬂ—sinﬁ+ln[l+81nﬂjcosﬁJ, (6.54)
cos 8
T =Ty
7,, =0.

Visszairva a f = arctan (y / 2) Osszefliggést €s elvégezve az egyszerusitéseket, megkapjuk a keresett

megoldasokat:

0, = 2oy —2— |- fa+7 |
Ja+y +y

(V47" -2)-4mn #H (6.55)

I. =
. w/4+y2 \/4+y2 +y
T22 Tll’

7,,=0

6.1.8. ANALITIKUS MEGOLDAS A LAGRANGE-FELE TRIAD SPINTENZORAN
ALAPULO FESZULTSEG-SEBESSEG HASZNALATA ESETEN

Fontos megjegyezni, hogy az (6.17) szerinti konstitutiv egyenletben nem az azonositd
konfiguracion értelmezett Q" mennyiség hasznalata torténik, hanem ennek a pillanatnyi
konfiguraciora forgatott értéke Q" = RQ"R".

A (6.15) szerinti spinfiiggvény jelen esetben:

2/
fL=NLL (6.56)
X2— X1
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Q" szamitisara érvényes Osszefliggés (azonos (6.14) szerinti Osszefliggéssel, ha a szogletes
zarojelen beliili 1-est elhagyjuk):

o 1. Sy
Q* =—y[# (E,®E,-E,®E). (6.57)
2 «/4+y2}

Elvégezve a behelyettesitéseket, és az egyszertsitéseket, a spintenzorra adodo dsszefiiggés:

§L=—4fy2 (E,®FE, -E, ®F, ). (6.58)

A Lagrange-féle tridd spintenzoran alapuld objektiv derivalt alkalmazésa esetén érvényes
hipoelasztikus konstitutiv egyenlet az egyszerii nyiras esetén:

T+TQ" -Q"t=2ud. (6.59)

A fesziiltségkomponensekre adodo differencialegyenlet-rendszer:

. 27,
T, + =0,
1 4+y27’
. (Tu_T22) .
T, —~—————>9=uy,
T T (6.60)
. 27, .
_ =0,
2 4+y27
7,,=0

(6.60)-t Osszehasonlitva (6.50)-tel megallapithatd, hogy a differencidlegyenlet-rendszer azonos
amennyiben (6.60)-ben a 7,, és 7, valtozokat felcseréljiik. Ennek figyelembevételével a

megoldasok:

(o [2_ym[#]_r+yz],
= 4

J4+y Ja+y +y

iy (y(mz)‘““[ﬁn, (6:61)

TIZ
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6.1.9. ANALITIKUS MEGOLDAS A LOGARITMIKUS FESZULTSEG-SEBESSEG
HASZNALATA ESETEN

Mivel a (4.4) szerinti konstitutiv egyenlet a logaritmikus fesziiltség-sebesség haszndlata esetén
integralhatd, igy az analitikus megoldds meghatarozasa az integralassal nyert (4.5) szerinti
anyagegyenlet segitségével torténik.

A pillanatnyi konfiguracion értelmezett Hencky-féle alakvaltozasi tenzor szamitasa (3.67) szerint
torténik:

3
h= Z%ln 2P, - (6.62)
Felhasznalva a (6.12), (6.13) Osszefiiggéseket, a h -ra ad6do6 0sszefliggés egyszerii nyirds esetén:
In y, 2
h=——%1)(E ®F,-E,®F,)+2)(E, ®F, +E, ®F,) |,
2 (Xl — X2 )

tr(h) =0.

(6.63)

A (4.5) szerinti konstitutiv egyenlet egyszer(i az nyiras esetére:
T=2uh. (6.64)

Ennek alapjan a megoldasok:

2
T, =2u ying __m ln(l+ly2+ly\/4+y2j,
2(X1_X2) \/4+y2 2 2

| 2 2 1 1
(" :2;(&:—‘[” :—’uln(l+5y2 +§yw/4+y2),

(t=x) v a4+

2
7, :—Zﬂ&:—rn :LIn(l+%y2 +%y«/4+y2 j,
Ty

2()(1_)(2) \/472

(6.65)

7, =0.

A spintenzor meghatarozasara szolgdld (6.14) sszefiiggésben f;, meghatérozdsa jelen esetben
(3.125); szerint torténik.

poe ot 2 (6.66)
X2 X ln()(l/)(z)

Behelyettesitve (6.14)-be, megkapjuk a logaritmikus spintenzort egyszerli nyiras esetén:

4 y

Y
=L +
4] 4+y* 4+y° ln(y/2+%\/4+y2)

(E,®E,-E,®E,). (6.67)
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6.1.10. EREDMENYEK OSSZEHASONLITASA

A kiilonbozoé fesziiltség-sebességek alkalmazédsa esetén eldallitott analitikus megoldasokat
szemléltetik a 10.-17. abrak.

100 - ]
] 0
80- ]
-20

60-
il -40
40 —60;
20 -80
0 -100

10. abra: Analitikus megoldas a Truesdell-féle, és  11. abra: Analitikus megoldas a Cotter-Rivlin-

az Oldroyd-féle fesziiltség-sebesség esetén. féle fesziiltség-sebesség esetén.
4 2
] Tn/,u 7
3 1 T
| 1
.
| 0
1 / / 7
0} 1
-1 |
T T _2 L T T T T
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
v v
12. abra: Analitikus megoldas a Durban-Baruch- 13. abra: Analitikus megoldas a Zaremba-

féle fesziiltség-sebesség esetén. Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebesség esetén.
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14. abra: Analitikus megoldas a Green-MclInnis-  15. dbra: Analitikus megoldas az Euler-féle triad
Naghdi-féle fesziiltség-sebesség esetén. spintenzoran alapul6 fesziiltség-sebesség esetén.

16. abra: Analitikus megoldas a Lagrange-féle 17. abra: Analitikus megoldas a logaritmikus
triad spintenzoran alapulé fesziiltség-sebesség fesziiltség-sebesség esetén.
esetén.

A vizsgalt objektiv fesziiltség-sebességek esetén a 7, fesziiltség komponens minden esetben zérus

értekli. Az egyiittforgd derivaltakhoz tartozd spintenzor, és az alakvaltozds-sebesség tenzor
felépitése miatt az egyszerli nyiras példdjan tetszéleges objektiv egylittforgd derivalt alkalmazasa
esetén a 7,, =—T,, egyenlség fennall. A Truesdell-féle és az Oldroyd-téle derivaltak esetén adodo

fesziiltségek jelen esetben azonosak. A Zaremba-Jaumann-Noll-féle és a Durban-Baruch-féle
objektiv derivaltak alkalmazasa esetén a megoldasban oszcillalo jelleg mutatkozik. A kiilonb6zd
objektiv fesziiltség-sebességek esetén szamitott fesziiltségkomponenseket foglaljak 6ssze a 18-21.
abrak.
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6 | T 10
T LTI
4 § Durban-Baruch \‘093( 8 1
4 = -
] 6-
27, ]
| 4-
0 Cotter-Rivlin 24
4 ] Logaritmikus
—2] 0
2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Y e
18. abra: A T, fesziiltségkomponensek 19. abra: A T, fesziiltségkomponensek
osszehasonlitasa. osszehasonlitasa.
2
Tzz/lu .
0 j Truesdell, Oldroyd
-2
-4 |
-6 7
2 4 6 8 10
vV

21. abra: A T, fesziiltségkomponensek
osszehasonlitasa kisebb y értékek esetén

20. abra: A T, fesziiltségkomponensek
osszehasonlitasa.
A 1), fesziiltség komponens a Cotter-Riviin-, Durban-Baruch- és a Zaremba-Jaumann-Noll-féle

derivaltak kivételével a y novekedésével fokozatosan novekszik. Az Q"-n alapuld egyiittforgd

derivalt esetén a 7,, fesziltségkomponens az QF-n alapulé objektiv derivalt esetén szamitott

(-1)-szerese (€s forditva).
A 1, fesziiltség komponens a Durban-Baruch-féle, Zaremba-Jaumann-Noll-féle és a logaritmikus

derivaltak kivételével a deformacio elérehaladtdval fokozatosan nének. A logaritmikus derivalt
esetén a 7,,-nek y_-nél maximuma van, amit szélséérték kereséssel meghatarozhatunk.
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7, = 2’uzln(l+1y2+l%/4+)}2j,
\Ja4+y 2 2

2J4+9° 1 1 3
%:2/‘ ! 3/2[ 4 —ln(1+5y2+53’ 4+V2j]:0, (6.68)

dy (4+y2) 7
% o o 5 —30177171
dy

A y_ helyen a fesziiltség maximuma:

T
T () _ 1,32548684. (6.69)
7

A kiilonb6z6 objektiv derivaltak esetén a nyirofesziiltségek a deformacié kezdeti szakaszaban kozel
azonosak. Ezt szemlélteti a 22. abra, ahol a fesziiltségek a y =0...1 tartomanyban lathatok.
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6.2. ZART TERHELESI CIKLUS

A vizsgalt geometria azonos az egyszeri nyiras esetével, eltérés a terhelésben jelentkezik. A zart
ciklusu terhelés huzés és egyszerli nyiras terhelések kombinacidjabol tevédik Ossze a kovetkezo-
képpen: Az 1. szakaszban nyujtas torténik a 2-es iranyban. A felsd ¢l a 2-es iranyban az eredetileg
H pozici6jabol H +V_ helyzetbe keriil. Ezt kdvetden a 2. szakaszban egyszerli nyiras kovetkezik

az 1-es iranyban. A fels6 €l U_ értékkel az 1-es iranyba mozdul. A 3. szakaszban nyomas torténik a

crer

nyiras kovetkezik a negativ 1-es irdnyban. A terhelés végén a test visszatér a kiindulési allapotéba.
A 3-as irdnyban a deformaci6 gatolt.

22. abra: A zart terhelési folyamat esetén vizsgalt geometria.

Mivel a terhelési folyamat végén a test visszatér a kiindulasi — fesziiltségmentes — allapotaba, emiatt
a tisztan rugalmas alakvaltozas miatt elvards, hogy marad¢ fesziiltségek ne keletkezzenek. A zart
terhelési ciklusu példa vizsgalataval képet kaphatunk a kiilonbozd fesziiltség-sebességek
alkalmazasa esetén a marado fesziiltségekrol.

Az analitikus megoldasok meghatarozasa a Truesdell-féle, Oldroyd-féle, Cotter-Rivlin-féle,
Zaremba-Jaumann-Noll-téle, Green-Mclnnis-Naghdi-féle és logaritmikus fesziiltség sebességek
esetére torténik.

A kovetkezokben az egymast kovetd szakaszokra érvényes kinematikai mennyiségek
meghatarozasa torténik.

Mivel az azonositd és a pillanatnyi konfiguracio bazisvektorai egybeesok, igy a tovabbiakban mind
az azonositd, mind a pillanatnyi konfigurdcidhoz kdthetd tenzorok leirdsa az azonosité konfiguracid
bazisvektoraival torténik.
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1. szakasz:

A 2-es irdnyu elmozdulast a 0 pontbol jelolje V. A deformécio a 0<¢<1 iddétartomanyban
torténik. Legyen a fajlagos ivhossz a 2-es irdnyban A=1+V/H .

A mozgasfliggvény alakja:
x =X, x,=A4X,, x,=X;. (6.70)

Az alakvaltozasi gradiens szamitasa:

5 5 1 0 0
=—X= Xa ea®EA’ [F]= O A 0 s
X ox, (6.71)
0 0 1
F=E ®E, + AE,®E, +E, ®E,.
A térfogatvéltozas mértéke (Jacobi-determindns):
J=det(F)=4. (6.72)
Az alakvaltozasi gradiens 1d0 szerinti derivaltja, illetve inverze:
0 0 O
F=AE,®E,, [F]: 0 4 0], (6.73)
0 0 O
1 0 O
F'=E ®FE, +1/4E,®E, +E,®E,, [F']=]0 1/4 0. (6.74)
0 0 1
Az Euler-féle sebességmezd gradiens tenzor:
0O 0 O
1=FF"' = 4/4E, ®K,, [1]=|0 4/4 0. (6.75)
0O 0 O
Az alakvaltozas-sebesség tenzor és az drvénytenzor szamitasa:
| 0O 0 O
d=5(1+lT)=l, [d]=]0 4/4 o], (6.76)
0O 0 O
| 0 00
w=5(1—1T)=0, [w]=[0 0 0 (6.77)
0 00
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A baloldali Cauchy-Green—féle deformacids tenzor:

b=FF' =E, ®E, + 4’E, ®E, +E,®E,,  [b]=|0

b sajatértékei:
X =1, X2 =A2a X3 =1.

A bazis-tenzorok (sajatprojekciok):

p,=E Q®E,
p,=E,®E,,
p; =E,®E..

0 0
A4 0. (6.78)
0 1

(6.79)

(6.80)

A deformdci6 sordn a sajatprojekciok valtozatlanok maradnak, nincs forgés, emiatt a spintenzorok

zérus értékiek:

QM 0, Qe =, QN —w=0.

2. szakasz:

(6.81)

A vizsgalt id6tartoméany 1<¢<2. Jeldlje az 1. szakasz végén a 2-es iranyban a fajlagos ivhosszat

A, =14V /H, valamint a 2. szakaszban az 1 ponttol mért 1-es irany(i elmozdulast U, ekkor a

fajlagos szogtorzulas y =U/H . Ez esetben a mozgasfiiggvény alakja:

x =X, +yX,, x,=A4 X,, x =X,

Az alakvaltozasi gradiens szamitésa:

5 5 I y» O
:_X: xa ea®EA’ [F]: 0 Am 0 D)
X oX,
0 0 1
F=E QE +4E,®E,+E,QF, +)E, QF,.

A térfogatvaltozas mértéke (Jacobi-determinans):

m*

J=det(F)=A

Az alakvaltozasi gradiens id6 szerinti derivaltja, illetve inverze:

0
F=JE, ®F,, [¥]=]0
0

(6.82)

(6.83)

(6.84)

(6.85)
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F'=E ®E +1/4 E,®FE,+E,®E,-y/4 E,®F,,

I —y/4, 0
[F']=[0 14, o0 (6.56)
0 0 1

Az Euler-féle sebességmezd gradiens tenzor:

0 j/4, 0
1=FF"'=j/4, E ®E,, [1]=|0 0 o0 (6.87)
0 0 0

Az alakvaltozas-sebesség tenzor és az Grvénytenzor szamitasa:

| . 0 3j/4, 0
d:5(1+1T)=i(El®E2+E2®E1), [d]=|13/4, 0 o], (6.88)
0 0 0
| . 0 3j/4, O
w=—(1-1")=—'(E,®E,-E,®E), [w]=|-1j/4, 0 0| (6.89)
2 24, 0 o

A baloldali Cauchy-Green—téle deformacios tenzor:

b=FF' =(1+’)E, ®F, + £,E,®E, +E,®E, + 4,y(E, ®E, +E, ®F,),

47" Ay 0 . (6.90)
[b]=| 4,0 4. 0
0o 0 1

b sajatértékeinek meghatarozasa (3.11) segitségével torténik:
p :%{HA; e+ 1 a,) +y2}[(1-,4m)2+y2”,

7, :%{HAi 4yt —\/[(HAm)2 +y2}[(1—Am)2 +ﬂ}, (6.91)

x; =1

A bazis-tenzorok (sajatprojekcidk) szamitasa (3.55) segitségével torténik. A bonyolult 6sszefiiggés
egyszerlsitésében az alabbi atalakitdsok segitenek:

X0 = As, J+ 0 =1+ AL+,

(0 -D)(-1)==, X Xs :\/[(1+Am)2 +y2}[(l—Am)2 +yzj.

(6.92)
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Ezeket felhasznalva, a sajatprojekcidkra adodo dsszefiiggések:

1
P = X1~ X [Xl(l—Xz)El®E1+X2(X1_1)E2®E2+Amy(El®E2+E2®E1)]’
1= X2
1
P, = X=X [Xz (Xl_1)E1®E1+X1(1_X2)E2®E2'Amy(El®E2+E2®E1)]’ (6.93)
1= X2
p; =E,®E..

Mivel p, az E,-bol képzett diad, valamint d csak az E,, E,-vel van kapcsolatban, emiatt az
(3.116)-bol a p,-tol fiiggd tag eltlinik. Vagyis a spintenzorok szamitisa jelen esetben a

kovetkezoképpen torténik:
Q= W+f1;p1dp2 +f;1p2dp1. (6.94)
A behelyettesitések és egyszertisitések elvégzése utan:

. 2 42
Q*—L{Hﬁzu}(El@Ez—Ez@El). (6.95)

24, 10— 1>

3. szakasz:

A vizsgalt idétartomany 2<¢<3. Jelolje a 2. szakasz végén az l-es irdnyban a fajlagos
szogtorzulast y, =U, /H . A 2-es irAnyban a fajlagos ivhossz 4= 1+(Vm —V) / H ,ahol VV a 2-es

ponttol a 3 -as pont felé mért elmozdulas. Ez esetben a mozgasfiiggvény alakja:
x =X +y.X,, x, =AX,, x =X, (6.96)

Az alakvaltozasi gradiens szamitasa:

3 Ly 0
-2 -2 ¢ ®F,, [F]=|0 4 o],
oX 0X, (6.97)
0 0 1
F=E ®E +A4E,®E,+E,QE, +y E ®E,.
A térfogatvaltozas mértéke (Jacobi-determindns):
J:det(F):A. (6.98)
Az alakvaltozasi gradiens 1d0 szerinti derivaltja, illetve inverze:
0 0 O
F=AE,QE,, [F]: 0 4 0], (6.99)
0 0 O
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F'=E ®E, +1/4E,®E,+E,®E, -y /AE, ®FE,,
I =p,/4 0

6.100
[F']=|0 1y4 o (6.100)
0 0 1
Az Euler-féle sebességmezd gradiens tenzor:
0O 0 O
1=FF"' = 4/AE, ®F,, [1]=|0 4/4 0. (6.101)
0O 0 O
Az alakvaltozas-sebesség tenzor és az drvénytenzor szamitasa:
0 0 O
1 T *
d=5(1+l ):1, [d]=|0 4/4 o], (6.102)
0 0 O
. 00
w=5(l—lT):0, [w]=[0 0 0. (6.103)
00
A baloldali Cauchy-Green—féle deformacios tenzor:
b=FF' =(1+7, )E, ®F,+ £'E, ®E, +E,®E, + 4, (E, ®E, +E, ®F,),
2
l+y, Ay, O (6.104)
[b]=| 4y, 4° 0|
0 0 1
b sajatértékei:
Xl:%{HAZ+y3n+\/[(1+A)2+y§}[(1-/1)2+y;]},
Xz:%{1+A2+yi—\/[(l+A)2+yiJ[(l—A)2+y§1}},. (6.105)

x; =1

A sajatértékek és a sajatprojekciok megegyeznek a 2. szakaszban szamolt érté¢kekkel amennyiben az
»-m” alsd indexet kicseréljik 4 ¢és y kozott. Ennek figyelembevételével a bazis-tenzorok

(sajatprojekciok):

1
= Xi—X [XI(I_XZ)EI OE + 1, (Xl _1)E2 ®E, + 4y, (El QE, +E2®E1)],
17 X2

1
X1 = X2
p,=E,®E,.

p, = [ 1.(x,—1)E,®E, + %, (1- ,)E, ®E, - 4y, (E, ®E, +E, ®E,)|,  (6.106)
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A behelyettesitések és egyszeriisitések elvégzése utan a spintenzorra adodo dsszefliggés:

* * A
Q - f,—~ (E ®E,-E, ®F,).

X1 = X2

4. szakasz:

(6.107)

A vizsgélt idStartomany 3<7<4. Az l-es irdnyban a fajlagos szdgtorzulas y=(U,, —U)/H , ahol

U jelenti a 3-as ponttdl a 0 pont felé mért elmozdulast. Ez esetben a mozgasfiiggvény alakja:

X =X, +9X,, x, =X,, Xy, =X,

Az alakvaltozasi gradiens szamitasa:

5 3 1 y O
F="-"% ¢ QF,, [F]=|0 1 o],
oX  oX,
00 1
F=5+JE ®F,.

A térfogatvaltozas mértéke (Jacobi-determinans):

J=det(F)=1.

Az alakvaltozasi gradiens 1d0 szerinti derivaltja, illetve inverze:

075 0
F=JE, QF,, [F]=]0 0 o],
000
I -y O
F'=3-)E ®E, [F']=|0 1 0
0 0 1
Az Euler-féle sebességmezd gradiens tenzor:
0y O
1=FF"' =jE ®FE,, [1]=|0 0 0].
000

Az alakvaltozas-sebesség tenzor és az drvénytenzor szamitasa:

0 37
1 1. y
d=_(1+1")=j(E,®E,+E,®F,),  [d]= %Oy g

oS o O

(6.108)

(6.109)

(6.110)

(6.111)

(6.112)

(6.113)

(6.114)
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0
w:%(l_lr):%?(El®E2—E2®El), [w]=|-17 0 of. (6.115)
0 0

A baloldali Cauchy-Green—féle deformacids tenzor:
b=FF" =(1+’)E, ®F, +E, ®E, +E, ®E, +7(E, ®E, +E, ®E,),

(6.116)

b sajatértékeinek meghatarozasa (3.11) segitségével torténik:
bt :%(2+V2 +py4+y’ )
xz=%(2+y2—y\/4+y2), (6.117)

x; =1

A bazis-tenzorok (sajatprojekciok) szamitasa (3.55) felhasznalasaval:

1
P, = v~ I:(Xl_1)E1®E1+(1_X2)E2®E2+y(E1®E2+E2®El)],
1 2
1
B [(1-2)E ®E,+(% ~1)E, ®E, —(E, O, + E, ®F, ) |, (6.118)
1 2
p,=E, ®F,.

A spintenzorra adodd Osszefiiggés:

. 2
Q*:%[Hfl’; 4 }(E1®E2—E2®El). (6.119)
X1~ X2

A 4. és 2. fazisban szdmitott kinematikai mennyiségek azonosak abban az esetben, ha 4 =1.

A kovetkezd alfejezetekben az analitikus megoldasok ismertetése torténik kiillonbozd fesziiltség-
sebességek alkalmazasa esetén.

Az analitikus megoldasok meghatarozasanak részletes ismertetése a Green-Mclnnis-Naghdi-féle és
a logaritmikus fesziiltség-sebesség példajan torténik A tovabbi fesziiltség-sebességek (Truesdell,
Oldroyd, Cotter-Rivlin, Zaremba-Jaumann-Noll) alkalmazdsa soran ¢érvényes analitikus
megoldasoknak csak a végsé alakja keriil kozlésre [32] alapjan. Az QF -n és Q" -n alapul6 objektiv
derivaltak nem keriilnek targyalésra.
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6.2.1. ANALITIKUS MEGOLDAS A TRUESDELL-FELE FESZULTSEG-SEBESSEG
HASZNALATA ESETEN

A Truesdell-féle fesziiltség-sebesség a Cauchy fesziiltségre van felirva. A kiilonbozd fazisokban
érvényes megoldasok a kovetkezok:

1. terhelési szakasz:

0, =0y =A(1-1/4), 0, =(A+2u)(4-1), o,=0, (6.120)
ahol A=1+V/H .

2. terhelési szakasz:

0, =Ky’ /4. +2(1-1/4,), 0, =(A+2u)(4,-1),

(6.121)
o, =4(1-1/4,), o,=Ky/A4_,
ahol y=U/H , A, =1+V, /H, K = u+(2+2u)(4, ~1).
3. terhelési szakasz:
0, = A+ (Kpl /4, ~ 1) /4, 0, = (A+2u)(4-1), 6.122)
o, =4(1-1/4), o,=Ky, /A4,,
ahol A=1+(V,,-V)/H, v, =U,/H.
4. terhelési szakasz:
0, = 1" + 7, (K/ Ay = 1) (27 =7,) 0y =05 =0, (6.123)

0,y =y +(K/ Ay = 1) s
ahol y=(U, -U)/H .

A 4. szakaszban érvényes fesziiltségképletekbe behelyettesitve K értékét, valamint a deformacid
végeén érvényes y = 0 -t, megkapjuk a teljes terhelési ciklus utan maradoé fesziiltségeket:

o ==(A+ 1), (1-1/4,), oy =(2+ 1) (1-V/4,). (6.124)

Mivel a 4. fazisban a Jacobi-determinéns értéke 1, emiatt ezek a fesziiltségkomponensek egyben a
Kirchhoff-féle fesziiltségkomponensek is.
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6.2.2. ANALITIKUS MEGOLDAS AZ OLDROYD-FELE FESZULTSEG-SEBESSEG
HASZNALATA ESETEN

Az analitikus megoldasok a Kirchhoff-féle fesziiltség komponenseire vannak felirva, amelyekbdl az
aktualis Jacobi-determindns osztdsaval megkapjuk a megfeleldé Cauchy-féle fesziiltség-
komponenseket.

1. szakasz:

A Jacobi-determinans ebben a szakaszban (6.72) szerint J=A. A Kirchhoff-féle fesziiltség
komponensek:

T, =T, =Aln4, Ty, =(u+4/2)(4* 1), 7, =0, (6.125)

ahol A=1+V/H .
2. szakasz:

A Jacobi-determinans (6.84) szerint J = 4 _. A Kirchhoff-féle fesziiltség komponensek:

T11=K(7/Am)2+’“nAm’ 1-22:(#+,1/2)(Ai—1),
T, =Ailn 4, 1, =Ky/4

m °

(6.126)

ahol y=U/H, A, =1+V, /H, K=(u+2/2) A4, - /2.

3. szakasz:

A Jacobi-determinans ebben a szakaszban (6.98) szerint J=A4. A Kirchhoff-féle fesziiltség
komponensek:

T, =AnA+K(y,/4,) T, =(u+2/2)(4 1), (6.127)
T33 =Aln A, T12 = KymA/A*i »
ahol A=1+(V,, -V)/H, y,=U,/H.
4. szakasz:
A Jacobi-determinans (6.110) szerint J =1. A Kirchhoff-féle fesziiltség komponensek:
‘L'H:ﬂy2+ym(K/A§1—ﬂ)(2y—ym), T =T33 =0,
(6.128)

T =:UV+(K/A§. _ﬂ)yma
ahol y=(U, -U)/H .

A zart terhelési ciklus végén (y=0) a marad¢ fesziiltségek:

Ty =—%f1y§1(1—1//1§1), T =%iyi(1—1/A;). (6.129)




63

6.2.3. ANALITIKUS MEGOLDAS A COTTER-RIVLIN-FELE FESZULTSEG-
SEBESSEG HASZNALATA ESETEN

1. szakasz:

A Jacobi-determinans ebben a szakaszban (6.72) szerint J=A. A Kirchhoff-féle fesziiltség
komponensek:

T, =Ty =AlnA4, Ty, =(u+4/2)(1-47),

7, =0,

(6.130)

ahol A=1+V/H .
2. szakasz:
A Jacobi-determinans (6.84) szerint J = 4 . A Kirchhoff-féle fesziiltség komponensek:

T, =T,=AlnA_, Ty, ==Ky [ 4, +(u+3)2)(1- 47),
T1 :KV/A

m ?

(6.131)

ahol K =u—-4Aln4_.

3. szakasz:

A Jacobi-determinans ebben a szakaszban (6.98) szerint J=A4. A Kirchhoff-féle fesziiltség
komponensek:

T, =Ty, = Aln 4, T =(u+4/2) = (u+ 12+ Ky) [ 4°, (6.132)
T, =Ky, /A4,

ahol A=1+(V, —V)/H, 7, =U, /H .

4. szakasz:

A Jacobi-determinans (6.110) szerint J =1. A Kirchhoff-téle fesziiltség komponensek:
T =Tu=0,  Tp=—w+7, (1=K)(2r-7,), (6.133)

Ty =1y = (1K)
ahol y=(U,-U)/H .
A zart terhelési ciklus végén (y =0) a marado fesziiltségek:

Ty =—ly,Ind,, Y =—Jy In4_. (6.134)
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6.2.4. ANALITIKUS MEGOLDAS A ZAREMBA-JAUMANN-NOLL-FELE
FESZULTSEG-SEBESSEG HASZNALATA ESETEN

1. szakasz:

A Jacobi-determinans ebben a szakaszban (6.72) szerint J=A. A Kirchhoff-féle fesziiltség
komponensek:

1. =1, =Aln4, T, =(2+2u)In 4, 7, =0, (6.135)
ahol A=1+V/H .

2. szakasz:

A Jacobi-determinans (6.84) szerint J = 4_. A Kirchhoff-féle fesziiltség komponensek:

1'11=ilnAm+K[l—cos(y/Am)}, T,=Aln4d_,

(6.136)
1'22=(/1+2,u)lnAm+K|:cos(y/Am)—l], T, =Ksin(y/4,),
ahol y=U/H, A, =1+V, /H, K=u(1+In4,).

3. szakasz:

A Jacobi-determinans ebben a szakaszban (6.98) szerint J=A. A Kirchhoff-féle fesziiltség
komponensek:

T, =AlnA+K|1-cos A )|, T,.,=AIln A4,
11 [ (J’m/ m):' 33 (6.137)

T, = (/1+2,u)lnA+K[cos(ym/Am)—1] T, =Ksin(y,/4,),

ahol A=1+(V,-V)/H.

4. szakasz:

A Jacobi-determinans (6.110) szerint J =1. A Kirchhoff-féle fesziiltség komponensek:
711=ﬂ+(K_ﬂ)COS(Vm_V)_KCOS[V_Vm(I_l/Am):Ia Ty =T (6.138)
T, = (K —u)sin(y, —y)+Ksin[y—ym (l—l/Am)], 7, =0,

ahol y=(U,,-U)/H .

A zart terhelési ciklus végén (y = 0) a marado fesziiltségek:
7)) = /1{1+ In A4, cosy, —(1+In Am)cos[ym (1-1/4, )]} , Ty =-T,), 6.139)

Ty = ,u{lnAm siny,, —(1+In Am)sin[ym (l—l/Am)]}.
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6.2.5. ANALITIKUS MEGOLDAS A GREEN-MCINNIS-NAGHDI-FELE
FESZULTSEG-SEBESSEG HASZNALATA ESETEN

1. szakasz:

Mivel (6.81); szerint a spintenzor minden elem zérus, emiatt a Kirchhoff-féle fesziiltség Green-
MciInnis-Naghdi-féle fesziiltség-sebessége megegyezik a Kirchhoff-féle fesziiltség 1dd szerinti
derivaltjaval.

o

T"=1=17 E ®E +17,E,®E,+17,(E ®E,+E, ®E)). (6.140)

Behelyettesitve(6.140), (6.76)-t a (4.4) szerinti konstitutiv egyenletbe, a fesziiltségkomponensekre
adodo differencialegyenletek a kovetkezok:

i, =14/ 4, t,, =(A+2u)4/4, i, =4/A, i, =0, (6.141)

ahol A=1+V/H . A differencialegyenletek megoldasai a T (A = O) =0 kezdeti feltétel mellett:

T, =Aln A4, T, =(A+2u)ln A4,
§ n=(4+20) (6.142)
T, = Aln A4, 7, =0.
Az 1. szakaszban (6.72) szerint J = 4, emiatt a Cauchy-féle fesziiltségkomponensek:
o,=AlnA4/A4, 0, =(A+2u)lnA/ A,
. / »=(4+2p)In 4/ (6.143)
0, =AlnA/A, =0.

Az 1. terhelési szakasz végén a Kirchhoff-féle fesziiltségkomponenseket megkapjuk A=A
(6.142)-be torténd behelyettesitésével:

T, =AInA4_, Ty, =(2+2u)In 4, (6.144)
T, =AlnA_, 7, =0.
2. szakasz:

Az fS™ spinfliggvény (3.122); szerint

GMN \/X—z_\/x_l
foMN —N2Z NAL (6.145)
NN

Behelyettesitve (6.145)-t és (6.91)12-t a (6.95) szerinti Osszefiiggésbe, megkapjuk az aktualis
spintenzort:

QoW :M(E@EZ—E@EI). (6.146)
(1+4,) +y
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(6.146)-nek, (6.88)-nek a (4.4) szerinti konstitutiv egyenletben torténd behelyettesitésével eldallo
differencidlegyenlet-rendszer a kdvetkezd:

. 2(1+ 4, )y ) 2(1+ 7
711_(—2)2712:07 Tzz""(;Azm)ztlzzoa
(1+4,) +» (1+4,) +y
(1+A ))') . (6.147)
Ty, =0, Tu‘*'m(rn_rzz)zzj’-
Atirva a differencialegyenlet-rendszert:
dr,, 2(1+1;1m) I, =0, dz, 2(1+124m) —
dy (1+Am) +y° dy (1+Am) +7° (6.148)
L dn, (1 4,) (t,-7 ):i |
dy & (Ao A
Legyen y= (1 +A4 ) tan /. Ekkor az alabbi differencialési szabalyok érvényesiilnek:
j—;:(1+Am)(1+tan2 5), (6.149)
a0)_aOa 40 _a) 6150

B dy dp’ dy B (1+4,)(1+tan’ B)’

Elvégezve a behelyettesitéseket ¢és az 4talakitdsokat (6.147)-en, valamint felhasznalva az
1+tan® B = l/ cos’ B azonossigot az alabbi differencialegyenlet-rendszer adodik:

C:“ -21, =0, dz,, +27, =0,

dﬂ d (6.151)
T3 Ty u

—= =, +(7,—-7,)=(1+1/4_)———.

dﬁ dB ( 11 22) ( / m)Coszﬁ

(6.151)1,-bél megallapithato, hogy 7,,+7,, =K, ahol K konstans. Valamint (6.151); szerint

T, =1dr,,/dB . Felhasznalva (6.151), Osszefliggésben, egy kozonséges masodrendii differencial-

egyenlethez jutunk:
2 2(1+1/4
d—fgl+4rl]=(—/2m)”+21<. (6.152)
dg cos” f

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa:
7, = 2,u(1+1/Am)(cosZﬂlncosﬂ+ﬁsin2,8—sin2 [3)+Cl cos2B+C,sin2f+K/2.

(6.153)
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Ebbél 7,, =K —1,,, valamint 7, =1dz,,/df.
T, = —2,u(1+1/Am)(cos2[>’lncos[>’+ﬂsin2ﬁ—sin2 [3)—C1 cos2B-C,sin2B+K/2,
(6.154)
7, =p(1+1/4,)cos2B[ 28 -2tan2BIncos f—y/(1+ A, ) |- C,sin2B+C, cos 2 8.
(6.155)
(6.151)3-bdl 7,, = C;, ahol C, konstans.

A kezdeti feltételek megegyeznek az 1. terhelési szakasz végén adodo fesziiltség komponensekkel:

7,(f=0)=1/=2In4,, T, (f=0)=1l, =(1+2u)In 4,,

(6.156)
T, (f=0)=1y;,=AIn4,, 7,(#=0)=1, =0.

A kezdeti feltétel figyelembevételével a (6.151) szerinti differencidlegyenlet-rendszer megoldésa:
7, = 2,u(l+1/Am)(cos2ﬂlncosﬂ+ fsin2f —sin’ ﬂ)—,uln A, cos2f+(A+u)nA,,

(% =—2,u(1+I/Am)(cos2,31ncos,8+[3sin2ﬂ—sin2 ,B)+,ulnAm cosZﬁ+(/1+,u)lnAm,
(5 :,u(1+1/Am)cos2ﬂ[2,8—2tan2,81ncos,8—y/(1+Am)]+,ulnAm sin2p,

T,,=Aln4,.
(6.157)
Mivel ebben a szakaszban J = 4_, igy a Cauchy-féle fesziiltségkomponensek:
0y :Tll/Am’ 0y :TZZ/Am’ Oy, :TIZ/Am’ 033 :T33/Am' (6.158)

A 2. terhelési szakasz végén a Kirchhoff-féle fesziiltségkomponenseket megkapjuk y=y_
(6.157)-be torténod behelyettesitésével:

7)) = 2,u(1+l/Am)(c052ﬂm Incos B+ B, sin2B_—sin’ ﬁm)—,uln A cos2p +(l+,u)ln A4,
o :—2,u(1+1/Am)(cos2,b’m Incos B+ B, sin2fB_—sin’ ﬁm)+,uln A, cos2f, +(A+u)In A,
T} =,u(1+1/Am)0052ﬂm [Zﬁm —2tan2p 1Incosf_ —ym/(1+Am)]+ylnAm sin2p,_,

Th=AlnA,

(6.159)

ahol g, =arctan —In |,
1+ 4,
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3. szakasz:

Behelyettesitve (6.145)-t és (6.105);,-t a (6.107) szerinti Osszefliggésbe, megkapjuk a pillanatnyi
terhelési szakaszban érvényes spintenzort:

YA
v +(1+4)

QGMN - _

~(E,®E,-E,®E)). (6.160)

(6.160)-nak, (6.102)-nek a (4.4) szerinti konstitutiv egyenletben torténd behelyettesitésével eldallo
differencidlegyenlet-rendszer a kovetkezd:

2y A A 2y A
T, + o =1—, T, — m T, =(A+2u)—,
" o +(1+4) T4 2 yi+(l+A)2 o = (4 20) (6.161)
A 7,4 '
T3 /129 (5 _y +(1+A)2(T“ T22)20
Atirva a differencialegyenlet-rendszert:
dr,, 2y 1 dr,, 2y
+ = T,=A—, = T A+20)—,
R () R () e (6.162)
dz,; =/1l dr,, Vm (‘L' s )=0 .
dA A: dA yrzn+(l+A)2 11 22

(6.161)5 integralasaval a 7,, = Aln 4+C eredményhez jutunk. A 7}, kezdeti feltétel figyelembe-

vételével C =0.

Legyen A=y_tan f—1. Ekkor az alabbi differencialési szabalyok érvényesiilnek:

d4 2

£=ym(l+tan ﬂ), (6.163)
d0) _d()aa  d()_d() 1 (6.164)
d d4 dg’ 4 dp g, (1+tan’ p) '

Elvégezve a behelyettesitéseket és az atalakitasokat (6.162)-on, az alabbi differencidlegyenlet-
rendszer adodik:

1+ tan?
%4_21-12 :ﬂM, dle _(Tll _1'22):0’
dg y tan f—1 dg (6.165)
1+ tan? '
ﬂ—2112 :(/1+2,u)—ym( ﬁ).
dp y_ tan f—1
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A differencidlegyenlet-rendszer megoldasa a kdvetkezd:

7, =C +B,(B)+[ C,+B,(B)]cos2p+[ C, +B,(B)]sin 28,
7, =C +B,(B)-[ C,+B,(B) |cos2p-[ C,+B,(B) |sin2p, (6.166)
(2 =—[C3 +B, (ﬁ)]cos2ﬂ+[C2 +B, (,b’)]sinZﬁ,

ahol a B, (,B) ,B, (ﬁ), B, (ﬂ) fliggvények alakja a kdvetkezd:

B, (B)=(4 +/,¢)1nA,

,(B)= [2ym - ymlncosﬂ)wt(l—yi)lnA], (6.167)

B3(,B)= 2y l;l[ymﬂ+lncos[)’+lnzél]

I+y

A kezdeti feltételek rendre megegyeznek a 2. terhelési szakasz végén érvényes T, Ty, T}s

fesziiltségekkel. (6.166)-be torténd behelyettesitésével C,, C,, C, konstansok meghatarozhatok:

C, =0,
C, =[ 7\ =B, (8,) |cos28, +7)ysin28, - B, (8,). (6.168)
C,=[ 7} ~B,(B,)]sin2B, ~ 7t cos 25, =B, (),

ahol p_ a 3. terhelési szakasz elején érvényes f érték, vagyis p_ =arctan [(1 + A ) / ym] .
Visszahelyettesitve (6.168)-t (6.166)-be, megkapjuk a Kirchhoff-féle analitikus megoldasokat a
3. terhelési szakaszban:
7, =B, (ﬂ)+[C2 +B, (ﬁ)]cos2ﬂ+[C3 +B, (ﬁ)]sinZﬁ,
7, =B, (B)-[ C, +B,(p) |cos2p- C;+B,(B) |sin2p,
T, = —[C3 +B, (ﬁ)]cos2ﬂ+[C2 +B, (,B)]sin2ﬁ,
T, =Aln A

(6.169)

A 3. terhelési szakasz végén a Kirchhoff-féle fesziiltségkomponenseket megkapjuk 4 =1 (6.169)-be
torténd behelyettesitésével:

o C, (y::1 -3y —4)—(6,uyr3n +8,uym)arctan(2/ym)+,uy::1 1n(1+4/yfn)+4C3 (ym + yfn)

" (1+yr2n)(yr2n +4) ’
19
w G (37 —7m +4)+2uy arctan (2/,, )+ (3, + 4, ) In(1+4/73 ) +4C, (7, +73)
2 (1+V§1)(3’§1 +4) ’
75 =0

(6.170)
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4. szakasz:

A megoldando differencidlegyenlet-rendszert megkapjuk 4_=1-nek a 2. szakaszban érvényes
(6.147)-be torténd helyettesitésével:

. 4y . 49
Ty~ 721_12:0’ Ty + yzrlzzoa

Ay / 6.171)
. . 29 . '
T33=0, T12+4+y2 (Tll_Tzz)zﬂV-

Az altalanos megoldas megegyezik a 2. szakaszban szamitott (6.153)-(6.155) megoldéasokkal,
A, =1 behelyettesitésével:
T, = 4,u(cosZﬁlncosﬁ—i—,BsinZﬂ—sin2 B)+C1 cos2f+C,sin2f+C,
T, = —4ﬂ(cos2ﬂlnc0sﬂ + fBsin 2 —sin’ B)—C1 cos2f—-C,sin2f+C, (6.172)
T, = 2,u0052ﬁ[2ﬁ—2tan2ﬂlncosﬂ—y/(1+ A )] —C,sin2B+C, cos2p,

ahol B =arctan(y/2). (6.171); integralasaval nyert megoldas:

7, =C,. (6.173)

A kezdeti feltételek rendre megegyeznek a 3. terhelési szakasz végén érvényes T}, Ty, Tpy, T

fesziltségekkel.(6.172), (6.173)-be  torténd behelyettesitésével C, C,,C,,C,; konstansok

meghatarozhatok:
C=¢C, =0,
C,=—4ulncos B_+1) cos2B_ —1/ysin2p,, (6.174)
C = ,u(ym —4,Bm)+ TIT sin2f_+ Tf? cos2p_,

ahol f_ a terhelési szakasz elején érvényes érték, vagyis f, = arctan(ym / 2). Visszahelyettesitve a
(6.174) konstansokat (6.172), (6.173)-ba, megkapjuk a keresett megoldasokat:

7, =(C, +4ulncos B)cos 28 +[ C, +u(4f—y)]sin 2,

7, =[CZ +Iu(4ﬁ—y)]cos2ﬂ—(cl +4plncos B)sin 23, (6.175)
Ty =T
7, =0.

Ebben a terhelési szakaszban J =1, emiatt a Kirchhoff-féle és Cauchy-féle fesziiltség komponensek
megegyeznek.

A 4. szakasz végén maradd fesziiltségeket leird fiiggvények rendkiviil Osszetettek, ugyanis a
4. szakaszban érvényes megolddsokban a C,, C, konstansok visszamendleg tartalmazzak az egyes

terhelési szakaszok végén érvényes 7.,, T, Ta értékeket. Ezek sorozatos visszahelyettesitése miatt

addédik a meglehetésen bonyolult 6sszefliggés.
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6.2.6. ANALITIKUS MEGOLDAS A LOGARITMIKUS FESZULTSEG-SEBESSEG
HASZNALATA ESETEN

Mivel a (4.4) szerinti hipoelasztikus konstitutiv egyenlet a logaritmikus fesziiltség-sebesség
hasznalata esetén integralhatd, igy az analitikus megoldas meghatarozasa az integralassal nyert (4.5)
szerinti anyagegyenlet segitségével torténik, ahol a Kirchhoff-féle fesziiltség és a pillanatnyi
konfiguracion értelmezett Hencky-féle alakvaltozasi tenzor kozott a kapcesolat linedris.

1. terhelési szakasz:

A pillanatnyi konfiguracion értelmezett Hencky-féle alakvaltozasi tenzor szamitasa (3.67) szerint
torténik:

3
1
h:ZElnXQpa. (6.176)

a=1

(6.79), (6.80) figyelembevételével:

h=InAE, ®F,. (6.177)

Mivel tr(h) =In 4, igy (4.5)-be torténd behelyettesitések utan a fesziiltségkomponensekre adddo

Osszefiiggések:
T,, =Aln A4, T, =(A+2u)In A,
. n =i+ 2p) (6.178)
T, =Aln A4, =0.
Ebben a terhelési szakaszban J = A4, igy a Cauchy-féle fesziiltségkomponensek:
o,=AlnA/A, 0, =(A+2u)lnA/A,
1 / 2 ( ,U) / (6.179)
0, =AlnA/A, 0, =0.

2. terhelési szakasz:

Ebben a terhelési szakaszban érvényes Hencky-féle alakvaltozasi tenzort megkapjuk (6.91) és
(6.93)-nak (3.67)-be torténd behelyettesitésével. Az egyszertsitések utdn a komponensekre adodo
Osszefliggés:

1 1
- A =y )InAd +—(1-A4> +y*)1
b= (s (= |
1 1
h, = —AVInd ——(1- 42 +*)1
2 XI_XZ{(% m)n m 2( m+y)n)(1:|’ (6.180)
h, = Ay (Iny,—In4,),
X1 = X2

hy, =0.
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Mivel tr(h) =In4Ad_,

igy (4.5)-be torténd behelyettesitések utan a fesziiltségkomponensekre adodo

Osszefiiggések:
7, = 21 {(A;—Xz)lnAm+l(1—41+y2)1n)(1}+/11n14m,
X1— X2 2
2,[1 2 1 2 2
T, = - In4 ——(1-A4. +y" |In +AlnA_,
%) Xl_X2|:(X1 Am) 4, 2( A, y) Xi A, (6.181)
7, =Y (104 I 4,),
X1~ X2
T,=4Aln4A,.

Ebben a terhelési szakaszban J = 4_, igy a Cauchy-féle fesziiltségkomponensek:

2/1 |: 2 1 2 2
o, =—r — 1 )InA +—(1-A2 +y lnx}hﬂnAm Ay
s (XI_XZ) (Am 2) 2( ) 1 /
2,Lt 2 1 2 2
ey —A*)lnA4d ——(1-4 1 AlnA4 /A
O Am(xl—xz)[(% )in 2( +y)n)“}r M/ Ao (6.182)
o, =21 (Iny, —In4,),

X1— X2
o,=4In4 /4, .

3. terhelési szakasz:

A 3. terhelési szakaszban érvényes (6.105) szerinti sajatértékek, és (6.106) szerinti sajatprojekciok
(3.67)-be torténd behelyettesitésével, €s az egyszerisitések elvégzése utan:

hy, = p i){z [(/f —Xz)lnA+%(l—A2 +yi)ln)(1},
p— (== S (1 g |

h, Ay,
X1~ X2

hyy = 0.

hzz =

(6.183)

(11’1)(1 —lnA),

Mivel tr(h) =1In A, igy (4.5)-be torténd behelyettesitések utan a fesziiltségkomponensekre adodo
Osszefiiggések:

7, =2 [(Az—xz)lnAJrl(l—Az+yr2n)ln)(l}+/11nA,
X1~ X2 2
2p
T22

= [(Xl—Az)lnA—%(l—Az+yi)ln)(1}+/“nz4,
X1 = X2

(6.184)
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Ebben a terhelési szakaszban J = A4, igy a Cauchy-féle fesziiltségkomponensek:

2u 2 1 2, .2
=———|(4" =y, )InA+—(1-4 | Aln A/ A
01 A(XI_X2)|:( Xz)n +2( +Vm)n)(1j|+ nd/4,
2/1 2 1 2 2
=—=F —A )In4——(1-4 | Aln A/ A
= A(xl—xz){(x‘ Jin = ”m)”‘} nd/4, (6.185)
o, =2’u¢(lnxl ~In4),
X1~ X2
0y, =AlnA/A.

4. terhelési szakasz:

A Hencky-féle alakvaltozds komponenseket megkapjuk(6.117), (6.118)-nak (3.67)-be torténd
behelyettesitésével.

h, = ln(1+ y +— y\/4+y j
2 4+y
h,, = _r ln(1+ y +— y\/4+y ]

2 4+

h, \/41+_yln(l+ P = y\/4+yj

h,=0.

(6.186)

Ebben a terhelési szakaszban tr(h)=0. (4.5)-be torténé behelyettesitések utan a

fesziiltségkomponensekre adodo dsszefiiggések:

T, = 24 1(1+1y2+ y\/4+yj
J4+y 2

_m 1n(1+ el %/4+yj (6.187)
Ja+y

Ty ==Ts

7,, =0.

Mivel (6.110) szerint J =1, emiatt a Cauchy-téle fesziiltség komponensek megegyeznek a
Kirchhoff-téle fesziiltségkomponensekkel.

A logaritmikus fesziiltség-sebesség haszndlata esetén a zart terhelési folyamat végén nincsen
marad¢ fesziiltség. Ezt megkapjuk a 4. terhelési szakasz végén érvényes y =0 értéknek (6.187)-be

torténd behelyettesitésével.
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6.2.7. EREDMENYEK OSSZEHASONLITASA

Az eredmények megjelenitéséhez az alabbi numerikus értékek hasznélata torténik: E =2500,
v=0,35. E értéke dimenziotlannak vett, mivel itt csak az analitikus szamitds eredményeinek

a megjelenitése a cél azért, hogy a késdbbi numerikus eljaras utjan nyert értékekkel az Gssze-
hasonlitas elvégezhetd legyen, tehat a szamitdsok nem konkrét anyagtipusra vonatkoznak. Ennek
megfelelden a Lamé-konstansok:

Ev

A=—— =2160,494
(1+v)(1-2v) T

= =925,926. 6.188
: 2(1+v) (-189)

A terhelési paraméterek 4 =2, y, =2-nek lettek valasztva. Ebben az esetben kialakulo deforma-

ciot szemlélteti a 23. abra:

1 2
- T ST T T T 7
[ o p P
| | s /
| | % %
| | / /
/ /
| | s s/
0~ s 3
—_—————
7/ — ~
/ =~/ -
7 P4 P
/ - / ~
/ /// / ///
/ /
/// ///
Z -

23. abra: Deformacio a terhelés kiilonb6zo szakaszaiban.

A 24.-47. abrék a kiilonbozd fesziiltség-sebességek alkalmazasa esetén az analitikusan szamitott
Cauchy-féle fesziiltség komponenseket tartalmazzak.




Truesdell-féle fesziiltség-sebesség:

10000 5000
E O O
8000 E i
1 4000
6000 E i
40007 3000
2000 | |
0 2000
-2000 1
1 1000
-4000 1
_6000 T T T T T T T T oﬂ““\ T T T T
1 2 3 4 1 2 3 4
terhelési szakaszok terhelési szakaszok
24. abra: Oy fesziiltségkomponens az Truesdell-féle 25. abra: O, fesziiltségkomponens az Truesdell-féle
fesziiltség-sebesség hasznalata esetén. fesziiltség-sebesség hasznalata esetén.
4000 o 1 o
1 7= 1000 ==
3000 800
600 -
2000 |
400
1000 - 1
| 200
0 B T T T T T T T T T T T T T T | 0 j T T T T T T T T T T T T T ‘
1 2 3 4 1 2 3 4
terhelési szakaszok terhelési szakaszok
26. abra: @3, fesziiltségkomponens az Truesdell-féle 27. abra: O;; fesziiltségkomponens az Truesdell-féle

fesziiltség-sebesség hasznalata esetén. fesziiltség-sebesség hasznalata esetén.
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Oldroyd-féle fesziiltség-sebesség:

6000

4000 |

2000

o
L

-2000

1 2 3

terhelési szakaszok

28. abra: Oy fesziiltségkomponens az Oldroyd-féle
fesziiltség-sebesség hasznalata esetén.

3000

2500 -

2000

1500 |

1000

terhelési szakaszok

30. abra: @, fesziiltségkomponens az Oldroyd-féle
fesziiltség-sebesség hasznalata esetén.

o 1 2 3 4

3500 |

3000 |

2500
2000
1500 -
1000 -

500

o 1 2 3

terhelési szakaszok

29. abra: Oy, fesziiltségkomponens az Oldroyd-féle
fesziiltség-sebesség hasznalata esetén.

700
600
500

400 |
300
200
100

OJ

1 2 3 4

terhelési szakaszok

31. abra: O3; fesziiltségkomponens az Oldroyd-féle
fesziiltség-sebesség hasznalata esetén.




Cotter-Riviin-féle fesziiltség-sebesség:

i 0j
700 Ou 1 On
600’: —500*
500 | ~1000 -
400 ~1500
300 ]

1 -2000
200 ] 1
100 - -2500

oj T T T T T T T — _30007““\ T T T T
1 2 3 4 1 2 3 4
terhelési szakaszok terhelési szakaszok

32. abra: Oy, fesziiltségkomponens a Cotter-Rivlin-féle 33. abra: O, fesziiltségkomponens a Cotter-Rivlin-féle

fesziiltség-sebesség hasznalata esetén. fesziiltség-sebesség hasznalata esetén.
2000 | o, 700 | O

| 600 -
0 ]
1 500
| 400
-2000 :
: 300
~4000 | 2007
| 100 -

- 6 0 0 0 | T T T T T T T T T T T T T 0 j T T T T T T T T T T T T T ‘

1 2 3 4 1 2 3 4

terhelési szakaszok terhelési szakaszok

34, abra: O, fesziiltségkomponens a Cotter-Rivlin-féle 35. abra: O3; fesziiltségkomponens a Cotter-Rivlin-féle
fesziiltség-sebesség hasznalata esetén. fesziiltség-sebesség hasznalata esetén.
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Zaremba-Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebesség:

1000 | o ] On
] 1000
800 ]
600 - ]
1 500
400 - ]
200 |
7 0
0 ]
~200 | ~500 -
_400;““\ T T T T 7“‘\“‘ L
0 1 2 3 4 1 2 3
terhelési szakaszok terhelési szakaszok
36. abra: Oy, fesziiltségkomponens a Zaremba- 37. abra: Oy, fesziiltségkomponens a Zaremba-
Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebesség hasznalata Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebesség hasznalata
esetén. esetén.
| o 700 | &
1000 | 600 -
1 500 -
500 - ]
] 400 |
] 300
0 :
il 200
~500 | 1007
1 2 3 4 1 2 3
terhelési szakaszok terhelési szakaszok
38. abra: O, fesziiltségkomponens a Zaremba- 39. abra: O;; fesziiltségkomponens a Zaremba-
Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebesség hasznalata Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebesség hasznalata

esetén. esetén.




Green-MclInnis-Naghdi-féle fesziiltség-sebesség:

o 1000 | 4,
1200 | i
1000 800-
800 | 600 -
600 |
i 400
400 ]
] 200 |
200 | |
0;‘ T T T T T T T T 0;\ T T T T
0 1 2 3 4 1 2 3 4
terhelési szakaszok terhelési szakaszok
40. abra: Oy, fesziiltségkomponens a Green-McInnis- 41. abra: Oy, fesziiltségkomponens a Green-McInnis-
Naghdi-féle fesziiltség-sebesség hasznalata esetén. Naghdi-féle fesziiltség-sebesség hasznalata esetén.
c: 700 | O
1000 | |
i 600 -
500 | 500
| 400 |
0 1
300
-500 1 200 -
-1000 100~
1 2 3 4 1 2 3 4
terhelési szakaszok terhelési szakaszok
42. abra: O3, fesziiltségkomponens a Green-McInnis- 43. abra: O;; fesziiltségkomponens a Green-MclInnis-

Naghdi-féle fesziiltség-sebesség hasznalata esetén. Naghdi-féle fesziiltség-sebesség hasznalata esetén.
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Logaritmikus fesziiltség-sebesség:

1200; o, 1o,
1 1000
1000 | |
] 800 -
800 1
600 | 600
400 400
200 200 -
04““\ T T T T o;\ L
1 2 3 4 1 2 3
terhelési szakaszok terhelési szakaszok
44. abra: Oy, fesziiltségkomponens a logaritmikus 45. abra: Oy, fesziiltségkomponens a logaritmikus
fesziiltség-sebesség hasznalata esetén. fesziiltség-sebesség hasznalata esetén.
| o 700 | O
1000 - ]
’ 600 -
500 500
: 400 |
0 1
, 300
-500 | 200
f 100 -
-1000 1
T T T T 1 T OJ“‘\“‘ — T T
1 2 3 4 1 2 3
terhelési szakaszok terhelési szakaszok
46. abra: O, fesziiltségkomponens a logaritmikus 47. abra: O; fesziiltségkomponens a logaritmikus

fesziiltség-sebesség hasznalata esetén. fesziiltség-sebesség hasznalata esetén.
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A 48.-51. abrak a nem egyiittforgo fesziiltség-sebességek esetén szamitott analitikus megoldasokat

szemléltetik a terhelési folyamat soran.

10000 |
8000

(o)}

o

o

o
!

4000
2000 |

Cotter-Rivlin

~2000
—4000 -
~6000 -

o
TR VIS AN AR M

1 2 3 4

terhelési szakaszok

48. abra: Oy, fesziiltségkomponensek nem egyiittforgo
fesziiltség-sebességek alkalmazasa esetén.

O
Oldroyd

Oﬁer-R'\V\'ln

~2000

-4000

-6000 L ——— :
1 2 3 4

terhelési szakaszok

50. abra: 03, fesziiltségkomponensek nem egyiittforgo
fesziiltség-sebességek alkalmazasa esetén.

b o Truesdell
4000 -
Oldroyd
2000
0
~2000 -

1 2 3 4

terhelési szakaszok

49. abra: Oy, fesziiltségkomponensek nem egyiittforgo
fesziiltség-sebességek alkalmazasa esetén.

1000 %

Oldroyd,
4 Cotter-Rivlin

0 j T T T T T T T T T T T ‘
1 2 3 4

terhelési szakaszok

51. abra: O3; fesziiltségkomponensek nem egyiittforgo
fesziiltség-sebességek alkalmazasa esetén.
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A 52.-55. abrak az egyiittforgd fesziiltség-sebességek esetén szamitott analitikus megoldasokat
szemléltetik a terhelési folyamat soran.

| Green-Mclnnis-Naghdi ';,;
3
B 2
-500 %
1 3
_400 T T T T T L L I
1 2 3 4 1 2 3 4
terhelési szakaszok terhelési szakaszok
52. abra: Oy, fesziiltségkomponensek egyiittforgo
fesziiltség-sebességek alkalmazasa esetén.

53. abra: Oy, fesziiltségkomponensek egyiittforgo
fesziiltség-sebességek alkalmazasa esetén.

1000 -
500
0-
-500
-1000 |
1 2 3 4
terhelési szakaszok

54. abra: 03, fesziiltségkomponensek egyiittforgo

terhelési szakaszok
fesziiltség-sebességek alkalmazasa esetén.

55. abra: O3; fesziiltségkomponensek egyiittforgo
fesziiltség-sebességek alkalmazasa esetén.
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A Truesdell-féle és Oldroyd-féle fesziiltség-sebességek esetén az analitikus megoldasokban
hasonlésdg tapasztalhatd. Ettdl a Cotter-Riviin-féle fesziiltség-sebesség esetén szamitott
megoldasok jellegben eltérnek.

Az egyiittforgd fesziiltség-sebességek esetén meghatarozott fesziiltségkomponensek jellegiiket
tekintve hasonloak, a deformacid eldrehaladtaval azonban a kozottiik tapasztalhatd eltérés
fokozatosan novekszik.

Mivel tisztan rugalmas anyagtorvény vizsgalata tortént, emiatt elvaras, hogy a terhelési folyamat
végén (amikor a vizsgélt test visszatér a fesziiltségmentes kiindulasi &llapotaba) marado
fesziiltségek ne keletkezzenek. A logaritmikus fesziiltség-sebesség kivételével minden esetben
tapasztalhatd valamelyik fesziiltségkomponensben marado6 érték. A terhelési folyamat végén a o,

fesziiltségkomponens értéke minden esetben zérus. A maradd fesziiltségeknek a terhelési
paraméterektdl (A4, ,y,, ) fliggo jellegét szemléltetik az 56.-67. abrak.

6000
4000 |

2000 |

56. abra: Marado Oy, fesziiltség a Truesdell-féle 57. abra: Marado O, fesziiltség a Truesdell-féle
fesziiltség-sebesség esetén. fesziiltség-sebesség esetén.

58. abra: Maradé Oy fesziiltség az Oldroyd-féle 59. abra: Maradoé O, fesziiltség az Oldroyd-féle
fesziiltség-sebesség esetén. fesziiltség-sebesség esetén.
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60. abra: Marado O, fesziiltség a

Cotter-Rivlin-féle fesziiltség-sebesség esetén.

777
T
ey
2

62. abra: Maradé Oy fesziiltség a Zaremba-
Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebesség esetén.

\\‘ko Z 77
N>

200 '5,1:’;‘:;,,;’”,,
] [ =
1 T e R N R s
S NN
200 P NS
~400
-600
3
2.5 1
A 2 1.5 2 e
m 1 m

64. abra: Marado6 @, fesziiltség a Zaremba-
Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebesség esetén.

61. abra: Marado O, fesziiltség a
Cotter-Rivlin-féle fesziiltség-sebesség esetén.

63. abra: Maradoé Oy, fesziiltség a Zaremba-
Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebesség esetén.

65. abra: Marado6 Oy, fesziiltség a Green-McInnis-
Naghdi-féle fesziiltség-sebesség esetén.
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800 |
600
400 |

200 | "0000

66. abra: Marado Oy, fesziiltség a Green-MclInnis-  67. abra: Maradé O, fesziiltség a Green-McInnis-
Naghdi-féle fesziiltség-sebesség esetén. Naghdi-féle fesziiltség-sebesség esetén.

Megallapithatdo, hogy a vizsgalt zart terhelési folyamat esetén az egylittforgd fesziiltség-
sebességeknél a marado fesziiltségek 1ényegesen kisebbek, mint a nem egyiittforgd fesziiltség-
sebességek esetén kapott értékek.
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7. NUMERIKUS SZAMITASOK

7.1. NUMERIKUS INTEGRALASI ALGORITMUS EGYUTFORGO
DERIVALTAK ESETEN

A novekményes alaku (4.5) szerinti hipoelasztikus konstitutiv egyenlet az ismert objektiv derivaltak
koziil egyediil a logaritmikus fesziiltség-sebesség alkalmazasa esetén integralhatd [16]. A tobbi
fesziiltség-sebesség alkalmazasa esetén a fesziiltségkomponensek meghatdrozasdhoz a konstitutiv
egyenlet numerikus integraldsa sziikséges. Fontos megjegyezni, hogy a megoldasok a fesziiltség-
komponensekre adodé differencidlegyenlet-rendszerek numerikus megoldasaval is eléallithatdak.

A numerikus integralas sordn a pillanatnyi #, idépontban a € pillanatnyi konfiguracié kinematikai
mennyiségei, valamint az ehhez a konfiguracidhoz tartozd 6 fesziiltségallapot ismert. A késdbbi
t.., =t +At idOpillanatban a test altal elfoglalt Q . konfiguracié szintén ismert, de az ehhez

tartoz6 6, fesziiltségallapot nem. A numerikus integralds célja a 6, ,, meghatarozasa. Mivel Q__,

n+l

ismert, igy az ehhez tartozo kinematikai mennyiségek meghatarozhatoak.

Az Q ., allapotban az anyagi pontok térbeli helyzete:

.. (X)=0,(X)+U(X)=0,(X)+ule,(X)], (7.1)

ahol u az ismert elmozdulas érték. A ¢ ¢és ¢ ., idopontok kozott érvényes konfigurdciora torténd

leképzés kozelitése linearis interpolacioval torténik:
9,.,=00,,,+(1-a)o,, ac[01]. (7.2)

A t, id6pillanatban az alakvaltozasi gradiens szamitasa (3.4) szerint:

op
= T 73
n+a aX ( )

Felhasznalva (7.2)-t az alakvaltozasi gradiens kozelitése:
F. =daF_ +(1-a)F,. (7.4)

n+l

A kiilonb6z6 konfiguraciok kozott érvényes alakvéltozasi gradiensek szamitasa:

AF =F, F,'
fn+a = Fn+aF|:1 2 (75)

f . =AFf! =F F!

n+a n+l" n+a’
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68. abra: Alakvaltozasi gradiensek értelmezése a kiilonb6z6 konfiguraciok kozott.

Az elmozdulas novekmény gradiense x,,, =@,,, (X)-re vonatkozdlag:

_oi(x,,) oU &X

o (1) = e S —Gra(U)R, 7.6)
Grad(U)=F,, -F,, (7.7)
ahol u(x,,, ) az elmozdulés novekmény az Q. konfigurdcioban felirva.
Az Euler-féle sebességmezd gradiens szamitasa az Q_, konfiguracioban:
l,.,=FuaF . ahol Fu=—(F,, —F,)=—Grad(U). (7.8)
At At
Figyelembe véve (7.6)-t:
.. = igm : (7.9)
At
Az alakvaltozasi gradiens felirhato (3.42) és (3.43) segitségével:
dy =5 FL Conc L (7.10)

ahol C... szamitasa a kozéppont-szabaly segitségével:
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: 1 1
Cn+a = E(Cm—l _Cn) A (FnT+1Fn+1 _FnTFn) : (71 1)

Visszairva (7.11)-t (7.10)-be, majd felhasznalva (7.4)-t, illetve (7.6)-t, megkapjuk az alakvéltozasi
gradiens szamitasara szolgalo Osszefiiggést:

dn+a AL [gn+a gIJra + (1 - 2a)g:+agn+a jl . (7 12)

Az orvénytenzor szamitasa az Q , konfiguracioban (3.25) felhasznalaséaval:

1 1 T T
=1,,,-d,,, =— 1-2
wn+cx n+o n+o At gn+cx 2At I:gnﬂx gn+a + ( a) gn+agn+a :' ’ (7 13)
1 3 B . '
wn+(x 2At [gm—a gn+a (1 2(1) gn+agn+a :| *

A Kirchhoff-téle fesziiltségre felirt objektiv egylittforgd fesziiltség-sebességeknél a pillanatnyi
konfiguracion értelmezett Kirchhoff-féle fesziiltség Q, -ra torténd transzformaldsa utan az egyiitt-

forgd konfiguracion torténik az id6 szerinti derivalas, majd a kapott mennyiség visszatranszfor-
malasa torténik Q, -re.

Jelole az Q , Q ., ¢és Q. konfiguracion értelmezett T, T,, ¢ T, Kirchhoff-féle
fesziiltségek Q, konfiguraciora torténd forgatasaval nyert megfeleldjét:

X =AITA,,

E = AI+aTn+(xAn+a 4 (7 14)

X, —ATT A,

n+l ¥ n+l

69. abra: Az egyiittforgé konfiguracioba forgato ortogonalis tenzorok értelmezése.
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Ebben az esetben az egyiittforgd konfigurdcion a numerikus integralds a koézéppont-szabaly
felhasznalasaval:

T ~% =AtZau, (7.15)

ahol (3.114) felhasznalasaval:

n+a " n+a n+ao n+a n+o

zm_(AT T )= AL A . (7.16)

Visszahelyettesitve (7.15)-be megkapjuk az (n+1) allapotban érvényes X ., fesziiltséget:
T =% tA T =X +AAT, T A (7.17)

(7.14) felhasznalasaval felirhat6 az € ., konfiguracion keresett Kirchhoff-féle fesziiltség:

o

AL T Ay = AT A AN T A, (7.18)
ahonnan

T, =A,, [ATT A, AT TLA,L }AL (7.19)
Nulladrendii hipoelasztikus anyagtorvény alkalmazasa esetén (4.2) €s (4.3) felhasznalasaval:

T = A [ AT A AT (€:d, A, AL, (7.20)

T, = A [ AL A, + AL (itr(d,,, )8+ 2ud,, ) A, |AL,. (7.21)

A (7.21) szerepld ortogonalis forgatd tenzorok meghatirozasara szolgaldé numerikus algoritmus
a kozéppont-szabaly, valamint (3.130), (3.131) és (3.132) figyelembevételével a kdvetkezo:

A, =exp(A€] A, A, =3, (7.22)

n+

A, =exp[(1-a)A;  |A,, A, =5, (7.23)

ahol Q. jelenti az Q_,_ konfigurdcioban érvényes spintenzort, melynek szdmitésa (3.116) fel-

n+a

hasznalasaval:

Q:Hx = Wn+a + Z f* (&Jpa,nﬂzdamﬂzpﬁ,nﬂz * (724)
a=1,p=1, Ap

Q
H
h=

(3.124)-nek megfeleléen S_ZE

cialis leképzés szamitasi [épéseit a 4. Tablazat foglalja 6ssze [51].

szamitasakor a (7.24) Osszefiiggésbdl a w_. elmarad. Az exponen-

+a +a
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4. Tablazat: Exponencialis leképzés algoritmusa.

J4 . . * r r 7 * . J4
1. A ferdén szimmetrikus A#Q ., tenzor és a hozza tartozé ® ,, szogsebesség vektor

a

szamitasa:
0 -o, o ,
* *
Wn+a = AthMx = CU3 0 a)l > (")n+a = wZ s
-0, o 0 ,
12
_ * _ 2 2 2
wn+a_‘(’0n+(x _(wl +CU2+C()3) .

2. Egy uj szogsebesség vektor p, ., megadasa és a hozza tartozd q,,, ferdén

szimmetrikus tenzor szamitasa;:

Legyen g, = cos Dn '=sin Dnia
gy qO 2 ] q 2 .

IF: |q'| > ¢, ahol ¢ atolerancia, THEN:

! S1n(a)n+a/2)
T o2
ELSE:
A e, o,
g'=—|1- Gz g Cra
2 24 1920
ENDIF.
q, 0 -9, ¢,
Poe =4'®,,, =| 0, | A= 95 0 —q |
qs -4, 4 0

3. Az exponencidlis leképzés szamitasa:

1 n
q4,., = Xp (Wn+(x ) 2 qg - 5)8 + 2CI0qn+a + 2Pn+apz+a 5

1

Go+49 —% 99 -99, 49+,

1

20 09, + 9540 Do+ —F 4245~ 4do |-

1

04 —42d D95t do a5~

4, =exp(W,.,)

a =1 valasztasa soran a kinematikai dsszefliggések koziil az alabbi egyszertisitések elvégezhetdk:

F

1
n+2

1
:E(Fn +Fn+1) b

(7.25)
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1
d ,:—[ + Tl}, 7.26
n+- 2At gn+§ gn+7 ( )

1 . 1
W = L L | = 1 1 7.27
vt = Brvt "By | = 2By~ (7.27)
A,..=exp[ 1A |A,, A, =0 (7.28)

7.2. ALGORITMUS TESZTELESE MAPLE-BEN

A FORTRAN szubrutin megirasa eldtt a 7.1 fejezetben targyalt numerikus integraléasi algoritmus
tesztelése torténik MAPLESOFT MAPLE 9.01 szimbolikus matematikai szoftverrel. A vizsgalt
konstitutiv egyenlet tovabbra is a (4.4) szerinti nulladrendli hipoelasztikus anyagtorvény.
Az egyszerli nyirds pelddjan a Zaremba-Jaumann-Noll-féle, a Green-Mclnnis-Naghdi-féle,
az Euler-féle triad spintenzoran alapuld és a logaritmikus fesziiltség-sebesség alkalmazasa esetén
szamitott analitikus megoldas 0sszehasonlitasa torténik a numerikus algoritmus segitségével kapott
értékekkel. A fesziiltségkomponensek koziil a nyirofesziiltségre kapott értékek Osszehasonlitasara
keriil sor. A vizsgalt deformacios intervallum: 0 <y <10.

A numerikus integralds pontossdga At nagysaganak megvalasztasatol fiigg a legjobban. A kapott
eredmények Osszehasonlitdsa két kiilonbozo Ar értékre torténik. El6szor a vizsgalt tartomény 5,

majd 20 egyenld részre torténd felosztasaval (Ay=2, illetve Ay=0.5) nyert eredmények Ossze-

hasonlitasara kertl sor.

A 70.-77. é4brdk a vizsgalt fesziiltség-sebességek esetén a numerikus eljards Utjan nyert
nyirofesziiltség értékeket tartalmazzak, feltlintetve az analitikus megoldast.

le/ﬂ o 7‘-‘2/,”
1 \ 1
0.5+ 0.5
o7 5 8 110 0 2 '8 10
~0.5 | ~0.5
-1- ~1 |

70. abra: Zaremba-Jaumann-Noll-féle
fesziiltségsebesség alkalmazasa estén szamitott
analitikus és numerikus megoldas 6sszehasonlitasa
Ay=2 esetén.

71. abra: Zaremba-Jaumann-Noll-féle
fesziiltségsebesség alkalmazasa estén szamitott
analitikus és numerikus megoldas 6sszehasonlitasa
Ay=0,5 esetén.
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(61 (o))}
I I R

1.9

le/lu

10

72. abra: Green-McInnis-Noll-féle
fesziiltségsebesség alkalmazasa estén szamitott
analitikus és numerikus megoldas 6sszehasonlitasa

Ay=2 esetén.

T/t

10

74. abra: Euler-féle triad spintenzoran alapul6
fesziiltségsebesség alkalmazasa estén szamitott
analitikus és numerikus megoldas 6sszehasonlitasa

Apy=2 esetén.

(6,1 o)}
I IR |

1.9

le//,l

10

73. abra: Green-McInnis-Noll-féle
fesziiltségsebesség alkalmazasa estén szamitott
analitikus és numerikus megoldas 6sszehasonlitiasa

Ay=0,5 esetén.

To/lL

10

75. abra: Euler-féle triad spintenzoran alapulo
fesziiltségsebesség alkalmazasa estén szamitott
analitikus és numerikus megoldas 6sszehasonlitiasa

Ay=0,5 esetén.
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| 7:12//,[
1.2
1
0.8+
0.6
0.4
0.2
0 2 4 6 8 10
v
76. abra: Logaritmikus fesziiltségsebesség 77. abra: Logaritmikus fesziiltségsebesség
alkalmazasa estén szamitott analitikus és alkalmazasa estén szamitott analitikus és
numerikus megoldas dsszehasonlitasa numerikus megoldas dsszehasonlitasa
Ay=2 esetén. Ay=0,5 esetén.

Az eredményekbdl jol lathatd, hogy a felosztds ,,finomsaga” mennyire befolydsolja szamitas
pontossagat. Példaként a logaritmikus fesziiltség-sebesség alkalmazasa esetén a vizsgalt tartomany
végén az analitikus és a numerikus eredmény kozotti eltérés Ay =2 esetén (a tartomany Ot részre

torténo felosztasa) 26,48%, mig Ay =0,5 esetén (a tartomany husz részre torténo felosztasa) 1,67%.

7.3. VEGES ALAKVALTOZASOK AZ ABAQUS-BAN

Az ABAQUS/CAE programrendszer hasznalatat bemutatd részletes ismertetés helyett a dolgozat-
ban csak a felhasznaldi szubrutinnal szorosan kapcsolatban allo kérdések tisztazasara kertil sor.

Véges alakvaltozasok esetén az ABAQUS/Standard altal hasznalt tisztan rugalmas konstitutiv
modell feltdrasdban [22] nyujt segitséget a felhasznaldi kézikonyv mellett. A geometriai
nemlinearitasok figyelembevétele az NLGEOM kapcsoldval torténik, amit a STEP modulban
talalunk meg [1]. Mindaddig, amig az NLGEOM kapcsol6 inaktiv, addig az alakvaltozas linearizalt
elméletét hasznalja a program. Az NLGEOM kapcsold aktivalasaval egy egyiittforgd derivaltra
¢épiild hipoelasztikus anyagmodell hasznélata torténik, ahol az egytittforgd konfiguraciohoz tartozé

forgato tenzor szamitasa az drvénytenzor (w) segitségével torténik.

Az ABAQUS-ban hasznalt szamitasi algoritmus a 7.1 pontban targyalt algoritmustdl eltér. Ez
okozza azt, hogy annak ellenére, hogy a w -t hasznalja a forgat6 tenzorok eldallitdsahoz, a szamitasi
eredmények mégsem egyeznek meg a 7.1 fejezet szerinti algoritmussal eldallitott értekekkel
a Zaremba-Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebesség esetén. A kovetkezOkben az ABAQUS altal
hasznalt szamitasi algoritmus bemutatasa torténik.

A Cauchy-fesziiltségre felirt (7.20) szerinti nulladrend hipoelasztikus anyagtoérvény o = esetén:
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6, =A

n+

[Ajann LAAT (€34, )AL } Al

n+l*

(7.29)

n+l

Amennyiben az A__, ortogonalis forgatd tenzort implicit médon kozelitjiik az Q. ,, konfiguraci-

n+l

Ohoz tartozé forgato6 tenzorral (vagyis A, :=A_,,), akkor a (7.29) szerinti konstitutiv egyenlet az

alabbi alakra egyszeritisodik:

6r1+1 = An+1 n+l

AT6 A AT+ At(% : dml),
' (7.30)
6. ., =AAG AA" + At(% ; dml),

ahol AA=A_ Al az Q_ ésaz Q_,, konfiguraciokhoz tartozo forgatd tenzorok kdzotti kapesolatot

megado forgatd tenzor. AA szamitasa torténhet az exponencialis leképzés felhasznaldsaval, de az
ABAQUS az alabbi kozelitést alkalmazza [25], [26], [22]:

-1
AAZ(&—%WHJ (6+%wn+l), (7.31)

n+l

ahol az QQ , konfiguracioban érvényes drvénytenzor (wml) szamitasa (7.27) szerint torténik.
2 2

7.4. ABAQUS UMAT szuBRUTIN BEMUTATASA

Az ABAQUS/CAE 6.4-1 programrendszer lehetdséget kinal a felhasznaloknak, hogy a programba
épitett anyagtorvényeken kiviil egyéni anyagtorvényeket (konstitutiv egyenletet) definialjunk.
A felhaszndloi anyagtorvényeket (user material = UMAT) a szoftver altal kinalt szamitési
folyamatok mindegyikében felhasznalhatjuk.

Az eljaras 1ényege az, hogy a program altal szolgaltatott bemend valtozok, illetve a felhasznal6 altal
megadott allapotvaltozok és anyagjellemzdk alapjan a deformaciéo folyaman az 0j fesziiltség-
értékeket (stress update), a konzisztens érintd merevségi matrixot (material Jacobian
matrix) és a megoldasfiiggd allapotvaltozokat (solution-dependent state variables)
definialjuk.

A felhaszndloi szubrutin megirdsait FORTRAN 77 program-kornyezetben kell elvégezni.

Az UMAT szubrutin altal kinalt lehetdségek a tetszOleges konstitutiv egyenlet definialasanak
lehetdségét célozzdk meg, emiatt a minden opcidt bemutatd teljes részletezés helyett a dolgozat
folyaman a dolgozat témdjahoz kapcsol6dd konstitutiv egyenlet kapcsan felmeriild részletek
bemutatasara kertil sor.

Az 5. Téblazat az UMAT szubrutin felépitését mutatja.
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5. Tablazat: ABAQUS UMAT szubrutin szegmens felépitése.

SUBROUTINE UMAT (STRESS, STATEV,DDSDDE, SSE, SPD, SCD,

1 RPL,DDSDDT, DRPLDE, DRPLDT,

2 STRAN, DSTRAN, TIME, DTIME, TEMP, DTEMP, PREDEF, DPRED, CMNAME,
3 NDI,NSHR,NTENS,NSTATV, PROPS, NPROPS, COORDS, DROT, PNEWDT,
4 CELENT,DFGRDO, DFGRD1,NOEL, NPT, LAYER, KSPT, KSTEP, KINC)

INCLUDE 'ABA PARAM.INC'

CHARACTER*80 CMNAME

DIMENSION STRESS (NTENS), STATEV (NSTATV),

1 DDSDDE (NTENS,NTENS) , DDSDDT (NTENS) , DRPLDE (NTENS) ,
2 STRAN (NTENS) , DSTRAN (NTENS) , TIME (2) , PREDEF (1) , DPRED (1),

3 PROPS (NPROPS) , COORDS (3) , DROT (3, 3) , DFGRDO (3, 3) , DFGRD1 (3, 3)

a konstitutiv egyenlet ¢és a sziikséges valtozok megadasa

RETURN
END

A szubrutin szegmens paraméterlistija egyarant tartalmaz bemend €s kimend paramétereket,
melyek koziil a dolgozatban kozlésre keriild szubrutinban felhasznalt paraméterek a kovetkezok:

DDSDDE (NTENS, NTENS)

A konzisztens érintd tenzor elemeit tartalmazo tomb. Altalanos esetben a tomb mérete 6x6-
0s. DDSDDE = 0AG/0AE .

STRESS (NTENS)

A Cauchy-féle fesziiltségtenzor elemeit tartalmazo6 tomb, amely a ndvekmény elején ismert
¢s a szubrutin sordn c¢l a ndvekmény végén érvényes érték megadasa. A tomb mérete
altalanos esetben 6x1-es. Véges alakvaltozas esetén (NLGEOM kapcsolo aktiv) a (7.31)
szerinti forgat6 tenzorral a fesziiltség el van forgatva.

STATEV (NSTATV)

A felhasznalé 4altal meghatdrozott allapotvéltozokat tartalmazd tomb, amit a megoldas
soran folyamatosan ujra kell definidlni. A tomb méretét (a felhasznalé szamara sziikséges
komponensek szama) a DEPVAR opciéban kell megadni, ami megtaldlhaté az
anyagmodell megadasara szolgal6 ablakban.

STRAN (NTENS)

A novekmény elején érvényes, a teljes alakvaltozas elemeit tartalmazo tomb. Véges
alakvaltozas esetén (NLGEOM kapcsold aktiv) a (7.31) szerinti forgatd tenzorral
elforgatott megfeleldjét szolgaltatja a program, illetve a Hencky-féle alakvaltozasi tenzor
kozelitése.
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DSTRAN (NTENS)
Az alakvaltozas-novekmény elemeit tartalmazo tomb.
TIME (1)
Az adott terhelési 1épéshez tartozé id6 a ndvekmény elején.
TIME (2)
A teljes terhelési folyamathoz tartozo idéérték a novekmény elején.

DTIME
Az id8lépés (Ar).
NTENS

A fesziiltség- és alakvaltozas-komponensek szama.

NSTATV

A felhasznald altal a DEPVAR opcioban megadott, megoldas-fliggd allapotvaltozok
szama.

PROPS (NPROPS)

A felhasznal6 altal a USER MATERIAL opcidban megadott anyagjellemzdket tartalmazd
tomb, ahol NPROPS a felhasznal6i anyagjellemzok szama.

DROT (3, 3)

A (7.31) szerinti forgatd tenzor elemeit tartalmazo tomb. A fesziiltség- és alakvaltozas-
komponenseket tartalmazo tombok a DROT-nak megfeleld forgatdtenzor segitségével a
novekmény elején el vannak forgatva.

DEFGRDO (3, 3)
A novekmény elején érvényes konfigurdciohoz tartozo6 alakvaltozasi gradiens (Fn) elemeit
tartalmaz6 tomb.

DEFGRD1 (3, 3)
A novekmény végén érvényes konfiguraciohoz tartozd alakvaltozasi gradiens (Fn+1)
elemeit tartalmazo tomb.

KSTEP
A pillanatnyi terhelési 1épésszam.

KINC

A terhelési novekmény szdma.
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7.5. ABAQUS UMAT SZUBRUTINOK EGYUTTFORGO DERIVALTRA
EPULO NULLADRENDU HIPOELASZTIKUS ANYAGMODELLHEZ

A dolgozat f6 célkitlizése a (4.4) szerinti nulladrendli hipoelasztikus konstitutiv egyenlet
implementéalasa az ABAQUS programrendszer szamara UMAT szubrutin formajaban, a logarit-
mikus fesziiltség-sebesség alkalmazasa esetén. Ezen feliil ismertetésre keriil a Zaremba-Jaumann-
Noll-féle, Green-Mclnnis-Naghdi-téle és az Euler-féle tridd spintenzorara épiild fesziiltség-
sebességek hasznalata esetén érvényes konstitutiv egyenlet UMAT szubrutinja is.

A szubrutinok kozotti kiilonbség a 7.1 fejezetben kozolt numerikus algoritmus alkalmazasakor a
megfeleld ortogonalis forgatd tenzor szamitasakor mutatkozik. Attdl fiiggden, hogy az egyiittforgd
konfiguraciohoz tartozo forgatd tenzort melyik spintenzorbol szdrmaztatjuk kapunk mas és mas
fesziiltség-sebességekre érvényes anyagtorvényt.

A szubrutinok megirasanal tett megfontolasok, sajatossagok:

= Amennyiben a (4.4) szerinti nulladrendli hipoelasztikus konstitutiv egyenletnél a logarit-
mikus fesziiltség-sebesség alkalmazott, akkor a konzisztens érintd tenzor azonos a (4.3)

(o)
s g r - . SR : 1 x
szerinti — konstans elemeket tartalmazo — hipoelasztikus érint6 tenzorral, ugyanis T ** és d

megegyezik T ¢és h (a pillanatnyi konfiguracion értelmezett Hencky-féle alakvaltozasi
tenzor) logaritmikus derivaltjdval. Mas fesziiltség-sebesség esetén mar nem 4all fenn az
azonossag, de tovabbra is alkalmazhatd konzisztens érintd tenzorként a hipoelasztikus érintd
tenzor, ami altalaban nem vezet konvergencia problémakhoz.

» A szubrutin szamara sziikséges anyagjellemzdék a rugalmassagi modulus ( £) és a Poisson-
tényez6 (v ), igy NPROPS=2, PROPS (1) = E, PROPS (2) = v.

= A megoldasfiiggo allapotvaltozok szdma: NSTATV=9. Ezek a valtozok az (n+1) allapotban

az aktualis ortogonalis forgatd tenzor (An+1) elemei, amiket minden egyes novekménynél

ujra kell definialni (7.22) szerint.

= Az ABAQUS biztosit matrixok skalar invaridnsainak, sajatértékeinek, sajatvektorainak
szamitasara szolgald, valamint forgatast végzo szubrutint, de ezek helyett sajat szubrutinok
alkalmazasa torténik. A program altal kinalt XT T szubrutin a szamitas megszakitasat végzi.

= Lehetdség van a program altal hasznalt ,,message” file-ba iizenetet kiiratni a 7-es periféria
azonosito felhasznalasaval: write (7, *).

Az ABAQUS a 3x3-as fesziiltségtenzort és az alakvaltozési tenzort vektoros forméaban kezeli.
Emiatt a negyedrendii konzisztens érintd tenzort 6x6-os matrix formdjaban kell megadni.

A fesziiltségkomponenseket tartalmazé STRESS tomb és az alakvaltozasi komponenseket
tartalmazd STRAN tomb elemei a kovetkezok:
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STRESS(1)| [0, STRAN(1)] [&,
STRESS(2)| |0, STRAN(2)| |&,
STRESS(3)| |0, STRAN(3)| |&,
STRESS(4)| | o, | STRAN(4)| |7, |
STRESS(5)| |0, STRAN(5)| |7,
STRESS(6)| |0, |STRAN(6) | |7,

(7.32)

A 6x6-0s matrix forméjaban felirt konzisztens érintd tenzor elemeit a linedrisan rugalmas, izotrop

test anyagtorvényének a segitségével szamitjuk:

E \%
G = £+ €90 |,
1+v{ 1-2v }

ahonnan a komponensekre kifejezett egyenletek a kdvetkezok:
E (V — 1) Ev

B E(V—l) Ev
% = ) (o 1) 2 (oot (oe) )
E(v—l) Ev
g, —mgu —m(gxx +8yy)’
0-xy :nyy’
O-XZ :nyz’
o, :nyz.

Matrixos alakban felirva megkapjuk a 6x6-0s konzisztens érint6 tenzor matrixat:

E(v-1) _ Ev ~ Ev 0 0 0
L (2v—1)(v+1) (2v—1)(v+1) (2v—1)(v+1) L
o
S — Ep-l) v 0 0 olle,
o (2v—1)(v+1) (2v—1)(v+l) (2v—1)(v+1) »
“ = Ev Ev E(v-1) =,
1 Teee) e @eneen 0 |
|0y, 0 0 0 0 | Vyz |
0 0 0 0 G 0
I 0 0 0 0 G|
‘o, | [KI K2 K2 0 0 0][e,]
o, |k2 kI K2 0 0 0],
o, |kK2 K2 KI 0 0 olle,
g, [0 0 0 G 0 0fl
o, 0 0 0 0 G 0]fr,
0, LO 0 0 0 0 GJf|7,]

(7.33)

(7.34)

(7.35)
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ahol
E(v—1
(v-1) L (7.36)

EERC) (e )(e+1)

A kovetkez6kben az UMAT szubrutin soran felhasznalt tovabbi szubrutinok ismertetése kovetkezik

XDET: 3x3-as matrix determinansat szamito szubrutin

SUBROUTINE XDET (XM, DETXM)
INCLUDE 'ABA PARAM.INC'

DIMENSION XM (3, 3)

DETXM=XM (1, 1) * (XM (2,2) *XM(3,3) -XM(2,3) *XM(3,2))
1 —XM(1,2)* (XM (2,1) *XM(3,3)-XM(2,3) *XM(3,1))
2 +XM(1,3) * (XM(2,1) *XM(3,2) -XM(2,2) *XM(3,1))

RETURN
END

A szubrutin a 3x3-as XM matrix determindnsat szamitja. A kimend valtozé DETXM.

XTRA: 3x3-as matrixra vonatkozoé ( )-()" miiveletet elvégzé szubrutin

SUBROUTINE XTRA (XM, XMZ)
INCLUDE 'ABA PARAM.INC'
DIMENSION XM (3, 3),XMZ (3, 3)

DO I=1,3
DO J=1, 3
XMZ (I,J)=XM(I,J)-XM(J,I)
END DO
END DO
RETURN
END

A szubrutin a 3x3-as XM matrixra vonatkozd (XM)-(XM)' miivelet elvégzését végzi, ami a

spintenzorok (3.118) szerinti megadasanal fordul el N szamitasanal. A kimend valtozé a 3x3-as
XMZ matrix.

XDOT: 3x3-as matrixok szorzasat végzo szubrutin

SUBROUTINE XDOT (XM1, XM2, XM)
INCLUDE 'ABA PARAM.INC'
DIMENSION XMl (3, 3),XM2 (3,3),XM(3,3)

DO I=1,3
DO J=1,3
XM (I, J)=0
DO K=1,3
XM (I, J)= XM(I,J)+xXML (I,K)*xXM2 (K,J)
END DO
END DO
END DO
RETURN
END

A szubrutin a 3x3-as XM1 és XM2 matrixok szorzasat végzi. A kimeno valtozé a 3x3-as XM.
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XSCAL:

3x3-as szimmetrikus matrix skalar invariansainak szamitasa

1

1
2

SUBROUTINE XSCAL (XM, XSI,XSII,XSIII)
INCLUDE 'ABA PARAM.INC'

DIMENSION XM (3, 3)
DATA Y0,Y2/0.D0,2.D0/

XSI=YO

DO I=1,3
XSI=XM (I, I)+XSI

END DO

TRXM2=XM (1, 1) *XM (1, 1) +XM(2,2) *XM (2, 2) +XM (3, 3) *XM (3, 3) +
Y2* (XM (1,2) *XM(1,2)+XM(1,3) *XM(1,3)+XM(2,3) *XM (2, 3))

XSII=(XSI*XSI-TRXM2) /Y2
XSIII=XM(1,1)* (XM(2,2)*XM(3,3)-XM(2,3)*XM(3,2))

XM (1,2)*(XM(2,1)*XM(3,3)-XM(2,3) *XM(3,1))
+XM(1,3) * (XM (2,1) *XM(3,2)-XM(2,2) *XM(3,1))

>*

RETURN
END

A szubrutin a 3x3-as szimmetrikus XM matrix skalar invaridnsait szamitja (3.12)-nek megfelelden.
A kimeno valtozok az XSTI, XSII és XSIIT skalar invariansok

XINV: 3x3-as matrix inverzének szamitasa

N

SUBROUTINE XINV (XM, XMINV)
INCLUDE 'ABA PARAM.INC'

DIMENSION XM (3, 3),XMADJT (3,3),XMINV (3, 3)

DETXM=XM (1, 1) * (XM (2,2) *XM(3,3) -XM (2, 3) *XM(3,2))
—XM(1,2) % (XM(2,1) *XM (3, 3) -XM(2,3) *XM(3,1))
FXM (1, 3) * (XM (2,1) *XM(3,2) -XM(2,2) *XM (3, 1))
XMADJT (1,1)=XM(2,2) *XM (3, 3) -XM (2, 3) *XM (3, 2)
XMADJT (1,2)=XM(2,3) *XM (3, 1) -XM (2, 1) *XM (3, 3)
XMADJT (1, 3)=XM(2,1) *XM (3,2) -XM(2,2) *XM (3, 1)
XMADJT (2, 1) =XM (1, 3) *XM(3,2) -XM (1, 2) *XM (3, 3)
XMADJT (2,2)=XM(1,1) *XM (3, 3) -XM (1, 3) *XM (3, 1)
XMADJT (2, 3)=XM(1,2) *XM (3, 1) -XM (1, 1) *XM(3,2)
XMADJT (3, 1) =XM(1,2) *XM (2, 3) -XM (1, 3) *XM (2, 2)
XMADJT (3,2)=XM (1, 3) *XM (2, 1) -XM (1, 1) *XM(2, 3)
XMADJT (3, 3)=XM (1, 1) *XM(2,2) -XM(1,2) *XM (2, 1)
DO I=1,3
DO J=1,3
XMINV (I, J)=XMADJT (J, I) /DETXM
END DO
END DO
RETURN
END

A szubrutin a 3x3-as XM matrix inverzét szamitja. A kimend valtozo6 a 3x3-as XMINV matrix.




101

XEIGEN: 3x3-as szimmetrikus matrix sajatértékeinek szamitasa

SUBROUTINE XEIGEN (XM, XMEIG)

INCLUDE 'ABA PARAM.INC'

DIMENSION XM (3, 3),XMEIG (3)

DATA Y0,YOE5,YOE3,Y1E5,Y2,Y3,Y4,Y6,Y9,Y27,PI,Y1/0.D0,0.5D0,
1 0.333333333333Dp0,1.5D0,2.D0,3.D0,4.D0,6.D0,9.D0,27.D0,
2 3.14159265358979D0,1.D0/

XMI=YO0

DO I=1,3
XMI=XM (I, I)+XMI

END DO

TRXM2=XM (1, 1) *XM (1, 1)+XM(2,2) *XM(2,2)+XM(3,3) *XM (3, 3) +
1 Y2* (XM (1,2) *XM(1,2)+XM(1,3) *XM (1, 3) +XM (2, 3) *XM (2, 3) )

XMIT= (XMI*XMI-TRXM2) /Y2

XMITI=XM(1,1)*
1 -XM(1,2)
2 +XM (1, 3)

(
*(XM(2,1)*XM(3,3)-XM(2,3) *XM(3,1))
*

XM (2,2)*XM(3,3)-XM(2,3)*XM(3,2))
(
(XM (2,1)*XM(3,2)-XM(2,2)*XM(3,1))

X
X

IF ((XMI*XMI-Y3*XMII).LT.1.D-10) THEN
DO I=1,3
XMEIG (I)=XMI/Y3
END DO
ELSE
ARG= (Y2*XMI*XMI*XMI-Y9*XMI*XMII+Y27*XMIIT) /
1 (Y2* (XMI*XMI-Y3*XMII) ** (Y1E5))

IF (ARG.GT.Y1l) THEN
XMPHI=YO

ELSEIF (ARG.LT.YO) THEN
XMPHI=PI

ELSE
XMPHI=DACOS (ARG)

END IF

XMEIG (1)=YOE3* (XMI+Y2* ( (XMI*XMI-Y3*XMITI)** (YOES))
1 *DCOS ( (XMPHI-Y2*PI) /Y3))

XMEIG (2) =YOE3* (XMI+Y2* ( (XMI*XMI-Y3*XMII)** (YOE5))
1 *DCOS ( (XMPHI-Y4*PI)/Y3))

XMEIG (3)=YOE3* (XMI+Y2* ( (XMI*XMI-Y3*XMII) ** (YOES) )
1 *DCOS ( (XMPHI-Y6*PI) /Y3))

END IF

RETURN
END

A szubrutin a 3x3-as szimmetrikus XM matrix sajatértékeit szamitja (3.11)-nek megfeleléen. A

kimend valtozoé a sajatértékeket tartalmazo 3x1-es XMEIG.
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XEXP: Ferdén szimmetrikus 3x3-as matrix exponencialis leképzése

SUBROUTINE XEXP (XM, XMEXP)

INCLUDE 'ABA PARAM.INC'

DIMENSION XM (3, 3),X0M(3),XQ(3),XMEXP (3, 3)
DATA Y1,YO0,YOE5,Y2/1.D0,0.D0,0.5D0,2.D0/

XMNORM=Y0
DO I=1,3
DO J=1,3
XMNORM=XMNORM+DABS (XM (T, J))
END DO
END DO

IF (XMNORM.LT.1.D-20) THEN
DO I=1,3
DO J=1,3
IF(I.EQ.J) THEN
XMEXP (I,J)=Y1
ELSE
XMEXP (I, J)=Y0
END IF
END DO
END DO
ELSE
XOM (1) =-XM (2, 3)
XOM (2) =XM (1, 3)
XOM (3) =-XM (1, 2)

XOMNORM= (XOM (1) *XOM (1) +XOM (2) *XOM (2) +XOM (3) *XOM (3) ) **

XQ0=DCOS (XOMNORM/Y2)
XQA=DSIN (XOMNORM/Y2) /XOMNORM

XQ (1) =XQA*XOM (1)
XQ (2) =XQA*XOM (2)
XQ (3) =XQA*XOM (3)

XMEXP (1,1)=Y2* (XQ0*XQ0+XQ (1) *XQ (1) -YOES5)
XMEXP (1,2)=Y2* (XQ (1) *XQ (2) -XQ (3) *XQ0)
XMEXP (1, 3)=Y2* (XO (1) *XQ (3) +XQ (2) *XQ0)
XMEXP (2,2)=Y2* (XQ0*XQ0+XQ (2) *XQ (2) -YOES5)
XMEXP (2, 3)=Y2* (XQ(2) *XQ (3) =XQ (1) *XQ0)
XMEXP (3, 3) =Y2* (XQ0*XQ0+XQ (3) *XQ (3) -YOES)
XMEXP (2,1)=Y2* (XQ (1) *XQ (2) +XQ (3) *XQ0)
XMEXP (3,1)=Y2* (XO (1) *XQ (3) =XQ (2) *XQ0)
XMEXP (3,2)=Y2* (XO(2) *XQ (3) +XQ (1) *XQ0)

END IF

RETURN

END

(YOES)

A szubrutin a 3x3-as ferdén szimmetrikus XM tenzor exponencidlis
a 4. Tablazatnak megfelelden. A kimend valtozo a 3x3-as XMEXP.

leképzését végzi
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XFORG: Forgatast végzo szubrutin

SUBROUTINE XFORG (XM, XQ, N, XMFORG)

INCLUDE 'ABA PARAM.INC'

DIMENSION XM (3, 3),X0(3,3),X0T(3,3),%X01(3,3),XMFORG (3, 3)
DATA Y0,YOE5,Y2/0.D0,0.5D0,2.D0/

DO I=1,3
DO J=1,3
XQT (I,J)=XQ(J,I)
END DO
END DO

IF(N.EQ.1) THEN

DO I=1,3
DO J=1,3
XQ1 (I,J)=Y0
DO K=1,3
XQ1 (I,J)= XQ1(I,J)+XQT (I,K)*XM(K,J)
END DO
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XMFORG (I, J)=Y0
DO K=1,3
XMFORG (I, J)= XMFORG (I, J)+X01 (I,K) *XQ (X, J)
END DO
END DO
END DO
ELSEIF (N.EQ.2) THEN
DO I=1,3
DO J=1,3
XQ1 (I,J)=Y0
DO K=1,3
XQ1 (I,J)= XQ1 (I,J)+XQ (I,K)*XM(K,J)
END DO
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XMFORG (I, J)=Y0
DO K=1,3
XMFORG (I, J)= XMFORG (I, J)+X0Q1l (I,K)*XQT (K, J)
END DO
END DO
END DO
END IF
RETURN

END

A szubrutin a 3x3-as XM tenzort forgatja el az XQ ortogonalis tenzorral. Az N kapcsold értékétol

fliggden az alabbi forgatasok szamitasa torténik:

N=1 = (XMFORG)=(xQ)" (x)(x0),

N=2 = (xMFORG)=(xQ)(xM)(xQ)
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OLOGM2: Logaritmikus spintenzorhoz N'*¢ szamitasa m=2 esetén

SUBROUTINE OLOGM2 (XEIG, XB, XD, XN)

INCLUDE 'ABA PARAM.INC'

DIMENSION XEIG(3),XB(3,3),XD(3,3),XN(3,3),XBD(3,3),XBDZ(3,3)
DATA YO0,Y1,Y2/0.D0,1.D0,2.D0/

DZ=XEIG (1) /XEIG(2)

XNU= (Y1/XEIG(2)/ (DZ-Y1))* ((Y1+DZ)/(Y1-DZz)+Y2/ (DLOG (DZ) ) )

DO I=1,3
DO J=1,3
XBD (I,J)=Y0
DO K=1,3
XBD (I,J)= XBD(I,J)+XB (I,K)*XD(K,J)
END DO
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XBDZ (I, J)=XBD(I,J)-XBD(J,I)
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XN (I, J)=XNU*XBDZ (I, J)
END DO
END DO
RETURN
END

A szubrutin a (3.118),-nek megfelelden szamitja N'¢ értékét, figyelembe véve a logaritmikus
spintenzor esetén érvényes (3.125); szerinti spinfiiggvényt. A 3xl-es XEIG elsd két eleme
tartalmazza a két kiilonb6z6 sajatértéket. A kimend valtozo6 a 3x3-as XN.

OLOGM3: Logaritmikus spintenzorhoz N'8 szamitdsa m=3 esetén

SUBROUTINE OLOGM3 (XEIG, XB, XD, XN)

INCLUDE 'ABA PARAM.INC'

DIMENSION XNU (3),XDZ(3),XEIG(3),XB(3,3),XD(3,3),XN(3,3),XBD(3,3),
1 XBDZ(3,3),XB2D(3,3),XB2DZ(3,3),XB2DB (3, 3),XB2DBZ (3, 3)

DATA YO0,Y1,Y2/0.D0,1.D0,2.D0/

XDZ (1) =XEIG (2) /XEIG (3)
XDZ (2) =XEIG (3) /XEIG (1)
XDZ (3) =XEIG (1) /XEIG (2)

DELTA= (XEIG (1) -XEIG(2)) *(XEIG(2)-XEIG(3)) * (XEIG(3)-XEIG(1))

DO K=1, 3
XNU (K) =YO0
DO I=1,3
XNU (K) =XNU (K) + ( (Y1+XDZ (I))/ (Y1-XDZ (I))+2/ (DLOG (XDZ (I))))*
1 ((~XEIG(I))** (3-K))/ (-DELTA)
END DO
END DO
DO I=1,3
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XBD (I,J)=Y0

DO K=1, 3
XBD (I, J)= XBD(I,J)+XB(I,K)*XD(K,J)
END DO
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XBDZ (I, J)=XBD(I,J)-XBD(J,I)
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XB2D (I, J)=YO0
DO K=1, 3
XB2D (I, J)= XB2D(I,J)+XB(I,K)*XBD (K, J)
END DO
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XB2DZ (I, J)=XB2D (I, J)-XB2D(J,I)
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XB2DB (I, J)=Y0
DO K=1, 3
XB2DB (I, J)= XB2DB(I,J)+XB2D(I,K)*XB (K, J)
END DO
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XB2DBZ (I, J)=XB2DB (I, J)-XB2DB (J, I)
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XN (I, J)=XNU (1) *XBDZ (I, J) +XNU (2) *XB2DZ (I, J) +
1 XNU (3) *XB2DBZ (I, J)
END DO
END DO
RETURN
END

A szubrutin a (3.118);-nak megfeleléen szamitjia N'® értékét, figyelembe véve a logaritmikus
spintenzor esetén érvényes (3.125); szerinti spinfiiggvényt. A 3x1-es XEIG tartalmazza a harom
kiilonbozo6 sajatértéket. A kimend valtozo a 3x3-as XN.

XPOL: Polaris felbontas

SUBROUTINE XPOL (XF, XR, XU, XV)

INCLUDE 'ABA PARAM.INC'

DIMENSION XF (3,3),XR(3,3),XU(3,3),XV(3,3),XB(3,3),XC(3,3),XBE(3),
1 XCE(3),XC2(3,3),EGYS(3,3),XUI(3,3),XRT(3,3),XFT(3,3),PS(3)
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DATA YO0,Y1,Y2/0.D0,1.D0,2.D0/

DO I=1,3
DO J=1,3
IF(I.EQ.J) THEN
EGYS (I, J)=Y1
ELSE
EGYS (I, J)=Y0
END IF
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XET (I,J)=XF(J,I)
END DO
END DO

CALL XDOT (XFT, XF, XC)
CALL XDOT (XF,XFT, XB)

CALL XEIGEN (XC, XCE)
CALL XEIGEN (XB, XBE)

DO I=1,3
PS (I)=DSQRT (XCE (I))
END DO

XI1=PS (1) +PS(2)+PS(3)
XI2=PS(1l)*PS(2)+PS (1) *PS(3)+PS (2) *PS (3)
XI3=PS (1) *PS(2) *PS (3)

XD=XI1*XI2-XI3

CALL XDOT (XC, XC, XC2)

DO I=1,3
DO J=1,3
XU (I,J)=(YL/XD)* (-XC2 (I,J)+ (XI1*XI1-XI2)*XC (I,J)+
1 XI1*XI3*EGYS (I, J))
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XUTI (I,J)=(Y1/XI3)* (XC(I,J)-XI1*XU(I,J)+XI2*EGYS(I,J))
END DO
END DO

CALL XDOT (XF, XUI, XR)

DO I=1,3
DO J=1,3
XRT (I,J)=XR(J,I)
END DO
END DO

CALL XDOT (XF,XRT, XV)

RETURN
END

A szubrutin Simo & Hughes éltal kozolt algoritmus alapjan szdmitja a polaris felbontast [51.], BOX
7.1.
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OEUM2: Euler-féle triad spintenzorihoz N* szimitisa m=2 esetén

SUBROUTINE OEUM2 (XEIG, XB, XD, XN)

INCLUDE 'ABA PARAM.INC'

DIMENSION XEIG(3),XB(3,3),XD(3,3),XN(3,3),XBD(3,3),XBDZ(3,3)
DATA Y1,Y2/1.D0,2.D0/

XNU=- (XEIG (1) +XEIG(2))/ ((XEIG (1) +XEIG(2)) **Y2)

DO I=1,3
DO J=1,3
XBD (I, J)=0
DO K=1,3
XBD (I,J)= XBD(I,J)+XB(I,K)*XD(X,J)
END DO
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XBDZ (I,J)=XBD(I,J)-XBD(J,I)
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
N (I, J)=XNU*XBDZ (I, J)
END DO
END DO
RETURN
END

A szubrutin a (3.118),-nek megfelelden szamitja N* értékét, figyelembe véve az Euler-féle triad
spintenzora esetén érvényes (3.123); szerinti spinfliggvényt. A 3xl-es XEIG els0 két eleme
tartalmazza a két kiilonb6z0 sajatértéket. A kimend valtozo a 3x3-as XN.

OEUM3: Euler-féle triad spintenzoriahoz N* szimitisa m=3 esetén

SUBROUTINE OEUM3 (XEIG, XB, XD, XN)

INCLUDE 'ABA PARAM.INC'

DIMENSION XNU (3),XEIG(3),XB(3,3),XD(3,3),%XN(3,3),XBD(3,3),
1 XBDZ (3,3),XB2D(3,3),XB2DZ (3, 3),XB2DB (3, 3) ,XB2DBZ (3, 3)

DATA Y1,Y2/1.D0,2.D0/

DELTA= (XEIG (1) -XEIG(2)) * (XEIG (2) -XEIG(3)) * (XEIG(3)-XEIG (1))

XNU (1) == ( ((XEIG (1) ** (Y2))* (XEIG(3)+XEIG(2))/ (XEIG(3)-XEIG(2)))+
1 ((XEIG(2)** (Y2))* (XEIG(1)+XEIG(3))/ (XEIG(1)-XEIG(3)))+
2 ((XEIG(3)**(Y2))* (XEIG(2)+XEIG (1)) / (XEIG(2)-XEIG(1))))/
3 DELTA

XNU (2) = ( ( (XEIG (1)) * (XEIG(3)+XEIG(2))/ (XEIG(3)-XEIG(2)))+
1 ((XEIG(2))* (XEIG(1)+XEIG(3))/(XEIG(1)-XEIG(3)))+
2 ((XEIG(3))* (XEIG(2)+XEIG(1))/ (XEIG(2)-XEIG(1))))/

3 DELTA

XNU (3) =- ( ((Y1) * (XEIG (3)+XEIG(2))/ (XEIG(3)-XEIG(2)))+
1 ((Y1)* (XEIG(1)+XEIG(3))/ (XEIG(1l)-XEIG(3)))+
2 ((Y1) * (XEIG(2)+XEIG (1)) / (XEIG(2)-XEIG(1))))/

3 DELTA
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DO I=1,3
DO J=1,3
XBD (I,J)=0
DO K=1,3
XBD (I,J)= XBD(I,J)+XB(I,K)*XD(K,J)
END DO
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XBDZ (I, J)=XBD(I,J)-XBD(J,I)
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XB2D (I, J)=0
DO K=1,3
XB2D (I, J)= XB2D(I,J)+XB(I,K)*XBD (K, J)
END DO
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XB2DZ (I,J)=XB2D (I, J)-XB2D(J,I)
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XB2DB (I, J)=0
DO K=1,3
XB2DB (I, J)= XB2DB(I,J)+XB2D (I,K)*XB (K, J)
END DO
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XB2DBZ (I,J)=XB2DB (I, J)-XB2DB (J,I)
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
XN (I, J)=XNU (1) *XBDZ (I, J) +XNU (2) *XB2DZ (I, J) +
1 XNU (3) *XB2DBZ (I, J)
END DO
END DO
RETURN
END

A szubrutin a (3.118);-nak megfelelden szamitja N* értékét, figyelembe véve az Euler-féle triad
spintenzora esetén érvényes (3.123); szerinti spinfiiggvényt. A 3x1-es XEIG tartalmazza a harom
kiilonboz6 sajatértéket. A kimend valtozo a 3x3-as XN.
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7.5.1. ZAREMBA-JAUMANN-NOLL-FELE FESZULTSEG-SEBESSEGRE EPULO
SZUBRUTIN

SUBROUTINE UMAT (STRESS, STATEV,DDSDDE, SSE, SPD, SCD,

1 RPL, DDSDDT, DRPLDE, DRPLDT, STRAN, DSTRAN,

2 TIME,DTIME, TEMP, DTEMP, PREDEF, DPRED, MATERL, NDI, NSHR, NTENS,

3 NSTATV, PROPS, NPROPS, COORDS, DROT, PNEWDT, CELENT,

4 DFGRDO, DFGRD1,NOEL, NPT, KSLAY,KSPT, KSTEP, KINC)
C

INCLUDE 'ABA_PARAM.INC'

C

CHARACTER*80 MATERL
C

DIMENSION STRESS (NTENS), STATEV (NSTATV) ,

1 DDSDDE (NTENS,NTENS) , DDSDDT (NTENS) , DRPLDE (NTENS) ,

2 STRAN (NTENS) , DSTRAN (NTENS) , TIME (2) , PREDEF (1) , DPRED (1) ,

3 PROPS (NPROPS) ,COORDS (3) ,DROT (3, 3) ,EP(3) ,BNU(3) ,

4 DFGRDO (3, 3),DFGRDI1 (3, 3)
C
c ______________________________________________________________
C Zaremba-Jaumann-Noll-féle feszlltség-sebességre
© éplilé nulladrendd hipoelasztikus anyagmodell
c ______________________________________________________________
C

DIMENSION DFGRDOINV (3,3),F(3,3),FI(3,3),FT(3,3),DELTF(3,3),

1 GRADU(3,3),G(3,3),D(3,3),wW(3,3),B(3,3),BE(3),EGYS(3,3),

2 OJAU (3, 3),ARGN1 (3,3) ,ARGNA (3, 3) ,ARGN1EXP (3, 3) , ARGNAEXP (3, 3) ,

3 ON(3,3),0NA(3,3),0N1(3,3),SIGMNR(3,3),SIGMN(3,3),SIGMNI (3,3),

4 TRATE (3,3),TRATEQ(3,3),TN(3,3),TNQ(3,3),TN1(3,3),TN1Q(3,3)

DATA YO,YOE5,Y1l,Y2,Y3/0.D0,0.5D0,1.D0,2.D0,3.D0/
©
C Jacobi-determindnsok szamitasa
C

CALL XDET (DFGRDO, DETFO)

CALL XDET (DFGRD1,DETF1)
©
C Anyagjellemz&k megadasa
C

RUG=PROPS (1)

PO=PROPS (2)

XLAM1=RUG*PO/ (Y1+PO) / (Y1-Y2*PO)

XLAM2=RUG/Y2/ (Y1+PO)

CSUSZ=RUG/Y2/ (Y1+PO)

P1=RUG* (PO-Y1) / (Y2*PO-Y1) / (PO+Y1)

P2=-RUG*PO/ (Y2*PO-Y1) / (PO+Y1)
C
C A konzisztens érinté tenzor megadéasa
C

DO I=1,6

DO J=1,6
DDSDDE (I, J)=Y0
END DO

END DO

DDSDDE (1, 1) =P1

DDSDDE (1, 2) =P2

DDSDDE (1, 3) =P2

DDSDDE (2, 1) =P2

DDSDDE (2, 2) =P1

14
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DDSDDE (2, 3) =P2
DDSDDE (3, 1) =P2
DDSDDE (3, 2) =P2
DDSDDE (3, 3) =P1
DO I=4,6
DDSDDE (I, I)=CSUSZ
ENDDO
C
C STATEV megadasa t=0 iddépontban
@
IF (KINC.EQ.1) THEN
STATEV (1) =Y1
STATEV (2)=Y1
STATEV (3)=Y1
STATEV (4)=YO0
STATEV (5)=Y0
STATEV (6)=Y0
STATEV (7)=YO0
STATEV (8)=YO0
STATEV (9)=YO0
END IF
C
C Az alakvaltozasi gradiens novekmény
C
CALL XINV (DFGRDO, DEFGRDOINV)
CALL XDOT (DFGRD1, DFGRDOINV, DELTF)
C
C Az elmozdulds gradiense
@
DO I=1,3
DO J=1,3
GRADU (I, J)=DFGRD1 (I, J)-DFGRDO (I, J)
END DO
END DO
@
C Alakvadltozasi gradiens a lépés kozepén
C
DO I=1,3
DO J=1,3
F(I,J)=YOE5* (DFGRD1 (I, J)+DFGRDO (I,J))
END DO
END DO
C
C Alakvaltozasi gradiens inverze a lépés kdzepén
@
CALL XINV (F,FI)
C
C A baloldali Cauchy-Green deformédcids tenzor
C a lépés kozepén
@
DO I=1,3
DO J=1,3
FT(I,J)=F(J,I)
END DO
END DO
CALL XDOT (F,FT, B)
C
C A baloldali Cauchy-Green deformécids tenzor
C sajatértékei
C

CALL XEIGEN (B, BE)
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@

@

Q

@

Q

Q

Az elmozdulads novekmény gradiens

CALL XDOT (GRADU, FI,G)

Az alakvaltozasi sebessegtenzor a lépés kdzepén

DO I=1,3
DO J=1,3
D(I,J)=(YOE5/DTIME)* (G (I,
END DO
END DO

Az Orvénytenzor a lépés kozepén

DO I=1,3
DO J=1,3
W(I,J)=G(I,J)/DTIME-D(I,J)
END DO
END DO

Egységmatrix definidlésa

DO I=1,3
DO J=1,3
IF(I.EQ.J) THEN
EGYS (I, J)=Y1
ELSE
EGYS (I, J)=Y0
END IF
END DO
END DO

Spintenzor megadésa

DO I=1,3
DO J=1,3
OJAU (I,J)=W(I,J)
END DO
END DO

Az ortogondlis forgatdtenzorok szamitdsa

N(1,1)=STATEV (1)
N (2,2)=STATEV (2)
N (3, 3) =STATEV (3)
N(1,2)=STATEV (4)
N (1,3)=STATEV (5)
N (2, 3)=STATEV (6)
N (2,1)=STATEV (7)
N (3,1)=STATEV (8)
N (3,2)=STATEV (9)

DO J=1, 3

ARGN1 (I, J)=DTIME*OJAU (I, J)

END DO
END DO

DO I=1,3
DO J=1, 3

ARGNA (I, J)=YOE5*DTIME*OJAU (I, J)

END DO
END DO

J)+G (J,

1))
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C

CALL XEXP (ARGN1,ARGNI1EXP)
CALL XEXP (ARGNA, ARGNAEXP)

CALL XDOT (ARGN1EXP, ON, ON1)
CALL XDOT (ARGNAEXP, ON, ONA)

C STATEV Update

€

€

STATEV (1) =QON1 (1,1)
STATEV (2) =QN1 (2, 2)
STATEV (3) =QN1 (3, 3)
STATEV (4) =QN1 (1, 2)
STATEV (5) =QN1 (1, 3)
STATEV (6) =QN1 (2, 3)
STATEV (7)=QN1 (2, 1)
STATEV (8) =QN1 (3, 1)
STATEV (9) =QN1 (3, 2)

C A Kirchhoff fesziiltség objektiv derivaltjanak
C szémitédsa a lépés kdzepén

C

€

C A Kirchhoff fesziiltség objektiv derivaltja

TRD=D(1,1)+D(2,2)+D(3,3)

TRATE (I,J)=XLAM1*TRD*EGYS (I,

DO I=1,3
DO J=1,3
END DO
END DO

J) +Y2*XLAM2*D (I, J)

C az egylttforgd konfigurdcidban a lépés kdzepén

C
CALL XFORG (TRATE, QNA, 1, TRATEQ)
@
C (n)-be visszaforgatott Cauchy fesziiltség
C
SIGMNR (1, 1)=STRESS (1)
SIGMNR (2, 2)=STRESS (2)
SIGMNR (3, 3) =STRESS (3)
SIGMNR (1,2)=STRESS (4)
SIGMNR (1, 3)=STRESS (5)
SIGMNR (2, 3)=STRESS (6)
SIGMNR (2, 1) =STRESS (4)
SIGMNR (3, 1) =STRESS (5)
SIGMNR (3, 2)=STRESS (6)
CALL XFORG (SIGMNR,DROT, 1, SIGMN)
C
C Kirchhoff-fesziiltség
C
DO I=1,3
DO J=1,3
END DO
END DO
C
C Az
C egyluttforgd konfigurédcidban
@
CALL XFORG (TN, ON, 1, TNQ)
C
C Az

TN (I, J)=DETFO*SIGMN (I, J)

(n) ~ben

(n) &llapotban érvényes Kirchhoff fesziiltség az

(n+tl) &llapotban érvényes Kirchhoff fesziiltség az
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C egyluttforgd konfiguracidban

C

Q

Q

DO I=1,3
DO J=1,3
TN1Q (I, J)=TNQ (I, J)+DTIME*TRATEQ (I, J)
END DO
END DO

(n+tl) &llapotban érvényes Kirchhoff fesziiltség
CALL XFORG (TN1Q,QN1,2,TN1)

(n+l) allapotban érvényes Cauchy fesziiltség

DO I=1,3

DO J=1,3

SIGMN1 (I, J)=TN1 (I,J)/DETF1

END DO
END DO
STRESS (1) =SIGMN1 (1,1)
STRESS (2) =SIGMNL1 (2, 2)
STRESS (3) =SIGMN1 (3, 3)
STRESS (4) =SIGMN1 (1, 2)
STRESS (5) =SIGMN1 (1, 3)
STRESS (6) =SIGMNL1 (2, 3)
RETURN
END

7.5.2. GREEN-MCINNIS-NAGHDI-FELE FESZULTSEG-SEBESSEGRE EPULO

SZUBRUTIN

SUBROUTINE UMAT (STRESS, STATEV, DDSDDE, SSE, SPD, SCD,

RPL, DDSDDT, DRPLDE, DRPLDT, STRAN, DSTRAN,

TIME, DTIME, TEMP, DTEMP, PREDEF, DPRED, MATERL, NDI, NSHR, NTENS,
NSTATV, PROPS, NPROPS, COORDS, DROT, PNEWDT, CELENT,

DFGRDO, DFGRD1, NOEL, NPT, KSLAY, KSPT, KSTEP, KINC)

SN

INCLUDE 'ABA PARAM.INC'
CHARACTER*80 MATERL

DIMENSION STRESS (NTENS), STATEV (NSTATV),

1 DDSDDE (NTENS,NTENS) , DDSDDT (NTENS) , DRPLDE (NTENS) ,

2 STRAN (NTENS) , DSTRAN (NTENS) , TIME (2) , PREDEF (1) , DPRED (1),
3 PROPS (NPROPS) , COORDS (3) , DROT (3, 3) ,EP (3) , BNU (3),

4 DFGRDO (3, 3),DFGRD1 (3, 3)

Green-McInnis-Naghdi-féle fesziiltség-sebességre
éptild nulladrendl hipoelasztikus anyagmodell

DIMENSION DFGRDOINV(3,3),F(3,3),FI(3,3),FT(3,3),DELTF (3, 3),

1 GRADU(3,3),G(3,3),D(3,3),wW(3,3),B(3,3),BE(3),EGYS(3,3),

2 ON(3,3),0NA(3,3),0N1(3,3),SIGMNR(3,3),SIGMN (3,3),SIGMNL (3,3),
3 TRATE (3, 3), TRATEQ (3,3) ,TN(3,3) ,TNQ(3,3),TN1(3,3),TN1Q(3,3),

4 U0(3,3),v0(3,3),U01(3,3),V1(3,3),UA(3,3),VA(3,3)

DATA YO,YOE5,Y1,Y2,Y3/0.D0,0.5D0,1.D0,2.D0,3.D0/
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C
C Jacobi-determindnsok szamitéasa
C
CALL XDET (DFGRDO, DETFO)
CALL XDET (DFGRD1,DETF1)

C

C Anyagjellemz&8k megadasa

C
RUG=PROPS (1)
PO=PROPS (2)
XLAM1=RUG*PO/ (Y1+PO) / (Y1-Y2*PO)
XLAM2=RUG/Y2/ (Y1+PO)
CSUSZ=RUG/Y2/ (Y1+PO)
P1=RUG* (PO-Y1) / (Y2*PO-Y1) / (PO+Y1)
P2=-RUG*PO/ (Y2*PO-Y1) / (PO+Y1)

C

C A konzisztens érintdé tenzor megadésa
@

DO I=1,6

DO J=1,6

DDSDDE (I, J)=Y0

END DO
END DO
DDSDDE (1, 1) =P1
DDSDDE (1, 2) =P2
DDSDDE (1, 3) =P2
DDSDDE (2, 1) =P2
DDSDDE (2, 2) =P1
DDSDDE (2, 3) =P2
DDSDDE (3, 1) =P2
DDSDDE (3, 2) =P2
DDSDDE (3, 3) =P1
DO I=4,6

DDSDDE (I, I)=CSUSZ

ENDDO
@

C STATEV megadéasa t=0 idd&pontban
@

IF (KINC.EQ.1) THEN
STATEV (
STATEV (
STATEV (
STATEV (
STATEV (

(

(

(

(

STATEV

STATEV

STATEV

STATEV
END IF

)

1)=Y1
2)=Y1
3)=Y1
4)=Y0
5)=Y0
6)=Y0
7)=Y0
8)=Y0
9)=Y0

c
C Az alakvaltozasi gradiens nodvekmény
@

CALL XINV (DFGRDO, DFGRDOINV)

CALL XDOT (DFGRD1, DFGRDOINV, DELTF)
C
C Az elmozdulds gradiense
@
DO I=1,3
DO J=1,3
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Q

Q Q

Q0

ONONONQ

Q Q

Q Q

Q

GRADU (I, J)=DFGRDI (I, J)-DFGRDO (I, J)
END DO
END DO

Alakvaltozasi gradiens a lépés kdzepén

DO I=1,3
DO J=1,3
F(I,J)=YOE5* (DFGRD1 (I, J)+DFGRDO (I,J))
END DO
END DO

Alakvaltozasi gradiens inverze a 1lépés kdzepén
CALL XINV (F,FI)

A baloldali Cauchy-Green deformacidés tenzor
a lépés kdzepén

DO I=1,3
DO J=1,3
FT(I,J)=F(J,I)
END DO
END DO

CALL XDOT (F,FT,B)

A baloldali Cauchy-Green deformacids tenzor
sajatértékei

CALL XEIGEN (B, BE)
Az elmozdulds novekmény gradiens
CALL XDOT (GRADU, FI,G)

Az alakvaltozasi sebessegtenzor a lépés kdzepén

DO I=1,3
DO J=1,3
D(I,J)=(YOE5/DTIME)* (G(I,J)+G(J,I))
END DO
END DO

Az Orvénytenzor a lépés kdzepén

DO I=1,3
DO J=1,3
W(I,J)=G(I,J)/DTIME-D(I,J)
END DO
END DO

Egységmatrix definidlésa

DO I=1,3
DO J=1,3
IF(I.EQ.J) THEN
EGYS (I, J)=Y1
ELSE
EGYS (I, J)=Y0
END IF
END DO
END DO
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Q Q

Q

QO

QO

Q QO

€

Az ortogonalis forgatdtenzorok szamitasa

(Polar felbontéasok)

CALL XPOL (DFGRDO, QN, U0, VO0)
CALL XPOL (DFGRD1,QN1,Ul,V1)

CALL XPOL (F, ONA, UA,VA)

STATEV Update

STATEV

STATEV (1) =ON
STATEV (2) =ON
STATEV (3) =ON
STATEV (4) =QN
STATEV (5) =ON
STATEV (6) =ON
STATEV (7) =ON
STATEV (8) =QN
(9)

=QON

1(1,1)
1(2,2)
1(3,3)
1(1,2)
1(1,3)
(2,3)
(2,1)
(3,1)
(3,2)

4
4

4

1
1
1
1

4

4

4

4

A Kirchhoff fesziiltség objektiv derivaltjanak
szédmitasa a lépés kdzepén

A Kirchhoff fesziiltség objektiv derivaltja

TRD=D (1, 1) +D

DO I=1,3
DO J=1

END DO
END DO

(2,2)+D(3,3)

I

TRATE (I,J)=XLAM1*TRD*EGYS (I,

J) +Y2*XLAM2*D (I, J)

az egyluttforgd konfigurdcidban a lépés kdzepén

(n) -be visszaforgatott Cauchy fesziiltség

CALL XFORG (TRATE, QNA, 1, TRATEQ)

SIGMNR (1,1)
SIGMNR (2, 2)
SIGMNR (3, 3)
SIGMNR (1,2)
SIGMNR (1, 3)=
(2,3)
(2,1)
(3,1)
(3,2)

4

4

4

SIGMNR
SIGMNR
STIGMNR
SIGMNR

4

4

4

4

CALL XFORG (SIGMNR, DROT, 1, SIGMN)

STRESS (1)
STRESS (2)
STRESS (3)
STRESS (4)
STRESS (5)
STRESS (6)
STRESS (4)
STRESS (5)
STRESS (6)

C Kirchhoff-feszliltség (n)-ben

C

Q000

QO

Az

DO I=1,3
DO J=1
END DO
END DO
(n)

s

TN (I, J)=DETFO*SIGMN (I, J)

egyluttforgd konfiguracidban

Az

(n+1)

CALL XFORG (T

N, ON, 1, TNQ)

dllapotban érvényes Kirchhoff fesziiltség az

dllapotban érvényes Kirchhoff fesziiltség az




117

C egyluttforgd konfiguracidban

C

Q

Q

DO I=1,3
DO J=1,3
TN1Q (I, J)=TNQ (I, J)+DTIME*TRATEQ (I, J)
END DO
END DO

(n+tl) &llapotban érvényes Kirchhoff fesziiltség
CALL XFORG (TN1Q,QN1,2,TN1)

(n+l) allapotban érvényes Cauchy fesziiltség

DO I=1,3

DO J=1,3

SIGMN1 (I, J)=TN1 (I,J)/DETF1

END DO
END DO
STRESS (1) =SIGMN1 (1,1)
STRESS (2) =SIGMNL1 (2, 2)
STRESS (3) =SIGMN1 (3, 3)
STRESS (4) =SIGMN1 (1, 2)
STRESS (5) =SIGMN1 (1, 3)
STRESS (6) =SIGMNL1 (2, 3)
RETURN
END

7.5.3. EULER-FELE TRIAD SPINTENZORAN ALAPULO FESZULTSEG-

SEBESSEGRE EPULO SZUBRUTIN

SUBROUTINE UMAT (STRESS, STATEV, DDSDDE, SSE, SPD, SCD,
RPL, DDSDDT, DRPLDE, DRPLDT, STRAN, DSTRAN,

TIME, DTIME, TEMP, DTEMP, PREDEF, DPRED, MATERL, NDI, NSHR, NTENS,
NSTATV, PROPS, NPROPS, COORDS, DROT, PNEWDT, CELENT,

DFGRDO, DFGRD1, NOEL, NPT, KSLAY, KSPT, KSTEP, KINC)

SN

INCLUDE 'ABA PARAM.INC'
CHARACTER*80 MATERL

DIMENSION STRESS (NTENS), STATEV (NSTATV),

1 DDSDDE (NTENS,NTENS) , DDSDDT (NTENS) , DRPLDE (NTENS) ,

2 STRAN (NTENS) , DSTRAN (NTENS) , TIME (2) , PREDEF (1) , DPRED (1),
3 PROPS (NPROPS) , COORDS (3) , DROT (3, 3) ,EP (3) ,BNU(3),

4 DFGRDO (3, 3) ,DFGRD1 (3, 3)

Az Euler-féle tridd spintenzorédn alapuld fesziiltség-
sebességre épiild nulladrendd hipoelasztikus anyagmodell

DIMENSION DFGRDOINV (3,3),F(3,3),FI(3,3),FT(3,3),DELTF (3,3),

1 GRADU(3,3),G(3,3),D(3,3),W(3,3),B(3,3),BE(3),EGYS(3,3),SN(3,3),
2 OEU (3, 3),ARGNL (3,3),ARGNA (3, 3) ,ARGN1EXP (3, 3) , ARGNAEXP (3, 3),

3 QN(3,3),0NA(3,3),0N1(3,3),SIGMNR(3,3),SIGMN (3,3),SIGMNL (3,3),

4 TRATE (3,3), TRATEQ (3, 3),TN(3,3),TNQ(3,3),TN1(3,3),TN1Q(3,3)
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DATA YO, YOE5,Y1,Y2,Y3/0.D0,0.5D0,1.D0,2.D0,3.D0/

C
C Jacobi-determindnsok szamitéasa
C
CALL XDET (DFGRDO, DETFO)
CALL XDET (DFGRD1,DETF1)

C

C Anyagjellemzd8k megadisa

C
RUG=PROPS (1)
PO=PROPS (2)
XLAM1=RUG*PO/ (Y1+PO) / (Y1-Y2*PO)
XLAM2=RUG/Y2/ (Y1+PO)
CSUSZ=RUG/Y2/ (Y1+PO)
P1=RUG* (PO-Y1) / (Y2*PO-Y1) / (PO+Y1)
P2=-RUG*PO/ (Y2*PO-Y1) / (PO+Y1)

C

C A konzisztens érintdé tenzor megadésa
@

DO I=1,6

DO J=1,6

DDSDDE (I, J)=Y0

END DO
END DO
DDSDDE (1, 1) =P1
DDSDDE (1, 2) =P2
DDSDDE (1, 3) =P2
DDSDDE (2, 1) =P2
DDSDDE (2, 2) =P1
DDSDDE (2, 3) =P2
DDSDDE (3, 1) =P2
DDSDDE (3, 2) =P2
DDSDDE (3, 3) =P1
DO I=4,6

DDSDDE (I,I)=CSUSZ
ENDDO
@
C STATEV megadéasa t=0 idd&pontban
@
IF (KINC.EQ.1
STATEV (
STATEV (
STATEV (
STATEV (
STATEV (
(
(
(
(

THEN

STATEV

STATEV

STATEV

STATEV
END IF

)

1)=Y1
2)=Y1
3)=Y1
4)=Y0
5)=Y0
6)=Y0
7)=Y0
8)=Y0
9)=Y0

@
C Az alakvédltozédsi gradiens novekmény
@

CALL XINV (DFGRDO, DFGRDOINV)

CALL XDOT (DFGRD1, DFGRDOINV, DELTF)
@
C Az elmozdulds gradiense
C

DO I=1,3
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@

QO

ONONONQ]

QO

Q Q

Q Q

Q

DO J=1,3
GRADU (I, J)=DFGRD1 (I,J)-DFGRDO (I, J)
END DO
END DO

Alakvaltozasi gradiens a lépés kdzepén

DO I=1,3
DO J=1,3
F(I,J)=YOE5* (DFGRD1 (I, J)+DFGRDO (I,J))
END DO
END DO

Alakvaltozasi gradiens inverze a 1lépés kdzepén
CALL XINV (F,FI)

A baloldali Cauchy-Green deformacids tenzor
a lépés kdzepén

DO I=1,3
DO J=1,3
FT(I,J)=F(J,I)
END DO
END DO

CALL XDOT (F,FT,B)

A baloldali Cauchy-Green deformacids tenzor
sajatértékei

CALL XEIGEN (B, BE)
Az elmozduléds novekmény gradiens
CALL XDOT (GRADU, FI,G)

Az alakvaltozasi sebessegtenzor a 1lépés kdzepén

DO I=1,3
DO J=1, 3
D(I,J)=(YOE5/DTIME) * (G(I,J)+G(J,I))
END DO
END DO

Az Orvénytenzor a lépés kdzepén

DO I=1,3
DO J=1,3
W(I,J)=G(I,J)/DTIME-D(I,J)
END DO
END DO

Egységmétrix definidlésa

DO I=1,3
DO J=1,3
IF(I.EQ.J) THEN
EGYS (I, J)=Y1
ELSE
EGYS (I, J)=Y0
END IF
END DO

END DO
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@
C Spintenzor megadasa
C
IF (DABS ((BE(1)-BE(2))/BE(1l)).LT.1.D-10) THEN
IF (DABS ((BE (2)-BE(3))/BE(2)).LT.1.D-10) THEN
M=1
GOTO 100
ELSE

M=2
GOTO 100
END IF
ELSEIF (DABS ((BE(1)-BE(3))/BE(1)).LT.1.D-10) THEN
M=2
GOTO 100
ELSEIF (DABS ((BE(2)-BE(3))/BE(2)).LT.1.D-10) THEN
M=2
GOTO 100
ELSE
M=3
END IF

100 IF (M.EQ.1) THEN

DO I=1,3
DO J=1,3
SN(I,J)=YO0
END DO
END DO

ELSEIF (M.EQ.2) THEN

CALL OEUM2 (BE, B, D, SN)
ELSEIF (M.EQ.3) THEN

CALL OEUM3 (BE, B, D, SN)

END IF
DO I=1,3
DO J=1,3
OEU (I, J)=W(I,J)+SN(I,J)
END DO
END DO

@
C Az ortogonalis forgatdétenzorok szamitasa
@

ON(1,1)=STATEV (1)
QN (2,2)=STATEV (2)
ON (3, 3)=STATEV (3)
QN (1,2)=STATEV (4)
QN (1, 3) =STATEV (5)
QN (2, 3) =STATEV (6)
QN (2,1)=STATEV (7)
QN (3, 1) =STATEV (8)
QN (3,2)=STATEV (9)
DO I=1,3
DO J=1,3
ARGN1 (I, J)=DTIME*OEU (I, J)
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
ARGNA (I, J)=YOES5*DTIME*OEU (I, J)
END DO

END DO
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C

CALL XEXP (ARGN1, ARGN1EXP)
CALL XEXP (ARGNA, ARGNAEXP)

CALL XDOT (ARGN1EXP, QN, QON1)
CALL XDOT (ARGNAEXP, ON, QNA)

C STATEV Update

©

QOO

QOO

QO

Q

QO

Q Q

STATEV

STATEV (1) =0ON
STATEV (2) =QN
STATEV (3) =QN
STATEV (4) =QN
STATEV (5) =ON
STATEV (6) =ON
STATEV (7) =QN
STATEV (8) =QN
(9)

=QN

1(1
1(2
1(3
1(1,
1(1,
(2
(2
(3
(3

4
14

4

1
1
1
1

4

14

4

NP P WWNDWwWN -

4

A Kirchhoff fesziiltség objektiv derivaltjanak
szamitasa a lépés kdzepén

A Kirchhoff fesziiltség objektiv derivaltja

TRD=D (1, 1) +D

DO I=1,3
DO J=1
END DO
END DO

(2,2)+D(3,3)

;3

TRATE (I,J)=XLAM1*TRD*EGYS (I,

J) +Y2*XLAM2*D (I, J)

az egyluttforgd konfiguracidban a lépés kdzepén

(n) -be visszaforgatott Cauchy fesziiltség

CALL XFORG (TRATE, QNA, 1, TRATEQ)

SIGMNR (1,1)
SIGMNR (2, 2)
SIGMNR (3, 3)
SIGMNR (1,2)
SIGMNR (1, 3)=
(2,3)
(2,1)
(3,1)
(3,2)

4

4

4

SIGMNR
SIGMNR
SIGMNR
SIGMNR

4

4

4

14

CALL XFORG (SIGMNR, DROT, 1, SIGMN)

STRESS (1)
STRESS (2)
STRESS (3)
STRESS (4)
STRESS (5)
STRESS (6)
STRESS (4)
STRESS (5)
STRESS (6)

Kirchhoff-fesziiltség (n)-ben

Az

(n)

DO I=1,3
DO J=1
END DO
END DO

;3

TN (I,J)=DETFO*SIGMN (I, J)

egyluttforgd konfiguracidban

Az

(n+1)

CALL XFORG (T

N, ON, 1, TNQ)

4dllapotban érvényes Kirchhoff fesziiltség az

&dllapotban érvényes Kirchhoff fesziiltség az




122

C egyluttforgd konfiguréacidban

C

Q

Q

DO I=1,3
DO J=1,3
TN1Q (I, J)=TNQ (I, J)+DTIME*TRATEQ (I, J)
END DO
END DO

(n+tl) &llapotban érvényes Kirchhoff fesziiltség
CALL XFORG(TN1Q,QN1,2,TN1)

(n+tl) &llapotban érvényes Cauchy fesziiltség

DO I=1,3

DO J=1,3

SIGMN1 (I,J)=TNL1(I,J)/DETF1

END DO
END DO
STRESS (1) =SIGMN1 (1,1)
STRESS (2) =SIGMN1 (2, 2)
STRESS (3) =SIGMN1 (3, 3)
STRESS (4) =SIGMN1 (1, 2)
STRESS (5) =SIGMN1 (1, 3)
STRESS (6) =SIGMN1 (2, 3)
RETURN
END

7.5.4. LOGARITMIKUS FESZULTSEG-SEBESSEGRE EPULO SZUBRUTIN

SUBROUTINE UMAT (STRESS, STATEV, DDSDDE, SSE, SPD, SCD,
RPL, DDSDDT, DRPLDE, DRPLDT, STRAN, DSTRAN,

TIME, DTIME, TEMP, DTEMP, PREDEF, DPRED, MATERL, NDI, NSHR, NTENS,
NSTATV, PROPS, NPROPS, COORDS, DROT, PNEWDT, CELENT,

DFGRDO, DFGRD1, NOEL, NPT, KSLAY, KSPT, KSTEP, KINC)

Sw N

INCLUDE 'ABA PARAM.INC'
CHARACTER*80 MATERL

DIMENSION STRESS (NTENS), STATEV (NSTATV),

DDSDDE (NTENS, NTENS) , DDSDDT (NTENS) , DRPLDE (NTENS) ,

STRAN (NTENS) , DSTRAN (NTENS) , TIME (2) , PREDEF (1) , DPRED (1),
PROPS (NPROPS) , COORDS (3) , DROT (3, 3) ,EP (3) , BNU (3) ,

DFGRDO (3, 3) , DFGRD1 (3, 3)

Sw N

Logaritmikus fesziiltség-sebességre
éptilé nulladrendd hipoelasztikus anyagmodell

DIMENSION DFGRDOINV (3,3),F(3,3),FI(3,3),FT(3,3),DELTF(3,3),

1 GRADU(3,3),G(3,3),D(3,3),W(3,3),B(3,3),BE(3),EGYS(3,3),SN(3,3),
2 OLOG(3,3),ARGN1 (3,3),ARGNA (3,3),ARGN1EXP (3, 3) , ARGNAEXP (3, 3),

3 ON(3,3),0ONA(3,3),0N1(3,3),SIGMNR(3,3),SIGMN (3,3),SIGMNI (3,3),

4 TRATE (3,3),TRATEQ(3,3),TN(3,3),TNQ(3,3),TN1(3,3),TN1Q(3,3)

DATA YO,YOE5,Y1,Y2,Y3/0.D0,0.5D0,1.D0,2.D0,3.D0/
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C Jacobi-determindnsok szamitésa
C
CALL XDET (DFGRDO, DETFO)
CALL XDET (DFGRD1,DETF1)

C

C Anyagjellemzd&k megadasa

C
RUG=PROPS (1)
PO=PROPS (2)
XLAM1=RUG*PO/ (Y1+PO) / (Y1-Y2*PO)
XLAM2=RUG/Y2/ (Y1+PO)
CSUSZ=RUG/Y2/ (Y1+PO)
P1=RUG* (PO-Y1) / (Y2*PO-Y1) / (PO+Y1)
P2=-RUG*PO/ (Y2*PO-Y1) / (PO+Y1)

C

C A konzisztens érinté tenzor megadéasa
C
DO I=1,6
DO J=1,6
DDSDDE (I, J)=YO0
END DO
END DO

DDSDDE (1,1)
DDSDDE (1, 2)
DDSDDE (1, 3)
DDSDDE (2, 1)
DDSDDE (2, 2)
(2,3)
(3,1)
(3,2)
(3,3)

4

14

4

DDSDDE
DDSDDE
DDSDDE
DDSDDE

4

14

4

Pl
P2
P2
P2
Pl
P2
P2
P2
P1

4

DO I=4,6
DDSDDE (I, I)=CSUSZ
ENDDO
C
C STATEV megadasa t=0 iddépontban
C
IF (KINC.EQ.1
STATEV (
STATEV (
STATEV (
STATEV (
STATEV (
(
(
(
(

THEN

STATEV

STATEV

STATEV

STATEV
END IF

)

1)=v1
2)=Y1
3)=v1
4)=Y0
5)=Y0
6)=Y0
7)=Y0
8)=Y0
9)=Y0

C
C Az alakvaltozasi gradiens ndvekmény
C

CALL XINV (DFGRDO, DEGRDOINV)

CALL XDOT (DFGRD1, DFGRDOINV, DELTF)

C
C Az elmozdulds gradiense
C
DO I=1,3
DO J=1,3

GRADU (I, J)=DFGRD1 (I, J)-DFGRDO (I, J)
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END DO
END DO
C
C Alakvaltozasi gradiens a lépés kozepén
C
DO I=1,3
DO J=1,3
F(I,J)=YOE5* (DFGRD1 (I, J)+DFGRDO (I,J))
END DO
END DO
@
C Alakvaltozasi gradiens inverze a lépés kozepén
C
CALL XINV (F,FI)
C
C A baloldali Cauchy-Green deforméacids tenzor
C a lépés kozepén
c
DO I=1,3
DO J=1,3
FT(I,J)=F(J,I)
END DO
END DO
CALL XDOT (F,FT, B)
@
C A baloldali Cauchy-Green deforméacids tenzor
C sajatértékei
C
CALL XEIGEN (B, BE)
@
C Az elmozdulds novekmény gradiens
C
CALL XDOT (GRADU, FI,G)
C
C Az alakvaltozasi sebessegtenzor a lépés kdzepén
@
DO I=1,3
DO J=1,3
D(I,J)=(YOE5/DTIME) * (G(I,J)+G(J,I))
END DO
END DO
C
C Az orvénytenzor a lépés kozepén
C
DO I=1,3
DO J=1,3
W(I,J)=G(I,J)/DTIME-D(I,J)
END DO
END DO
@
C Egységmatrix definidlasa
C
DO I=1,3
DO J=1,3
IF(I.EQ.J) THEN
EGYS (I,J)=Y1
ELSE
EGYS (I, J)=Y0
END IF
END DO
END DO
C

C Spintenzor megadasa
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IF (DABS((BE(1)-BE(2))/BE(1l)).LT.1.D-10) THEN
IF (DABS ( (BE (2)-BE(3))/BE(2)) .LT.1.D-10)
M=1
GOTO 100
ELSE
BE (1)=BE (1)
BE (2) =BE (3)
M=2
GOTO 100
END IF
ELSEIF (DABS ((BE(1)-BE(3))/BE(1l)).LT.1.D-10)
M=2
GOTO 100
ELSEIF (DABS((BE(2)-BE(3))/BE(2)).LT.1.D-10)
M=2
GOTO 100
ELSE
M=3
END IF

100 IF (M.EQ.1) THEN

DO I=1,3
DO J=1,3
SN (I, J)=Y0
END DO
END DO

ELSEIF (M.EQ.2) THEN

CALL OLOGM2 (BE, B, D, SN)
ELSEIF (M.EQ.3) THEN

CALL OLOGMS3 (BE, B, D, SN)

END IF
DO I=1,3
DO J=1,3
OLOG (I, J)=W(I,J)+SN(I,J)
END DO
END DO

C
C Az ortogondlis forgatdétenzorok szamitédsa
C

ON(1,1)=STATEV (1)
ON (2,2)=STATEV (2)
ON (3, 3) =STATEV (3)
ON (1,2)=STATEV (4)
ON (1,3)=STATEV (5)
ON (2, 3)=STATEV (6)
ON (2,1)=STATEV (7)
ON (3,1)=STATEV (8)
ON (3,2)=STATEV (9)
DO I=1,3
DO J=1,3
ARGN1 (I, J)=DTIME*OLOG (I, J)
END DO
END DO
DO I=1,3
DO J=1,3
ARGNA (I,J)=YOE5*DTIME*OLOG (I, J)
END DO
END DO

CALL XEXP (ARGN1, ARGN1EXP)

THEN

THEN

THEN
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€

CALL XEXP

CALL XDOT
CALL XDOT

C STATEV Update

C

STATEV
STATEV
STATEV
STATEV

STATEV
STATEV
STATEV

(ARGNA, ARGNAEXP)

(ARGN1EXP, ON, ON1)
(ARGNAEXP, ON, ONA)

=QN1
=QN1
=QN1
=QN1

=QN1
=QN1
=QN1

(1) (1,1)
(2) (2,2)
(3) (3,3)
(4) (1,2)
STATEV (5) =0QN1 (1, 3)
(6) (2,3)
(7) (2,1)
(8) (3,1)
STATEV (9) =QN1 (3, 2)

A Kirchhoff fesziiltség objektiv derivaltjénak
szamitasa a lépés kozepén

ONONON@!

TRD=D(1,1)+D(2,2)+D(3,3)

DO I=1,3
DO J=1,3
TRATE (I, J)=XLAM1*TRD*EGYS (I, J)+Y2*XLAM2*D (I, J)
END DO
END DO

A Kirchhoff fesziiltség objektiv derivaltja
az egyluttforgd konfigurdcidban a lépés kdzepén

Q000

CALL XFORG (TRATE, QNA, 1, TRATEQ)

aQ

(n) -be visszaforgatott Cauchy fesziiltség
@

SIGMNR
SIGMNR

(1,1)=STRESS (1)
(2,2)=STRESS (2)
SIGMNR (3, 3) =STRESS (3)
SIGMNR (1,2)=STRESS (4)
SIGMNR (1, 3) =STRESS (5)
(2,3) (6)
(2,1) (4)
(3,1) (5)
(3,2) (6)

4
4

4

SIGMNR =STRESS
SIGMNR =STRESS
SIGMNR =STRESS
SIGMNR =STRESS

4
4
4

4

CALL XFORG (SIGMNR, DROT, 1, SIGMN)

Q

Kirchhoff-fesztiltség (n)-ben
DO I=1,3
DO J=1,3
TN (I, J)=DETFO*SIGMN (I, J)
END DO
END DO

Az (n) &allapotban érvényes Kirchhoff fesziiltség az
egyluttforgd konfiguracidban

OHONONQ

CALL XFORG (TN, QON, 1, TNQ)

Az (n+l) &llapotban érvényes Kirchhoff feszliltség az
egyluttforgd konfiguracidban

OHONONQ
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7.6. EGYSZERU NYIiRAS MODELLJE ABAQUS-BAN

Ahhoz, hogy az egyszerli nyirds esetére meghatarozott analitikus megoldasokkal az UMAT
szubrutinokkal szamitott eredményeket Osszehasonlithassuk sziikséges, hogy az ABAQUS-ban
hasznalt modell illeszkedjen az analitikus szamitdsoknal hasznalt modellhez. Ennek f6
meghatarozoja a kényszerek, illetve terhelések megfelelé megvalasztasa.

A vizsgalt geometriat ¢és az alkalmazott kényszereket mutatja a 78. abra.

Ve /7
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/ /
/ / 4
/
— / / .
/ /
/ /
/ — 7
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78. abra: Kényszerek az egyszerii nyiras esetén.

Az alkalmazott elemtipus: C3D8, 8 csomopontos hexagonalis, linearis elem. A modell felosztasa
egy elemre torténik. Az ABAQUS lehetdséget kinal elmozdulés terhelés megadasara is, igy a felso
lapra az 1-es irdnyban az eldirt elmozdulés értéke 10.

A geometriai nemlinearitdst figyelembevevd nemlinedris analizis sordn a szamitas pontossaga
foként a terhelési folyamat felosztdsanak finomsagan mulik. Lehetdség van automatikus felosztas
valasztasara, amikor a program prébalja minél kevesebb 1épés alatt elvégezni a szamitést. Ilyenkor
ha a valasztott 1épéskdz esetén az iteracio til lassan konvergal, akkor kisebb ndvekmény valasztasa
kovetkezik.

A dolgozatban végzett szamitasok soran a terhelési szakasz 10 egyenld részre torténd felosztasa
torténik.
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A szamitashoz tartoz6 ABAQUS input file:

*Heading
** Job name: Munka01 Model nhame: Model-1
*Preprint, echo=NO, model=NO, history=NO, contact=NO

** PARTS
*Part, name="Kocka (Part)"
*End Part

*%

** ASSEMBLY

*%*

*Assembly, name=Assembly

*%*

*Instance, name="Kocka (Part)-1", part="Kocka (Part)"
*Node

1, 0.5, 0.5, 1
2, 0.5, -0.5, 1
3 0.5, 0.5, 0
4 0.5, -0.5, 0
5, -0.5, 0.5, 1
6, -0.5, -0.5, 1
7, -0.5, 0.5, 0
8 -0.5, -0.5, 0

*Element, type=C3D8

1,5,6,8,7,1,2,4,3

** Region: (Section01:Picked)

*Elset, elset=_PickedSet2, internal

i

** Section: Section01

*Solid Section, elset=_PickedSet2, material=Anyagmodell

1.,

*End Instance

*Nset, nset=_PickedSet6, internal, instance="Kocka (Part)-1", generate
2,8 2

*Elset, elset=_PickedSet6, internal, instance="Kocka (Part)-1"
1 ’

*Nset, nset=_PickedSet7, internal, instance="Kocka (Part)-1"
1,2,5,6

*Elset, elset=_PickedSet7, internal, instance="Kocka (Part)-1"
i

*Nset, nset=_PickedSet8, internal, instance="Kocka (Part)-1"
3,4,7,8

*Elset, elset=_PickedSet8, internal, instance="Kocka (Part)-1"
1 ’

*Nset, nset=_PickedSet9, internal, instance="Kocka (Part)-1", generate
1, 7, 2

*Elset, elset=_PickedSet9, internal, instance="Kocka (Part)-1"
1 ’

*End Assembly

*%*

** MATERIALS
*Material, name=Anyagmodell
*Depvar

9,
*User Material, constants=2
2500, 0.35

** BOUNDARY CONDITIONS

*%*

** Name: Also lap megfogas Type: Symmetry/Antisymmetry/Encastre
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*Boundary

_PickedSet6, PINNED

** Name: Oldallap1 Type: Displacement/Rotation
*Boundary

_PickedSet7, 3, 3

** Name: Oldallap2 Type: Displacement/Rotation
*Boundary

_PickedSet8, 3, 3

** Name: Teto Type: Displacement/Rotation
*Boundary

_PickedSet9, 2, 2

k%

k%

** STEP: Terheles

*Step, name=Terheles, nlgeom=YES
*Static, direct

0.1, 1.,

** BOUNDARY CONDITIONS

** Name: Teto Type: Displacement/Rotation
*Boundary

_PickedSet9, 1, 1, 10.

*%

** OUTPUT REQUESTS

*%*

*Restart, write, frequency=1

*%*

** FIELD OUTPUT: F-Output-1

*%

*Output, field, variable=PRESELECT

** HISTORY OUTPUT: H-Output-1
*Qutput, history, variable=PRESELECT
*El Print, freq=999999

*Node Print, freq=999999

*End Step

(Az input file futtatasa elott sziikséges megadni a FORTRAN szubrutin elérési utjat).

7.7. ZART TERHELESI CIKLUSU PELDA MODELLJE ABAQUS-BAN

Az 6.2 pontban kozolt zart terhelési ciklusu példara vonatkozd kényszereket szemléltetik 79.-82.
abrak. Az egymas utan kovetkezo terhelési szakaszok sordn a geometridra eldirt kényszerek és
terhelések valtoznak.

A szamitdsra vonatkoz6 tovabbi paraméterek (elemtipus, felosztas, nemlinearis analizis
paraméterei) azonosak az egyszerli nyiras soran bemutatott ABAQUS modellnél alkalmazottakkal.
Minden egyes terhelési szakaszndl a szamitds a terhelési folyamat 10 egyenld részre torténd
felosztasaval torténik.
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7

80. dbra: 2. terhelési szakasz esetén érvényes kényszerek.
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82. dbra: 4. terhelési szakasz esetén érvényes kényszerek.
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A szamitashoz tartoz6 ABAQUS input file:

*Heading
** Job name: Munka01 Model nhame: Model-1
*Preprint, echo=NO, model=NO, history=NO, contact=NO

** PARTS
*Part, name="Kocka (Part)"
*End Part

*%

** ASSEMBLY

*%*

*Assembly, name=Assembly

*%*

*Instance, name="Kocka (Part)-1", part="Kocka (Part)"

*Node
1, 0.5, 0.5, 1
2, 0.5, -0.5, 1
3 0.5, 0.5 0
4 0.5, -0.5 0
5, -0.5, 0.5, 1
6, -0.5, -0.5, 1
7, -0.5, 0.5, 0
8 -0.5, -0.5, 0

*Element, type=C3D8

1,5,6,8,7,1,2,4,3

** Region: (Section01:Picked)

*Elset, elset=_PickedSet2, internal

i

** Section: Section01

*Solid Section, elset=_PickedSet2, material=Anyagmodell

1.,

*End Instance

*Nset, nset=_PickedSet12, internal, instance="Kocka (Part)-1", generate
2,8 2

*Elset, elset=_PickedSet12, internal, instance="Kocka (Part)-1"

1 ’

*Nset, nset=_PickedSet14, internal, instance="Kocka (Part)-1"

3,4,7,8

*Elset, elset=_PickedSet14, internal, instance="Kocka (Part)-1"

i

*Nset, nset=_PickedSet15, internal, instance="Kocka (Part)-1"

1,2,5,6

*Elset, elset=_PickedSet15, internal, instance="Kocka (Part)-1"

1 ’

*Nset, nset=_PickedSet16, internal, instance="Kocka (Part)-1", generate
1, 7, 2

*Elset, elset=_PickedSet16, internal, instance="Kocka (Part)-1"

1 ’

*Nset, nset=_PickedSet17, internal, instance="Kocka (Part)-1", generate
1, 4, 1

*Elset, elset=_PickedSet17, internal, instance="Kocka (Part)-1"

i

*Nset, nset=_PickedSet18, internal, instance="Kocka (Part)-1", generate
5, 8, 1

*Elset, elset=_PickedSet18, internal, instance="Kocka (Part)-1"

1 ’

*End Assembly

** MATERIALS

*%*

*Material, name=Anyagmodell




134

*Depvar

O
*User Material, constants=2
2500., 0.35

*%*

** BOUNDARY CONDITIONS

** Name: Elulso lap Type: Displacement/Rotation
*Boundary

_PickedSet17, 1, 1

** Name: Felso lap Type: Displacement/Rotation
*Boundary

_PickedSet16, 2, 2

** Name: Hatso lap Type: Displacement/Rotation
*Boundary

_PickedSet18, 1, 1

** Name: also lap Type: Symmetry/Antisymmetry/Encastre
*Boundary

_PickedSet12, ENCASTRE

** Name: oldallap2 Type: Displacement/Rotation
*Boundary

_PickedSet15, 3, 3

** Name: oldallapok Type: Displacement/Rotation
*Boundary

_PickedSet14, 3, 3

*%

*%*

** STEP: Terheles 1

*Step, name="Terheles 1", nlgeom=YES
*Static, direct

0.1, 1.,

** BOUNDARY CONDITIONS

** Name: Felso lap Type: Displacement/Rotation
*Boundary

_PickedSet16, 2, 2, 1.

*%*

** OUTPUT REQUESTS

*%*

*Restart, write, frequency=1

*%

** FIELD OUTPUT: F-Output-1

k%

*Qutput, field, variable=PRESELECT

**HISTORY OUTPUT: H-Output-1
*Qutput, history, variable=PRESELECT
*El Print, freq=999999

*Node Print, freq=999999

*End Step

*%*

** STEP: Terheles 2

*Step, name="Terheles 2", nlgeom=YES
*Static, direct

0.1,1.,

** BOUNDARY CONDITIONS

*%*
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** Name: Elulso lap Type: Displacement/Rotation
*Boundary, op=NEW

_PickedSet17, 5, 5

** Name: Felso lap Type: Displacement/Rotation
*Boundary, op=NEW

_PickedSet16, 1, 1, 2.

_PickedSet16, 2, 2, 1.

** Name: Hatso lap Type: Displacement/Rotation
*Boundary, op=NEW

_PickedSet18, 5, 5

** Name: also lap Type: Symmetry/Antisymmetry/Encastre
*Boundary, op=NEW

_PickedSet12, ENCASTRE

** Name: oldallap2 Type: Displacement/Rotation
*Boundary, op=NEW

_PickedSet15, 3, 3

** Name: oldallapok Type: Displacement/Rotation
*Boundary, op=NEW

_PickedSet14, 3, 3

*%*

** OUTPUT REQUESTS

*%*

*Restart, write, frequency=1

*%*

** FIELD OUTPUT: F-Output-1

*%*

*Output, field, variable=PRESELECT

* HISTORY OUTPUT: H-Output-1
*Output, history, variable=PRESELECT
*End Step

*%

** STEP: Terheles 3

*Step, name="Terheles 3", nlgeom=YES
*Static, direct

0.1, 1.,

** BOUNDARY CONDITIONS

** Name: Felso lap Type: Displacement/Rotation
*Boundary

_PickedSet16, 2, 2

*%

** OUTPUT REQUESTS

*%*

*Restart, write, frequency=1

*%*

** FIELD OUTPUT: F-Output-1

**

*Output, field, variable=PRESELECT

** HISTORY OUTPUT: H-Output-1
*Qutput, history, variable=PRESELECT
*End Step

*%*

** STEP: Terheles 4

*%*

*Step, name="Terheles 4", nlgeom=YES
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*Static, direct
0.1, 1.,

** BOUNDARY CONDITIONS

** Name: Elulso lap Type: Displacement/Rotation
*Boundary, op=NEW

_PickedSet17, 5, 5

** Name: Felso lap Type: Displacement/Rotation
*Boundary, op=NEW

_PickedSet16, 1, 1

_PickedSet16, 2, 2

** Name: Hatso lap Type: Displacement/Rotation
*Boundary, op=NEW

_PickedSet18, 5, 5

** Name: also lap Type: Symmetry/Antisymmetry/Encastre
*Boundary, op=NEW

_PickedSet12, ENCASTRE

** Name: oldallap2 Type: Displacement/Rotation
*Boundary, op=NEW

_PickedSet15, 3, 3

** Name: oldallapok Type: Displacement/Rotation
*Boundary, op=NEW

_PickedSet14, 3, 3

*%

** OUTPUT REQUESTS

*%*

*Restart, write, frequency=1

*%*

** FIELD OUTPUT: F-Output-1

*%

*Output, field, variable=PRESELECT

** HISTORY OUTPUT: H-Output-1
*Qutput, history, variable=PRESELECT
*End Step
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7.8. A NUMERIKUS ES ANALITIKUS EREDMENYEK
OSSZEHASONLITASA

A kovetkezOkben a 7.6. és 7.7. alfejezetben bemutatott ABAQUS modelleken végzett szdmitasok
eredménye keriil kozlésre a kiilonbozo fesziiltség-sebességre érvényes UMAT szubrutinok
alkalmazasa esetén. ElsOként az egyszerli nyiras példdjan végzett szamitasok, majd a zart terhelési
ciklusu példa soran nyert értékek dsszehasonlitdsa torténik.

7.8.1. EGYSZERU NYIiRAS

Az egyszerli nyirds sordn az egyiittforgd fesziiltség-sebességek esetén az analitikus szdmitasok
szerint minden esetben fenndll a o,, =—0,,, illetve 0,; =0 egyenldség, emiatt az ABAQUS altal

szamitott értékek koziil csak a o0,, és 0,, komponensek Osszehasonlitdsa torténik az analitikus
eredményekkel. A 6.-7. Tablazatok tartalmazzédk a o, és o,, fesziiltségkomponensre analitikus és

numerikus Uton szamitott eredményeket. A %-ban kifejezett eltérés a numerikus és analitikus
értékek kozti kiilonbséget viszonyitja a terhelési szakaszban jelentkezd maximalis €s minimalis
analitikus érték kozti kiilonbséghez.

6. Tablazat: Oy, fesziiltségkomponensre szamitott analitikus és numerikus értékek.

Zaremba-Jaumann-Noll Green-Mclnnis-Naghdi Logaritmikus
/ analitikus numerikus |[eltérés [%]| analitikus numerikus | eltérés [%]] analitikus numerikus | eltérés [%]
0 0,00000 0,00000f 0,00000 0,00000 0,00000] 0,00000 0,00000 0,00000f 0,00000
1 425,64605] 443,91251 0,99135] 385,09270] 392,15686] 0,17818] 398,52683] 427,83020] 0,69784
2] 1311,24718] 1367,51892] 3,05396] 1057,03032] 1076,25281 0,48486] 1154,12091] 1213,98718 1,42568
3] 1842,58579] 1921,66016] 4,29149] 1635,37397] 1662,75488| 0,69064] 1840,93179] 1910,91272 1,66656
4] 1531,15162] 1596,86060] 3,56613] 2105,74220] 2137,74121 0,80713] 2391,16098] 245851953 1,60411
5] 663,27581 691,74017 1,54481] 2503,99949] 2538,66504] 0,87439] 2832,25157| 2889,97290 1,37460
6 36,87937 38,46203] 0,08589] 2853,56134] 2889,85669| 0,91550] 3194,68504| 3239,12500 1,05831
7] 227,86830] 237,64719] 0,53072] 3167,70477] 3205,05347] 0,94207] 3500,16196] 3529,77002] 0,70510
8] 1060,64826] 1106,16553] 2,47029] 3454,38838] 3492,45166] 0,96009] 3763,27746] 3777,86353] 0,34736
9] 1769,56520] 1845,50574] 4,12141] 3718,79447] 3757,36279] 0,97283] 3993,95707] 3994,24609] 0,00688
10] 1702,84415] 1775,92114] 3,96600] 3964,55390] 4003,49219] 0,98216] 4199,13432] 4186,46680] -0,30167
Euler-féle triad spintenzorara épulé
: analitikus numerikus | eltérés [%]
0,00000 0,00000f 0,00000

203,02161 215,86021 0,47367

611,72601 635,65869] 0,88297
1016,30246] 1043,56860 1,00596
1367,48237] 1395,47131 1,03263
1668,16014] 1696,16772 1,03331
1928,44006] 1956,28699 1,02739
2157,05283) 2184,70703 1,02028
2360,56555] 2388,03735 1,01355
2543,82817] 2571,13892 1,00761
2710,46038) 2737,62988 1,00239

OO [N |B]|WIN|=]O

N
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7. Tablazat: 0Oy, fesziiltségkomponensre szamitott analitikus és numerikus értékek.

Zaremba-Jaumann-Noll Green-Mclnnis-Naghdi Logaritmikus
4 analitikus numerikus | eltérés [%]] analitikus numerikus | eltérés [%]] analitikus numerikus | eltérés [%]
0 0,00000 0,00000] 0,00000 0,00000 0,00000] 0,00000 0,00000 0,00000] 0,00000
1 779,13986] 812,57636] 1,85350] 805,35557] 838,78003] 0,54153] 797,05366] 821,15784 1,96402
2] 841,94213] 878,07391 2,00291| 1283,60599| 1324,61877| 0,66448] 1154,12091] 1167,85803 1,11931
3 130,66668] 136,27420] 0,31084| 1683,18001] 1720,81006] 0,60967] 1227,28786] 1220,57678] -0,54682
4] -700,74311] -730,81537] -1,66701] 2146,24437] 2178,79639] 0,52740] 1195,58049| 1169,30737| -2,14075
5] -887,89292] -925,99652] -2,11221] 2690,15676] 2718,20361 0,45441] 1132,90063] 1091,03088] -3,41157
6] -258,71807] -269,82089] -0,61547] 3301,99623] 3326,39453] 0,39529] 1064,89501| 1012,10889| -4,30104
7] 608,32097] 634,42688] 1,44714] 3966,71001] 3988,19531 0,34810] 1000,04628] 940,88556] -4,82044
8] 916,07252] 955,38556] 2,17926| 4672,24186| 4691,38330] 0,31012] 940,81937] 879,36804] -5,00708
9] 381,59122] 397,96713] 0,90777| 5409,61332| 5426,84424] 0,27917] 887,54602] 827,31940] -4,90729
10] -503,72329] -525,34052] -1,19832| 6172,20338| 6187,85400] 0,25357] 839,82686] 783,74561] -4,56953
Euler-féle triad spintenzorara épulé
! analitikus numerikus [ eltérés [%]
0 0,00000 0,00000] 0,00000
1 894,80627| 900,41272] 0,06768
2] 1696,51580] 1700,90039] 0,05293
3] 2464,23186] 2466,90186] 0,03223
4] 3242,93770] 3244,29907] 0,01644
5] 4043,12921] 4043,45093] 0,00388
6] 4863,62995] 4863,09912] -0,00641
7] 5700,92823] 5699,69336] -0,01491
8] 6551,66704] 6549,84375] -0,02201
9] 7413,12606] 7410,80615] -0,02801
10] 8283,19658] 8280,45605| -0,03309

A 83.-90. abrdk az ABAQUS szubrutinnal szdmitott numerikus értékeket abrazoljak, feltlintetve az

analitikus uton el

1 O
1800 |

1600 |
1400 -
1200 -
1000 -
800~
600 -
400
200 |

"o

0oa

llitott megoldast.

0%

83. abra: 0y, fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények a Zaremba-
Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebesség esetén.

4000
3000
2000

1000

10

84. abra: 0y fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények a Green-
McInnis-Naghdi-féle fesziiltség-sebesség esetén.
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2500%
2000£
1500£

500 |

85. abra: 0Oy fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények az Euler-féle
triad spintenzorara épiilo fesziiltség-sebesség
esetén.

1 On . °
8001 ¢ /
600 | | / |
400 \ / .
200 |/ ; \

T2 4 & 8 10
-200 - oy \
400 \
600 |
-800 -

87. abra: 0Oy, fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények a Zaremba-
Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebesség esetén.

1 On 0
4000 | o
- =
o
- o’
3000 .
,Q
2000 o
| O”"
1000 /
o
0 2 4 6 8 10
Ve

86. abra: 0Oy fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények a
logaritmikus fesziiltség-sebesség esetén.

6000 |
5000%
4000: o
3000 -
20002

1000

0 2 4 6 8 10

88. abra: 0Oy, fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények a Green-
MecInnis-Naghdi-féle fesziiltség-sebesség esetén.
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89. abra: 0Oy, fesziiltségkomponensre szamitott 90. abra: Oy, fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények az Euler-féle analitikus és numerikus eredmények a
triad spintenzorara épiilo fesziiltség-sebesség logaritmikus fesziiltség-sebesség esetén.
esetén.

Az Osszehasonlitasbol jol lathatd, hogy a szubrutinok segitségével szamitott eredmények jol
illeszkednek az analitikus megolddsokhoz. A numerikus eredmények pontossaga legjobban attol
fiigg, hogy a terhelési szakaszt hany részre osztjuk fel a nemlinedris szdmitds soran. Siril
felosztassal pontosabb eredményeket érhetiink el, de ez a szamitési id6 rovasara megy.

A Zaremba-Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebességnél a maximalis eltérések (két tizedesjegyre
kerekitve): o,, komponens esetén 4,29%, o,, komponens esetén 2,18%. Az eltérések atlaga: o,

komponens esetén 2,46%, o,, komponens esetén 0,31%.

A Green-McInnis-Naghdi-féle fesziiltség-sebességnél a maximalis eltérések (két tizedesjegyre
kerekitve): 0,, komponens esetén 0,98%, o,, komponens esetén 0,66%. Az eltérések atlaga: o,

komponens esetén 0,78%, o,, komponens esetén 0,44%.

Az Euler-féle triad spintenzorara épiild fesziiltség-sebességnél a maximalis eltérések (két tizedes-
jegyre kerekitve): o,, komponens esetén 1,03%, o,, komponens esetén 0,07%. Az eltérések atlaga:

0,, komponens esetén 0,95%, o,, komponens esetén 0,01%.

A logaritmikus fesziiltség-sebességnél a maximalis eltérések (két tizedesjegyre kerekitve): o,
komponens esetén 1,67%, o0,, komponens esetén -5,01%. Az eltérések atlaga: o,, komponens

esetén 0,86%, 0,, komponens esetén -2,66%.

A legnagyobb eltérés a logaritmikus fesziiltség-sebesség a o,, fesziiltségkomponensben mutat-

kozik. A felosztas suritésével ez csokkenthetd. Példaként a terhelési ut 25 részre torténd felosztasa
esetén a terhelés végén az eltérés -0,73%-ra csokken a 10 részre torténd felosztasnal addédo 4,57%-
rol.
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7.8.2. ZART TERHELESI CIKLUSU PELDA

A zart terhelési ciklusu példa esetén analitikus eredmények egyiittforgo fesziiltség-sebességek koziil
a Zaremba-Jaumann-Noll-téle, Green-Mclnnis-Naghdi-féle és logaritmikus fesziiltség-sebességek

esetén lettek eldallitva. Az Osszehasonlitasok a o,,, 0,,, 0, és 0, fesziiltségkomponensekre
torténnek. A 0,, esetén mind az analitikus, mind a numerikus uton szdmitott eredmények az
alkalmazott fesziiltség-sebességtdl fliggetleniil azonosak (ez a spintenzorok £, elemének

azonossagabol kovetkezik). A 8.-11. Tablazatok az analitikus és numerikus tton eldallitott értékeket
tartalmazzak a kiilonbozo fesziiltség-sebességek esetén.

8. Tablazat: 0y, fesziiltségkomponensre szamitott analitikus és numerikus értékek.

terhelési ; Zaremba-Jaumann-Noll Green-Mclnnis-Naghdi Logaritmikus
szakasz analitikus numerikus | eltérés [%]] analitikus numerikus [ eltérés [%]] analitikus numerikus | eltérés [%]
0 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000] 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
0,1 187,19734 187,056573] -0,00933 187,19734 187,05573] -0,01047 187,19734 187,05573] -0,01148
0,2] 328,25386] 328,02531] -0,01506] 328,25386] 328,02531] -0,01690] 328,25386] 328,02531] -0,01852
0,3] 436,02801 435,74605] -0,01858] 436,02801 435,74605] -0,02085] 436,02801 435,74605] -0,02285
0,4] 519,24732] 518,93309] -0,02070] 519,24732] 518,93309] -0,02323] 519,24732] 518,93309] -0,02547
1 0,5] 584,00329] 583,67072] -0,02191 584,00329] 583,67072] -0,02459] 584,00329] 583,67072] -0,02695
0,6] 634,65001 634,30797] -0,02253] 634,65001 634,30797] -0,02529] 634,65001 634,30797] -0,02772
0,7] 674,36421 674,01869] -0,02276] 674,36421 674,01869] -0,02554] 674,36421 674,01869] -0,02800
0,8] 705,50531 705,16026] -0,02273] 705,50531 705,16026] -0,02551 705,50531 705,16026] -0,02796
0,9] 729,85341 729,51149] -0,02253] 729,85341 729,51149] -0,02528] 729,85341 729,51149] -0,02771
1 748,77016] 748,43322] -0,02220f 748,77016] 748,43322] -0,02491 748,77016] 748,43322] -0,02731
1 748,77016] 748,43322] -0,02220f 748,77016] 748,43322] -0,02491 748,77016] 748,43322] -0,02731
1,1 752,68495] 752,34963] -0,02209] 754,68312] 754,34790] -0,02478] 753,98932] 753,65824] -0,02683
1,2] 764,39020] 764,05926] -0,02180f 772,13897] 771,80909] -0,02439] 769,45598] 769,14214] -0,02543
1,3] 783,76896] 783,44557] -0,02131 800,32425] 800,00282] -0,02376] 794,61764] 794,33075] -0,02325
1,4] 810,62760] 810,31456] -0,02062] 837,99361 837,68352] -0,02292] 828,61615] 828,36403] -0,02043
2 1,5] 844,69776] 844,39789] -0,01976] 883,60972] 883,31328] -0,02192] 870,36884] 870,15674] -0,01719
1,6] 885,63901 885,35488] -0,01872] 935,49653] 935,21568] -0,02076] 918,66044] 918,49120] -0,01371
1,7] 933,04230] 932,77651] -0,01751 991,98045] 991,71654] -0,01951 972,23215] 972,10675] -0,01016
1,8] 986,43398] 986,18874] -0,01616] 1051,50162] 1051,25574] -0,01818] 1029,85715] 1029,77459] -0,00669
1,9] 1045,28057] 1045,05811] -0,01466] 1112,68780] 1112,46042] -0,01681] 1090,39699] 1090,35533] -0,00338
2] 1108,99411] 1108,79616] -0,01304] 1174,39205| 1174,18330] -0,01543| 1152,83776] 1152,83443] -0,00027
2] 1108,99411] 1108,79616] -0,01304] 1174,39205] 1174,18330] -0,01543] 1152,83776] 1152,83443] -0,00027
2,11 1109,03651] 1108,84096] -0,01288] 1199,95095] 1199,75565] -0,01444] 1170,36888] 1170,38221 0,00108
2,2] 1105,75415] 1105,56365] -0,01255] 1225,95747] 1225,77958] -0,01315] 1187,22319] 1187,25747 0,00278
2,3] 1098,15709] 1097,97504] -0,01199] 1252,06683] 1251,91168] -0,01147] 1202,89386] 1202,95450 0,00491
2,4] 1084,92995] 1084,76160] -0,01109] 1277,74986] 1277,62445] -0,00927| 1216,66319] 1216,75776 0,00766
3 2,5] 1064,30189] 1064,15469] -0,00970] 1302,20440] 1302,11866] -0,00634| 1227,50851] 1227,64698 0,01122
2,6] 1033,85297] 1033,73741] -0,00761] 1324,21952] 1324,18701] -0,00240] 1233,95930] 1234,15565 0,01591
2,7] 990,21871 990,15059] -0,00449] 1341,96304] 1342,00256] 0,00292] 1233,87507] 1234,14886 0,02219
2,8] 92862711 928,63040 0,00022] 1352,64099] 1352,78042] 0,01031] 1224,09126] 1224,47168 0,03083
2,9] 842,14998] 84226125 0,00733] 1351,93552] 1352,21645] 0,02077] 1199,83740] 1200,36736 0,04295
3] 720,44790] 720,72602 0,01832] 1333,04521] 1333,53254] 0,03603] 1153,74697] 1154,49370 0,06051
3] 720,44790] 720,72602 0,01832] 1333,04521] 1333,53254] 0,03603] 1153,74697] 1154,49370 0,06051
3,1 462,53845] 462,74666 0,01372] 1227,29635] 1227,84371 0,04047] 1001,71885] 1002,34778 0,05097
3,2] 223,09083] 223,29437 0,01341] 1116,27052] 1116,89370] 0,04607] 847,30736] 847,82419 0,04188
3,3 11,65107 11,91540 0,01741] 1000,18464] 1000,90131 0,05298] 692,88604] 693,30074 0,03361
3,4] -163,35140] -162,96326 0,02557] 879,87884] 880,70797] 0,06130] 541,78370] 542,11251 0,02665
4 3,5] -294,93977] -294,36973 0,03756] 757,11288] 758,07264] 0,07095] 398,39771 398,66646 0,02178
3,6] -377,86803] -377,06534 0,05288] 634,85195] 635,95795] 0,08177] 268,16400] 268,41274 0,02016
3,7] -408,83010] -407,75312 0,07095] 517,42103] 518,68416] 0,09338 157,28427 157,57186 0,02331
3,8] -386,59162] -385,20979 0,09104] 410,36278] 411,78611 0,10523 72,13651 72,54330 0,03297
3,9] -312,03916] -310,33402 0,11234] 319,86359] 321,44048] 0,11658 18,39008 19,01489 0,05063
4] -188,14490] -186,11086 0,13401 251,76509] 253,47886] 0,12670 0,00000 0,94909 0,07691
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9. Tablazat: 0y, fesziiltségkomponensre szamitott analitikus és numerikus értékek.

terhelési . Zaremba-Jaumann-Noll Green-Mclnnis-Naghdi Logaritmikus
szakasz analitikus numerikus | eltérés [%]]| analitikus numerikus | eltérés [%]] analitikus numerikus | eltérés [%]
0 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000f 0,00000
0,1 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000f 0,00000
0,2 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000f 0,00000
0,3 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000f 0,00000
0,4 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000f 0,00000
1 0,5 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000f 0,00000
0,6 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000] 0,00000
0,7 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000f 0,00000
0,8 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000f 0,00000
0,9 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000f 0,00000
1 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000f 0,00000
1 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000f 0,00000
1,1 78,23052 78,26072 0,00147 88,72858 88,77236 0,00424 85,29145 85,34043] 0,00425
1,2 155,67938 155,73946 0,00292 175,53838 175,62491 0,00839 169,07702 169,17245] 0,00827
1,3] 231,57274] 231,66214 0,00435] 258,68154] 258,80891 0,01235] 249,95459] 250,09166] 0,01188
1,4] 305,15231 305,27008 0,00573] 336,72188] 336,88730 0,01604] 326,71394] 326,88637] 0,01494
2 1,5] 375,68290] 375,82797 0,00706] 408,62412]) 408,82445 0,01942] 398,39771 398,59824] 0,01738
1,6] 442,45979] 442,63059 0,00832] 473,78399) 474,01555 0,02245] 464,33000] 464,55133] 0,01918
1,7] 504,81576] 505,01062 0,00949] 532,00485] 532,26390 0,02512] 524,11444] 524,34963] 0,02039
1,8] 562,12778] 562,34470 0,01056] 583,43612] 583,71917 0,02744] 577,60791 577,85107] 0,02108
1,9] 613,82321 614,06016 0,01154] 628,49138) 628,79494 0,02943] 624,87912] 62512518] 0,02133
2] 659,38552] 65964013 0,01239] 667,76266] 668,08346 0,03110] 666,16054] 666,40531 0,02122
2] 659,38552] 659,64013 0,01239] 667,76266] 668,08346 0,03110] 666,16054] 666,40531 0,02122
2,1 694,09002] 694,35795 0,01304] 698,69191 699,01888 0,03170] 698,88560] 699,13478] 0,02160
22| 732,65058] 732,93344 0,01377] 731,16642] 731,49882 0,03223] 734,13989] 734,39322] 0,02196
23| 77574767 776,04717 0,01458] 765,18385) 765,52026 0,03262] 772,20304) 772,46054] 0,02232
2,4] 824,23190] 824,55002 0,01549] 800,70378] 801,04250 0,03284] 813,39918] 813,66048] 0,02265
3 25| 879,18069] 879,51994 0,01652] 837,63011 837,96870 0,03283] 858,10732] 858,37222] 0,02296
2,6] 941,97932] 94234298 0,01770] 875,78522] 876,12038 0,03250] 906,77542] 907,04294] 0,02319
2,7] 1014,43926] 1014,83078 0,01906] 914,87123]) 915,19802 0,03168] 959,93956] 960,20915] 0,02337
2,8] 1098,97587] 1099,40006 0,02065] 954,41087] 954,72275 0,03024] 1018,25091] 1018,52109] 0,02342
2,9] 1198,88277] 1199,34541 0,02252] 993,65399] 993,94099 0,02783] 1082,51450] 1082,78336] 0,02330
3] 1318,77104] 1319,28026 0,02479] 1031,42501] 1031,67360 0,02410] 1153,74697] 1154,01139] 0,02292
3] 1318,77104] 1319,28026 0,02479] 1031,42501) 1031,67360 0,02410] 1153,74697] 1154,01139] 0,02292
3,1] 1251,72083] 1251,90835 0,00913] 980,88388) 981,04166 0,01530f 1113,02094] 1113,15200] 0,01136
3,2] 1134,76845] 1134,62720] -0,00688] 931,80424] 931,86573 0,00596] 1059,13420] 1059,11072] -0,00204
3,3] 972,57644] 972,11194] -0,02261 882,09605] 882,05670] -0,00381 989,83720] 989,63642] -0,01740
34| 771,61088] 770,84160] -0,03745] 829,06417] 82892083] -0,01390] 902,97283] 902,57101] -0,03483
4 3,5] 539,88362] 538,84026] -0,05079] 769,49698] 769,24902] -0,02404] 796,79541 796,16877] -0,05431
3,6] 286,63291 285,35709] -0,06211 699,94127] 699,59136] -0,03392] 670,41000] 669,53549] -0,07580
3,7 21,95505 20,49756] -0,07095] 617,20687] 616,76269] -0,04306] 524,28089] 523,14099] -0,09880
3,8] -243,59809] -245,17909] -0,07697|] 519,06073] 518,53562] -0,05091 360,68254] 359,27184] -0,12227
3,9] -499,43975] -501,08125] -0,07991 404,93494] 404,34758] -0,05695 183,90082 182,23469] -0,14441
4] -735,37031] -737,00685] -0,07967| 276,35737| 275,73072] -0,06076 0,00000 -1,87747] -0,16273
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10. Téblazat: 03, fesziiltségkomponensre szamitott analitikus és numerikus értékek.

terhelési ; Zaremba-Jaumann-Noll Green-Mclnnis-Naghdi Logaritmikus
szakasz analitikus numerikus | eltérés [%]] analitikus numerikus [ eltérés [%]] analitikus numerikus | eltérés [%]
0 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000] 0,00000 0,00000 0,00000 0,00000
0,1 347,60021 347,38925] -0,00999] 347,60021 347,38925] -0,00775] 347,60021 347,38925] -0,00829
0,2] 609,52315] 609,18982] -0,01579] 609,52315] 609,18982] -0,01224] 609,52315] 609,18982] -0,01310
0,3] 809,64522] 809,24262] -0,01907] 809,64522] 809,24262] -0,01478] 809,64522] 809,24262] -0,01582
0,4] 964,17225] 963,73280] -0,02082] 964,17225] 963,73280] -0,01614] 964,17225] 963,73280] -0,01727
1 0,5] 1084,41535] 1083,95981] -0,02158] 1084,41535] 1083,95981] -0,01673] 1084,41535] 1083,95981] -0,01791
0,6] 1178,45949] 1178,00051] -0,02174] 1178,45949] 1178,00051] -0,01685] 1178,45949] 1178,00051] -0,01804
0,7] 1252,20339] 1251,74886] -0,02153] 1252,20339] 1251,74886] -0,01669] 1252,20339] 1251,74886] -0,01787
0,8] 1310,02822] 1309,58349] -0,02107] 1310,02822] 1309,58349] -0,01633] 1310,02822] 1309,58349] -0,01748
0,9] 1355,23935] 1354,80717] -0,02047] 1355,23935] 1354,80717] -0,01587| 1355,23935] 1354,80717] -0,01699
1] 1390,36522] 1389,94739] -0,01979] 1390,36522] 1389,94739] -0,01534] 1390,36522] 1389,94739] -0,01642
1] 1390,36522] 1389,94739] -0,01979] 1390,36521] 1389,94739] -0,01534] 1390,36521] 1389,94739] -0,01642
1,1] 1386,45043] 1386,03123] -0,01986] 1384,45226] 1384,03277] -0,01540] 1385,14605] 1384,72243] -0,01665
1,2 1374,74518] 1374,32115] -0,02009] 1366,99641] 1366,57152] -0,01560] 1369,67940] 1369,23866] -0,01732
1,3] 1355,36642] 1354,93504] -0,02044] 1338,81113] 1338,37811] -0,01590] 1344,51774] 1344,04979] -0,01839
1,4] 1328,50778] 1328,06618] -0,02092] 1301,14177] 1300,69722] -0,01632] 1310,51922] 1310,01664] -0,01975
2 1,5] 1294,43762] 1293,98285] -0,02154] 1255,52566] 1255,06752] -0,01682] 1268,76654] 1268,22400] -0,02133
1,6] 1253,49636] 1253,02579] -0,02229] 1203,63884] 1203,16506] -0,01740] 1220,47494] 1219,88941] -0,02302
1,7] 1206,09308] 1205,60422] -0,02316] 1147,15492] 1146,66406] -0,01802] 1166,90323] 1166,27418] -0,02473
1,8] 1152,70140] 1152,19174] -0,02415] 1087,63376] 1087,12512] -0,01868] 1109,27823] 1108,60634] -0,02641
1,9] 1093,85480] 1093,32250] -0,02522] 1026,44757] 1025,92019] -0,01936] 1048,73838] 1048,02515] -0,02803
2] 1030,14126] 1029,58445] -0,02638] 964,74332] 964,19744| -0,02004] 986,29762] 98554637 -0,02953
2] 1030,14126] 1029,58445] -0,02638] 964,74332] 964,19744] -0,02004] 986,29762] 985,54637| -0,02953
2,1 976,05624] 975,47763] -0,02741 885,14180] 884,56314] -0,02125] 914,72388] 913,93651] -0,03095
2,2] 909,77939] 909,18010] -0,02839] 789,57607] 788,96429] -0,02246| 828,31035] 827,48608] -0,03240
2,3] 828,41051 827,79245] -0,02928] 674,50077] 673,85606] -0,02367] 723,67374] 722,81293] -0,03384
2,4] 728,17955] 727,54669] -0,02998] 535,35964] 534,68390] -0,02481 596,44631 595,565053] -0,03521
3 2,5] 604,11675] 603,47578] -0,03037] 366,21424] 365,51174] -0,02579] 440,91013] 439,98342| -0,03643
2,6] 44956660] 448,92870] -0,03022 159,20005 158,47926] -0,02647] 249,46027] 248,51059] -0,03733
2,7] 25545453] 254,83802] -0,02921 -96,28980 -97,01390] -0,02659 11,79817 10,83971] -0,03767
2,8 9,14989 8,58480] -0,02677] -414,86398] -415,56534] -0,02575] -286,31425] -287,25645] -0,03703
2,9] -307,35243] -307,81622] -0,02197] -817,13798] -817,77158] -0,02327| -665,03985] -665,92230] -0,03469
3] -720,44790] -720,72602] -0,01318] -1333,04521| -1333,563254] -0,01789| -1153,74697] -1154,49370] -0,02935
3] -720,44790] -720,72602] -0,01318] -1333,04521] -1333,563254] -0,01789] -1153,74697] -1154,49370] -0,02935
3,1] -462,53845] -462,74666] -0,00986] -1227,29635] -1227,84371] -0,02010] -1001,71885] -1002,34778] -0,02472
3,2] -223,09083] -223,29437] -0,00964] -1116,27052] -1116,89370] -0,02288] -847,30736] -847,82419] -0,02031
3,3 -11,65107 -11,91540] -0,01252] -1000,18464] -1000,90131] -0,02632| -692,88604] -693,30074] -0,01630
3,4 163,35140 162,96326] -0,01839] -879,87884] -880,70797| -0,03044] -541,78370] -542,11251| -0,01292
4 3,5] 29493977] 29436973] -0,02701] -757,11288] -758,07264] -0,03524] -398,39771] -398,66646] -0,01056
3,6] 377,86803] 377,06534] -0,03803] -634,85195] -635,95795] -0,04061| -268,16400] -268,41274] -0,00978
3,7] 408,83010] 407,75312] -0,05102] -517,42103] -518,68416] -0,04638] -157,28427] -157,57186] -0,01130
3,8] 386,59162] 385,20979| -0,06546] -410,36278] -411,78611] -0,05226 -72,13651 -72,54330] -0,01599
3,9] 312,03916] 310,33402] -0,08078] -319,86359] -321,44048] -0,05790 -18,39008 -19,01489] -0,02456
4 188,14490 186,11086] -0,09636] -251,76509] -253,47882] -0,06293 0,00000 -0,94909] -0,03731
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11. Tablazat: O3; fesziiltségkomponensre szamitott analitikus és numerikus értékek.

Zaremba-Jaumann-Noll,
terhelési Green-Mclnnis-Naghdi,
szakasz t logaritmikus

analitikus numerikus | eltérés [%]

0 0,00000 0,00000]  0,00000
01| 18719734] 187,05573] -0,01891
02| 32825386] 32802531] -0,03052
03| 43602801 43574605 -0,03766
0,4 51924732] 51893309] -0,04197
1 05| 58400329 58367072] -0,04442
0,6] 63465001 634,30797] -0,04568
0,7] 67436421] 67401869 -0,04614
0,8] 70550531] 70516026] -0,04608
09| 72985341] 72051149] -0,04566
1| 748,77016] 74843322 -0,04500
1| 748,77016] 74843322 -0,04500
11| 74877016] 748,43322] -0,04500
12| 74877016] 74843322 -0,04500
13| 74877016] 748,43322] -0,04500
14| 74877016] 748,43322] -0,04500
2 15| 74877016] 748,43322] -0,04500
16| 74877016] 74843322 -0,04500
17| 74877016] 748,43322] -0,04500
18| 74877016] 748,43322] -0,04500
19| 74877016] 74843322] -0,04500
2| 74877016] 748,43322] -0,04500
2| 74877018] 748,43322] -0,04500
21| 720985341 72051149] -0,04566
22| 70550531] 70516026] -0,04608
23| 67436421] 67401869 -0,04614
24| 63465001 63430797] -0,04568
3 25| 58400320 58367072] -0,04442
26 51924732] 51893309] -0,04197
27| 43602801 43574605] -0,03766
28| 32825386] 32802531] -0,03052
29| 18719734] 187,05573] -0,018¢1
3 0,00000 0,00000]  0,00000
3 0,00000 0,00000]  0,00000
3,1 0,00000 0,00000] 0,00000
32 0,00000! 0,00000] 0,00000
33 0,00000 0,00000]  0,00000
3,4 0,00000 0,00000] 0,00000
4 35 0,00000 0,00000] 0,00000
36 0,00000 0,00000] 0,00000
37 0,00000 0,00000]  0,00000
338 0,00000 0,00000] 0,00000
39 0,00000 0,00000] 0,00000
4 0,00000 0,00000] 0,00000

A tablazatban foglalt értékek grafikus abrazolasa a 91.-100. abrakon talalhato, ahol a folytonos
vonal jeloli az analitikus megoldast, és a kis korok mutatjak a numerikus uton kapott értékeket.
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91. abra: 0Oy fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények a Zaremba-
Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebesség esetén.
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93. abra: 0Oy fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények a
logaritmikus fesziiltség-sebesség esetén.
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92. abra: Oy fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények a Green-

MecInnis-Naghdi-féle fesziiltség-sebesség esetén.
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94. abra: Oy, fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények a Zaremba-

terhelési szakaszok

Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebesség esetén.
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95. abra: Oy, fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények a Green-
MclInnis-Naghdi-féle fesziiltség-sebesség esetén.
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97. abra: O3, fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények a Zaremba-
Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebesség esetén.
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96. abra: 0O, fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények a
logaritmikus fesziiltség-sebesség esetén.
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98. abra: 03, fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények a Green-
McInnis-Naghdi-féle fesziiltség-sebesség esetén.
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99. abra: 03, fesziiltségkomponensre szamitott 100. abra: 03; fesziiltségkomponensre szamitott
analitikus és numerikus eredmények a analitikus és numerikus eredmények.

logaritmikus fesziiltség-sebesség esetén.

Az ABAQUS UMAT szubrutinnal szamitott numerikus eredmények ¢és az analitikus megoldas
kozotti kiillonbség szinte elhanyagolhatd. A 91.-100. &brdk szerint az eltérés gyakorlatilag a
megjelenitési pontossagon beliil van.

A Zaremba-Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebességnél a maximadlis eltérések (két tizedesjegyre
kerekitve): o,, komponens esetén 0,13%, o,, komponens esetén -0,08%, o,, komponens esetén

-0,10%. Az eltérések atlaga: o,, komponens esetén ~0,00%, o0,, komponens esetén ~0,00%, o,,

komponens esetén -0,03%.

A Green-McInnis-Naghdi-féle fesziiltség-sebességnél a maximalis eltérések (két tizedesjegyre
kerekitve): o,, komponens esetén 0,13%, o,, komponens esetén -0,06%, o,, komponens esetén

-0,06%. Az eltérések atlaga: o,, komponens esetén 0,01%, o,, komponens esetén -0,01%, o,,

komponens esetén -0,02%.

A logaritmikus fesziiltség-sebességnél a maximalis eltérések (két tizedesjegyre kerekitve): o,
komponens esetén 0,08%, o0,, komponens esetén -0,16%, o0,, komponens esetén -0,04%.
Az eltérések atlaga: o,, komponens esetén 0,01%, o,, komponens esetén -0,01%, o,, komponens
esetén -0,02%.

A 0, fesziiltségkomponens esetén a maximalis eltérés -0,05%. Az eltérések atlaga -0,03%.
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8. OSSZEFOGLALAS

A dolgozatban a f6 célkitlizés (logaritmikus derivaltra épiildé ABAQUS UMAT szubrutin)
megvalositasra keriilt. Ezen tilmenden tovabbi harom objektiv fesziiltség-sebesség esetén
(Zaremba-Jaumann-Noll-féle, Green-McInnis-Naghdi-féle, Euler-féle triad spintenzoran alapulo)
érvényes nulladrendii hipoelasztikus anyagmodell UMAT szubrutinjanak elkészitése is megtortént.
Tovabbi célkitlizés volt analitikus szamitasok elvégzése olyan tesztpéldakon, amelyek az ABAQUS
végeselemes szoftverben eldallithatok, és rajtuk a megirt szubrutinok tesztelése (analitikus és
numerikus eredmények Osszehasonlitasa) megtorténhet.

Az ismertebb objektiv fesziiltség-sebességek 0Osszefoglaldsa utan a nulladrendli hipoelasztikus
konstitutiv egyenleten végzett analitikus szamitasok képet adnak a kiilonb6z6 objektiv fesziiltség-
sebességek esetén érvényes anyagegyenlet jellegérdl. Az egyszerli nyirds péld4jan viszonylag
nagynak mondhaté deformacio (ymax = 10) vizsgalata tortént. Az eredményekbdl jol lathatd, hogy

novekvo yp értékek esetén a kiilonbozoé objektiv fesziiltség-sebesség alkalmazasa esetén kapott
fesziiltségkomponensekben jelentkezd eltérések egyre szamottevobbek. A deformacio kezdeti
szakaszaban (y < 1) a nyirofesziiltségek kozel egyezdek. A Zaremba-Jaumann-Noll-féle fesziiltség-

sebesség sajatossaga, hogy az egyszerli nyirds példajan a fesziiltségkomponensekben oszcillalo
jelleg mutatkozik. A nyirofesziiltség a logaritmikus fesziiltség-sebesség esetén kezdetben nd, majd

egy 7 erték elérése utan (y,, =3,0177) fokozatosan csdkken a deformacio elérehaladtaval.

Az egyszerli nyirds mellett egy zart ciklusu terhelés vizsgélata is tortént. Ennek a példanak
a segitségével a deformacid végén marado fesziiltségek jellegérdl kapunk képet. Mivel a vizsgalt
konstitutiv egyenlet tisztdn rugalmas, emiatt elvaras lenne, hogy az alkalmazott fesziiltség-
sebességtol fiiggetlentil a zart terhelési ciklus végén ne keletkezzenek marado fesziiltségek. Ennek
ellenére a logaritmikus fesziiltség-sebesség kivételével minden esetben maradnak fesziiltségek, igy
ennél a példanal mutatkozik meg a logaritmikus fesziiltség-sebesség alkalmazasanak egy elonyos
tulajdonsaga. Az eredményekbdl megallapithatd, hogy az egyiittforgd fesziiltség-sebességek esetén
kisebb marad¢ fesziiltségek keletkeznek.

A dolgozat kovetkezo része Simo és Hughes altal kozolt [51], egyiittforgd derivaltakra alkalmazhato
numerikus integralasi algoritmus bemutatasaval foglalkozott. Az algoritmus felhasznélja a ferdén
szimmetrikus masodrendli tenzorok exponencidlis leképzésének zart alakban torténd eldallitasara
szolgald Osszefiiggést, aminek segitségével az eljards pontossaga novekszik. Az algoritmus
tesztelése a szubrutinok megirasa el6tt MAPLESOFT MAPLE 9.01 szimbolikus matematikai szoftver
segitségével tortént.

Az ABAQUS végeselemes szoftver nyujtotta lehetdségek kozil a UMAT szubrutinok
alkalmazéasaval a felhasznaloknak moddjuk nyilik olyan egyéni anyagtorvények definidlasara,
melyeket a program nem tartalmaz. Erre példa a kiilonb6z6 objektiv fesziiltség-sebességek érvényes
nulladrendi  hipoelasztikus anyagmodell. Bemutatdsra keriilt az ABAQUS altal véges
alakvaltozasok esetére alkalmazott rugalmas anyagmodell, €s az éltala hasznalt szamitéasi algoritmus
is. Mivel a program a Zaremba-Jaumann-Noll-féle fesziiltség-sebességnél is alkalmazott w
orvénytenzort hasznalja fel, emiatt az egyszerli nyirds példajan itt is oszcillalo jelleg mutatkozik
[22].
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Az UMAT szubrutinokkal elséként az egyszer(i nyirds példajan végzett szamitasok eredményei
lettek Osszehasonlitva az analitikus megoldasokkal. A szdmitdshoz minden esetben a terhelési
szakasz 10 részre torténd felosztasa tortént. Az igy kapott eredmények igen jol illeszkednek az
analitikus uton kapott értékekhez. A legnagyobb eltérés a logaritmikus fesziiltség-sebesség esetén
a 0,, fesziiltségkomponensben mutatkozott. A terhelés végén az eltérés a 10 részre torténd felosztas

soran 4,57%, ami a felosztas 25 részre torténo felosztasaval 0,73%-ra csokken.

Az UMAT szubrutinokkal a zart terhelési ciklust példan végzett numerikus szamitasok az egyes
terhelési szakaszok 10 részre torténd felosztasaval torténtek. A numerikus értékek analitikus
megoldasokkal valéo Osszehasonlitdsa sordan az eltérések gyakorlatilag a grafikus megjelenitési
pontossagon beliil vannak. A legnagyobb atlagos eltérés a o,, fesziiltségkomponensben (melynek

mind az analitikus megoldasa, mind a numerikus szamitdsa a négy fesziiltség-sebességnél meg-
egyez06) mutatkozott: -0,03%.

A logaritmikus fesziiltség-sebességre épiildé szubrutint eld lehetett volna allitani a (4.6) szerinti
egyenértékli hiperelasztikus konstitutiv egyenlet felhasznaldsaval is. Ehhez a pillanatnyi konfigu-
racion értelmezett Hencky-féle alakvaltozasi tenzor numerikus eldallitasa sziikséges. Erdemes lenne
megvizsgalni az igy kapott eredmények pontossagat, illetve a szamitasi iddigényét.

Az UMAT szubrutinokat célszeri lenne tovabbi tesztpélddkon is ellendrizni. Vizsgalni olyan
Osszetettebb példakon, melyeknek analitikus megoldasa ismert. Ilyen példaul Bruhns, Xiao és
Meyers éltal [15] négyzet keresztmetszetli rad hajlitasara levezetett analitikus megoldas
a logaritmikus fesziiltség-sebességen alapuld nulladrendii hipoelasztikus anyagegyenletbdl képzett
hiperelasztikus konstitutiv egyenletre. Ezenkiviil vizsgalni lehetne tobb elemre felosztott bonyolul-
tabb modellek esetén a szamitds iddigényét, illetve Osszehasonlitani a programba épitett
— véges alakvaltozasokra érvényes — anyagmodell alkalmazésa soran kapott szamitasi idovel.

Az UMAT szubrutinok altal felhasznalt tovabbi szubrutinok (példaul: inverz szamitas, sajatértékek
szamitasa) optimalizalasaval a szamitasi id6 csokkenthetd, ez pedig a végeselemes szoftverek
esetén dontd jelentdségli, ahol a nemlinearis szamitds soran az elemek szdmanak ndvelésével
a szamitasi idé rohamosan nd.

A dolgozatban a nulladrendii hipoelasztikus anyagmodell vizsgalata tortént, ahol a hipoelasztikus
érinté tenzor elemei konstansok, nem fiiggnek a fesziiltségi allapottél. Erdemes lenne vizsgalni
bonyolultabb hipoelasztikus anyagmodellek esetén a kiilonbozé objektiv fesziiltség-sebességek
esetén érvényes konstitutiv egyenletet az ismert tesztpéldakon, illetve az anyagegyenletek
ABAQUS UMAT szubrutinként torténé implementalasdnak lehetoségét. Felmeriil a kérdés, hogy
vajon a magasabbrendii rugalmas hipoelasztikus modellek esetén sem keletkezik marado fesziiltség
a logaritmikus fesziiltség-sebesség alkalmazasa esetén zart terhelési ciklusu példan?

Az objektiv derivaltak vizsgalata még tovabbi lehetdségeket nydjt magaban. Az ismert objektiv
derivaltakon kiviil elképzelhetd, hogy taldlhatd olyan, amelyik a tobbi elonyos tulajdonsagait nagy
részben magaban foglalja.




150




151

IRODALOMJEGYZEK

[1]

(2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

[12]

ABAQUS Online Documentation: Version 6.4-1, [2003].

Backus, G., [1997], ,,Continuum Mechanics”, Samizdat Press,
(http://www.landau.mines.edu/~samizdat).

Barta, R. C., [2000], ,,Introduction to Continuum Mechanics”,
(http://dionysos.univ-lyon2.fr/~dsarrut/bib/phys/www.jwave.vt.edu/crcd/
batra/lectures/esmmse5984/).

Basar, Y. & Weichert, D., [2000], ,,Nonlinear Continuum Mechanics of Solids”, Springer-
Verlag, Berlin.

Bertram, A., [2005], ,,Elasticity and Pasticity of Large Deformations”, Springer-Verlag,
Berlin.

Bonet, J. & Wood, R. D., [1997], ,,Nonlinear continuum mechanics for finite element
analysis”, Cambridge University Press, New York, USA.

Brannon, R. M., [1998], ,,Continuum Mechanics Nomenclature Sheet”,
(http://www.me.unm.edu/~rmbrann/gobag.html).

Brannon, R. M., [2002], ,,Geometric Insight into Return Mapping Plasticity Algorithms”,
(http://www.me.unm.edu/~rmbrann/gobag.html).

Brannon, R. M., [2002], ,,Rotation: A review of useful theorems involving proper orthogonal
matrices referenced to three-dimensional physical space”,
(http://www.me.unm.edu/~rmbrann/gobag.html).

Brannon, R. M., [2003], ,,Kinematics: The mathematics of deformation”,
(http://www.me.unm.edu/~rmbrann/gobag.html).

Brannon, R. M., [2004], ,,Curvilinear Analysis in a Euclidean Space”,
(http://www.me.unm.edu/~rmbrann/gobag.html).

Brannon, R. M., [2004], ,,Functional and Structured Tensor Analysis for Engineers”,
(http://www.me.unm.edu/~rmbrann/gobag.html).




152

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

Bruhns, O. T. & Xiao, H. & Meyers, A., [2001], ,,A self-consistent Eulerian rate type model

for finite deformation elastoplasticity with isotropic damage”, International Journal of Solids
and Structures, 38, 657-683.

Bruhns, O. T. & Xiao, H. & Meyers, A., [2001], ,,Large simple shear and torsion problems
in kinematic hardening elasto-plasticity with logarithmic rate”, International Journal of Solids
and Structures, 38, 8701-8722.

Bruhns, O. T. & Xiao, H. & Meyers, A., [2002], ,,Finite Bending of a Rectangular Block of
an Elastic Hencky Material”, Journal of Elasticity, 66, 237-256.

Bruhns, O. T. & Xiao, H. & Meyers, A., [2002], ,,New results for the spin of Eulerian triad
and the logarithmic spin and rate”, Acta Mechanica, 155, 95-109.

Desai, C. S., [2001], ,,Mechanics of Materials and Interfaces”, CRC Press LLC.

Farahani, K. & Bahai, H., [2004], ,,Hyper-elastic constitutive equations of conjugate stresses
and strain tensors for the Seth-Hill strain measures”, International Journal of Engineering
Science, 42, 29-41.

Fish, J. & Shek, K., [1999], ,,Computational aspects of incrementally objective algorithms for
large deformation plasticity”, International Journal for Numerical Methods in Engineering,
44, 839-851.

Flanagan, D. P. & Taylor, L. M., [1987], ,,An accurate numerical algorithm for stress
integration with finite rotations”, Computer Methods in Apllied Mechanics and Engineering,
62, 305-320.

Gadala, M. S. & Wang, J., [2000], ,,Computational implementation of stress integration in
FE analysis of elasto-plastic large deformation problems”, Finite Elements in Analysis and
Design, 35, 379-396.

Gilormini, P. & Roudier Ph., [1993], ,,ABAQUS and finite strain”, Rapport Interne LMT
n°140, Paris.

Gisbert, S. & Také G., [2002], ,,Numerikus modszerek 1., Typotex Kiado, Budapest.

Govindjee, S., [1997], ,,Accuracy and stability for integration of Jaumann stress rate
equations in spinning bodies”, Engineering Computations, 14, 14-30.

Hughes, T. J. R & Winget, J., [1980], ,,Finite rotation effects in numerical integration of rate
constitutive equations arising in large-deformation analysis”, International Journal for
Numerical Methods in Engineering, 15, 1862-1867.




153

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

Hughes, T. J. R., [1984], ,,Numerical Implementation of Constitutive Models: Rate
Independent Deviatoric Plasticity”, In: Theoretical Foundation for Large-Scale Computations
for Nonlinear Material Behavior (S. Nemat-Nasser, R. J. Asaro and G. A. Hegemier), Chapter
I1, 29-57, Martinus Nijhoff Publishers, Dordrecht, The Netherlands.

Javor A., & Benké Tiborné, [1989], ,,Szamitastechnika alkalmazdknak (Személyi
szamitogépek programozasa BASIC, valamint IBM PC AT/XT FORTRAN 77 nyelven)”,
Kézirat, Budapest Miiszaki Egyetem Mérnoktovabbképzo Intézete.

Khoei, A. R. & Bakhshiani, A. & Mofid, M., [2003], ,,An implicit algorithm for hypoelasto-
plastic and hypoelasto-viscoplastic endochronic theory in finite strain isotropic-kinematic-
hardening model”, International Journal of Solids and Structures, 40, 3393-3423.

Kozak 1., [1995], Kontinuummechanika”, Miskolci Egyetemi Kiado.

Li, Y. F. & Nemat-Nasser, S. [1993], ,,An explicit integration scheme for finite-eformation
plasticity in finite-element methods”, Finite Elements in Analysis and Design, 15, 93-102.

Lin, R. C. & Schomburg, U. & Kletschkowski, T., [2003], ,,Analytical stress solutions of a
closed deformation path with stretching and shearing using the hypoelastic formulations”,
European Journal of Mechanics A/Solids, 22, 443-461.

Lin, R. C., [2002], ,,Viscoelastic and Elastic-viscoelastic-elastoplastic Constitutive
Characterizations of Polymers at Finite Strains: Theoretical and Numerical Aspects”, PhD
Thesis, University of the Federal Armed Forces Hamburg, Germany.

Lubarda, V. A., [2002], ,,Elastoplasticity Theory”, CRC Press LLC.

Marcon, A. F. & Bittencourt, E. & Creus, G. J., [1999], ,,On the integration of stresses in
large deformations plasticity”, Engineering Computations, 16, 49-69.

Mase, G. T. & Mase, G. E., [1999], ,,Continuum Mechanics for Engineers”, CRC Press LLC.

Meyers, A. & Xiao, H. & Bruhns, O., [2003], ,,Elastic Stress Ratchetting and Corotational
Stress Rates™, Technische Mechanik, 23, 92-102.

Meyers, A. & Xiao, H. & Bruhns, O., [2004], ,,Choice of objective rate in single parameter
hypoelastic strain cycles”, The 7th International Conference on Engineering Computational
Structures Technology, Lisbon, Portugal, 7-9 September 2004.

Naghdabadi, R. & Yeganeh, M. & Saidi, A. R., [2005], ,,Application of corotational rates of
the logarithmic strain in constitutive modeling of hardening materials at finite deformations”,
International Journal of Plasticity, 21, 1546-4567.




154

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

Nefussi, G. & Dahan, N., [1996], ,,An algorithm for integrating the spin on convected bases”,
International Journal for Numerical Methods in Engineering, 39, 2973-2985.

Noels, L. & Stainier, L. & Ponthot, J., [2004], ,,An energy-momentum conserving algorithm
for non-linear hypoelastic constitutive models”, International Journal for Numerical Methods
in Engineering, 59, 83-114.

Rashid Kamel Abu Al-Rub, [2004], ,,Material Length Scales in Gradient-Dependent
Plasticity/Damage and Size Effects: Theory and Computation”, Dissertation, Louisiana State
University.

Rashid, M. M. [1993], ,.Incremental kinematics for finite element applications”, International
Journal for Numerical Methods in Engineering, 36, 3937-3956.

Rashid, M. M., [1996], ,,Incremental objectivity in cyclic shearing deformations”,
Communications in Numerical Methods in Engineering, 12, 863-871.

Reinhardt, W. D. & Dubey, R. N., [1995], ,,Eulerian strain-rate as a rate of logarithmic
strain”, Mechanics Research Communications, 22, 165-170.

Reinhardt, W. D. & Dubey, R. N., [1996], ,,Application of Objective Rates in Mechanical
Modelling of Solids”, ASME J. Appl. Mech., 63, 692-698.

Reinhardt, W. D. & Dubey, R. N., [1996], ,,Coordinate-Independent Representation of Spin
sin Continuum Mechanics”, Journal of Elasticity, 42, 133-144.

Rodriguez-Ferran, A. & Huerta, A., [1998], ,,Comparing Two Algorithms to Add Large
Strains to Small-Strain FE Code”, Journal of Engineering Mechanics, September 1998, 939-
948.

Rodriguez-Ferran, A. & Pegon, P. & Huerta, A., [1997], ,,Two stress update algorithms for
large strains: accuracy analysis and numerical implementation”, International Journal for
Numerical Methods in Engineering, 40, 4363-4404.

Rubin, M. B., [2004], ,,Introduction to Continuum Mechanics”, University of California,
Berkeley, USA.

Shieck, B. & Stumpf, H., [1995], ,,The appropriate corotational rate, exact formula for the
plastic spin and constitutive model for finite elastoplasticity”, Int. J. Solids Structures, 32,
3643-3667.

Simo, J. C., & Hughes, T. J. R, [1998], ,,Computational Inelasticity”, Springer-Verlag, New
York.




155

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

Szabé L. & Balla M., [1988], ,,Comparison of some stress rates”, Int. J. Solids Structures, 25,
279-297.

Szabé6 L., [2004], ,,Kontinuummechanikai segédletek”, Budapesti Miiszaki és
Gazdasagtudomanyi Egyetem, (http://www.mm.bme.hu/~szabol).

Truesdell, C. & Noll, W, [1965, 1992], ,,The Non-Linear Field Theories of Mechanics”,
Second Edition, Springer-Verlag, Berlin.

Xiao, H. & Bruhns, O. T. & Meyers, A., [1997], ,,Logarithmic strain, logarithmic spin and
logarithmic rate”, Acta Mechanica, 124, 89-105.

Xiao, H. & Bruhns, O. T. & Meyers, A., [1997], ,,Hypo-Elasticity Model Based upon the
Logarithmic Stress Rate”, Journal of Elasticity, 47, 51-68.

Xiao, H. & Bruhns, O. T. & Meyers, A., [1998], ,,Objective corotational rates and unified
work-conjugacy relation between Eulerian and Lagrangean strain and stress measures”, Arch.
Mech., 50, 1015-1045.

Xiao, H. & Bruhns, O. T. & Meyers, A., [1998], ,,On objective corotational rates and their
defining spin tensors”, Int. J. Solids Structures, 35, 4001-4014.

Xiao, H. & Bruhns, O. T. & Meyers, A., [1998], ,,Strain Rates and Material Spins”, Journal
of Elasticity, 52, 1-41.

Xiao, H. & Bruhns, O. T. & Meyers, A., [1999], ,,A Natural Generalization of
Hypoelasticity and Eulerian Rate Type Formulation of Hyperelasticity”, Journal of Elasticity,
56, 59-93.

Xiao, H. & Bruhns, O. T. & Meyers, A., [1999], ,,Existence and uniqueness of the

integrable-exactly hypoelastic equation T = /l(trD)I +2uD and its significance to finite
inelasticity theories”, Acta Mechanica, 138, 31-50.

Xiao, H. & Bruhns, O. T. & Meyers, A., [2000], ,,A consistent finite elastoplasticity theory
combining additive and multiplicative decomposition of the stretching and the deformation
gradient”, International Journal of Plasticity, 16, 143-177.

Xiao, H. & Bruhns, O. T. & Meyers, A., [2000], ,,The choice of objective rates in finite
elastoplasticity: general results on the uniqueness of the logarithmic rate”,
Proc. R. Soc. Lond. A, 456, 1865-1882.




156

[64] Xiao, H. & Bruhns, O. T. & Meyers, A., [2004], ,,Explicit dual stress-strain and strain-stress
relations of incompressible isotropic hyperelastic solids via deviatoric Hencky strain and
Cauchy stress”, Acta Mechanica, 168, 21-33.

[65] Xiao, H. & Bruhns, O. T. & Meyers, A., [2005], ,,Objective stress rates, path-dependence
properties and non-integrability problems”, Acta Mechanica, Megjelenés alatt.

[66] Zhou, X. & Tamma, K. K., [2003], ,,Ont he applicability and stress update formulations for
corotational stress rate hypoelasticity constitutive models”, Finite Elements in Analysis and
Design, 39, 783-816.





<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 2400
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 2400
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 2400
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.66667
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /FlateEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [4000 4000]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


