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Yorrede.

Nachdem in friheren Schriften die Theoreme der minimalen Arbeit
und der Derivaten der Deformationsarbeit behandelt, und davon bei
Losung praktischer Aufgaben beziiglich des Gleichgewichtes elastischer
Systeme Gebrauch gemacht wurde, war es natiirlich, dass der Autor
auch andere Anwendungen derselben Theorie machen wollte, um den
Kreis seiner Untersuchungen mdglichst vollstindig zu gestalten.

Von einem der Probleme fiber das elastische Gleichgewicht
der Federn, dessen Untersuchung ihm interessant schien, sind hier
die Resultate gegeben; dieser Stoff wurde um so anziehender, als bis
jetzt nur unvollstandige Abhandlungen dariiber existiren, nachdem sich
bei einigen, selbst neuen Autoren bedeutende Fehler vorfinden; beispiels-
weise setzt Herr V. Contamin, Professor an der Centralschule in Paris,
in seinem ,Cours de résistance appliquée“ 1), indem er im §. 48 (pag. 485)
die Theorie der zusammengesetzten Blattfedern gibt, voraus, dass die
Blatter immer in Berithrung bleiben und der ganzen Lé&nge nach auf-
einander driicken, ohne sich gewabhr zu werden, dass diese Bedingung
in der Praxis niemals eintritt, und vielleicht auch niemals erfillt
werden kann.

Deshalb sucht der Autor in der hier gegebenen Theorie der Federn

. immer die grdsste Strenge bei Ableitung der Resultate einzuhalten, und
auch dann, wenn die Vernachlassigung einiger Ausdriicke niitzlich scheint,
um zu praktisch geniigend einfachen Formeln zu gelangen, wird in

) Paris 1878, J. Déjey & Cie.
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strenger Weise darauf gesehen, dass die vernachlassigten Ausdriicke im
Verhaltnisse zu den beibehaltenen thatsichlich sehr klein sind.

Diese Art des Vorganges ist wohl etwas langer als jene unvoll-
standige, welche gewdhnlich zur Anwendung gelangt, hat aber den
Vortheil, klarer zu sein und keinen Zweifel iiber die Exactheit der
Resultate aufkommen zu lassen; ferner fihrt dieselbe zur Aufdeckung
besonderer und wichtiger Eigenschaften, welche nach den alten Methoden
unbemerkt bleiben.

Natirlich kann der Autor nicht annehmen, jenen Grad von Voll-

kommenheit erreicht zu haben, der ihm vorschwebte; immerhin hofit er

aber, dass sein Bestreben nicht ohne Nutzen fiir die Ausbildung dieses
Zweiges der Theorie der elastischen Systeme sein wird.




THEORIE DER FEDERN.

I. Capitel.

Einfache Blattfeder.

I. Aligemeine Betrachtungen beziiglich der Theorie der Federn. —
Die Federn sind gewphnlich aus gehartetem Stahle erzeugt und werden
meistens angewendet, um die Wirkung von Erschiitterungen oder Stdssen
zu massigen, wie bei Fuhrwerken, oder auch um eine Bewegung zu
erzeugen, wie bei Uhrwerken.

Die Federn unterscheiden sich von anderen elastischen Kbdrpern,
welche man in den Abhandlungen fiber Elasticitit studirt, nur dadurch,
dass ihre Deformationen verhaltnissmassig sehr gross sind, und zwar
derart, dass in einigen Fallen die schliesslichen Coordinaten mit den
urspriinglichen nicht als gleich betrachtet werden kdgnen, wenn man
die normalen und tangentialen Componenten der &Zusseren Krafte be-
ziiglich der Querschnitte der Feder, oder die Momente beziiglich der
Haupt-Tragheitsachsen derselben Querschnitte aufsucht.

Wenn dagegen die Form der Feder oder die Lage der angreifenden
Krafte mit einem geniigenden Grade von Anndherung die Annahme
zulassen, dass sich die Lage dieser Krafte in Bezug auf die verschiedenen
Querschnitte wahrend der Deformation nicht &ndert, so wird die Be-
rechnung der Federn genau wie jene anderer elastischer Korper durch-
gefiihrt.

Wir miissen hier noch anfihren, dass man geharteten Stahl zur
Erzeugung von Federn verwendet, weil derselbe die werthvolle Eigen-
schaft besitzt, fast bis zur Bruchgrenze vollkommen elastisch zu bleiben
und selbst nach bedeutenden Deformationen wieder die urspriingliche

Gestalt anzunehmen, wenn die Einwirkung der dusseren Krifte aufhort.
Totz-Castigliano, Theorie der Federn. ) »l
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Dank dieser Eigenschaft des geharteten Stahles kann man bei der

Berechnung von Federn einen sehr hohen Widerstands-Coéfficienten
anwenden, gewdhnlich 40 kg per mm?, manchmal auch bis 60 %g.
Fir den Elasticitats-Coéfficienten des geharteten Stahles wurden

bei verschiedenen Versuchen verschiedene Resultate erhalten. Der grdssere

Theil der Experimente ergab denselben etwas hoher als 20.000 kg per mm?

oder etwas hoher als jenen des nicht geharteten Stahles oder des Eisens,

wahrend bei. einigen 30.000 kg per mm? dafir gefunden wurde. Fir

praktische Berechnungen kann man E = 21.000 kg per mm? setzen.

Den tangentialen Elasticitats-Coéfficienten kann man mit gE an-
nehmen, wie fiir isotrope Korper, und erhilt daher ¥ — 8400 kg per mm:?.

2. Rechteckige Blattfeder. — Wir werden Blattfedern jene nennen,
welche mit Bezug auf ihren Mittelpunkt symmetrisch, in demselben

unterstitzt und an den Enden von zwei gleichen Gewichten belastet
sind; daher geniigt es offenbar fir das Studium, wenn man nur eine

Halfte als fest eingespannt und am Ende durch ein Gewicht belastet
annimmt.
Nun betrachten wir eine Stahlplatte A B, geradlinig und von con-

stantem Querschnitte (Fig. 1a), welche an dem einen Ende A4 horizontal
eingespannt ist, und am anderen Ende durch ein nach und nach ange-

brachtes Gewicht belastet wird.

Nennen wir

P das totale in B wirkende Gewicht,

b und ¢ die Breite und Hdhe des rechteckigen Querschnittes der
Platte,

I= ll‘) b 3 das Tragheitsmoment des Querschnittes,
! die Lange der Platte,

E den Elasticitats-Coéfficienten;
wir vernachlassigen den Einfluss der transversalen Verschiebung, welcher

bei einem solchen Kdrper, wie der betrachtete, in Bezug auf die Biegung

sehr gering ist.
Das Biegungsmoment in einem Querschnitte in der Entfernung z
von der Befestigungsstelle ist:

M=P(—a2)
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und die Maximal-Beanspruchung in jenem Querschnitte:

- 1 bc?
. 1—2 b cs
Dieser Ausdruck erreicht fir z — O sein Maximum und wird
Pl
T = 6 ‘b—c'z“.

Die Deformationsarbeit der Platfe ist

I M2dx _ F* [l . g, P21
fo 2EL 2E1f0(l_") 47 =GET"
nachdem die Pfeilhdhe oder Senkung des Punktes B die Derivate der
Deformationsarbeit beztiglich P ist, so folgt daraus:

fe PP 4PP
T 3EI T Ebhe®
oder wenn man P aus diesem Ausdrucke und jenem fiir den Maximalzug 7
eliminirt:

21027
f=3 &

3. Gerade Feder von gleichem Widerstande. — Wir betrachten
eine gerade, horizontale Feder, welche sich von der vorigen nur dadurch
unterscheidet, dass der Querschnitt derart variabel ist, dass die speci-
fische Maximal-Beanspruchung in allen Querschnitten dieselbe bleibt.

Wir haben die specifische Maximal-Spannung in irgend einem
Querschnitte gefunden mit:

damit dieser Ausdruck constant bleibt, muss sein
be? = a(l — 2),
wobei « ein constanter Werth ist.

Man kann dieser Bedingung auf mehrere Arten geniigen; wenn
man eine constante Dicke der Feder beibehlt, muss die Breite b pro-
portional mit ? — = wachsen, wonach eine Platte von einer Dreieckform
resultirt. Bebdlt man dagegen die Breite constant bei, so muss die

l*
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Dicke proportional mit der Quadratwurzel von ! — 2 variiren, d. h. das
Profil der Feder in einer verticalen Ebene muss ein Bogenstick der
gewdhnlichen Parabel sein. ‘

Es ist aber zu bemerken, dass diese beiden Formen der Federn {
wohl beziiglich des Widerstandes, aber nicht beziiglich der Biegsamkeit
einander gleich sind. Nennt man M das Biegungsmoment und I das
Tragheitsmoment eines Querschnittes, so ist die Deformationsarbeit
eines Korperelementes zwischen dem betrachteten und einem unendlich

2
nahen Querschnitte gleich ];4 EdIs , wobei ds das Element der Korper-

achse zwischen jenen beiden Querschnitten ist. Die Derivate der Defor-
mationsarbeit mit Bezug auf das Moment M ergibt die’ Drehung des
ersten Querschnittes gegen den zweiten; sind des und d& die unendlich
kleinen Winkel zwischen den beiden Querschnitten vor und nach der
Deformation, so haben wir

deg' —de = ds;

M
» El
nachdem aber de und de die Contingenzwinkel der von der Kdrper-
achse vor und nach der Deformation gebildeten Curve sind, so ist
de 1 d_&’ _ l . . A .
is=o ds— ¢’ wobei ¢ und ¢ die correspondirenden Krimmungs-
radien sind; folglich ergibt sich auch

1_1_ M

¢ o LT

Damit zwei Korper, welche zwei vollkommen gleiche Curven als

Achsen haben und gleich belastet sind, sich derart deformiren, dass die
Curven der Achsen auch nach der Deformation gleich sind, muss die
Veranderung des Contingenzwinkels fir zwei correspondirende Punkte

dieselbe sein, und daher auch der Werth fllz[j gleich, oder einfach dis

Tragheitsmomente in den correspondirenden Punkten gleich sein, weil
die Momente M und der FElasticitits-Coéfficient gleich angenommen
wurden.

Im Falle einer dreieckigen Platte von constanter Dicke (Fig. 2a)
erhalt man, wenn b die Breite ar der Befestigungsstelle und ¢ die Dicke
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ist, fir einen Querschnitt in der Entfernung z von der Befestigungs-
- stelle die Breite

| Ya-a,
und daher das Trigheitsmoment
1= bt | —z
12 Ut
Wenn dagegen der Querschnitt die constante Breite b behalt und
die Dicke nach dem Gesetze einer Parabel variirt, wobei wir b und ¢
die Breite und Dicke des befestigten Querschnitles nennen, so wird die
Hohe eines Querschnittes in der Entfernung « von der Einspannstelle

| —2z
¢ 5

und das Tragheitsmoment dieses Querschnittes:

b3 l—2y i %
I=% 1 V_Z_'

Dieses Tragheitsmoment ist fir irgend einen Werth von = kleiner
als jenes fiir die dreieckige Platte und wird nur fir den befestigten
Querschnitt gleich. Folglich ist die Platte mit constanter Breite und
einer Dicke, welche nach den Ordinaten einer quadratischen Parabel
variirt, wenn auch auf Widerstand gleichwerthig, doch bedeutend bieg-
samer als die dreieckige Platte mit constantem Querschnitte.

Betrachtet man dagegen eine Platte von constanter Breite b und
einer Dicke, welche nach den Ordinaten einer cubischen Parabel variirt
(Fig. 3a), derart, dass die Dicke in einer Entfernung z von der Be-

festigungsstelle gleich v B
Y—x
cV ——

ist, so wird das correspondirende Trigheitsmoment
bl —x
=3
vollkommen gleich mit jenem der dreieckigen Platte; diese neue Platte
ist zwar nicht von gleicher Widerstandsfahigkeit, aber ebenso biegsam

wie jene von dreieckiger Form.




Die Formel
1_1_M
¢ o EI
wird
L _ o
o Kl

und die Feder ist gerade vor der Einwirkung ausserer Krifte.

Fir die dreieckige Platte von constanter Dicke oder fiir jene von
constanter Breite und der Dicke nach den Ordinaten der cubischen
Parabel variabel, hat man unter der Voraussetzung, dass das Gewicht P
an einem Ende wirkt:

b l—
M=P((—2), 1_12 T
daher
1 12P1
o Ebe’

folglich den Kriimmungsradius unabhangig von z, d. h. der Kdrper biegt
sich nach einem Kreishogen.
Die Deformationsarbeit des ganzen Korpers ist
I Mdz _ 1 122 Pl (—2)de=— 1-6pP8
o 2EI “bed f T 2E bet

und die Pfeilhdhe der Biegung oder, die Senkung des Angriffspunktes
des Gewichtes P ist also

6P

f= Ebe¥
Die specifische Maximal-Spannung fir die Feder von constanter
Breite und der Dicke nach den Ordinaten einer cubischen Parabel
variabel ist fiir einen Querschnitt in der Entfernung z von der Be-
festigungsstelle

c | — 2z g
T_P("‘“)E T 6PI}/i—u,
- 1 s l—2z — be? [
12 E .
fir den eingespannten Querschnitt, oder = O, gibt diese Formel:

6 Pl

be2?

T =
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woraus folgt, dass in allen Querschnitten die specifische Maximal-
Beanspruchung geringer ist, als in jenem an der Befestigungsstelle.

Eliminirt man P aus der letzten Gleichung und aus jener, welche
die Pfeilhdhe f gibt, so erhdlt man '
]

Man ersieht hieraus, dass die dreieckige Feder von constanter
Dicke und jene von constanter Breite mit nach den Ordinaten der
cubischen Parabel variabler Dicke, bei gleicher Belastung, eine Pfeilhthe
ergeben, welche ein- und einhalbmal so gross ist wie jene der Feder
mit constanter Breite und Dicke, bei allen drei Korpern der eifgespannte
Querschnitt als gleich vorausgesetzt.

Eine fiir die Folge niitzliche Bemerkung fiigen wir hier noch an:
Die Deformationsarbeit der Feder in den drei oben betrachteten Fallen
kann man durch die Formel
' P23
- K 9Er
ausdriicken, wobei mit I das Trigheitsmoment des eingespannten Quer-
schnittes bezeichnet ist; K ist ein Coéfficient, welcher fir die prisma-
tische Feder mit %, fir die dreieckige Feder von constanter Dicke und
fir jene von constanter Breite und nach den Ordinaten einer cubischen

. . |
Parabel variablen Dicke mit 5 angenommen wetrden muss.

IL Capitel.

Zusammengesetzte Blattfeder.

4. Beschreibung und Bezeichnungen. — Das Hauptblatt nennen
wir jenes von der grdssten Lange; alle Blatter der Feder sind ge-
wohnlich in der Mitte durch ein starkes Band verbunden, in Folge
dessen man alle Blatter als fest eingespannt betrachten kann.
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Es sei /’ die Belastung an jedem Ende und ! die. Lange der
Hauptfeder an jeder Seite des Biugels (Fig. 4).

Wir nehmen an, dass die Lange ! in n Theile gethéilt sei,

und dass das unterste Blatt um % das folgende um 27 das dritte

um % etc. zu beiden Seiten des Biigels hervorrage. Alle Blatter sind

gewohnlich einfach, mit Ausnahme des Hauptblattes, welches haufig aus
zwei oder auch drei gleichen, fiber einander liegenden Blittern zu-
sammengesetzt ist. Das Hauptblatt behalt immer der ganzen Lange nach
einen constanten Querschnitt bei, dagegen haben die anderen manchmal
constanten Querschnitt, bisweilen ist aber auch jenmer Theil, welcher
iber das unterliegende Blatt hervorragt, entweder von constanter Dicke
und abnehmender Breite (Fig. 7) oder von gleicher Breite und gegen
die Enden zu gescharft.

Wir werden zuerst den  Fall betrachten, dass das Hauptblatt
einfach und alle tbrigen Blatter von gleicher Dicke seien, wobei der
Querschnitt eines jeden Blattes in jenem Theile, welcher fiber das
darunter liegende hervorragt, nach irgend einem Gesetze yariirt.

Wir werden annehmen, dass sich zuerst das Hauptblatt und nach
und nach die anderen biegen, wobei die letzteren nicht der ganzen
Lange nach in Berihrung bleiben, sondern jedes Blatt driickt nur auf
die Enden des darunter liegenden. Wir miissen uns dann versichern,
in wie weit diese Annahmen zutreffen, und konnen somit bei der Be-
handlung der Aufgabe jenen Glad von Genaunigkeit einfithren, welcher
bisher f:hlte.

Wir werden erstes Blatt das kiirzeste, zweites Blatt das
folgende benennen, und so weiter bis zum Hauptblatte.

Wir bezeichnen mit:

tiy tay lgyouuy tny... die Dricke, welche an den Enden des ersten,
zweiten, dritten etc. Blattes auftreten,

Iy 5y Ly ooy by, ... die Lange, um. welche ein Blatt .von einer
Seite des Biigels hervonagt

4 die Lange, um welche jedes Blatt fiber das darunter liegende
hervorragt,
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I das Tragheitsmoment des Querschnittes des Blattes in jener
Strecke, wo dasselbe constante Dicke und Breite hat,

E den Elasticitats-Coéfficienten.

Die Deformationsarbeit, welche in Folge der transversalen Ver-
schiebung auftritt, vernachlassigen wir, weil dieselbe im Verhaltnisse
zu jener in Folge der Biegung sehr gering ist, nachdem die Blitter
mit Bezug auf ihre Lange sehr diinn sind.

Ferner beachten wir, dass die Hervorragung A eines jeden Blattes
fiber das darunter liegende fiir alle gleich ist; betrachtet man z. B.
das =t Blatt, so kann man die Deformationsarbeit der besagten Her-
vorragung durch die Formel ausdriicken:

E»®
2ET '™

wie wir am Ende des vorigen Capitels zeigten, wobei man den Coéffi-

cienten K mit % oder % annehmen muss, je nachdem die Blatter con-

stanten Querschnitt haben, auch in jenem Theile, welcher iber die
darunter liegenden hervorragt, ferner wenn sie in diesem Theile von
dreieckiger Form mit constanter Dicke sind, oder wenn die Breite con-
stant ist und die Dicke nach den Ordinaten der cubischen Parabel
variirt.

Die Blattfedern elhalten haufig eine urspriingliche Kriimmung nach
einem Kreishogen (Fig. 9a), nachdem aber diese Kriimmung gewdhnlich
sehr gering ist, kann man auch auf die gekrimmten Federn alle Be-
trachtungen und Formeln anwenden, welche wir jetzt filr die gerad-
linigen auseinandersetzen werden.

5. Aligemeine Formein zur Bestimmung der Driicke an den
Enden jedes Blattes. — Wenn wir mit 2 L,, 2L,, 2Ly ete. die Defor-
mationsarbeit des ersten, zweiten, dritten etc. Blattes benennen und uns
erinnern, dass die Deformationsarbeit eines Kdrpers mit alleiniger Berick-

. 2
sichtigung der Biegung durch f%{—}v— ausgedriickt wird, wobei M

das Biegungsmoment des Querschnittes mit der Abscisse x ist, so
ergeben sich folgende Formeln:



K3
Lo =yt
Jo— ‘Kls 2.
L, _-2—E-It22 + 2EIf (ta(CA —2) — ¢, (A — 2)]?dx
3
L, =>2I—(E:1—I- Py + 2leI ("_’)l[t..(nl—x)—t,,_l(nl——a——x)] dz,

K}. 'k
Loy = 9k o+ 2LI] toyr WA + A —a) —ty (nd — )P du,

Der Ausdruck von L4, kann auch hier fir das Hauptblatt an-
gewendet werden, wenn man P fir #,,, setzt und sich erinnert, dass

fir dasselbe K — ; zu nehmen ist, nachdem der Querschnitt auch in

jenem Theile constant bleibt, welcher iiber das darunter liegende Blatt
hervorragt.

Um die Werthe der Driicke ¢,, ¢,, f5,... etc. zu erhalten, muss
man die Differentialquotienten der Deformationsarbeit, mit Bezug auf
jene, gleich Null setzen; die Deformationsarbeit der Feder ist:

2Ly + Ly + Ly + ...).

Jeder von den unbekannten Driicken kommt nur in den Gleichungen
der Deformationsarbeit der beiden Blatter vor, zwischen denen die
betrachteten Driicke auftreten; z. B. ¢, kommt nur in L, und L,, ¢, in
L, und L.y, vor; daher erhdlt man leicht die folgenden Gleichungen
zur Bestimmung der Unbekannten:

dL +dL . dLn ileH_
dt, T dt, dt, diny

oder auch, wenn man alle diese Gleichungen mit %1 multiplicirt:



t, [Im -+fl(l——x)2 dx] —tzf;'(w.—x) A—a)dz.=0
0

0

tn_lf“‘“’l (MA—i—z)(nA—z)dz + t.,+.jn}'(nl+).—-x)(nl—x)dx

0 0

—t, [K).’ + (%2 — 232z + o’”l (i — zpdz| =0

v

Nun hat man:
3
J: A—22dx = %,

23,

[=FIe1

jl(l—x) 22 —z)dx =
[

—_— 2 4
f(n_l)l (hh—d—2) (nh—2) dz = U‘__IL(E_?_'%_%_D_ .
0

.J‘nl(nl—-x) i +4—z)dz = (2'2}&‘3)—”"
0

s__
f(“")}' (mi—z)2dz = w—l 28,
3
0
3

f"l mA —zPdz = % 8
[}

Substituirt man diese Resultate in obige Gleichungen und lasst
den gemeinsamen Factor A% weg, so ergibt sich:

1 5
(K-{-g) th— gty =0

(n— 1)2é2n +1 oy — (K+ 2n=:;'!) b+ n? (2%i_?’l tog1 =0,
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Man sieht leicht, dass »? (2» 4 3) nichts Anderes ist als der
Werth, welchen (» — 1)2 (2n + 1) annimmt, wenn man n in n 4 1
verwandelt; setzt man daher allgemein:

(n—122n+1) = 4,
und beachtet, dass
n—12@2n+ 1) + n22n 4 3) =4n® + 1,

80 resultirt:
Ap 4+ Apyr =408 + 1;

s _
ferner kann man fiir den Coéfficienten K - 1”—3—1 schreiben
K+ 4s + Aé‘“ —3 ind die Gleichung zwischen den Unbekannten

tn—la tn, tn+1 wird
An tn—l - (6K— 3 + An + An+l) tn + An+l tn+1 + O (1)
Nachfolgend ist eine Serie von Werthen von A, fir » = 1 bis

n = 20 gegeben, nachdem es in der Praxis nicht vorkommen dirfte,
dass eine Feder aus mebr als zwanzig Blattern zusammengesetat ist.

4,=0 Ag =32 | A, =230 |- A,G = 7425
4,=05 A; =540 ' A, =3025 | ,7 = 8960

Ay =28 | 45 =833 ‘ 4,5 = 3888 | ,8 = 10693
4, =81 Ay = 1216 | A, = 4901 : 4, — 12636
A, =176 A, = 1701 | — 6016 | A,, = 14801

Um nun die Werthe der Unbekannten zu finden, muss man die
Reihe von Gleichungen aufldsen, deren erste

1 5
(k+4)a=2 u=0
ist, wahrend sich die anderenv aus (1) ableiten, wenn man n successive
die Werthe 2, 3, 4... gibt.
Setzt man der Elnfachhelt halber 4,3 —th—=on iy oder to-1 =
= (1 + e,) tn, S0 wird die Gleichung (1)
-_ (-— a.,An + 6K——- 3 + An+1) tn + An+1 tn+1 = 0

oder auch
An+l (tn _— tn-i—l) = (“n Ay — 6K + 3) tnj




nachdem ¢, — 41 = anqy tny1, folgt daraus
(e dy—6K 4 3)t,

Ony1 =

A n+4-1 tn+l

g 4, — 6K + 3
St = o — (e dn — 6K + 3)

Die Werthe der Coéfficienten « kann man leicht einen von dem
anderen ableiten und erhdlt somit ohne Schwierigkeit jeden Druck ¢ als
Funection jenes mit dem unmittelbar niedrigeren Zeiger.

6. Erster specieller Fall. — Wir nehmen beispielsweise an, dass
die Blatter constanten Querschnitt haben, auch in jenem Theile, welcher
iber das darunter liegende Blatt hervorragt (Fig. 4). Dann hat man

1
K__g—und

oder auch

. On Ay + 1 R
T Ao — (dnea 1)

ferner wird die erste Gleichung zwischen den Driicken ¢ oder jene
zwischen ¢, und ¢,

2 5

3 ti— 3 t, =0,
hieraus ergibt sich

4 ot 12
t, = 5t h—t =, =7,
und daher
1 =
a2 = Z = 0.20.

Mit diesem Werthe und jenen friher angegebenen fiir A4, und A,
erhalt man:
. 5X 02541
T2— (B X024 1)
Setzt man die Berechnung der aufeinander folgenden Codfficienten «
fort, so erhalt man folgende Reihe von Werthen:

= 0-08738.

g

@ = 025

g = 0-08738
oy = 0-04444
s = 002684

og = 0-01792
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Man hat somit auch die folgende Serie von Werthen filr die
Driicke:

t, =1-251,,
t, = 1-08738 t,,
ty = 1-04444 ¢,,

t, = 102684 ¢,
1y = 1:01792 ¢,.

Der Bequemlichkeit halber berechnet man jeden der Driicke ¢ in
einer Function von #;, indem man Glied fir Glied der obigen Glei-
chungen miteinander multiplicirt, womit resultirt:

tz =080 tl ,

ty = 0-713571 ¢,,
t, = 0-70439 ¢,,
t; — 0-68605 ¢,,
te = 0-67397 ¢,.

Wir miissen jetzt untersuchen, ob die gemachte Annahme, dass
jedes Blatt nur an den Enden von dem dariiber liegenden gedriickt
wird, bewiesen werden kann,

Wenn man das Biegungsmoment der verschiedenen Blatter im
eingespannten Querschnitte aufsucht, ergeben sich die folgenden Resultate :

fir das 1. t A,

s w20 (2, — £)A=0°60¢ 2,

. » 3. (Bty— 2t,) A = 0-60713¢, 4,
. o 4 (48, — 3ty) i = 0-61043¢, A,
» = B (Bty— 4t,) 1 = 0-61269¢, A.

Ohne weitere Fortsetzung sieht man, dass das Biegungsmoment
im eingespannten Querschnitte fiir das erste Blatt grdsser ist als fiir
das zweite und sich deshalb von diesem letzteren lostrennt. Von dem
zweiten Blatte ausgehend, wichst das Biegungsmoment an der Ein-
spannstelle, wonach das zweite Blatt eine geringere Kriimmung als das
dritte, dieses eine geringere als das vierte und so fort annehmen muss.
Wenn sich aber die Blatter vor der Deformirung berfihren, so ist dies
nicht moglich und die erhaltenen Resultate kdnnen nur dann verwirk-
licht werden, wenn man die Blatter in einer geringen Entfernung von
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einander anordnet, wie in Fig. 5 dargestellt ist; in der Praxis kommt
jedoch diese Art der Ausfihrung nicht vor.

7. Zweiter specieller Fall. — Wir nehmen jetzt an, dass das
crste Blatt, ndmlich das kiirzeste, von dreieckiger Form mit constanter
Dicke ist (Fig. 6), oder constante Breite und die Dicke nach den Ordi-
naten einer cubischen Parabel variabel hat. Demnach muss man in der
Reihe der Gleichungen, welche zur Bestimmung der Unbekannten dienen,

in der ersten K =%— und in den folgenden K :;;— setzen.

Die erste:
1 5
gibt uns dann ¢, = ¢, oder {, — {, =0 und «, = 0.

Bedient man sich der Formel:
an A, +1

Ot = o — (o An o+ 1)

zur Bestimmung der Werthe von «,, o, o5 etc., so erhilt man:

o, =0 g a; = 0-00972 | o, = 0-00346
oy = 0°03704 | g = 0-00756 i o, = 000296
oy = 0-02580 I ag = 0-00604 I e, = 0°00256
g = 001788 | mo=0-00493 | = 0-00223
@ =0-01292 | @, =0-00410 | 4= 0-00196
und damit die folgende Reihe von Gleichungen:
t, =1, s = 1-00972 ¢, t,, = 1:00346 ¢,

|
t, = 103704 ¢, | ¢ = 1-00756 t,

}

| 1, = 1-00296 #,
ty = 1-02580 1, t, = 1-00604 t, |

|

|

‘ tys = 1:00256 ¢,,
t, = 1-01788 ¢, ' t, = 1-00493 ¢,, tie = 1-00223 ¢,
ty =1:01292¢, | t,,=1-00410 ¢, t,s = 1:00196 ¢,4

Driickt man ¢,, ¢, etc. in Functionen von ¢, aus, so resultirt:

ty =t |t = 0902874 | #, = 0-87968 ¢
ts—=0-96428¢, | ¢, = 089610 ¢, t, = 0°87709 ¢,
t, = 094003 ¢, t, = 0-89072 t, t,o = 0-87485 ¢,

ty =0-92343 ¢, |
ty = 0-91156 £, |

t,o = 0°88634 ¢,

|t = 087290 ¢,
t, = 088213 ¢ |

t,e = 0-87120 ¢,
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Sucht man jetzt wie im vorigen Falle die Biegungsmomente der
verschiedenen Blatter im eingespannten Querschnitte, so findet man die
folgenden Werthe:

fir das 1. t A,

» a2 2t, — t) A=t 4
s - 3 Bty — 2¢t) 2==0-89284¢ 2,
» o 4 4ty - 3ty) 2=0-8617281¢ 1,

(Bt — 41t) 4=0-85703 ¢, 4,
Bty — Dty) A=0-8527D¢ A,
(Tt; — 61t 4=0-85019¢ A,
8ty — Tt) 4=0-848711¢, A,

E ]
E ]
©® o

. - 9t, — 81) i =0-84768 ¢, 4,
s 5 10 (104, — 9&) 4= 084692 ¢, 1,

» o 11, (114, — 10 ¢,,) A = 0-84663 ¢, 4,

s a 12. (12¢, —11¢,) A =0-84613 ¢, 2,

s - 13 (13t — 12¢,) 4 = 0-84601 ¢, 4,

. - 14 (141, — 13 t;5) 4 = 0-84580 ¢, 4,

» = 15 (16ts — 14 t,,) 4 =0-84564 ¢, A,

» = 16. (16 t,¢ — 15 ¢,5) 4 = 0-84556 ¢, A.

Fir das erste und :weite Blatt ist der Werth des Biegungs-
momentes im eingespannten Querschnitte gleich; das erste Blatt biegt
sich nach einem Kreisbogen, wie wir in Nr. 6 gezeigt haben, ebenso
krimmt sich das zweite Blatt nach einem Kreisbogen mit demselben
Radius in dem mit dem ersten Blatte correspondirenden Theile; nachdem
t, =1t,, so ist offenbar in der ganzen Strecke das Biegungsmoment
constant und gleich ¢, 4.

Abstrahirt man jedoch von der Dicke der Blatter, so kann man
sagen, dass sich das erste und zweite Blatt nur an den correspondirenden
Punkten an den Enden des ersten Blattes pressen.

Fir die folgenden Blatter sieht man, dass das Biegungsmoment
im eingespannten Querschnitte fortwihrend abnimmt, folglich nimmt
auch die Krimmung ab und die Bltter entfernen sich, vom eingespannten
Querschnitte ausgehend, wirklich von einander.

. Um nun zu beweisen, dass irgend welche zwei Blatter sich ihrer
ganzen Ausdehnung nach trennem und nur an den Enden berihren,
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bestimmen wir ihre Biegungscurven. Betrachtet man beispielsweise das
fiinfte und sechste Blatt, so findet man ihre Kriimmung in der Ent-
fernung x von der Befestigungsstelle, da fir das finfte 2 << 44 und
fiir das sechste 2 << 54, mit folgenden Formeln:

_f_f — t, (b1 — 2) — t, (44 — 2) = (085703 4 - 0-01660 z) £,,

5

.1_Z£ — 1, (64 — z) — t;(BA — &) = (0°85275 4 + 0-01178 2) ¢,;
6

da man, wenn es sich um sehr kleine Deformationen handelt, im

2
Allgemeinen 3:3 far (17 substituiren kann, wobei y die Ordinate der
Curve nach der Deformation ist, mit Bezug auf die Tangente an den

dyYs a?ye 1 1
it und s fiir ;5 und 9—6

setzen; integrirt man jede der Gleichungen zweimal und beachtet, dass
die Constanten Null sind, so erhalf man:

Befestigungspunkt, so kann man auch

ays _ . . 55_2
E1 Y% = (0 85703 Az + 001660 2) ¢,
2 38
Ely, = (0-85703 ’1—2"— + 0-01660 %) t,

dys __ . . z?
Er ¥ = (0 85275 Az -+ 0-01178 -2—) ¢,

2 3
Ely,— (0-8527532& + 0-01178 %) t

Vergleicht man die Werthe von y; und yg, so sieht man, dass
fir gleiche Abscissen die beiden Glieder fir letzteres immer Kkleiner
ausfallen als jene fiir ersteres, folglich trennen sich die beiden Blatter
thatsachlich von einander.

Will man die Ordinate y der beiden Blatter fir z = 5y be-
stimmen, so muss man diesen Werth von z in jenen fiir die Ordinate 4
einsetzen, nachdem der Ausdruck fir y, nur in den Grenzen x = 0 bis
x — 44 giltig ist oder auch von der Befestigungsstelle bis zum An-
griffspunkte der Kraft ¢,. Die Ordinate eines Punktes des fiinften Blattes

Totz-Castigliano, Theorie der Federn. 2
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in dem Intervalle von z = 41 und z = 54 (dic Werthe von IIy; und

EI % mit « und g fir z = 42 bezeichnet) erhilt man sogleich:

Elyy=a+4p@—4n) +14, E:g_“_)”,

Wenn man in diese Formel z — 51 einsetzt, ergibt sich
Ely,=10'91¢,
und 2 = 54 in den Ausdruck fir y, eingesetzt, gibt gleicherweise
Ely, = 10°91¢;;
die beiden Ordinaten y; und y, sind also fir x = 54 gleich, womit
gezeigt ist, dass sich die beiden Blatter an den Enden des fiinften
bertihren, wahrend selbe der ganzen Lénge nach von einander getrennt sind.
Dasselbe Resultat wiirde man auch fir irgend zwei andere Blatter
erhalten, deshalb konnen wir auf die Richtigkeit der gemachten Annahme
schliessen.
Wir miissen noch die Pfeilhdhe, welche der Biegung der Enden
eines jeden Blattes entspricht, bestimmen. In Nummer 5 haben wir fiir
die Deformationsarbeit des nte» halben Blattes erhalten:

- K23 1 a—1) A 2
Ly, = SET 2, + _‘ijf: D [tn(nl—x)—tn_l(nl—l——x)] dz,

worin ¢, und ¢,—; die beiden auf dasselbe wirkenden Krafte bezeichnen.
Di¢ Derivate dieses Ausdruckes beziiglich ¢, gibt uns die Senkung
des Angriffspunktes von ¢,, also:

n":FI_I{ Kl’tn—l-j("‘”l [tn(nl—x)——tn_l(nl—l—w)](n}.—x) d:v}
0

oder auch, wenn wir uns der Formeln erinnern:

nd—1

3
3 2,

J‘“‘”l (mA — 22 dz =

0

f‘“—')l(n}. —2)(ndl— i —2)dz =
. ‘

(n — 1)2é2n + 05
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welche in Nummer 5 erhalten wurden,

_ 3 nd—1 m—=122n 41
I'Ill - EI {(K+ '_3—) tn - ——‘_6—‘—'—— tn—l}

Dieses ist die strenge Formel, welche man fiir alle Blatter an-
wenden kann, mit Ausnahme des ersten, fiir welches die Derivate der
Deformationsarbeit beziiglich ¢, einfach gibt:

K3
™= Tt
Fir die Anwendung der allgemeinen Formel auf das Hauptblatt
geniigt es, fiir n die Anzahl der Blitter und fir £, das Gewicht P ein-
zusetzen, welches an dem Ende der Feder wirkt.

Nachdem fir die in dieser Nummer studirte Form der Feder

K= % for das erste Blatt und K = g fir alle anderen zu setzen
ist, wird:
Mm=39EI
A3 (md m—1)22n +1)
ﬂn——Ev—Iigtn_‘ 3 tn—l}°

Nachdem aus dem Vorhergehenden ein sehr geringer Unferschied
zwischen den aufeinander folgenden Driicken #,_; und ¢, resultirt, so
kann man mit grosser Annéherung ¢, fir ¢,_, setzen, womit man erhalt:

_ A 3n2—1 ¢
™=F1 6 ™
Fir das Hauptblatt, wenn dasselbe das nte ist, érgibt sich:
23 3n2—1
®=F1 6 L

8. Dritter specieller Fall. Wir gehen jetzt zur Untersuchung des
Falles iiber, dass nicht nur das erste Blatt an den Enden von drei-
eckiger Form mit constanter Dicke ist (Fig. 7) oder constante Breite
und nach den Ordinaten der cubischen Parabel variable Dicke hat,
sondern alle folgenden Blatter in jener Strecke, welche mit dem unteren
Blatte correspondirt, constanten Querschnitt und in dem hervorragenden

Theile dieselbe Form wie das erste Blatt haben.
2‘
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Das Hauptblatt hat natiirlich der ganzen Lange nach constanten
Querschnitt.

Um in diesem Falle die Formel anwenden zu kOnnen, welche

. . v . 1 .
o4 in Function von «, ergibt, muss man K = > setzen, womit man
erhalt:
sy — oy An .
T An-}-l — Oy An !

nun ergibt die erste Gleichung, namlich jene zwischen ¢, und ¢,, ¢, = ¢,
und daher ¢y = 0, wie wir im vorigen Falle gesehen haben, folglich
wird auch «, = 0, «, = O etc., d. h. alle Driicke ¢,, ¢,, 75 etc. sind
einander und deshalb auch dem Gewichte P gleich, welches die Enden
des Hauptblattes belastet.

Aus diesen Resultaten ersieht man leicht, dass sich jedes Blatt
in der ganzen Ausdehnung nach einem Kreisbogen mit dem Radius
1, A
E
die Blatter nicht von einander, aber jedes driickt nur am Ende auf das
darunter liegende, was zum Beweise der gemachten Annahme geniigend ist.

Beziiglich der durch die Biegung entstehenden Pfeilhohen hat man
offenbar fir das erste Blatt dasselbe Resultat wie im vorigen Falle,
namlich:

biegt, welcher ﬁh alle Blatter constant ist. Folglich trennen sich

K
=BT

und fiir die folgenden kann man die Formel anwenden:

23 n— 1 (n— 172 @n + 1)
{(K+~ )t,,— _ 5 tn+!|.

tl'l

™=TFT

In diesen zwei Formeln muss K :; gesetzt werden; nachdem

tp—y = tn, Werden dieselben:
_MBP ., BP
"=9ED =" 3ED
woraus folgt, dass die Pfeilhdhen der Durchbiegung an den Enden dem
Quadrate der Distanz derselben Enden vom eingespannten Querschnitte
proportional sind.
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Wir haben frither bemerkt, dass fiir ~die Federn von der be-
trachteten Form das Biegungsmoment fir das nt¢ Blatt ¢, (n4 — 2) ist
zwischen = (» — 1) 2 und z — n 1, oder im dreieckigen Theile: fiir
alle Querschnitte des rechteckigen Theiles ist das Biegungsmoment ¢, .

Nennt man I das Triagheitsmoment der letzteren Querschnitte,
so wissen wir, dass das Tragheitsmoment der Querschnitte im drei-
eckigen Theile variabel ist und ausgedriickt wird durch die Formel
nh—z
I.=1 Fa
wird die specifische Maximal-Beanspruchung fiir die Querschnitte im
dreieckigen Theile ebenso gross wie jene im rechteckigen Theile, wenn
dort ¢ die Dicke der Blatter ist, ndmlich:
t,he _ Ple
9T = 21
folglich ist die Feder von gleichem Widerstande.

Wenn man P als Function von R ausdriickt und in den Ausdruck
fir die Pfeilhdhe x, einsetzt, so erhalt man

__n?2’R
™= "Fe ¢

Wenn wir uns erinnern, dass mit ! die Hervorragung des Haupt-
blattes von einer Seite des Biigels und mit m die Anzahl der Blatter
bezeichnet wurde, so hat man:

bezeichnet man daher mit % die Dicke der Blatter, so

R =

i=L

m
und

~_n BR
™= He
worin man fir » die Werthe 1, 2, 3... m einsetzen kann.

Macht man » = m, so erhilt man die totale Durchbiegung der
Feder oder auch die Pfeilhdhe fir die Durchbiegung des Hauptblattes,
welche sein wird: .

__ IR
"= "Fe

9. Das Hauptblatt ist aus mehreren Blittern zusammengesetzt.

— Wir gehen jetzt auf die Untersuchung des hiufig vorkommenden



Falles tber, dass wir zwei Hauptblatter statt eines haben (Fig. 8).
Diese Anordnung wird deshalb getroffen, weil der Bruch des Haupt-
blattes, an welchem die Belastung direct angreift, viel gefahrlicher ist
als der Bruch eines Zwischenblattes.

Die beiden Hauptblatter sind vollkommen gleich, liegen dber ein-
ander und biegen sich zusammen so wie ein einziges Blatt, dessen
Tragheitsmoment gleich der Summe der Momente der beiden Blatter ist.

Behalt man die bisherigen Bezeichnungen bei und betrachtet die
beiden Hauptblatter als ein einziges, das mte, dessen Tragheitsmoment
27 sei, so kann man fir die Deformationsarbeit der einzelnen Blatter
dieselben Formeln anwenden, welche in Nummer 5 gefunden wurden,
dagegen hat man fir das doppelte Hauptblatt:

1 Ka8 @14
L'”_2 2EIP +2 2EIJ‘ [P(ml_x)—tm—l(ml l—ﬁ)] dz.

Wir kdonnen daher auch zur Bestimmung von ¢, f,, ¢, ete. die
schon gefundenen Gleichungen gebrauchen, fir die letzte Gleichung
zwischen ty_g, {m—: und P erhalten wir dagegen:

tm_,J"‘“'”" (mA — 24 — z) (mA — 4 — 2)dz +
0

+%P ('"_"l(m}.——x) (mi— 24 —z)dx —
0
— tmor [Kl’ +f"“—2”1 (mi — 4 — z)dz +
[

+ —l—f(m—”l (mA — 4 — z)? dx] =0
2 [}
und nach Ausfihrung der Integration:
(m — 2)2é2m -1 b [K+ 3(m __61)3 — 2] +

m—2

(m — 1) @m + 1)
+ P 12 -=0

Wenn jedes Blatt das darunter liegende nur an den Enden driickt,
g0 kann man offenbar ¢y, als ein an den Enden des m — 1t Blattes
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wirkendes Gewicht betrachten und wird deshalb alle Werthe von ¢, ¢,,
tsy. .. tm—o mittelst der in den friiheren Nummern gegebenen Formeln
in Functionen von ¢, , erhalten. :

In jedem der zwei behandelten Fille haben wir gesehen, dass die
beiden Driicke an den Enden von zwei aufeinander folgenden Blattern
strenge genommen gleich oder nur sehr wenig verschieden sind, be-
sonders wenn die Zahl der Blatter eine etwas grosse ist. Wir kdnnen
deshalb in der letzten gefundenen Gleichung ¢n_» = fn-, setzen, was
uns gibt:

(k4 WM plnm 2t

6 12

Wenn beispielsweise die Blatter an den Enden von dreieckiger
Form sind und gleiche Dicke haben oder constante Breite und die
Dicke nach den Ordinaten einer cubischen Parabel variabel haben, so

ist K = % und

__ p2m+1
s = P oo 4
In diesem Falle ist das Biegungsmoment im eingespannten Quer-
schnitte fir das Hauptblatt:
_ HBm + 1
Plll}. —_ t,,,_l(m —_ 1) A= Pl mﬂ,

dagegen ist das Biegungsmoment im eingespannten Querschnitte fir das
(m — 1)t Blatt: '
2m 41

taoa(m — 1) —ty_ s (m—2)2 = tfn—l A= Pl 2W4'

Folglich wird die Kriimmung im eingespannten Querschnitte fiir

das Hauptblatt
PiL bm 4+ 1

2ET 2m + 4
sein und fiir das darunter liegende Blatt:

P 2m+1 _ PL 4m+4 2,
EI 2m+4 = 2EI 2m + 4’
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diese letztere ist immer kleiner als die erstere, weil m immer grdsser
als 1 ist; daraus folgt, dass sich das doppelte Hauptblatt von dem
darunter liegenden nicht der ganzen Ausdehnung nach losldst, sondern
dasselbe auf einer unbekannten Lange, vom eingespannten Querschnitte
aus, drickt. Nachdem somit die gemachte Annahme nicht eintrifft, haben
auch die fiir oben erhaltenen Resultate keinen Werth.

Im Anfange dieser Nummer haben wir gesagt, dass es vortheilhaft
ist, das Hauptblatt starker als die darunter liegenden zu machen, und
dass dieses auch der Grund ist, weshalb man selbe doppelt. erzeugt.
Nachdem aber aus vorstehender Rechnung resultirt, dass durch das
Zusammensetzen des Hauptblattes aus zwei Blattern von derselben Dicke
wie die iibrigen die Annahme nicht zutrifft, auf welche sich dic ganze
Rechnung basirt, so werden wir hier ein sehr einfaches Mittel angeben,
um das Hauptblatt stairker zu machen, derart, dass die Feder dieselbe
Biegsamkeit behalt, als ob jenes einfach ware, und dass auch die An-
nahme erfiillt wird, auf welche sich die ganze Rechnung stitzt.

Dieses Mittel besteht darin, dass man das Hauptblatt doppelt
oder dreifach macht, wie man will, aber den Blattern, welche dasselbe
zusammensetzen, eine solche Dicke gibt, dass die Summe ihrer Trag-
heitsmomente gleich dem Tragheitsmomente eines darunter liegenden
Blattes wird. Auf diese Weise bleibt die Biegsamkeit des Hauptblattes
vollkommen dieselbe, als ob dasselbe einfach ware, dagegen vermehrt
sich die Widerstandsfahigkeit.

Es sei ¢ die Dicke eines jeden Blattes und « die Breite, so wird

das Tragheitsmoment des Querschnittes »11—2 ac® sein und das Wider-

standsmoment %acz. Wenn sich das Hauptblatt aus zwei Blattern von
der Di_cke ¢’ zusammensetzt, so ist die Summe ihrer Tragheitsmomente
%ac'“; damit nun dasselbe gleich jenem des einfachen Blattecs von der

Dicke ¢ wird, muss nothwendigerweise

1 1 . . c
=~ ac® = — acd, woraus sich ergibt ¢/ = —-.

6 12 3
V2



Mit dieser Dicke wird das Widerstand.smoment von jedem der
diinnen Blatter

sein und das Widerstandsmoment der beiden Blatter zusammen oder
des Hauptblattes wird '

3 2
s a2 =126,

=2l

2
Nachdem 2% das Widerstandsmoment ist, welches das Haupt-

6
blatt haben wirde, .wenn es einfach wire und die Dicke ¢ hatte, so
sicht man, dass die Zusammensetzung aus zwei diinnen Blattern, jedes

¢
——

2
mehrt. V7

Die totale Dicke des Hauptblattes resultirt mit

3
—2—6- =cV4=158N4c¢

v

30 dass jedes der diinnen Blatter 0:7937 ¢ oder fiir die Praxis geniigend

von der Dicke das Widerstandsmoment um 26°/, oder iiber 1 ver-

4

genau g—c dick ist.

Man kann das Widerstandsmoment des Hauptblattes noch weiter
vergrdssern, ohne die Biegsamkeit zu verringern, wenn man dasselbe
aus drei diinnen Blittern zusammensetzt, derart, dass die Summe ihrer
Tragheitsmomente gleich jenem des einfachen Blattes von der Dicke ¢
wird. In diesem Falle hat man

3><T1§acw:112acs und ¢ = 5— = 0-6934 ¢

V3

und das Widerstandsmoment des Hauptblattes resultirt mit:

ac?

3
3><€1—;ac’2—_—%acz V3= 14422 27,
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womit die Vergrosserung des, Widerstandes im Verhaltnisse zum ein-
fachen Blatte von der Dicke ¢ mehr als 449/, betragt.

Die totale Dicke der drei dinnen Blaitter, welche das Hauptblatt
bilden, wird 3 X 06934 ¢ = 20802 ¢ oder wenig grosser als 2¢; setzt
man also das Hauptblatt statt aus zwei Blittern, welche dieselbe Dicke
wie die darunter liegenden haben, aus drei Blattern zusammen, welche
mit einander nahezu dieselbe Dicke haben wie jene zwei, so wird man
eine bemerkenswerthe Vergrdsserung des Widerstandes des Hauptblattes
erzielen und dieselbe Biegsamkeit bewahren, als ob jenes nur aus einem
Blatte von derselben Dicke wie die darunter liegenden gebildet ware.

Aus obigen Resultaten kdnnen wir ersehen, dass man die Be-
rechnung zusammengesetzter Blattfedern in der Praxis immer so durch-
fihren muss, als ob das Hauptblatt einfach und von derselben Dicke
wie die fbrigen Blatter ware; hierauf bleibt es unbenommen, das Haupt-

blatt aus zwei diinnen Blattern, jedes von der Dicke %c, oder aus drei

noch diinneren Blattern von der Dicke 0:6934 ¢ zusammenzusetzen,
wodurch sich die Widerstandsfahigkeit des Hauptblattes um 25/, oder
449/, vermehrt und die Biegsamkeit dieselbe bleibt wie bei dem ein-
fachen Blatte von der Dicke c.

I1I. Capitel.
Ebene Spiralfedern.

10. Beschreibung und Benennungen. — Wir betrachten ein dinnes
Blatt ans Stahl, welches, wie in Fig. 10 dargestellt, nach einer archi-
medischen Spirale gewunden ist.

Ein Element der Feder sei in A befestigt und das andere Ende
in B an einen cylindrischen Kern geldthet, dessen Mittel mit jenem der
Spirale zusammenfallt.

Wir werden die Curve auf zwei ortogonale Achsen mit dem Ur-
sprunge in A beziehen, von denen die Abscissenachse durch das Centrum
des Kernes geht, und setzen voraus, dass dieser von zwei Kraften ¢
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und Q,, die erste gegen den Mittelpunkt, die andere senkrecht auf die
z-Achse gerichtet, und einem Momente M, beansprucht wird, dessen
Achse auf die Ebene der Spirale senkrecht steht.

Wir nennen p den Abstand der Windungen der Spirale von ein-
ander, r, und 7, die Vectoren CA und CB an den Enden der Feder,
r den Radius vector eines beliebigen Punktes D und ¢ den Winkel,
welchen derselbe mit der z-Achse einschliesst.

Die Polargleichung der Spirale ist

r=rt o — o)
daraus das Bogenelement

— 2 4 r2de? = 22 Vanr 2
ds_l/dr + r2dg? = 2xl/47rr + p%

Wenn der Abstand der Windungen von einander mit Bezug auf »
sehr klein ist, wie es in der Praxis bei den Spiralfedern gewdhnlich
der Fall ist, so kann man mit grosser Anniherung p? im Verhiltnisse zu
4 x2r? vernachlassigen und erhalt

_ ds =rdg.
Der Sinus des Winkels, welchen die Tangente mit dem Radius

vector bildet, ist durch das Verh&ltniss Lg?"’ ausgedriickt; fir den oben

betrachteten Fall, in welchem man ds = rd¢p setzen kann, wird der
Sinus gleich der Einheit, und somit kann man die Tangente als auf
dem Radius vector senkrecht stehend annehmen.

Il. Hauptformeln. Nennen wir jetzt M, P und S, das Biegungs-
moment, den normalen Druck und die Abscheerspannung im Quer-
schnitte D, dessen Coordinaten x und y sind, so erhalten wir mit
Be}ﬁcksichtigung der obigen Vereinfachungen

M=M+ Qy+ @ (z— AC) = M, + (Qsinp + @, cos g) r,
P = @sin ¢ 4 @, cos g,
S = @cos p — @, sin .
Die Deformationsarbeit der ganzen Spirale ist durch die Formel
gegeben:
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1 .., 1 [l 4
L= _—2E1LM ds+2—-EQfoP2ds+ 2_1"7‘3‘[05 s,
worin & und I die Flache und das Tragheitsmoment des Querschnittes
der Feder, A ein Zahlen-Coéfficient, welcher von der Form des Quer-

schnittes abhangt und fir ein Rechteck g ist, ferner E, F, den normalen

und tangentialen Elasticitats-Coéfficienten bedeuten.

Gewdhnlich ist die Spirale von rechteckigem Querschnitte, aus
Stahl, welchen man als isotropen Kbdrper betrachten kann, folglich
F=% E; nennt man b und ¢ die Breite und Dicke der Feder, so
hat man |

Q=05b I= 1 bt A= 6
=be =% =%

Der Ausdruck fir die Deformationsarbeit wird dann

1o ¢ [l ¢ [l
L_m(foM’ds+1—2f0P2ds+zJ_oS’ds).

Nachdem die Dicke der Feder im Verh#ltnisse zum Radius vector
in der Praxis im Allgemeinen sehr klein ist, ersieht man leicht, dass

die beiden Ausdriicke, welche f P2 ds und j S?ds enthalten, im Ver-

haltnisse zu | M2ds vernachlassigt werden konnen. Sind die beiden

Krifte Q und @, gleich Null und wirkt an der Feder nur das Moment
M,, so sind besagte Ausdriicke Null und man erhilt vollkommen genau
1 1 e
2_E7f " ds.

Wird dagegen das Moment M, gleich Null, so resultirt aus den
Ausdriicken fir M und P, M = Pr und

o 0312_1262)2
foM ds+1—2f01’ ds_fo(r +55) Pras,

nachdem der Annahme gemass die Dicke ¢ allen Werthen von » gegen-

L=

2
iiber sehr klein ist, kann man mit grosser Annaherung »]92- im Verhéltnisse
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zu 72 vernachlassigen, was gleichbedeutend ist mit der Vernachlassiguig

von lc—; v P2ds im Verhaltnisse zu f ! M2 ds. Nachdem ferner der Aus-
(1] 1]

2 [ 2
druck Lz J ¢ S?ds von derselben Ordnung wie {é le ds ist, so kann
0 0

_ man auch jenen vernachlassigen,
Wird weder das Moment M, noch die Krafte @ und @, Null, so
hat man M = M, + Pr und
flll/ﬁds = Mzojlds + 2M°f’ Prds +jl P2 ds,
0 0 [ 0
Vergleicht man das letzte Glied dieser Entwicklung mit den

2 2
Gliedern _lc2J‘l P2ds und ijl S?2ds, so resultirt, dass man diese letz-
[} ]

teren vernachlassigen kann.
Wir kdnnen folglich fiir alle Falle annehmen:
1 [l
_— 2
L= ‘““.LM ds.
Die- Derivaten dieses Ausdruckes beziiglich M,, @, @, ergeben
den Drehungswinkel 6 des Kernes und die zu den Achsen parallelen

Verschiebungen § und # des Mittelpunktes desselben.

Wir haben also:
.1 1
O_TI—fons,
1 [l .
§—ﬂfoﬂlr81nq>ds,

1 [l
n=ﬂfoMrcos¢ ds,

oder, wenn man M in Function von M,, @ und @, ausdriickt:

1 1 L.
ez_E_I(MOJ ds-}-Q‘j‘or sinpds 4+ Q,fjrcos«;)ds),

0

1 . b, .
E=E7(M°f rsm«pds—i—Qf rzsm”q;ds—i-Qljlr’sin(pcosupds),
0

0 0

1 l .
n= _E—I(M‘J rcospds + Q‘fl 728in @ cosp ds + Q,flrzcosztpds).
[} 0

0
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j ! ds ist die Lange ! der Spirale; substituirt man fir ds rd¢
0

und nennt r, und r, die beiden aussersten Radien, so haben wir:

bkid -z ("1 — ,-02)
1= J -

Wenn die Spirale » Windungen hat, so ist "” " — % und

l==(r, + r) n.

Substituirt man auch in den tbrigen Integralen rd¢ fir ds und
fihrt hierauf die Integration durch, so erhilt man, wenn mit C eine
willkiirliche Constante bezeichnet wird:

. P pr .
JT’Sln(p do = — (rz—znz)cos¢+7sm(p+0,
— p ; pr

frZOOS(pdtp—-(rz—ﬁ)Sln(p—{——,r—COSq>+C,

 gin? (3
fr sin?p dp = ip ( 302 sin 2 @ +

3pr2 3 p®
+ (16:: - ‘128xs> cos2g + G

8 2 ‘—_7‘_7{ 7_3___31)’7’ in?2 @ —
J7 cos q)d(p—4p+(4 39 2 sin 2 @

3pr: 3p®
—(16n_128n8)°°“2"’+0’
-8
frssinqpcompd(p:—(% ?35 )COS2(p+
3pr? 3%\ . :
+ (127&' o 128{)753) sin2¢ + C.

Alle diese Integrale miissen zwischen den Grenzen von @ oder g,
und 2% x + (wr — ¢,) genommen werden, vorausgesetzt, dass die
Spirale zwischen E und 4 » Windungen enthilt, mehr dem Stiicke £ B,
welches dem Winkel » — ¢, entspricht. i
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Der Einfachheit halber werden wir das kleine Stick EB der
Spirale vernachlassigen, d. h. wir werden es als vollkommen starr
betrachten und die Integration von E bis 4 oder von = bis (2n41) =
ausdehnen. Diese Annahmen kann man mit grosser Annaherung machen,
weil wir viele Windungen bei der Spirale und den Radius des Zapfens
im Verhaltnisse zu », sehr klein voraussetzten.

Bei dieser Annahme haben wir also:

H _—_f’"rzsin(p dg=rp—rp="E
Po

T
lef::rchSq)dq)z——p (r';—r"):—pln,
K ;f::rssinzq, d.p=%(r,=+r.,2+%%:),
X, :J'::ra ot pd =" (”x;; rf) , 39 (’1':62;-"'02) _

l 3 p?
=7 (”12 + re? — E‘j)s

_ (P 8 __ = 3PP (rn—1)
J _J%r’squCOSq)dq)_.— i + 39 7

ry — 7 3 p?
:_1_4*0 (712+rlro+7o2—ﬁ%).

Die Ausdriicke fir 6, £ und % kdnnen auch in folgender Form
geschrieben werden: '

1
0=W(MOZ+QH+91111)7
t= g Mo H+ QK+ ¢ J),

1
"7=ET(M0H1+QJ+ ¢ K,).

12 Diséussion der erhaltenen Formeln. — Gewdhnlich ist in der
Praxis der Kern der Spirale ein Zapfen, welcher sich ohne Verschiebung
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nur drehen kann; in diesem Falle sind die Verschiebungen & und 5
gleich Null, und man hat die beiden Gleichungen:
MH+ QK + @, J =0,
My Hy +QJ+ ¢ K, =0,
welche zur Bestimmung der Driicke ¢ und ¢, dienen, die vom Zapfen |
auf die Lager ausgeiibt werden.
Man erhalt somit:
Q= __I{K,l + Hli
~  KK,— J?
es ist leicht zu erkennen, dass H, beziiglich A und J beziglich X und

K, sehr klein sind, daher kdnnen wir J2 im Verhaltnisse zu K KX, und
H, J im Verhaltnisse zu H K, vernachlissigen. Wir erhalten dann:

_ H _( H , HJ
Q—'—_KMM Q'_(_K-'_—EK)MO’

’

— KH, +JH
M07 Ql — Klf:—— J? Mo;

woraus auch resultirt, dass @, im Verhaltnisse zu @ sehr klein ist und
dass der Zapfen sich gegen den Punkt 4 zu verschieben sucht, was
man voraussehen konnte.

Um nun den Werth fir die Drehung 6 zu bestimmen, miissen wir
fir @ und @, die gefundenen Werthe einsetzen; nachdem der Ausdruck:

1
0=g7 M!+QH+ @ H)

in den Klammern die beiden Glieder Q H und @, H, enthilt, von denen
das zweite das Product zweier Factoren ist, welche beide im Verhaltnisse
zu den Factoren des ersten Gliedes sehr klein sind, so erhilt man durch

weitere Vernachlassigung:
o L1 (Mot . ) El'(l K)

|2 Y

Man kann noch_ beifiigen, dass K > ) und T < Tr® oder
2 2 2

Ll < 11l—p; nachdem das Verhaltniss 40 = 2_p) sehr klein ist,
K 152 ,rl2 7‘2 7-|2 767'1 ' .
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kann man —II? im Verhaltnisse zu ! vernachlissigen, und man nimmt

einfach:
0 = J!d
EI
13. Anwendung der erhaltenen Formeln fiir grosse Deformationen.
— Es ist bekannt, dass die Formeln fir die Elasticitit im Allgemeinen
nur fir geringe Deformationen Giltigkeit haben, weil sich bei jenen die
Hebelarme und Richtungen der Krafte beziiglich der Querschnitte der
Korper immer auf die Form derselben vor der Deformirung beziehen,
wihrend sie sich strenge genommen auf die schliessliche Form beziehen
sollten. Daraus folgt, dass fiir ein solches elastisches System, bei
welchem auch nicht geringe Deformationen die Wirkung der angreifenden
Krafte wenig andern, die gewdhnlichen Formeln der Elasticitat zur Be-
rechnung nicht sehr geringer Deformationen angewendet werden kdnnen.
' Dieser Fall tritt bei den Spiralfedern ein; thatsichlich ist die
Drehung, bei Vernachlassigung von sehr geringen Grdssen, gegeben
durch die Formel:
M,l
ET:
welche nur von der Linge der Feder und nicht von der Form oder Anzahl
der Windungen abhangig ist und auch fiir eine irgendwie grosse Drehung
gilt, nachdem die Lange ! immer dieselbe bleibt. Es ist leicht einzu-
sehen, wenn man die durchgefithrte Berechnung ibersieht, dass dieselbe
Formel auch dann’ besteht, wenn die Feder nicht nach einer archi-
medischen Spirale gewunden ist, wenn die Spirale nur die Vectoren
nach einem Winkel schneidet, welcher wenig von 90° verschieden ist.
Auch die Ausdricke fir Q und Q, &ndern sich wenig bei einer
grosseren oder geringeren Drehung der Spirale, wie man aus einer
Untersuchung der Werthe von H, H,, K, K, und J erkennt; daher
kdonnen auch diese Ausdriicke im Falle einer belleblg grossen Drehung
zur -Anwendung kommen. .
14. Art der Anwendung der Splralfedern — Gewbhnlich ver-
wendet man die Spiralfedern bei Uhren oder anderén Pracisions-Appa-
raten (Uhrwerken) an, um Bewegungen hervorzubringen. Die Anwendung

erfolgt nach zwei verschiedenen: Methoden:
Totz-Castigliano, Theorie der Federn. 3

0 =
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Die Welle, an welcher das innere Ende der Feder befestigt ist.
und die einige Male gedreht wurde, um den Mechanismus aufzuziehen,
hewegt sich um die eigene Achse und dreht dabei ein befestigtes Zahnrad.

welches die Bewegung auf ein Getriebe fbertrigt; in diesem Falle
bleibt das andere Ende der Feder ﬁ; und das Zahnrad bt auf das

Getriebe einen Druck aus, welcher durch das Verhaltniss %— bestimmt

ist, wobei M, das der augenblicklichen Biegung der Feder entsprechende
Biegungsmoment und R das Perpendikel vom Mittelpunkte des Rades
auf dic Richtung des Druckes ist, welcher zwischen den Zahnen des
Rades und des Getriebes auftritt. In diesem Falle bringt die Welle des

Zahnrades eipen Zapfendruck JZ hervor, dessen Richtung parallel zu

jenem Drucke ist, der zwischen besagten Zihnen herrscht. Dieser Druck
kommt noch zu @ und @, dazu. Natdrlich ist das Zahnrad auf der
Welle derart befestigt, dass es sich nicht drehen kann, wahrend dic
Feder gespannt wird, sondern nur dann, wenn sich letztere langsam
abwindet.

Haufig ist die Feder mit dem inneren Ende an der Welle befestigt,
welche zum Aufziehen dient, und das andere Ende am inneren Rande
einer mit der Welle concentrischen Trommel befestigt, die Aussen
gezahnt und mit einem Getriebe im Eingriffe steht. In diesem Falle
wird die Feder aufgezogen, indem man die Welle, an welcher das innere
Ende der Feder befestigt ist, dreht, wahrend welcher Operation dic
Trommel fix bleibt; hierauf bleibt die Welle fest und die sich langsam
abwindende Feder bewegt die Trommel in demselben Sinne, in welchem
die Welle gedreht wurde, und theilt dem Getriebe die Bewegung mit.
Auch in diesem Falle ist der Druck zwischen den Zahnen des Rades

und Getriebes l—g", wahrend ein gleicher und paralleler Druck von den
Zapfen der Trommel auf deren Lager ausgeiibt wird.
. I15. Formeln fiir den Widerstand und die Blegsamkeit der Splral-
federn. — Aus den Formeln:
M Mo+(Qsm‘P+Qlc°s‘P)"
P = @sin g + ¢, cos ¢,
S = Qcos p — @, sin ¢,
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welche das Biegungsmoment, den Normaldruck und die Beanspruchung

auf Abscheerung in irgend einem Querschnitte ergeben, sieht man, dass

diese drei Werthe von einem Querschnitte zum andern variiren und

von den Reactionen ¢ und @, abhingig sind. Es ist unschwer einzu-

sehen, dass man mit grosser Annaherung fir alle Querschnitte setzen kann:
' M= M, - P=0, - §=0.

Thatsachlich findet man den Maximalwerth der Ausdricke P = @
sin @ 4+ @, cos @ und S = @ cos ¢ — @, sin @ mit V@? + Q,?; nachdem
wir gezeigt haben, dass Q, im Verhaltnisse zu @ sehr klein ist, so kann
man @,% beziiglich @? vernachlassigen und einfach — @ als Maximal-
werth fir den Normaldruck P und die Abscheerkraft S annehmen.
Ferner ist der Maximalwerth des Productes (@ sin ¢ + @, cos ¢) r,
welcher im Ausdrucke fir das Moment M erscheint, jedenfalls kleiner
als das Product, welches man aus den Maximalwerthen der Factoren

@ sin ¢ + @, cos @ und r erhilt, somit kleiner als — @ »,; nachdem
H

Q=—- Jd M,, folgt daraus:
Hr
—Qn= Tl M,
und weil K > % r3 H =l—n1—), so folgt daraus, dass — @ 7, kleiner
ist als
4
xr, ¥

Wenn der Abstand der Windungen der Spirale, wie es gewdhnlich
der Fall ist, im Verhaltnisse zum Radius #, sehr klein wird, so ist

auch das Verhaltniss :€ ein sehr kleines und deshalb der Ausdruck
1

_ (@ sin ¢ + @, cos ) 7
immer ein kleiner Bruchtheil von M,. Wir konnen denselben also ver-
nachlassigen und fir alle Querschnitte M — M, nehmen.
Das Maximum der specifischen, normalen Beanspruchung eines
Querschnittes, in welchem der maximale Normaldruck herrscht, wird

_6M, @

R be? be’

3¢
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oder fir ¢ den Werth eingesetzt: |

6M, cH
R= be? (1 + GK)

nachdem die Dicke ¢ der Feder im Verhaltnisse zum Radius r, sehri

gering ist, resultirt aus Obigem, dass das Verhaltniss —gi;. kleiner als

gg ist und daher im Verhiltnisse zur Einheit vernachlissigt werden
1

kann, indem man einfach annimmt:
6M,
ber”

Die tangentiale Maximal-Beanspruchung R’ tritt in der Mitte jener
Querschnitte auf, in denen S einen Maximalwerth erreicht; folglich
hat man

R =

3 ¢

/= —_—

B = 2 b¢
Wir haben soeben gezeigt, dass der Werth _b;Qc im Verhaltnisse zu
%)—]i? gehr klein ist; dasselbe gilt auch fir g 3%’ woraus folgt, dass.

R’ im Verhaltnisse zu R sehr klein ist und gleich Null angenommen
werden kann. v
Combinirt man jetzt die beiden Formeln:

M, 1 _ 12M,1 _ 6M,
O="F7 = Lo WIE=TFa
8o ergibt sich :
o — 2R
~ Ec¢’

Wir wollen nun ein Zahlenbeispiel durchfiihren; es sei
R = 60,000.000, ‘—‘20000’000000 : c_.OOOOom,

b—0'006m, ro_._O OOam 71_..0 ()15m, p—;) ~——0001 m.
Vorerst finden- w1r AL e . - A

lziul -0%627 m
YLp o
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und daraus

0 — 6-897,
um daher die Feder zu spannen, muss man mit der cylindrischen Welle
6-897  6-897 .
. Bz —oaes - 0%
oder ungefahr 1—116 Umdrehungen machen.
Man findet ferner
2
M, = chR = 0015,

und vorausgesetzt, dass das Zahnrad, mittelst welchem die Trommel
die Bewegung auf das Uhrwerk Gbertrigt, einen Radius von 0-017 m
hat, den Druck zwischen den Zahnen des Rades und Getriebes mit
0-015
0-017
Natirlich tritt dieser Druck nur dann auf, wenn sich die Feder
abzuwickeln beginnt, und wird nach und nach immer geringer, bis er
sich bei vollkommen abgewickelter Feder auf Null reducirt.

= 0-882 kg.

1V. Capitel.

Prismatische Feder, auf Biegung und Torsion
beansprucht.

16. Beschreibung und Bezeichnungen. — Wir betrachten einen
prismatischen Korper (Fig. 11), welcher an einem Ende A4 eingespannt,
am anderen Ende B von folgenden Kraften beansprucht wird:

Eine Kraft P, wirkt im Mittelpunkte der Basis B und ist nach
der Achse des Kdrpers im Sinne von B gegen A gerichtet;

zwei Krafte Sy und S; greifen im Mittelpunkte derselben Basis B
an, liegen in der Ebene der letzteren und sind nach ihren Haupt-
Tragheitsachsen gerichtet; die eine nehmen wir fir einen Beobachter,
welcher von A gegen I3 sieht, von links nach rechts gerichtet an, die
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andere von oben nach unten; die Coordinaten y und # sind ‘positiv
nach denselben Richtungen wie obige Krifte.

Drei Biegungsmomente M,, M;, M,, um die z-, y-, z-Achse.
streben um die zugehdrige Achse eine Drehung im Sinne der Bewegung
eines Uhrzeigers hervorzubringen, wobei der Beobachter in einem Punkte
der Achse auf der Seite der positiven Ordinaten gegen ‘den Ursprung
sehend gedacht ist, und die Korperachse 4 B als x-Achse, dann der
Punkt 4 als Ursprung angenommen wurde. S

Dieses vorausgesetzt, bezeichnen wir mit ! die Lange des Pusmrn,
und betrachten in der Entfernung z von der Einspannstelle einen Quer-
schnitt, an welchem folgende Krafte wirken:

ein gleichfdrmiger, normaler Druck -g";

ein anderer normaler Druck, welcher nach einem linearen Gesetze
variabel ist, durch das Biegungsmoment M, 4 S, (l—w) hervor-
gerufen und durch die Formel ausgedriickt w1rd

My 48, (1 —w)
y
ferner ein nach einem linearen Gesetze variabler Druck, welcher
von dem Biegungsmomente M, — Sy (! — «) hervorgerufen und durch
die Formel ausgedriickt wird:

M,—- 8 (1—a
- 1, R

ein tangentialer Druck. p.,, parallel’ zur y-Achse, welcher sich
aus drei Theilen zusammensetzt, und zwar einer p’y, in Folge des Tox-
sionsmomentes M und zwei andere pyy, p”’ in Folge del Abscheer-
krafte Sy und S,;

¢in tangentialer. Druck Poxs parallel zur z-Achse, welchen man
auch aus drei Theilen zusammensetzen kann; einer p‘,, in Folge des
Torsionsmomentes A7; und die anderen zwei p*. und p”’n in Folge der
Abscheerkrafte Sy und- S.. e

-Alle’ diese: ta,ngenhalen Driicke sind’ Functlonen von- J und ‘2 und
nach- der Form des Querschnittes - vérschieden.” :
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Im- Querschnitte -in der Entfernung z von der Einspannstelle und
im Punkte mit den Coordinaten y, # haben wir folgende drei Compo-
nenten der elastischen Inanspruchnahme:

M+ 80—n, M—50-2a,

Pxx = Q Iy —. - {Z
Pxy = P'xy + Py + Py,
I’u = 17 133 + P zx + p”ln

17. Ausdruck. fiir die Deformationsarbeit -~ Bekanntlich -ist die
Deformationsarbeit .der unendlich kleinen Schichte zwischen den Quer-
schnitten mit den Abscissen x und «= 4 dzx durch die Formel aus-

gedriickt: .
dz ( { dz ) »
! IJJ padyds + ﬁff(pzw + pd) dyd e

wobei man die doppelte Integration auf-den ganzen Querschnitt aus-
dechnen muss.

Das erste Integréle f j Vs dydz kann man immer in bestimmter

Form ausdriicken, wie auch immer die Form des Querschnittes sei;
wenn man beachtet, dass o

ijdydz =0, j.fzdydz =0, | J‘J.yzdg';dz..—_ 0,
ff 2dydz = I, fJ.y'-'dydz =1,

so wird dassclbe:

Py | (M + Sd—af , M — S (-]
ot T e

Das zweite Integrale f (2% + Pud) dydz dagegen kann man

nicht in bestimmten Ausdricken erhalten, wenn man nicht separat die
Form des Querschnittes in Betracht zieht. Wir werden nur dic zwei in
der Praxis fir die Feder angenommenen Quelschmttsformen betrachten,
namlich den lechtecklgen und elliptischen; in letztelcm ist auch der
klelsfmmlgo Querschnitt inbegriffen.
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Diese beiden Querschnittsformen sind in Bezug auf ihre Haupt-
Tragheitsachsen symmetrisch, folglich hat man immer

J‘f(p (y,2) dydz = 0,

wenn nur die Function ¢ derartig beschaffen ist, dass sich das Zeichen,
aber nicht der Werth andert, wenn man von einer Coordinate das
Zeichen, aber nicht den Werth indert; nimmt man an, es sei ¥ eine
solche Ordinate, so sind offenbar alle Elemente des Integrales, welche
den auf der Seite der z-Achse liegenden Elementen von der Fliche
1y da entsprechen, gleich und von entgegengesetztem Zeichen mit den
Elementen des Integrales, welche den auf der anderen Seite der Achse
liegenden symmetrischen Elementen dy dz entsprechen. Folglich heben
sich die Elemente des Integrales gegenseitig auf und das Integral ist
gleich Null. :

Nach den von Herrn Barré de Saint-Venant erhaltenen Formeln
beztiglich der Torsion und Biegung von Prismen?!) resultirt, dass sowohl
far den rechteckigen als elliptischen Querschnitt die Componenten p‘yy,
9’2 der elastischen Inanspruchnahme in Folge der Torsion oben ange-
fuhrte Eigenschaft far die Function ¢ (y, s) besitzen, aber nur fiir eine
der beiden Variabeln; die Componenten p*;; und p“,, der tangentialen
elastischen Beanspruchung in Folge der Abscheerkraft S; sind derart,
dass die erste weder das Zeichen noch den Werth wechselt, und die
zweite das Zeichen nur dann andert, wenn das Zeichen von einer der
beiden Variabeln sich #ndert; schliesslich sind die Componenten p‘“y,
2, der tangentialen elastischen Beanspruchung in Folge der Abscheer-
kraft S, derartig, dass die erste das Zeichen, aber nicht den Werth,
und die zweite weder das Zeichen noch den Werth wechselt, wenn eine
der Variabeln das Zeichen #ndert.

Dieses festgestellt, hat man:

Pxy = (Plxy + Play + 1'5) = P'x® + P+ 0+
+ 2p'sy Py + 2Py Plxy + 20y Py

Pl = (P + P + PR = Pt A YN+
A 2P P 2 0 Pl 2 Ve P

1) Siehe nTheorie des Gleichgewichtes elastischer Systemes, von A.Castigliano,
pag. 93, 101, 114 und 120.
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aus Obigem resultirt, dass alle die doppelten Producte, welche. in den
zweiten Gliedern dieser Formeln enthalten sind, Functionen von y und 2
sind, und nur das Zeichen, aber nicht den Werth &ndern, wenn eine
Variable nur das Zeichen &ndert; hieraus folgt, dass bei Multiplication
jener doppelten Producte mit dy 72 und Integration fir den ganzen
Querschnitt der Werth der Integrale Null ist.

Wir haben also einfach:

[[(pwz +pzx2) dy dz =ff(plx’2 + p/xzz) dy dz +

+ J ‘ @5 + p'u? dy d s+ f f(p”’xy’ + p?) dy dz,

d. h. die Deformationsarbeit in Folge des Torsionsmomentes M, und
der Abscheerkrifte Sy und Sy, welche gleichzeitig auftreten, ist gleich
der Summe der Deformationsarbeiten, die man erhalten wiirde, wenn
jenes Moment und die Abscheerkrifte einzeln wirken wiirden.

Die Werthe p‘x; und p‘; sind nun Producte von der Form ¢
(y, 2) My, d. h. linear in Bezug auf M,, dagegen sind die Werthe
1y und p“;x von der Form ¢ (y, 2) S; und jene p‘“;y und p*“,; von
der Form ¢ (y, ) S;, wobei die Function ¢ fir jede der sechs Krafte
verschieden ist.

Wir kdnnen also setzen:

| f (v + pol) dz ds = B U2 + 7 4 252,
wobei B, A, und A von der Form und £ von der Flache des Quer-
schnittes abhangig sind.

(8. Werthe der Coéfficienten 4, 4, und B. — Die Werthe der
Coéfficienten 4 und A4, lassen sich fir den elliptischen Querschnitt
leicht bestimmen, weil fir denselben die Krifte p“;y, p.x, p*“xy und
p'“yx rationale Functionen des ersten Grades von y und 2z sind; durch
etwas lingere Rechnungen kann man dieselben auch fir den recht--
winkligen Querschnitt bestimmen, fir den besagte Krafte durch eine tri-
gonometrische Reihe ausgedriickt werden. Nachdem man aber bekanntlich?)

") Siehe Castigliano, cit. Op., pag. 160 und 171.



mit geniigender Annaherung 4= A, = g fir den reéhteckiéén Quer-
schnitt und 4 = 4, = % fir den elliptischen Querschnitt setzen kann, j

.werden wir diese Werthe ohne Weiteres annehmen.

Es ist zu bemerken, dass die Glieder, welche die Coéfficienten A
und 4, enthalten, im Verhaltnisse zu den anderen, welche die Deformations -
arbeit ausdriicken, immer sehr klein sind, und dass selbst ein verhalt-
nissmassig betrachtlicher Fehler der Werthe der besagten Coéfficienten
nur einen sehr geringen Einfluss auf das Schlussresultat hat. Setzen
wir beispielsweise voraus, dass die Glieder, welche 4 und 4, enthalten,
1 . .
10 der Summe der ﬁbrlgen Glieder
seien, so wird offenbar ein Fehler von IIG in den Werthen von A und

in einem speciellen Falle gleich

A, kaum 1%6 der Summe aller Glieder ausmachen.

Gehen wir nun zu dem Coéfficienten B iiber; wenn an dem Kévper
nur das Torsionsmoment M, wirkt, wire die Deformationsarbeit eines
Elementes zwischen zwei Querschnitten in der Entfernung dz:

az
— 2
57 B M

und die Derivate dieses Ausdruckes in Bezug auf M, wirde die Drehung
eines der beiden Querschnitte gegen den anderen um eine zu deren
Ebene senkrechte Achse ausdriicken; nennt man also @dz diesen
Drehungswinkel, so hat man: -

de:d—xBM,, - oder auch 0——?—#
Nennt man b und ¢ “die Halbachsen fir den elllptxschen Quel—
schmtt -30 hat man:

P M, b2+ c¢®) .
STFavS 0o
und aus den belden Welthen von @ erhﬁlt man: ’ I
' B 1t

. B—};bsos
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Fir den Kreis hat man ) = ¢ = r und somit
2

mrt’

- B=

Fir den rechteckigen Querschnitt wird der Drehungswinkel @
durch eine trigonometrische Reihe ausgedrickt; Herr Barré de Saint-
Venant, dem wir die Ldsung des Problemes der Torsion von Prismen
verdanken, -hat die numerischen Werthe jener Reihe fiir verschiedene

Werthe des Verhﬁltmsses - berechnet, wobei mit b die ganze glbssere

mit ¢ die ganze kleinere Sexte des Querschnittes bezeichnet ist. Herr
Barré de Saint-Venant hat :

"()_M

BFbc

gesetzt, worin 3 einen Zahlen-Coéfficienten bedeutet. Wir haben somit
fir den rechteckigen Querschnitt:

BM, M, o a1
F = Fb dalaus. B = I

Die Werthe des Coéfficienten g fir verschiedene Werthe des Ver-

haltnisses g sind die folgenden:

| l
; b
[4

3 l g \ g i g

100 | 0-14058 h 1-50 i 0+19576 'i 3:00 ‘ 0: 26_332 |

Lo 1-10 0-15398 1-60 | 0-20374 i 3-50 0-27331 :

; 1-20 . 0-16612 - i' 1:75 0-21428 ; 4:00° 0-28081 - |

;o 1-25 | 0-17178 I| 1-80 0-21743 !‘ -5-00 0-29185 I

! 1-30 0-17707 2:00 0-22868 r 10-00 ‘ 0-31232

| 140 | 0-186%0 l| 250 | 02493 | 20-00 | 0-32283 |
(9. Schlussformeln fiir die Deformationsarbeit. — Wenn wir

jétzt in den vollstandigen Ausdruck der elementaren Deformatwnsarbelt

die Werthe der Integrale: . - : .

fjpxxz (Iydz, ) ff(pxy + Pu") “l/ dz



<einfiihren, erhalten wir:

dz {sz n [M,+S}y(l ——x_)_]_f+ [M,-—S,(l—x)]’}

2E| L

dx A, Sy
+ 2F(BM’+——— )

Integrirt man diese Formel nach der ganzen Lange des Korpers,
80 erhilt man den Werth fir die Deformationsarbeit desselben; nimmb
man hierauf die Derivate mit Bezug auf die Krafte Py, Sy, S, und die
Momente M;, M,, M,, 8o wird man die Verschiebungen des Mittel-
punktes vom Querschnitte B parallel zur z-, y-, s-Achse, und die
Drehungen desselben Querschnittes um obige drei Achsen erhalten.

Die Durchfihrung dieser Rechnung macht keine Schwierigkeit;
aber nachdem unser Ziel beim Aufsuchen der allgemeinen Formel fir
die Deformationsarbeit nur jenes war, uns fir das Studium der Spiral-
federn vorzubereiten, wollen wir uns hier fir die gerade Feder auf den
Fall beschrinken, dass dieselbe nur von dem Torsionsmomente A,
‘beansprucht werde, d. h. wir nehmen an, dass die drei Krifte Py, Sy,
S; und die beiden Momente 1f,, M, gleich Null sind.

20. Gerade Feder, welche nur vom Torsionsmomente M, he-
ansprucht wird. — Die Deformationsarbeit des Blattes wird dann:

l dx 2 l I
fﬁ,BM o B,

und nachdem die Derivate dieses Ausdruckes den Winkel @ ‘ergibt,
welcher die Drehung des Endquerschnittes B beziiglich des eingespannten
Querschnittes A anzeigt, so hat man:

l
@_—F—BM,,

worin fiir den Coéfficienten B die oben angefiihrten Werthe zu setzen sind.
Fir den elliptischen Querschnitt hat man:

1 124 ¢

O =7 2bss

My,
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und fiir den rechteckigen Querschnitt:

1M

FBgb->

worin fir den numerischen Coéfficienten 8 der entsprechende Werth aus
obiger Tabelle einzusetzen ist.

Wir mfissen hier noch anfihren, dass fir den elliptischen Quer-
schnitt der maximale, tangentiale Zug an den Enden .der kleinen Achse

6=

wirkt und durch die Formel 2 M,
wbc?

den transversalen Widerstands-Coéfficienten, so muss fir das Gleich-
gewicht bestehen:

ausgedriickt wird; nennt man I?;

2 I,

whe < B
oder hdchstens

2 M,

b = T

bestimmt man aus dieser Gleichung M, und setzt den erhaltenen Werth
in den Ausdruck far ® ein, so ergibt sich:

1024
F 24

N =

Rtv

und fir den kreisfdrmigen Querschnitt, wenn man b — ¢ = r setzt:
L B,
Fr-

Fir den rechteckigen Querschnitt resultirt aus der Theorie des
Herrn Barré de Saint-Venant, dass die maximale tangentiale
Beanspruchung in den Mittelpunkten der grdsseren Seiten des Quer-
schnittes auftritt, und durch das Product des Torsionsmomentes und
einer trigonometrischen Reihe ausgedriickt wird, welche nur von dem

6=

Verhaltnisse l:— der Seitenflichen des Querschnittes abhangig ist. Der
Ausdruck fir die maximale tangentiale Beanspruchung des rechteckigen
Querschnittes ist durch die Formel auysgedriickt:

M,

'vrr “[).02‘ B _‘”‘V_ e
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worin b die grdssere und ¢ die kleinere Seite des Querschnittes be-

deutet; die Werthe von « filr verschiedene Werthe des Verhaltnisses g
sind in der folgenden Tabelle gegeben:

b ' 1 ‘

— o o - o

G |

1-00 0-20817 |, 1-50 0-23097 || 8-00 0-26720
10 | 02188 | 160 023483 | 8-50 0-27514
120 | 021920 | 175 0-23896 | 4-00 0-28166 |
125 | . 0-22121 1-80 0-24042 | 5-00 0-20150 |
180 | 0-22815 200 0-24588 | 10-00 0-31282 |
140 | 0-227183 | 2:50 0-25759 | 20-00 0-32283 |

Soll die maximale tangentiale Beanspruchung gleich dem Wider-
stands-Coéfficienten sein, so haben wir

aus dieser Gleichung und aus

M, eliminirt, ergibt

Nachdem fir den quadratischen Querschnitt « — 0-20817 und
$# = 0-14058, so erhalt man

O =1 481 LR,

cF

Den transversalen Widerstands-Coéfficienten R, nimmt man ge-

wdhnlich mlt 4 des normalen Widerstands - Coéfficienten an, und den

tangentialen Elasticitats- Coéfficienten F mlt E, wobei der Stahl als
isotroper Korper betrachtet ist.

Als Beispiel suchen wir bei einer Stange aus Stahl, von kreis-
fsrmigem Querschnitte, mit einem Durchmesser von 0°01 m und einer
Lange von 1:00 m den Werth des Torsionsmomentes M; und den
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| I)1ehungswiixkel ®, wobei wir voraussetzen, dass die maximale tangentiale
Beanspruchung 32 kg per mm? oder 32,000.000 kg per m? betragen soll
Nimmt man E = 20.000,000.000 per m?* und 4
F= 5 E = 8.000,000.000,

so ergibt die Formel:

oM,
s = Ry,
b, — B2000000 X 2 X 0°008 _ o0,

nachdem das Moment M, das Product aus einem Kriftepaare und dem
Hebelsarme von 0-30 m ist, hat jede Kraft des Paares den Werth:

_ 628 o oa
Die Formel:
IR,
0= Fr’

gibt uns dann
1-00 m X 32,000.000

8.000,000.000 X 0005
womit der Torsionswinkel in Graden ausgedriickt
0- 90

6= =090,

180° = 51° 32 44"  wird.

Betrachten wir noch den Fall eines Stahlblattes, welches 0°040 m
breit, 0002 m dick und 1 m lang ist; der transversale Querschnitt
hat eine Flache von 0:80 ¢m? und unterscheidet sich wenig von jenem
der cylindrischen Stange des vorigen Beispieles von 07854 cm? Flache.

Das Verhaltniss zwischen der grosseren und kleineren Seite des

0°040
rechteckigen Querschnittes ist 0°002 = 20, somit
« = f = 032283, %:1.
Die Formel:
M, _
v, = T
ergibt ‘

M, = 0-32283 X 0-040 X 0-002* X 32,000.000 = 1-653;
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nimmt man aach hier an, dass das Torsionsmoment Af; aus dem Producte
eines Kraftepaares und dem Hebelarme von 0°30 m zusammengesetzt
ist, so haben die Krifte den Werth:

1-653 -
.P == -U—.3T)' = H*51 kg.
Der Drehungswinkel bestimmt sich aus der Formel
- (/4 l .Rg
O=5 2F:

~_1-00 X 32,000.000
0-002 X 8.000,000.000 —
und ist in Graden ausgedriickt:

' 3% % 1800 = 1140 32 44,

mit 2-00.

Man ersieht hieraus, dass das rechteckige Blatt eine viel geringere
Last als die cylindrische Stange trigt, aber sich um einen grosseren
Winkel dreht. Das halbe Product des Torsionsmomentes und des
Drehungswinkels oder die Deformationsarbeit ist

%6-28 % 0-90 = 2-826,

und fir den rechteckigen ;- 1633 X 2°00 = 1-653,

weshalb sich der kreisfdrmige Querschnitt besser fir die Fedcr eignet,
besonders dort, wo Stdssc auftreten.

In diesen beiden Fallen ist der Drehungswinkel sehr gross und
wiirde bei zunehmender Liange der Stange proportional wachsen; wenn
nun am Ende nicht allein das Torsionsmoment A/,, sondern auch noch
die Momente My, B, oder die Transversalkrifte Sy, S, wirken, kdnnten
die gegebenen Formeln nur fir einen sehr kleinen Drehungswinkel an-
gewendet werden; wenn die Stange nur vom Torsionsmomente .}, und
dem Drucke P; beansprucht wird, ist die Formel fir den.Winkel ®
brauchbar, wie auch immer der Werth dieses Winkels ausfillt, weil das
Moment My und der Druck P,, welche am Endquerschnitte angreifen,
dieselbe Wirkung auf die Zwischenquerschniite haben, gleichgiltig wie
gross die Torsion oder der Drehungswinkel des Endquerschnittes be-
utiglich . des. Zwischenquerschnitbes; ausfalls, . ., '

fir den kreisformigen Querschnitt
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V. Capitel.

‘Cylindrische Schraubenfeder.

2|. Beschreibung. — Wir betrachten nun eine Feder (Fig. 14),
deren Achse nach einer Schraubenlinie 4 BCH gekrimmt ist, und
nehmen an, dass an den beiden Enden der Schraube zwei Arme A4 A,
HH' befestigt sind,. welche senkrecht zur Achse des Cylinders stehen,
auf dem die Schraubenlinie liegt, und in den Punkten A‘, H' endigen.

Wir setzen voraus, dass der eine Arm A A4, festgehalten sei, und
am anderen folgende Krafte wirken:

1. Drei Krafte, @, T, T,, greifen im Punkte H’ an, von denen
die erste nach der Achse des Cylinders von H’ nach A4/, die zweite
nach der Verlangerung des Armes HH' gerichtet ist, und die dritte
auf diesen Arm und auf der Achse A4‘H‘ des Cylinders senkrecht steht.

2. Ein Moment M,, welches die Cylinderachse A‘H‘ als Achse
hat und die Feder zu drehen strebt.

Ferner machen wir die Annahme, dass der Querschnitt der Feder,
senkrecht zur Achse der Schraube, elliptisch oder rechtwinklig sei, mit
einer Haupt-Tragheitsachse als Tangente an die Cylinderfliche und
andere in der Richtung eines Perpendikels vom Mittelpunkte des Quer-
schnittes auf die Achse .A’H’ des Cylinders.

22. Zerlegung der Krifte, weiche an der Feder wirken. — Wir
betrachten einen Querschnitt, dessen Mittelpunkt K (Fig. 14) auf einer
Meridianebene des Cylinders liegt, welche mit der durch den Punkt H
gehenden Meridianebene den Winkel ¢ einschliesst, und nehmen als
z-Achse die Senkrechte auf den Querschnitt oder die Tangente der
Schraube im Punkte K, als y-Achse die auf der Cylinderachse senk-
recht stehende Haupt-Tragheitsachse, und als 2-Achse die andere
Haupt-Tragheitsachse, welche die Cylinderfliche tangirt.

Wenn wir « den spitzen Winkel nennen, welchen die Schraube mit
den Erzeugenden der Cylinderfliche einschliesst, so ist klar, dass

1. Die Kraft ¢ mit der z-, y- und 2-Achse, im Querschnitte K
die Winkel «, 90° und 90° — « einschliesst, und daher die Componenten

Q cos a, 0 und Q sin «

Totz-Castiglinno, Theorie der Federn. 4
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ergibt, welche nach den drei Achsen gerichtet sind; ferner wird das
Moment — @7 hervorgerufen, dessen Achse die Gerade OX'?) ist,
welche zur Meridianebene des Punktes K senkrecht steht, und deshalb
mit der x-, y- und s-Achse die Winkel — (90° — &), 90° und 180° — «
einschliesst, wonach die Kraft ¢ die Momente

— Qrcos (90 — ¢) = — Q7 sin ¢, 0 und Q7rcose
ergibt.

2. Die Kraft 7' schliesst mit der y-Achse den Winkel ¢ ein, mit
der z-Achse einen Winkel, dessen cos gleich ist sin ¢ sin o und mit

der z-Achse einen Winkel, dessen cos gleich ist — sin ¢ cos «; daher
sind die Componenten der Kraft 7'

T sin ¢ sin «, T cos ¢, — T sin @ cos «;

-ferner erzeugt die Kraft 7' ein" Moment 7' r sin ¢, dessen Achse parallel
zur Cylinderachse und somit mit den drei Achsen die Winkel «, 90°
und 90° — o einschliesst, woraus sich die Componenten oder die
Drehungsmomente, welche von 7' hervorgebracht werden, mit

Tr sin g cos e, 0 und Tr sin @ sin «
ergeben.

3. Die Kraft 7) schliesst mit der Hilfsachse O X’ den Winkel
— @ und mit der Achse O Y den Winkel 90 + ¢ ein, daher sind die
Componenten mit Bezug auf diese beiden Achsen 7, cos ¢ und 7} cos
(90 4+ @) = — T, sin @; die erstere kann man noch in zwei nach den
Achsen OX, OZ gerichteten Componenten zerlegen, und erhalt somit
fir 7, die nach den drei Achsen gerichteten Componenten

T, cos @ sin « — T, sin ¢ — T, cos ¢ cos a.

1) Wir nehmen das Moment in Folge der Kraft Q negativ, weil fiir einen in X'
aufgestellten Beobachter, welcher gegen den Ursprung O sieht, das Moment eine
Drehung hervorzubringen sucht, welche jener der Bewegung der Uhrzeiger entgegen-
gesetzt ist. Um die Fig. 14 nicht undeutlich zu machen, haben wir in Fig. 15 die
Coordinatenachsen so dargestellt, dass der Ursprung O mit dem Mittelpunkte K des
Querschnittes zusammenfillt, die Achse O X die Tangente an die Schraube, 0 Y das
Perpendikel auf die Cylinderachse und OZ das Perpendikel auf OX in der Tan-
gentialebene an die Cylinderfidche ist. In Fig. 15 sind die Erzeugenden der Cylinder-
fliche vertical angeordnet. )
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Die Kraft 7, erzeugt auch das Moment 7', r cos ¢,, dessen Achse
parallel zur Cylinderachse ist und in folgende drei Componenten nach
den Achsen zerlegt werden kann:

T, r cos @ cos a, 0 und T)r cos ¢ sin e

4. Schliesslich ergibt das Moment 23, welches als Achse die
Cylinderachse hat und die Feder im Sinne der Uhrzeiger zu drehen
strebt, wobei der Beobachter in Z’ steht und gegen O sieht, nach den
drei Achsen die Momente

M cos «, 0 und M sin «.

Nachdem so fiir jede Inanspruchnahme die Componenten nach den
drei Achsen und die Momente um dieselben bestimmt wurden, kann
man durch einfaches Summiren den Normaldruck P,, die Abscheer-
krafte S;, S, beziglich des Querschnittes K und auch das Torsions-
moment M, und die Biegungsmomente M,, M, erhalten.

Somit resultirt: )

P; = @ cos « + T'sin ¢ sin a 4 7, cos ¢ sin «,

Sy = T cos ¢ — T, sin ¢,

S, = @ sin « — 7'sin ¢ cos « — T cos ¢ cos «,

My =—Qrsine+ Trsingcosa + T,rcospcos ¢ + M cos e,
M, =0,

M, = @rcosa—+ Trsin gsin e+ T) rcos g sin « + M sin a.

23. Die Deformationsarbeit der Feder. — Um nun die Defor-
mationsarbeit des Korperelementes zwischen dem Querschnitte K, welcher
dem Winkel ¢ entspricht, und dem unendlich nahen, dem Winkel ¢ + d¢
entsprechenden Querschnitte auszudriicken, haben wir

P2 ds AS? + 807
2E[ * ]+2F[BM‘2+ ¥ ]

wobei mit ds das Element der Schraube oder der Achse bezeichnet ist,
welches zwischen den zwei mit den Winkeln ¢ und ¢ + d¢ corre-
spondirenden Querschnitten liegt.

Nachdem die Krafte Py, Sy, & und die Momente M, und M, in
Functionen von ¢ ausgedriickt sind, so wird es passend sein, auch das

Element ds der Schraube durch dieselbe Variable auszudriicken; wenn
4%
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wir beachten, dass die Schraube auf einer cylindrischen Oberfliche ver-
lduft und alle Erzeugenden unter dem constanten Winkel « schneidet,

dessen Tangente %’;‘f ist, wobei wir mit p die Steigung und mit » den

Radius der Cylinderfliche bezeichnen, so wird die Projection des Ele-
mentes ds der Schraube auf einen senkrechten Querschnitt des Cylinders

rd g, woraus folgt:
_rdep __Vixrr2 4+ p?
4 =Gne—  2m %
Nennen wir nun @ den totalen Verdrehungswinkel der Schraube,
welcher so oftmal den ganzen Umfang 2z umfasst, als Windungen sind,
so haben wir fir die totale Deformationsarbeit der ganzen Feder die

Formel:

r 1 (®/P2 M2 1 (@ A(S2+ 8.2)

s (5 + o (e 27 0]

24. Deformationen der Feder und Reactionen der fixen Punkte.
— Wenn man die Derivate dieses Ausdruckes beziiglich der Krafte
¢, T, T, nimmt, erhilt man die zu diesen Kraften parallelen Ver-
schiebungen des Punktes H’, an welchem jene angreifen, und die Derivate
mit Bezug, auf das Moment M ergibt den Winkel ®, welcher die
Drehung des Armes HH’ gegen den Arm A A’ ausdriickt. Wenn man
gich die Ausdricke fir P,, Sy, S,, M; und .M, gegenwirtig halt,
ergeben sich folgende Formeln:

rcot e (@ [Py r My r (D AS;
q=—5— 5 T )d(p+—.f (—rBMx+ )d%
E (sa I, F), [}

0

r (@ (P rM,\ .
t —'Efo ('§+’71—)Slﬂ¢dq7+

+ % 1/ (r B M, sin g oot @ + A (Sy cos q)ﬂ—Sif,asm @ Co8 a)) do,
0
r (@ (P r M,

A(Ssing + S cos 9 cos a_)) i

+ I (rBM,cOScpcota—— X
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o M, r cot o

o_E T de +_'*f BM.dg.

Wenn wir annehmen, dass die Feder im Ganzen n Windungen

hat, wird @ = 2z% und man hat demnach:

f”nsinq)dtp=0, f2“ncos-q>dq)=0,
0 0

J?“nsin gpcospde =0,
0
f2nnsin'-'q)dq):nﬂ:, f2nncoszq;dq):nn,
[ [}
woraus sich folgende Gleichungén far die Verschiebungen ergeben:

_2nzmreote 1 r2 M r sin «
1= ——F " [Q €08 o (@ + 7;) + —“——Z—] +

2nmr

+ )i [Q_ sina(r’B—i—%)——rBMcosa .

.

E Ko F sin « £ sin «

. ) 2 _
tzmzr31naT(_l_+r_) +ﬁn_rTl‘ chs a+ii_(l4-‘c(§fg ’

I,

_ mmrgne,, (1 % narp [ cos?e  A(l 4 cos’a)]
h=—"% 1‘(52+I,)+_17_‘T[ Biln—a—+ Qsina |
@:;2_ng12 Qo~cosw1+M81n o + 2”“}00taB(—QrsinaMcos:x).

In der Praxis ist gewdhnlich das Ende H’ des Armes H H' wahrend
der Deformation auf der Achse der Schraube festgehalten, und deshalb
sind die seitlichen Verschiebungen ¢, ¢, gleich Null. In diesem Falle
dienen die beiden Gleichungen, welche man erhdlt, wenn man die Aus-
driicke fiir die zwei Verschiebungen gleich Null setzt, zur Bestimmung
der Reactionen 7' und 7, der seitlichen Stitzen des Punktes H'; nachdem
diese Gleichungen 7' =0, 7, = O ergeben, folgt, dass fir den Fall,
wenn die Feder nur von der Kraft ¢ und dem Momente M, welches
am Arme H H' wirkt, beansprucht ist, die Reactionen 7' und 7, Null
sind, d. h. der Punkt H’ wiirde sich genau nach der Achse der Schraube
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verschieben, auch wenn derselbe durch keine seitlichen Lager dazu
gezwungen waire.
Setzt man nun 7’=0, T, = 0, so werden die Ausdriicke fiir
Py, Sy, S.y My, My, M, die folgenden:
P, = @ cos ¢, Sy =0, S, = @ sin ¢,
M,=—Qrsinae+ Mcosee, My—=0, M,=@Qrcosa-+ Msin e,

und die Verschiebungen ¢, ¢, sind Null, weshalb nur mehr die Be-

trachtung der Ausdricke fir ¢ und @ eribrigt.

25. Vereinfachung der Ausdriicke fir ¢ und ® durch Vernach-
l&ssigung der im Verhéltnisse zu den anderen sehr kleinen Glieder.
— Um die erste Vereinfachung des Ausdruckes fir ¢ einzufihren, nennen

wir o = ‘/% den Drehungsradius des Querschnittes in Bezug auf die

2-Achse und beachten, dass das Binom
1 r? . r2 0%\ .
S_Z+T, wird I (1 + ;i),

benennt man mit » und ¢ die Halbachsen des elliptischen Querschnittes,
welche nach der y- und z-Achse gerichtet sind, so hat man:

— —T s 2 ¢ _ (. b\
Q==xnbec, I,_4bc, =7 daraus 2 =157)
wenn die Halbachse b des Querschnittes im Verhaltnisse zum Durch-
messer 27 der Basis der Schraube sehr klein ist, kann man das Glied

2
% gegeniiber der Einheit vernachlassigen; dasselbe gilt auch fir das

rT Diese Vereinfachung lasst sich in gleicher

Weise fiir den rechteckigen Querschnitt durchfihren.

Glied é— im Verhaltnisse zu

Betrachten wir ferner das Binom 72B 4- g, welches fiir den ellip-

2 (b2 2
’;%&%Q + 19(_) ”__}) - wird, und schreiben wir es

2 (b2 + ¢?) 10 e
T ( ey ()

tischen Querschnitt

in- der Form ), so sieht man leicht,



dass der Werth von immer geringer ausfallt, als die kleinere

be
V[,z + c?
von den Strecken b und c¢; wenn daher b << ¢, ist das Binom 1 4

10 b2 ¢ . 10 /b\2
+ 9 am T F o jedentalls kleiner als 1 +»§ (7) : nachdem nun das

2
Verhaltniss ? sehr klein ist, kann man das Glied ‘]s? (,bf) gegen die

Einheit vernachlissigen, was mit einer Vernachlissigung von = o gegen

r? B gleichwerthig ist. Dasselbe lasst sich auch fiir den rechtmnkhgen
Querschnitt durchfibren, und wir kdnnen schreiben:

= 2»115,%_%& r (Q 008 o + L’ié}gfﬁ) +
+ _2_”F"_l r2 B (Q sin & — Mc:s a).

Zur weiteren Vereinfachung beachten wir, mit p die Steigung der
Schraube bezeichnet, folgende Ausdriicke:
cot « = -“p"-, sin o 2’['j , COS «u = .~£,
2mr 1/4 P 1" Viz2r + p?
in denen man, bei der verhaltnissméssigen Kleinheit der Steigung gegen
den Umfang 2z r, mit grosser Anndherung p? gegeniiber 4 m?r? ver-
nachlassigen kann, und nimmt einfach

. p
sin ¢ = 1 CoS o — -,
! 2xn r’

Fiir diesen der Praxis entsprechenden Fall wird

—0. P g — g —
PX—Q27£7_7 by—09 bl‘— Qv
M,:—Qr+1u'—2-f;;, M, =0, Q——+M

und ferner
_npr 2nnrB P
q‘fﬂ,(Q2 +M)~L—-I,~—(Q —M“)

2nar

g — cnwr »I)_ n!{
=T (Q 2u+‘"> oy B( Wr+ M zm)
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oder auch, wenn man die Feder aus einem isotropen Materiale her-
gestellt voraussetzt und F :g setzt:

nr

’ 1 _ 5
¢ = -1,7[(!(2—;1—z+5m B)+Mp (7~ B)],

_n '1 5 2nr 5p*B
o=% [Q”” (f —3 B) + U (“1: + "4";7)]-
Wir kdnnen aber noch andere Vereinfachungen vornehmen; fiir den
elliptischen Querschnitt hat man

und daher

nachdem 4 die kleinere und ¢ die grossere Halbachse ist, schwankt das

Product I, B zwischen ; und }4}

Far den rechteckigen Querschnitt ist

1 1
=gt B=gpy
folglich
1 .
128"

B liegt zwischen den Grenzen O-14058 und 0-32283, wenn das Ver-

I,B=

(4

> zwischen 1 und 20 ist, folglich bleibt das Product I B

haltniss

1"168 und 3—1—8—7 Wenn man den rechteckigen und elliptischen
Querschnitt zusammen betrachtet, sieht man, dass der grdssere Werth

i-_16§ ist und fir den quadratischen Querschnitt

gilt, wihrend der kleinere Werth i ist und fir den langgestreckten,

zwischen

des Productes I, I

elliptischen Querschnitt gilt.
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Betrachten wir nun in dem oben fiir ¢ gefundenen Ausdrucke das
Binom:

2xr?
shp +5ars="7" (47[ - BI,),

2
so sieht man, dass das Verhiltniss ;1% gegen -g- B I, vernachlissigt

werden kaﬁn- wenn man auch fir B I, den Minimalwerth ‘]I annimmt,

erhilt man , B B 1, = 5 wahrend das Verhaltniss sehr klein ist,

pZ
8’ 4n2r?
nachdem dle Steigung p gegen den Umfang 2z~ sehr klein angenommen

2
wurde. Wir kdnnen also 5=?+? B fiir das Binom 25’(—1 4+ 5z r2 B setzen.

In dem Binom:

2;:r+5p3_2nr<1+5 . BI)

4nr 1 2 4x29?

welches in dem Ausdrucke fir ® enthalten ist, kann man auch das
zweite Glied gegen das erste vernachlﬁssigen denn nimmt man fiir

.2 D
B-1, den Maximalwerth I 68’ so wird 5 Tfi B 1, gleich

LI
3-36 4a2r?’
und kann im Verhiltnisse zur Einheit vernachlassigt werden.
Wir kdnnen also ¢ und ® mit folgenden Formeln ausdriicken:

: 5
¢ = g}l[sszzzQ-p p(l — §BI,)M],

~=_%[1)(1—2BL)Q+2”M].

Wir gehen nun zur Anwendung dieser Formeln auf zwei in der
Praxis haufig vorkommende Anordnungen iber.

26. Die Schraubenfeder wird nur durch das Moment M be-
ansprucht. — Hierbei lassen sich zwei Falle unterscheiden, je nachdem
sich der Punkt /4’ nach der Achse der Schraube verschieben kann, oder
ob er fest ist, so dass sich die Distanz A’H’ nicht andern kann.
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Im ersteren Falle hat man in H’ keine Reactioh und kann. in den
Formeln deshalb @ = O setzen, womit man erhalt:

P, =0, S, =0, 8, =0,
M, = 21;7 M, M, =0, M, = M.
q.—:»’}{f(l—gBI,) M,
@=2—E’%5M.

Man sieht, dass in jedem Querschnitte von dem Torsionsmomente

M, = 1’% M hervorgebrachte tangentiale Krafte und durch das Bie-

2
gungsmoment 3, — M erzeugte normale Krifte auftreten; aber die
ersteren sind im Verh#ltnisse zu den letzteren sehr klein, weil das
Moment M, gegen M, sehr klein ist. Nun kann man bekanntlich nach
der Theorie von Navier und Barré de Saint-Venant fir einen
Punkt eines Querschnittes, in welchem ein normaler Druck p.x und eine
tangentiale Kraft wirkt, deren Componenten py;, p.. parallel zu den
Haupt-Tragheitsachsen sind, annehmen, dass die Bedingungen des Gleich-
gewichtes dieses Punktes dieselben sind, als wenn nur ein normaler
Druck wirken wiirde, dessen Werth gleich
3 Pxx + % Voe? + 4 (py® + Dus®)

wiare; nachdem die taxigentiale Kraft, deren Resultirende Vpsy? + poy?
ist, im Verhaltnisse zu py sehr klein wird, kann man 4 (p:® 4+ p,x2)
gegen p,,® vernachlissigen, wonach sich die vorstehende Formel auf 2,
reducirt, so dass also bei der Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen
die tangentiale Kraft vernachlassigt werden kann und nur die normale
zu berdcksichtigen kommt; nennt man v die Maximal-Entfernung der
Punkte der Contour des Querschnittes von der z-Achse, so ist

My
*I':_R

der maximale Zug oder Druck pro Flacheneinheit.
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Sonach wird fir den elliptischen Querschnitt mit den Halbachsen
b und ¢ nach der y- und z-Achse, wie wir schon an anderer Stelle
sagten:

L=%ve B="X7 pr=UEC
und daher
PR e (R .~ =t
o=2""
R= g M

ferner, wenn man M aus dem Ausdrucke fir R bestimmt und den
Werth in den Ausdruck fiir @ einsetzt:

2anr R
0 =" |
Der Ausdruck fiir g zeigt uns eine merkwiirdige Eigenschaft der
Feder; wir haben das Moment M als positiv angenommen, wenn es die
Feder zusammenzudrehen sucht, und als negativ, wenn es dieselbe auf-
zuwinden strebt; ferner zeigt ein positiver Werth von ¢ eine Verkiirzung
und ein negativer eine Verlangerung der Achse der Schraube an.

Daraus folgt, wenn M positiv ist, d. h. eine grdssere Verdrehung
der Feder bewirkt, dass sich die Achse der Schraube verkiirzt oder
verlangert, je nachdem 5 b2 << 3 ¢® oder 5 4% > 3 ¢? ist.

Fir den kreisformigen Querschnitt mit dem Durchmesser d, wobei

c=b= tritt eine Verlingerung ein und die vorstehenden Formeln

’Qa
werden
__ 16arp
1=""Faat
__128nr
- Ed+t

M,

(0] M,
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_ 32

R_n—dj M,
4xnr R
O=—0"F

Fir den rechteckigen Querschnitt, mit den Seiten b und ¢ parallel
zur y- und z-Achse, hat man, wenn b < ¢

\

1 1 1 b

—_ = 38 _ _ =
L=p¥e B=yp, BL=pp "=
und daraus
_12nrp 5
{=Epec (1 - m) o,
2d4nxr
0= 3w, M
. 6
Rz—b'z—c'M,
4nnr R
6 = b §ou

Der Werth fir ¢ wird positiv oder negativ, je nachdem f grdsser

oder kleiner als 224 = 0-20833 ist; daraus folgt nach der Tabelle der

Werthe fir g, dass die Verschiebung g positiv ist, wenn ¢ =170 oder

b

b << 059 ¢, und negativ, wenn Z— << 1'70 oder b > 0°59 c.

Fir den quadratischen Querschnitt ist § = 0-14058 und daher

. nrp
q=—D5"184 T M,
2d9nxr
. OA-——E‘I;;*M;
6
R:*b—sM,
@ — 4nnr B

b E
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Wir gehen jetzt zur Betrachtung des Falles fiber, dass der Punkt H*
sich nicht im Sinne der Schraubenachse verschieben kann. Hierbei wird
eine Reaction @ auftreten, welche sich in Function von M ergibt, wenn
man den Werth von ¢ gleich Null setzt, namlich:

pc—gBLyM
Q=— 5z B1I, !
und diesen Werth in den Ausdruck fir ® eingesetzt, ergibt:

5 2
p? (l——BI,)
nr 2 L 42| M
£l sxriBL  T2=| M

Wenn die Steigung p im Verhdltnisse zum Umfange 2x r sehr
klein ist, wird das erste Glied in den Klammern des Ausdruckes fir @
gegen das zweite sehr klein und kanu vernachlassigt werden, wonach

[0 —

2nmr
EI,
resultirt, gerade so, als ob der Punkt H‘ frei ware.

6= M

Die Reaction ¢ ist negativ, wenn der Werth des Binoms 1 — % B1,

positiv ist und umgekehrt, so dass beziglich @, abgesehen vom Zeichen-
wechsel, die reciproken Eigenschaften gelten, welche wir fir ¢ gezeigt
haben, wenn @ Null ist.

Die Ausdricke fir die Krifte P, Sy, S, und die Momente
M, M, M, bleiben vollkommen dieselben, wie in Nummer 25, ndmlich:

—o. P _ _
P=¢z2., §=0  s=¢
M,=—Qr4+ M2 M, =0 M=9L +Mm
x 2“:’.7 y [] z Q27$+ )

in denen man fiir @ den obigen Werth einsetzen muss. Nachdem wir
aber soeben gezeigt haben, dass dieser Werth sehr klein ist, so folgt

daraus in erster Linie, dass man im Ausdrucke von M, das Glied @ »21;-:

gegen M vernachlassigen kann, und ferner, dass die von P, erzeugten
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normalen Krafte und die von S, und M, hervorgebrachten tangentialen
gegeniiber den vom Momente M, erzeugten normalen Kriften vernach-
lagsigt werden kdnnen. Somit erhdlt man neuerdings dieselben Resultate
wie fir den Fall ¢ — O und kann demnach den Widerstand der Feder
nach folgender Formel berechnea:

My

I

27. Die Schraubenfeder ist nur von dem nach der Achse der
Schraube gerichteten Druck @ beansprucht. — Auch hier lassen sich
zwei Falle nnterscheiden, je nachdem sich beim Zusammendriicken der
Feder der Arm HH' frei drehen kann, oder ob derselbe daran ver-
hindert ist. Diese zwei Fille haben denselben Zusammenhang wie die
in der vorigen Nummer betrachteten; deshalb werden wir uns darauf
beschrinken, den ersten, in der Praxis gewdhnlich vorkommenden Fall
zu behandeln; wir figen hier nur an, dass man bei Vernachlassigung
der sehr kleinen Werthe auch im zweiten Falle zu denselben Resultaten
gelangt, so weit die Verkiirzung der Achse und der Widerstand der
Feder in Betracht kommen. ,

Wenn nur die #ussere Kraft ¢ angreift und die Feder sich in
Folge des Druckes frei auf- oder zudrehen kann, muss man in den
allgemeinen Formeln, welche ¢ und M enthalten, M — O setzen, woraus
resultirt:

= I

Po=Q 5o, 5,=0, 5= ¢,
My= —@Qr, M, =0, MZ:Q?%,
bnar® B
- E Q’

nrp

5
T (1—5131,) Q.

Es ist wichtig zu bemerken, dass dieser Werth von 9 gleich dem

Q

Werthe des Verhaltnisses % ist, fir den Fall, wenn nur das Moment 37

wirkt; man sieht also sogleich, dass in diesem Falle fiir ® dieselben
Eigenschaften wie im anderen fir g gelten,

® =
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In irgend einem Querschnitte treten somit die normalen, elastischen
Krifte p. auf, welche vom Drucke P; und dem Biegungsmomente M,
herriihren, und die elastischen, tangentialen Krafte, welche vom Tor-
sionsmomente Jf; und der Abscheerkraft S, erzeugt werden; der Werth
von Py fir einen Punkt im Abstande y von der s-Achse ist durch die

Formel gegeben:
1

—o 2 (L ¥\ (1, 17y
Pex = Qﬂ(m + 1,) = @%nr (sz + 1,)‘
Setzen wir beispielsweise einen elliptischen Querschnitt voraus, mit -
der kleineren Halbachse b nach der y- und der grdsseren Halbachse
nach der s-Achse gerichtet, so haben wir
R ==abe, 1,=;£bsc,
und der Maximalwerth fiir p.., welcher fir y — b auftritt, wird

_ P _2¢Q»p b
p“—Q‘an nbc<l+ )_nz-b25<1+71—r)'
Das Torsionsmoment M, = — @ r und die Abscheerkraft S, = @
erzeugen elastische, tangentiale Krafte, deren Maximalwerth pro Flachen-

einheit an den Enden der kleinen Achse auftritt, und von dem Zeichen
ahgesehen, folgender ist:

2@ 4Q _ 2Qr 2b
P =235 T Smbe T whic (1 + 5)

Dividirt man den Maximalwerth von .p,, durch jenen von p,,, 80
crhalt man
£ L E
TS
"1 + 3r

dieser Werth ist geringer als jener von %, woraus folgt, dass fiir eine

im Verhaltnisse zum halben Umfange = r kleine Steigung der Schraube
auch der Maximalwerth von p,, gegen jenen von p, sehr klein ausfallt.
Deshalb ist es nicht nothwendig, die zusammengesetzte Formel des
Widerstandes anzuwenden, wenn auch diese beiden Maximalwerthe im
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selben Punkte auftreten, und man kann fiir irgend einen Querschnitt nur
die Torsion wirkend annehmen, wonach die Gleichgewichtsgleichung wird
20r
nb?c

Fir den elliptischen Querschnitt werden die Ausdriicke fir ¢ und

= R.

®, wenn man in ersterem 5 F fir E und in beiden

2
_Tu, gVt _¥4e
Iz_4bc, B_ul,”c” BI'__ZCT
setzt, die folgenden
__2n1r3(b? 4 ¢?)
1="Fps @
_4nrp 5 @24 ¢?) . nrp(bb?—3¢c?
@_Enb’—c(l— 862_~>Q__ 2Emb @

und man sieht demnach, dass ein Zusammendriicken der Feder ein
Zusammen- oder Aufdrehen derselben bewirkt, je nachdem

52 > 3 c? oder 5b2 <3

Eliminirt man ¢ aus dem Ausdrucke fir ¢ mittelst der Gleich-
2Qr

gewichtsgleichung e = Ry, so erhialt man
' _nmr? (b 4 c?)
1="Fpe

Fiir den kreisformigen Querschnitt, mit dem Durchmesser d, also

b=c= g resultirt:

g 16
Qr
x dd = R,
__64n9t _4nmr By
= __F—d_‘—- Q, Od'er auch q = d 'F,
_ 16nrp
O=—Faa &

Fir den rechteckigen Querschnitt kann man ebenso wie fir den
elliptischen beweisen, dass die Anwendung der Formel des zusammen-
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gesetzten Widerstandes nicht nothwendig ist, indem man mit grosser
Anndherung nur die maximale, tangentiale Kraft bericksichtigt, welche
vom Torsionsmomente erzeugt wird. In Nummer 20 haben wir gesehen,
dass dieses Maximum im Mittelpunkte der grdsseren Seiten auftritt, und

M, Qr
abic’ oder abic
ist, woraus die Gleichgewichtsgleichung
Qr _
ab2c By

folgt; « ist ein Zahlencoéfficient, dessen Werth aus der in Nummer 20
gegebenen Tabelle entnommen werden kann. Wir haben auch gesehen,
dass fir den rechteckigen Querschnitt
1
I—'ﬁb B = ﬁb* BIZ_12‘6,
ist, worin f, als Function vom Verhaltnisse %, einen Zahlenwert be-

deutet und in der am Schlusse von Nummer 18 angefihrten Tabelle
gefunden werden kann.

Wir haben ferner
bnmrd 2n wrd
1=FpcE Y= Fp.F @

@;M(l—i) Q.

Bck 2% B

Eliminirt 'man @ aus dem Ausdrucke fiir g mittelst der Gleich-
gewichtsgleichung

so erhilt man:

Fir den quadratischen Querschnitt hat man b = ¢, « = 0-20817,
8 = 0-14058 und somit

Y
0-20817 b5 —

Totz-Castigliano, Theorie der Federn, ’ 5
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_ 2”“_2,,@_2""” R,
1= 014058 * F * ~ 0°67136 F°
nrp
wE ¢
Anmerkung. In diesem und den folgenden Capiteln haben wir im Allgemeinen
b die kleinere und ¢ die grossere Seite der rechtwinkligen Querschnitte benannt,

wihrend im Capitel IV b > ¢ vorausgesetzt ist. Deshalb muss man sich bei der An-
wendung der Werthe von « und' 8, welche in den Tabellen der Nummern 18 und 19

G = — 5784

gegeben sind, vor Augen halten, dass die mit dem Verhiltnisse -;— dberschriebene

Rubrik die Werthe des Verhaltnisses zwischen der grdsseren und kleineren Seite des
rechteckigen Querschnittes gibt, wie auch immer die Buchstaben sein mdgen, mit denen
diese Seiten bezeichnet sind.

VI. Capitel.

Konische Schraubenfeder.

28. Beschreibung und geometrische Verhiiltnisse. — Wir nehmen
an, dass die Achse der Feder eine Schraubenlinie sei, welche auf einem
geraden Kegel mit kreisformiger Basis gezogen ist; die Curve enmtsteht
dabei auf die Art, dass sich ein Punkt mit gleichformiger Geschwindig-
keit auf einer Erzeugenden der Kegelfiache bewegt, wihrend die Er-
zeugende selbst mit gleichformiger Geschwindigkeit um die Kegelachse
rotirt. Die so definirte Curve projicirt sich als archimedische Spirale
auf die Basis der Kegelflache; jene hat constante Steigung, schneidet
aber die Erzeugenden der Kegelfiiche unter variablen Winkeln.

Nennt man h die auf den Erzeugenden der Kegelfiiche gemessene
Steigung und « den Winkel, welchen die Erzeugenden mit der Kegel-
achse einschliessen, so ist h sin « die Steigung der archimedischen
Spirale oder der horizontalen Projection der Schraubenlinie, und % cos o
die Steigung der Schraube auf der Kegelachse gemessen.

Die Gleichung der archimedischen Spirale oder Horizontalprojéction
der Schraubenlinie ist
h sin « 0
)
2n

r=r, —
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worin mit », der Radius OA4 der Kegelbasis oder der Radius vector
der Curve im Punkte A, und mit 6 der Winkel bezeichnet ist, welchen
der Radius OB = r mit dem Radius O 4 = r, einschliesst, vermehrt um
so viel ganze Umfinge, als Windungen zwischen den Punkten 4 und B
liegen. '
Nennt man 2 die Hohe des Punktes der Schraube, welcher in B
auf die Kegelbasis projicirt ist, so hat man
g = ry—7r _hcose

T tange T 2= .

Aus diesen Formeln ergibt sich .
h sin « hcos a
P do, dz= o ae,

wonach sich das Bogenelement der Schraube durch foigende Formel
bestimmt:

.dr:—-

——
ds:Vr’de’—{—dr’—i-dz’—_—rdel/l-|—4—tf:,—;—z.

Die horizontale Projection des Elementes d s ist:

h? sin? «
dsl= 72d63+dr’_——fde‘/l+ '4—“57—2
und der Winkel v, welchen die Normale zur archimedischen Spirale
mit dem Radius vector einschliesst, ist gegeben mit
dr h sin &
WY =06 T T ar
Nennt man ¢ den Winkel, welchen die Tangente an die Schrauben-

linie mit einer Horizontalebene oder mit der Kegelbasis einschliesst, so
hat man

ds' 4272+ h%sin? «
OOS(p:ds: 4393 4 B2
. dez hcos &
sSin @ =

s~ Yigrt i
Wenn die Steigung A im Verhaltnisse zum Umfange 2z » sehr

klein ist, kann man einfach nehmen:
5*
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__hcose

)
gin ¢ = ) ds=rdo= =rr

2ar " hsine

29. Wirkungsweise der die Feder beanspruchenden Kraft. —
Wir nehmen an, dass die in Betracht stehende Feder am unteren Ende
fest eingespannt sei und am oberen Ende von einer verticalen Kraft P
einfach gedriickt werde, ferner dass die Feder einen constanten, ellip-
tischen oder rechteckigen Querschnitt habe, dessen eine Haupt-Trag-
heitsachse horizontal liegt.

Wir betrachten den Querschnitt im Punkte B‘ und nehmen als z-,
y- und z-Achse die Tangente an die Schraube, die horizontale Haupt-
Tragheitsachse und die andere Haupt-Tragheitsachse. Wenn » der
Radius vector im Punkte B‘ oder die Entfernung dieses Punktes von
der Kegelachse bezeichnet, so ist bekanntlich die Wirkung der Kraft P
auf den Querschnitt in B‘ gleich jener einer ebenso grossen parallelen
Kraft, welche in B‘ angreift, und einem Kriftepaare aus besagter Kraft
P und einer anderen gleich grossen, entgegengesetzten Kraft in Z*
angreifend; dieses Kraftepaar hat eine Gerade zur Achse, welche auf
einer durch den Punkt B’ und die Kegelachse gehenden Verticalebene
senkrecht steht, und sein Moment ist P r.

Die Verticalkraft P, welche wir nach B‘ verlegt haben, schliesst
mit der z-Achse den Winkel 90 — ¢, mit der y- einen rechten und
mit der z-Achse den Winkel ¢ ein; folglich sind die Componenten nach
den drei Achsen:

P, = P cos (90 — ¢) = P sin ¢, Sy =0, S; = Pcos ¢.

Das Moment P r, dessen Achse horizontal und senkrecht auf dem
Radius vector r ist, kann man in erster Linie in zwei Kraftepaare zer-
legen, von denen eines die y-Achse des Querschnittes und das andere
die Tangente an die Horizontalprojection der Schraube oder an die
archimedische Spirale zur Achse hat; das erste Moment ist M/, — Py sin ¢
und das zweite P r cos . Die Achse des letzteren ist eine horizontale
Gerade, welche in der Ebene der z- und #-Achse liegt und mit diesen
den Winkel — ¢ und 90 + ¢ einschliesst, weshalb das Moment P r cos ¢
in zwei weitere um die z- und #z-Achse zerlegt werden kann, nimlich:

M; = Prcosypcos g M, = — Prcos ysin ¢.
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Wenn man den Fall in Betracht zieht, dass dis Winkel ¢ und ¢

sehr klein sind, so dass man
h cos « h sin «
TR cos p — 1, smz/;_—2—;t—r—, ctfsz/:_l

annehmen kann, so resultiven im Querschnitte B‘ fiir die an der- Feder
wirkende Kraft P die drei Krafte:

Sintp_

P= Pl%c::—:, 8, =0 S,=P
und die drei Momente:
M, = Pr, = Ph 3‘“: M= —Ph’y

30. Deformationsarbeit der Feder. — Wir werden jetzt die
Deformationsarbeit der Feder durch die in Nummer 19 gegebene Formel

ausdricken und erhalten:
A48, .
]d + 3 1«' [ ]ds )

2z [ &+
oder
1 P2Rh% ([cos?e . s8in?e cos?a .2

SE 4,z=f[rm L i A ]d +2szf[B + ]‘“
wobei die Integration auf die ganze Linge der Feder ausgedehnt
werden muss.

Wenn beispielsweise der Querschnitt elliptisch ist, mit der Halb-
achse b nach der y- und der anderen Halbachse ¢ nach der z-Achse
gerichtet, so hat man:

— _ T8 — % s _b+e - 10
Sl__xbc, Iy.-4bc,Iz_4bc, B = b’c-"’A"_Q’
. cos? o sm2 cos o .
das Trinom: 0 4 —5— ~I wird

B 1 cos? « 4 sm2 o 4 4 cos? o
mbel| ¢ b2

) Wir miissen bemerken, dass in der in Nummer 19 gegebenen Formel die
Ausdricke My 4 Sz (! —x) und M; — Sy (! — «) die Biegungsmomente des Quer-
schnittes mit der Abscisse = darstellen, Momente, welche wir jetzt fir den durch die
Abscisse s bestimmten Querschnitt einfach durch My und M. geben.
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und das Binom B r? 4 % verwandelt sich in

1 b? 4+ ¢? 10\
mbe (—b’—c—r r+ —9_)’
wenn deshalb die Halbachsen b und ¢ im Verhaltnisse zum Radius r

sehr klein sind, kann man im Trinom das Ghed

gegen die anderen

zwei und im Binom %) gegen das andere Glied vernachlassigen. Das-
gelbe lasst sich auch leicht fir den rechteckigen Querschnitt zeigen
und die Deformationsarbeit wird in beiden Fallen:
1 P?h? fsin?a |, cOS’« 1
ﬁ”,-( T+ )fds-}-WP”Bfﬂds.
Wenn nach unserer Voraussetzung die Steigung der Sebraumbe
gegen den Umfang 2z r sehr klein ist, kann man, wie wir gezeigt haben,

ds=rdo= 27" g,
h sin «

nehmen; wir haben das negative Zeichen im zweiten Grade nicht gesetzt,
weil die Integration nicht vom Maximum bis zum Minimumwerthe von r
ausgedehnt wurde, wie es nothwendig wire, sondern vom Minimum bis

zum Maximum, wie man es zu machen pflegt; sind daher r, und =,
der Maximum- und Minimumwerth von r, und nennt man ! die ent-

wickelte Lange der Feder, so hat man:

2 2
ds— frl 2xr dr=“(r‘. ﬁ—)_l,
hsma h 8in «

j,zds_ 2=z f’l 3d,.__7‘(’1 — 1) _ "1"|""'o
%o

h sin « 2 h sin «

Deshalb wird der Ausdruck fir die Deformationsarbeit:
2 in2 2
I Ph (slna+cos )+2szBr1—‘i-'ro

2k 4= \ T,
oder auch
1 Ph(r?—r? (si®a . cos?a 1 5, pa(nt—re)
5F  dmsma (Lt ) oF ' B Zisma -
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3. Deformationen der Feder und maximale Beanspruchungen pro
Flichenheit. — Wenn man die Derivate dieses Ausdruckes beziiglich
P nimmt, so erhalt man die Verschiebung des Angriffspunktes dieser
Kraft oder die Verkiirzung f der Feder in der Richtung der Kegelachse:

I Ph? (sin? @« | cos?« l 724 1y?
f_E4n’(Iy I,)*‘FPB g
oder '
1 Ph(r?—ryd) (sinfa | cos?a ® ("t —1ot)
=% 4avsm&_( + I, )+FPB " 2hsine -

Wir werden den Fall fir die Feder mit elliptischem Querschnitte
und jenen fir die Feder mit rechteckigem Querschnitte getrennt unter-
suchen.

Fir den ersteren Fall erhdlt man bei Beibehaltung der friiheren
Bezeichnungen:

I Pw (sin’ cos? ) + I P4 c?) r? 4+ r?

f—En3bc c? + b? F =zbdcs 2 !

oder, E = g F gesetzt:

__ Pl 2 h? (sin2 @« | cos’a +c2 rd 4 r?
f‘???&&?(c=4'b3)+ a2 }
Diese iibrigens sehr einfache Formel kann fir die gewdhnlichen

Falle der Praxis, wo die Steigung %» im Verhaltnisse zum Radius 7,
sehr klein ist, noch weiter vereinfacht werden; vergleicht man namlich
die in den Klammern stehenden Glieder miteinander, so sieht man, dass
das ‘erste im Verhaltnisse zum zweiten sehr klein ist, weil der Factor

sin? « cos? o
c? T
immer kleiner ist als der Factor

b2 4 ¢? 1
T T a

2 2 2
und ferner der Factor -z% im Verhaltnisse zum Factor 4! -;_ro_ sehr

klein ist. Man kann somit das erste Glied in den Klammern vemach—
lassigen und erhalt einfach:
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f— Pl 4 ¢?) (ry2 + 1)
o 2 F m 18 c® ?

welche Formel auch rasch erhalten wird, wenn man in der Defor-

mationsarbeit nur jenes Glied beriicksichtigt, welches von der Torsion

herriihrt.

In irgend einem Querschnitte treten die Normaldriicke p,r, von
der Kraft P; und den Momenten M,, M, herrihrend, auf, und die
tangentialen Dricke, welche von der Abscheerkraft S; = P und dem
Torsionsmomente My — P r hervorgerufen werden.

Nennt man, wie gewdhnlich, ¥ und 2 die Coordinaten eines Punktes
des Querschnittes beziiglich seiner Haupt-Tragheitsachsen, so hat man:

P, M, M,
pxx——‘g--i——l;z-—ry

oder auch

Ph- co8 « 4 sin « 4c08
p“=2ar3bc( r + c? s+ b2 )
Den Maximalwerth dieses Ausdruckes erhialt man fiir einen Punkt

der Contour des Querschnittes, oder fiir einen Punkt, dessen Coordinaten
der Gleichung

y? 32
T a=1

geniigen, woraus sich durch Differenziren ergibt:

02
Setzt man das Differentiale von p,, gleich Nuil, 80 erhalt man:

sin « coS &
sz-{—T dy_—_O;

dy

eliminirt man T 28 dieser und der vorstehenden Gleichung, so resultirt :
Yy Z _ _0-
€08 o sin « ’

diese (tleichung mit jener der Contour combinirt, ergibt uns die Coor-
dinaten des Punktes, fir welchen der Werth von p,, ein Maximum wird,
namlich: '




coS « sin «

y= ey 2= ———

cos? sin? « cos? & 8in? o

V—az— T Vb— T

Mit diesen Werthen wird das Maximum von p, im betrachteten
Querschnitte:

cos o cos~ sm2
P =3 atz b c +4 ‘/ )

Wir gehen nun zu den tangentlalen Beanspruchungen fiber.
Die Abscheerkraft S, — P erzeugt eipe tangentiale Spannung p,,,

deren Maximalwerth auf der y-Achse auftritt und 3‘;1;61) ist. Das

Torsionsmoment M, — P r bringt eine tangentiale Spannung p,. hervor,
deren Maximalwerth an den Enden der kleinen Achse liegt und dort
die Contour tangirt; nimmt man b < ¢, so hat die tangentiale Maximal-
spannung, welche vom Momente M, erzeugt wird, den Werth:

2Pr
whie -

Diese Spannung addirt sich mit jener, welche von der Abscheer-
kraft hervorgebracht wird, woraus der tangentiale Maximalzug im Quer-
schnitte resultirt mit

P = 2L (2 + ,',)
X 3 b .

Man sieht, dass dieser Ausdruck mit » wachst oder fir den der
Kegelbasis zunichst liegenden Querschnitt ein Maximum wird; dagegen
vermindert sich der Ausdruck fir p,, beim Wachsen von » und wird

deshalb dort ein Minimum, wo p,, ein Maximum ist.
Firr einen gegebenen Werth von « ist das Maximum von p,, offenbar

kleiner als
PL /1 4 2P h /1 r
*—2nzbc(7~+ T))znbc E(Z"‘F)‘

. cos?a . sin? 2 n? o
weil cos &« <1 und ‘/ 08 « + o e l/cﬁzz—a + gl—[;)z— oder auch

c?

!) Siehe Castigliano, cit. Op., pag. 170.
) o n » w» o 10L
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/oo e i o
EobLz"_‘ E%z-f < tlT Der letztere Ausdruck ist eine sehr kleine

Grdsse im Verhaltnisse zum Maximum von p,, in allen Querschnitten,
wo das Verhaltniss nlr ein kleiner Bruch ist, deshalb besonders an der

Kegelbasis. Es ist daher nicht ndthig, dort die Formel des zusammen-
gesetzten Widerstandes anzuwenden, sondern es geniigt, fir das Gleich-

gewicht zu setzen:
2P /2 r
P =Ry, oder x_bE(§ + '13) = B

Das Verhaltniss % muss nach der Annahme eine sehr grosse Zahl

sein; deshalb kann man den Bruch ?7 im Verhaltnisse zu derselben ver-

nachlassigen, wonach die Gleichgewichtsgleichung einfach
2P
nb?ec
wird, wie man auch ohne Weiteres erhalten kann, wenn man nur die
Wirkung der Torsion betrachtet.

=R,

Wenn man mittelst dieses Ausdruckes, nachdem r, fiir » gesetzt

wurde, P aus jenem fiir / oben gefundenen eliminirt, erhilt man:
_ L@+ ) (r? + 7P
f= 4Fr bc £
Wenn die Feder kreisformigen Querschnitt vom Durchmesser o

hat, resultirt:
f8PLE2+rd) 102+ rd) o
— Fﬂl,’d“ = Frl d ty

16 Pr,
x d’

Fir den rechteckigen Querschnitt kann man ebenso leicht wie fiir

= .Rg.

den elliptischen nachweisen, dass fir eine im Verhiltnisse zu den Radien
der Windungen sehr kleine Steigung und sehr kleine Seiten des Quer-

schnittes jene Glieder, welche vom Normaldrucke, der Abscheer- und
Biegungskraft herriihren, beziiglich jenes Gliedes, welches von der Torsion
herrtihrt, vernachlassigt werden kdnnen; darnach kann man
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4 (ry® + 7r?)
f= TPB e

annehmen; nennt man b die zur y-Achse und c die zur 2-Achse parallele
Seite des Rechteckes, und setzt voraus, dass b <<¢, so hat man

B = L und folgt somit

gbc
f_ l_'P ("-l3 +r0_z)t
T 2FBbBc
worin 8 eine Function von ° ist und den in der Tabelle Nummer 18

b
angegebenen Zahlenwerth hat.

Der maximale, tangentiale Zug, welcher durch das Torsionsmoment
M, = P r hervorgebracht wird, tritt im Mittelpunkte der grdsseren
Seiten auf und ist durch die Formel:

_Pr
pﬂ_abzc1

gegeben; fir «, welches eine Function von % ist, kann der Zahlenwerth
aus der in Nummer 20 angefihrten Tabelle entnommen werden. Der
Werth von p,, ist fir die Kegelbasis oder fir » = r; ein Maximum,
wonach fir das Gleichgewicht resultirt:
Pry
ab?e
Setzt man den aus dieser Gleichung bestimmten Werth von P in
den Ausdruck von f ein, so erhalt man:
_alr®+r o))
=% 2rrp T
Fir den quadratischen Querschnitt hat man ¢ = b und
Pr,
0-20817 8
f= Pl +rd) _ 1(r?+ ) R,
0-28116 F b+ 1-3506 Fr, b

= Rg.

= Rh
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V11, Capitel.
Widerstand der Federn gegen Stosse.

32. Die Federn sind der Einwirkung einer Kraft ausgesetazt,
deren Angriffspunkt sich nach einer geraden Linie verschiebt. —
Denken wir uns einen elastischen Kdrper, dessen Lage durch einen Fix-
punkt, durch die Richtung eines Elementes einer Linie, welche durch
diesen Punkt geht, und durch das Element einer Ebene, welche durch
" das Element der Linie geht, bestimmt ist.

Nehmep wir an, dass dieser Korper an irgend einem Punkte von
einem andern gestossen wird und beide zusammen vibriren. Die strenge
Untersuchung der Gesetze, nach welchen die Deformationen der beiden
Korper wihrend der Vibration auftreten, daher auch die Bestimmung
der inneren Krafte in Functionen der Zeit, ist eines der schwierigsten
Probleme der Elasticitatstheorie und bis jetzt, einige sehr einfache Falle
ausgenommen, nicht vollkommen geldst.

Wenn man als gestossenen Korper eine im Verhiltnisse zum
stehenden Korper sehr kleine Masse hat, derart, dass man selbe als
Null betrachten kann, und der stossende Korper als vollkommen un-
elastisch betrachtet wird, so wird die Ldsung der Aufgabe viel einfacher;
daher werden wir bei Anwendung fir die Federn nur diesen Fall
behandeln, nachdem fiir dieselben im Allgemeinen beide gemachten
Annahmen zutreffen.

Nachdem wir speciell jene Umstdnde in Betracht ziehen, welche
in der Praxis am haufigsten vorkommen, setzen wir vorans, dass der
Beriihrungspunkt zwischen dem stossenden und gestossenen Korper auf
einer geraden Linie oscillirt, auf welcher sich auch besagter Punkt in
Folge der Einwirkung der Kraft F, welche nach dieser Geraden gerichtet
ist, verschiebt.

Dieses festgestellt, nehmen wir an, dass nach der Zeit ¢ der An-
griffspunkt des stossenden Korpers sich in der Entfernung y von seiner
(leichgewichtslage befindet, wenn auf die Feder keine Kraft einwirkt,
und nennen
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P das Gewicht des stossenden Korpers,
o den Winkel, welchen die Bewegungsrichtung mit der Verticalen
einschliesst,

f die statische Verschiebung, welche der Angriffspunkt des stossenden
Korpers in Folge einer Kraft erleiden wirde, welche dem Gewichte I
gleich ist, und nach und nach in der Bewegungsrichtung wirkt.

Damit die Kraft die Verschiebung y erhalt, welche nach der Zeit ¢
eintritt, muss dieselbe offenbar die Intensitit P% haben, daher ist die
beschleunigende Kraft am Ende der Zeit ¢

Pcos:x—l’%’.,

die beschleunigende Kraft ist auch ausgedriickt durch
Py,
gde’

demnach besteht die Gleichung:

szy__ y y_ gy
;W PCOSa—PT, oderauchﬁ gcos:x——T.

Well Y die Greschwindigkeit am Ende der Zeit ¢ ist, wird offenbar
die manmale Geschwindigkeit mit dem Werthe von y correspondiren,

2
welcher ?l-tz — 0 ergibt; daher erhalt man sofort

y=1/fcosa

fir den Werth von y, welcher dem Punkte der maximalen Geschwindig-
keit entspricht.

Um nun die Integration durchzufiihren, stellen wir die Bedingung

auf, dass fir ¢ = 0, 717 = ¥, y = 0 wird, d. h. wir nehmen als Aus-

gangspunkt fir die Zeit den Moment, in welchem der Korper durch
seine Gleichgewichtslage geht, und nennen V die Geschwindigkeit,
welche in diesem Augenblicke der stossende Korper hat.
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Dieses festgestellt, die beiden Glieder der Differentialgleichung
mit d y multiplicirt und unter der Bedingung integrirt, dass fir y — 0,
%—"t-l = V wird, resultirt: )

P [(dy\? .| ¥
2"‘*‘9 (E‘[)—V]—Pycos(x—-P?—f.

Das erste Glied dieser (leichung driickt die lebendige Kraft des
Systemes (oder des stossenden Korpers allein, nachdem wir die Masse
des gestossenen Korpers gleich Null angenommen haben) aus, welche
dasselbe erlangt, wahrend es den Weg von der Gleichgewichtslage bis
zu jener,.von der Ordinate y bestimmt, zuriicklegt; das zweite Glied
gibt die in derselben Zeit von den auf das System wirkenden Kraften
geleistete Arbeit, diese Krafte sind das Gewicht P und die elastischen
Krifte; thatsachlich ist der verticale Weg des Gewichtes P gleich cos «,
wonach Py cos « die Arbeit des Gewichtes P ist; die an dem ge-
stossenen Korper in der Richtung der Bewegung angreifende Kraft,
welche den elastischen Kraften in der durch die Ordinate y bestimmten
Lage das Gleichgewicht halten wiirde, ist, wie wir schon sagten, —1%,
demnach P_yfd_y_ das Element der Arbeit der elastischen Krifte, und

2
% die totale Arbeit wahrend der Deformation des gestossenen Kdrpers,
wenn derselbe von der Gleichgewichtslage in jene kommt, welche durch
die Ordinate y bestimmt ist.

Man sieht also, dass man das erste Integral der Bewegungs-
gleichung unmittelbar aus dem Lehrsatze fir die lebendige Kraft er-
halten kann, wenn man ebensowohl die ausseren, als elastischen Krifte
bericksichtigt.

Will man den Maximalwerth y, von y bestimmen, so muss man

0‘% = 0 setzen, woraus nach vorgenommener Division durch P folgt:
V2 _ ylz
—— é—g_y,(:OSa—2—f,
und daher

y, = fcos a = l/fzcosza +_ng | 48
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Das obere Zeichen gibt uns die maximale Verschiebung im Sinne
der (teschwindigkeit ¥ und das untere die maximale Verschiebung im
entgegengesetzten Sinne; demnach ist die Grdsse der ganzen Oscillation

g f
2‘/f’co_s’a+g V2

Wenn V = 0 ist oder das Gewicht P auf einmal wirkt, d. h. nicht
in unendlich kleinen Abstufungen von Null bis zu seinem schliesslichen
Werthe, so wird die Grdsse der Oscillationen 2 f cos « oder das Doppelte

- der Verschiebung, welche der Angriffspunkt des Gewichtes erleiden
wiirde, wenn dasselbe langsam angreift, n@mlich so, dass in jedem
Augenblicke zwischen den wirkenden Theilen des Gewichtes und den
inneren elastischen Kraften Gleichgewicht herrscht. Im Falle ¥V = 0,
sind die beiden Werthe von y, gleich 2 f cos « und O, so dass die
Oscillationen zwischen der urspriinglichen Lage und jener stattfinden,
welche der maximalen Verschiebung von y = 2 f cos a entspricht.

"~ Die Geschwindigkeit der Oscillationen in irgend einem Punkte ist
durch die Gleichung

P [(dy\* _ y

gegeben, woraus man erhalt:

dy dy
‘/V2+ 2gycosa— g/ ‘/V"’-l—gfcos’a—-f(fcosm— )2

Integrirt man unter der Bedmgung, dass fir £ =0 y = O wird,
go erhalt man:

f ___fesa—y
t_‘/ larc o l/f(Vz—}—gfcosza) (P]’

darin ist .
@ = arc cos Vo f oo a
VP* 4 g o
und demnach -
CcoS Q= _V-‘iq_.f;g.a__ sin P = **':"_,L:-
VV’—{—g}‘cos2 VVI 4 gfcos?a
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Aus dem erhaltenen Integrale ergibt sich:

fecosa —y= I/f‘_(—V’_—'{-—gmf?) cos (t V—%_ + q))

oder nach Entwicklung und Substituirung der Werthe von cos ¢ und sin g:

y=1/[fcosa (1 —-costl/i;) + VV% sintl/-—-’;.

Man sieht aus dieser Formel, dass y eine periodische Function |

der Zeit ¢ und dass die Periode 2 = f~ ist, weil sich der Werth

9

von y nicht andert, wenn man ¢ 4 2 ‘/—Z— fir ¢ setzt. Folglich ist

die Dauer einer ganzen Schwingung des gestossenen Kdrpers oder jene

von zwei einfachen Oscillationen:

: t:27vl//§,

somit dieselbe wie fiir ein einfaches Pendel von der Lange f.
Fir die praktische Anwendung dieser Formel muss bemerkt werden,

dass die Langen f und g mit derselben Masseinheit ausgedrickt werden

miissen, und dass ferner die Beschleunigung der Schwere g mit der

Zeiteinheit, mit welcher die Zeiten ¢ und r gemessen wurden, corre-
spondiren muss. Wenn man daher f und g in m und die Zeit in

Secunden ausdriicken will, muss man g — 9-806 m fiir 45° geographischer

Breite und am Meeresspiegel annehmen.
Die Anzahl der ganzen Schwingungen in 1 wird sein:

_11/s.
”—HVf’

hat man beispielsweise f = 0°04 m, so resultirt:

1 4 /9-806
n=gg VW = 2-493,

oder mit grosser Annaherung fiinf einfache Schwingungen in der Secunde.
Die bisher entwickelten Formeln kann man fiir alle Federn an-
wenden, auf welche eine Kraft derart wirkt, dass selbe sich bei der
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Deformation der Feder in fithlbarer Weise nach einer geraden Linie
verschiebt; somit auf die an einem Ende festgespannte Feder (Nummer 2
und 3), anf die zusammengesetzten Blattfedern, auf die cylindrische und
konische Schraubenfeder, wenn selbe im Sinne der Achse der Schraube
comprimirt werden. =

Fir alle diese Falle jedoch muss man das Gewicht P des stossenden
Korpers und seine Geschwindigkeit ¥ in dem Augenblicke kennen, wenn
derselbe die Feder zu berihren beginnt; zuerst bestimmt man die
Deformation f, welche in der Feder durch eine mit dem Gewichte P
gleich grosse Kraft erzeugt wiirde, welche in der Richtung. der Be-
wegung wirkt, worauf man die maximale Deformation, welche durch
den Stoss erzeugt wird, mittelst folgender Formel erhalt:

yx=chSa+l/f’cos=a+—§Va.

Kennt man dann fiir jeden speciellen Fall den maximalen Werth
der inneren elastischen Krafte fir eine gegebene Deformation der Feder,
so wird man den maximalen Werth der elastischen Krafte fiir die
Deformation y, erhalten. ‘

Fir die rechteckige, an einem Ende eingespannte Feder haben
wir in Nummer 2 die Formel ‘

21T

f= cE

gefunden, worin 7 den maximalen Zug oder Druck pro Flicheneinheit
darstellt, welcher in der Feder auftritt, wenn die Pfeilhdhe der Durch-
biegung f ist; wenn nun die Pfeilhdhe y, ist, wird die maximale Be-
anspruchung pro Flicheneinheit durch folgende Formel gegeben sein:
cEy,
21"

Wenn die Verschiebung des Punktes der Feder, welcher den Stoss
des Kdrpers P empfangt, vertical ist, so hat man cos « = 1 und

n=r+ ‘/f"f‘% V’;

ist dagegen die Verschiebung des gestossenen Punktes der Feder hori-

zontal, so wird cos « = 0, und
Totz-Castigliano, Theorie der Federn. 6

I=




h = V‘/‘;‘

33. Federn, welche einer Drehung um ihre Achse in Folge der
Wirkung eines Kriftepaares unterworfen sind. — Wir betrachten
einen Korper, dessen Lage in derselben Weise, wie in der vorigen
Nummer auseinandergesetzt wurde, fixirt ist, und nehmen an, dass der-
selbe gleichzeitig an zwei Punkten durch zwei Korper vom Gewichte P
gestossen werde, welche im Augenblicke des Stosses gleiche und ent-
gegengesetzte, aber nicht entgegenwirkende Geschwindigkeit haben;
ferner nehmen wir noch an, dass die heiden stossenden Kdrper nach
dem Stosse zusammen um den gestossenen Kdrper schwingen.

Wir werden die Gesetze der Schwingungen und die specifischen
maximalen Beanspruchungen des gestossenen Kdrpers bestimmen, indem
wir die Masse des letzteren vernachlassigen, wie man es im Allgemeinen
bei den Federn machen kann, und die stossenden Kdrper als vollkommen
unelastisch betrachten.

Wir nehmen an, dass 4 (Fig. 23) das Element der Ebene sei,
welches die Position des gestossenen Korpers bestimmt, C und €’ die
beiden Punkte, in denen der Stoss' stattfindet, und B der Mittelpunkt
der Geraden CC’, weleh' letztere auf A B senkrecht steht; die Ge-
schwindigkeit der stossenden Korper im Augenblicke des Stosses sei
senkrecht zur Ebene A4 B C. Nehmen wir schliesslich noch an, dass
unter dem Einflusse von zwei Kraften, welche in C und ¢’ angreifen,
zur Ebene A BC senkrecht stehen, gleich und entgegengesetzt gerichtet
sind, und in unendlich kleinen Abstufungen von Null bis zum Gewichte P
wachsen, sich der gestossene Kdrper derart deformirt, dass sich die
Gerade CC' um den Winkel 6 dreht; aus dem Verhiltnisse zwischen
den Kriften und Verschiebungen folgt, dass in den Punkten C und -

'
zwei Krafte P! = g— P wirken miissen, um die Drehung 6’ der Geraden

CC' hervorzubringen. Wenn die Gerade CC’, auf welche die stossenden
Gewichte wirken, nach der Zeit ¢ mit der urspriinglichen Lage einen
Winkel 6’ einschliesst, so wird fir die von den stossenden Gewichten
erzeugten Oscillationen, CC' — 2 r gesetzt,
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—2Pr=—2Pry
das Moment des beschleunigenden Kraftepaares oder die Summe der
beschleunigenden Krafte beziiglich der Geraden A4 B sein. Nun ist
bekannt, dass die Summe der Momente der beschleunigenden Krifte

2 O/
durch die Formel g 2 gegoben ist, worin I das Trigheitamoment

des ganzen Systemes beziiglich der Geraden A B bedeutet; wenn wir,
" die Masse des gestossenen Korpers vernachlissigen, haben wir einfach
I=2Pr?% und daraus die Gleichung:

Pr2d?e’ o

5 ae= "9 f"
_ Multiplicirt man mit d 6/ und integrirt unter der Bedingung, dass
fir 8/ — 0, oder auch fir die urspriingliche Lage der Geraden CC,

@ die Winkelgeschwindigkeit derselben Geraden sei, so erhilt man:

2 /N 2 2
()= )~

eine Gleichung, welche das Princip der lebendigen Krafte fir den
Korper enthilt, den wir studiren, und sich deshalb auch direct aunf-
schreiben lasst, ohne die Differentialgleichung zweiten Grades zu Hilfe
zu nehmen.

Trennt man die Variabeln in der letzten Gleichung und vintegrirt
dann unter der Bedingung, dass fir £ = 0 6/ = O ist, so resultirt:

V_ are sin (w Vrge)
-l

und daraus:

‘

Man sieht, dass sich weder der Werth von 6’ noch jener von %T

andert, wenn man ¢ um die Grdsse 2 x VTFO vermehrt, demnach ist 6’

6*
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eine periodische Function mit der Periode 2 = rg_e, d. h. die Dauer
der doppelten Schwingungen der. Geraden CC' ist:

t=2=x ?—2,

wie bei; einem einfachen Pendel von der Linge r 6.
‘Die Anzahl der doppelten Schwingungen in einer Secunde ist:

=1 g
"=y re
worin g und r mit derselben Masseinheit ausgedrickt, und g als Be-
schleunigung der Schwere pro Secunde angenommen sind.

g _x

- ¢ nimmt fir ¢ 5=2 seinen Maximalwerth an, namlich:

5
=0 —_—

Obige Theorie ist fir die prismatische, auf Torsion beanspruchte
Feder, fir die ebene Spiralfeder und cylindrische Schraubenfeder beide
auf Verdrehung beansprucht, anwendbar.

Mit den in den vorhexgehenden -Capiteln gegebenen Formeln kann
man entweder die Winkelverschiebung 6 bestimmen, welche eintritt.
wenn in den beiden Punkten C und C‘, auf die der Stoss erfolgt, nach
und nach senkrecht zur Ebene ABC zwei vgn Null bis zum Werthe P
wachsende Krafte einwirken, oder die specifische, elastische Maximal-
spannung, welche durch die Einwirkung obiger Krafte hervorgebracht
wird. Wenn daher die Geschwindigkeit ¥ gegeben ist, mit welcher die
beiden Korper P auf die Gerade C C’ stossen, und damit auch die

Winkelgeschwindigkeit o — —g derselben zu Beginn der Bewegung, so
erhalt man die maximale Winkelverschiebung der Geraden C (' mit

@_m re’

9




und schliesslich die specifische, elastische Maximalspannung in Folge
des Stosses, indem man die fir den Fall, als die Winkelverschiebung 6 -

ist, schon berechmete elastische Maximalspannung mit %9 multiplicirt.

Beispielsweise- haben wir fir die ebepe Spiralfeder in Nummer 15
gefunden, dass der Verdrehungswinkel und der specifische Maximalzug, in
Folge der Einwirkung eines Kriftepaares mit dem Momente M,, welches
die Feder zu drehen strebt, durch die Formeln gegeben sind:

12 M, 1 Ec

R =73+ 6;

=T 27

setzt man B, = 2 P r, so resultirt:

o 24Prl
— Ebes’

und substituirt man diesen Werth in die Formel:

_ re
6=aon —,

9

so erhilt man die maximale kaelverschlebung in Folge des Stosses
und daraus den specifischen Maximalzug:
Ec
.R = '—2——1' @.
Wenn man will, dass die specifische, maximale Beanspruchung
und der Verdrehungswinkel ® bestimmte Werthe annehmen, wird man

% aus der letzten und 6 aus der vorletzten Gleichung herausziehen;

die drittletzte Formel gibt uns eine Gleichung mit b und c; ist daher
eine Seite des Querschnittes der Feder gegeben, so kann man die andere
und auch die Lange der Feder bestimmen.
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VIIL. Capitel.

Ueber die Biegung von Korpern, welche aus iiber-
einander gelegten Streifen zusammengesetzt sind, die
aufeinander gleiten kénnen.

34. Fundamoﬁtal—Fnrmoln. — Im zweiten Capitel, welches ‘von
den zusammengesetzten Blattfedern handelt, haben wir gezeigt, dass die

Ldsung der Aufgabe der Bestimmung des elastischen Gleichgewichtes
fir jene Federn sehr schwierig ist, wenn bei der Deformation die Blatter

nur lings eines Theiles ihrer ganzen Lange aufeinander driicken. Wir wollen

nun einige Betrachtungen anstellen, auf welche Art der Druck in irgend
einem Punkte zwischen zwei ibereinander liegenden Kdrpern zu bestimmen
ist, welche wahrend der Biegung in Beriihrung bleiben, wobei aber
vorausgesetzt ist, dass kein Hinderniss, auch nicht die Reibung, das
Gleiten der beiden Korper aufeinander verhindert. Wir werden annehmen,
dass die tibereinander gelegten KoOrper im Verhaltnisse zu ihrer Lange
sehr diinn sind, wie bei den Blattfedern, und dass auch die totale Dicke
der tbereinander gelegten Korper gegeniiber dem anfinglichen und
schliessliechen Kriimmungsradius des Korpers sehr klein ist, so dass
man die Krimmung der Achse fir die verschiedenen aufeinander lie-
genden Korper als gleich betrachten kann.

Wenn man bei dem aus von einander unabhingigen Streifen zu-

sammengesetzten Kodrper, welchen wir studiren wollen, einen Querschnitt
AB (Fig. 24) vor der Biegung betrachtet, so setzt sich derselbe aus

den Querschnitten der verschiedenen #bereinander gelegten Korper
zusammen, die alle in derselben Ebene liegen, wahrend diese Quer-

schnitte nach der Biegung, wie in der Figur dargestellt, nicht mehr in
derselben Ebene sich befinden. Wir werden immer als Querschnitt des
zusammengesetzten Korpers nach der Biegung den Complex der Quer-
schnitte der verschiedenen Streifen ansehen, welche sich vor der Biegung
in derselben Ebene befanden.

In Nummer 3 haben wir gesehen, dass fir einen Korper, dessen
Achse eine ebene Curve ist, zu deren Ebene die Biegungsachsen aller
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Querschnitte senkrecht. stehen, und welcher von Kraften beansprucht
wird, die in derselben Ebene liegen, und beziiglich derselben symmetrisch
angeordnet sind, und wenn man ferner benennt mit

¢ den Krimmungsradius der Achse eines gegebenen Querschnittes
vor der Biegung,

o' den Krimmungsradius nach der Biegung,

I das Tragheitsmoment des betrachteten Querschnittes beziiglich
seiner Biegungsachse,

M das Biegungsmoment in demselben Querschnitte,

E den Elasticitats-Coéfficienten des Korpers,

hat man:
t_1_x
. o o EI
und daraus erhalt man:
M=FEI (i — l)
\ [

Hat man also mehrere iibereinander liegende Korper, welche in
Berithrung bleiben, wihrend sie sich biegen, und fir die man den
Kriimmungsradius ¢ und auch ¢’ gleich voraussetzt, so erhalt man das
Biegungsmoment, welchem jeder Korper in einem gegebenen Quer-
schnitte widerstehen kann, indem man das Trigheitsmoment desselben

Querschnittes mit der Grdsse E (% — %) multiplicirt, die fir alle

iibereinander liegenden Korper gleich ist.

Man erhalt daher die Summe der Biegungsmomente oder das
totale Biegungsmoment, welchem der zusammengesetzte Kdrper in einem

Querschnitte widerstehen kann, indem man die Grdsse E (i, — l)

0 0
mit der Summe der Tragheitsmomente der Querschnitte der fiberein-
ander liegenden Korper multiplicirt.

Man hat demnach dieselbe Formel, wie fir die aus einem Sticke
bestehenden Korper, und substituirt nur fir das Tragheitsmoment des
einzigen Querschnittes die Summe der Tragheitsmomente der Quer-
schnitte der bereinander liegenden Korper, je auf die zum Querschnitte
gehdrige Schwerachse bezogen.
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35. Differestiaigleichung der vierten Ordnung der Curve, nach
welcher sich die langen und dimnen Kirper biegen. — Wenn ein
langer und dinner Kdrper, wie jene, die wir betrachten, vor der Bie-

gung geradlinig ist, hat man —bl— =0, demnach folgt aus voriger

Nummer:
EI
o
Bezieht man die Achse des Korpers nach der Deformation auf
zwei orthogonale Achsen, welche in der Ebene der Curve liegen und
von denen jene der x die urspringliche Position der Achse des Kdrpers
ist, so hat man: '

= M.

3

ﬂ?!

[+ @]

a2y !
da?

wenn die Biegung des Kdrpers sehr gering ist, wie es in der Praxis

9:

gewdhnlich vorkommt, so ist in allen Punkten Z—Z sehr klein, daher kann

man das Quadrat davon im Verhaltnisse zur Einheit vernachlissigen
und erhalt somit: ‘
1 d*y : a2y
o —da* unq ferner | EI@_M. |
Es ist bekannt, dass bei den sehr langen und dinnen Kdrpern die
Derivate des Biegungsmomentes beziiglich des Bogens s der urspriing-
lichen Curve, oder in diesem Falle beztiglich der z-Achse, nichts Anderes
ist, als die Abscheerspannung S, mit gedndertem Zeichen genommen,

demnach hat man dd—l;[_: — 8; differenzirt man also die vorstehende
Gleichung nach z, so erhilt man:
ds ‘l/ -
EI TS S.

Natiirlich gilt diese Formel nur fir jenen Theil, in welchem die
Function M einenatirliche ist, und nicht fiir den Uebergang von einem
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Theile zum andern; wenn deshalb in einigen Punkten des Korpers
isolirte Krafte a:ngreifen, muss man jeden Theil separat betrachten, weil
fir zwei unendlich nahe Querschnitte, der eine rechts, der andere links
vom Angriffspunkte einer isolirten Kraft, die beiden Werthe von S um
eine bestimmte Grosse von einander differiren, welche der Kraft selbst
gleich ist.

Wenn S die Abscheerspannung im Querschnitte mit der Abscisse z
ist und in diesem Punkte eine nach einem gleichformigen Gesetze ver-
theilte Kraft angreift, deren zur z-Achse normale Componente pro
laufenden m die Intensitat p hat, so wird offenbar §* = 8§ — p d o die
Abscheerspannung im Querschnitte mit der Abscisse 2 4 d = sein,

2 o
daraus folgt (—(ll—‘: = — p und %{2{ = p; differenzirt man demnach die
oben erhaltene Gleichung dritter Ordnung nach z, so resultirt:

d Y '
E1— Fr hatd

welches die Differentialgleichung vierter Ordnung fir die elastische
€Curve sehr langer und dinner Kdrper ist, deren Achse vor der Defor-
mation geradlinig war.

Diese Gleichung kann man auch fir den Fall anwenden, dass’ die
Achse des Korpers schon vor der Deformation schwach gekrimmt war,
indem man fiir y die Differenz y — y, — y zwischen den schliesslichen
und urspriinglichen Ordinaten eines Punktes der Achse des Kbrpers

- einsetzt.

Nimmt man als Verdnderliche die Ordmate y und den Bogen s

der Curve, so wird bekanntlich die Krummu.ng in irgend einem Punkte

durch folgende Formel ausgedriickt:
2

J
=

l

1 §

? o T {dy
Vi- (&)
Nimmt man als z-Achse die Tangente an' einem Punkte der Achse

des Korpers, so wird der Werth von :zl_sy in unserem Falle in allen

Punkten der Curve sehr klein, nachdem wir die Kriimmung der Achse

&
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des Korpers sehr gering vorausgesetzt haben; wir kdnnen deshalb unter

dem Wurzelzeichen (d ) gegen die Einheit vernachlassigen und erhalten:

d
1_ay
T ds?
Gleicherweise kann man fiir die Curve nach der Deformation:
1_ay
o ds?

nehmen, worin das Element d s dasselbe wie in der Curve vor der
Deformation ist, weil bei Vernachlassigung des normalen Druckes und
der transversalen Verschiebung alle Elemente des Korpers vor und nach
der Deformation den gleichen Werth beibehalten.

Wir haben demnach:

@Y —Y)_ ¥
M=EI g =Bl
Andererseits wissen wir, dass ‘zl—lsn = — § und g_S = — p und

2
%—f—l; = p; differenzirt man die letzte Gleichung nacheinander zweimal,

so erhalt man:

ds

die hier an dem Elemente d s w1rkende Kraft p d s muss normal zu
diesem Elemente sein.

dx
der Annahme sehr klein ist, kann man d s = d z nehmen und erhdlt:

A\ 2
Nachdem d s =d z 14 (%) und das Verh#ltniss 0—1?—’ nach

@&y :
E I 7 ws — S, EI1S iz 4- = p.

36. Bestimmung des Druckes zwischen den Beriihrungsflichen
der aufeinander liegenden und unabhiingigen Streifen, welche sich
gleichzeitig biegen. — Die in den zwei vorhergehenden Nummern ent-
wickelten Betrachtungen und Formeln kdnnen zur Bestimmung des
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Druckes oder Zuges dienen, welcher in irgend einem Punkte der Be-
rithrungsfliche zweier Streifen auftritt, wenn selbe gezwungen sind, ihrer
ganzen Lange nach wahrend der Deformation in Beriihrung zu bleiben;
wenn sich die Streifen trennen konnen, so zeigt sich dies, indem die
Formeln einen negativen Druck oder einen Zug ergeben.

Der Rechnungsvorgang ist sehr einfach; nennt man X I die Summe
der Trigheitsmomente aller fibereinander liegenden Kdrper im Punkte
mit der Abscisse z, so wird die Differentialgleichung der Biegungscurve

Py _
EzI =N,

wobei M das Biegungsmoment der Zusseren Krifte in Bezug auf den
betrachteten Querschnitt bedeutet. Betrachtet man nun einen der iiber-
einander gelegten Kdrper als in der Abscisse # geschnitten, nennt I,
das Tragheitsmoment seines Querschnittes in diesem Punkte und m das
Blegungsmoment 80 besteht offenbar dle Gleichung:

EIu d z
2
worin die Funetion d—d% denselben Werth wie in vorstehender Gleichung
hat. Dividirt man die beiden Gleichungen, so erhalt man:

I,
m = E—I M,
worin die Grdssen I,, 3 I und M Functionen von z sind.
% stellt die . Abscheerkraft im Punkte mit der Absisse x fiir
den betrachteten Kdrper| vor, und ——- die Kraft p, welche pro lau-

fenden Meter in jenem Punkte wn'kt. Dlese beiden Functionen sind im
Allgemeinen unstetig beim Uebergange von einem Blatte zu einem
andern; die Differenz zwischen den zwei Werthen von Zx , welche mit
dem den beiden Stficken gemeinsamen Werthe correspondiren, stellt
eine bestimmte Kraft vor, welche in diesem Punkte angreift.

Wenn die verschiedenen tibereinander liegenden Kdrper gezwungen
sind, in Berfihrung zu bleiben, wenn sie-auch aufeinander gleiten kdnnen,
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kann ein Zug -zwischen dem einen und anderen Kdrper auftreten, und
die obigen Formelu geben uns eine vollstindige Ldsung der Aufgabe.
Wenn dagegen die ibereinander gelegten Kdrper nicht gezwungen sind,
in Berithrung zu bleiben, wie dies haufig der Fall ist, so falgt offenbar,
dass, im Falle die obigen Formeln in irgend einem Punkte awischen
den beiden Korpern einen Zug ergeben, dieselben nicht in Berithrung
miteinander verbleiben werden, und deshalb sind die gegebenen Formeln
nicht mehr anwendbar.

Zur besseren Beleuchtung obiger Theorie werden wir ein Beispiel
geben.

 Wir betrachten (Fig. 25) eine zusammengesetzte Blattfeder, deren
eingelne Blatter die Breite b und die .Dicke ¢ habeun; die drei oberen
Blatter sind von derselben Lange, Breite und bis zu den Enden von
gleicher Dicke; dagegen sind alle anderen.an jedem Ende, welches Giber
das darunter liegende Blatt hervorragt, zugeschnitten, und zwar nach
* einem parabolischen Bogen zweiter Ordnung mit dem Scheitel am Ende
und die Achse horizontal, und das ebenso im Sinne der Dicke als der
Breite, wie in der Figur dargestellt ist.

Betrachtet man das Stiick der Feder zwischen den mit den Punkten
D, E correspondirenden Querschnitten, nennt 1 die Lange dieses Stiickes,
b die Breite des Blattes und ¢ die Dicke, so ist offenbar im Querschnitte

F G in der Entfernung z von E die Breite des unteren Blattes b l/-a;—

und die Dicke ¢ l/fl- demnach wird
1 2
. — bl i.z_
das Trigheitsmoment des Querschnittes sein.
Wenn das betrachtete Stick das nt* vom Ende 4 aus gerechnet
ist, so wird . : o

(s

die Summe der Trigheitsmomente der Querschnitte der n + 2. durch
F G geschnittenen Blatter sein.
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Das Biegungsmoment des am Ende 4 der Feder angreifenden Ge-
wichtes P ist P [(n — 1) A 4+ 2]; nimmt man daher an, dass wohl
alle Blatter aufeinander gleiten kdnnen, aber sonst in Berfihrung bleiben
missen, so hat man flir das obere Blatt im Stileke zwischen den Quer-
schnitten D und E das Biegungsmoment:

P[(n——l)).-{-a:] P m—1Di+=
= 3
o t14l e

Die Abscheerspannung im Punkte mit der Abseisse z 1st durch
folgende Formel gegeben:

am _ pn 1 9 mwm—Di4+=z }
iz — VY. v+ D+ aP
Setzt man # — 0, so erhalt man: )
dm _ P
dz 1’
und =z = 1:

dm _ 1 2n P
dzx ~— (n+2—- (n+2)’) )

Diese Werthe beziehen sich auf die Querschnitte E’ nnd I vom
Sticke E’D’, oder mit anderen Worten, man kann sie als die Abscheer-
spannungen in den beiden den Punkten D, E' unendlich nahen, aber
innerhalb des Stlickes gelegemen Querschnitten betrachten.

Will man dagegen den Werth der Abseheerspannung- fiir das obere
Blatt in einem dem Punkte [’ unendlich ashen, aber links davon
gelegenen Querschnitte bestimmen, so muss mas das (» 4 1)t Stick
in Betracht ziehem und z — O setzen, was ergibt:

am 1
de  n+4 2
Somit hat man in zwei unendlich naheq Punkten, der eine rechts,
der andere links von D’ gelegen, zwei Abscheerspannungen:

1 2n P
(n+2_(n+2)’) P, wd g




— Y4

deren Differenz:
2Pn

(n + 2)*

eine bestimmte Kraft vorstellt, welche im oberen Blatte im Punkte I
angreift und nach abwirts gerichtet ist; diese Kraft kann nichts Anderes
als ein Zug sein, welchen das zweite Blatt auf das erste ausiibt, und
ohne weitere Untersuchung lasst sich die Behauptung aufstellen, dass
gich bei der betrachteten Feder die Blatter in einigen Punkten von
einander trennen werden, wenn nicht besondere Vorkehrungen getroffen
sind, dass selbe in Berihrung bleiben missen.

Wenn die Blatter statt nach einem parabolischen Profile im hori-
zontalen Sinne mit einer halben Ellipse und im verticalen Sinne nach
einer Viertel-Ellipse endigen, so findet man leicht, dass die Abscheer-
krafte in zwei unendlich nahen Querschnitten, der eine rechts, der
andere links von D', gleich sind, weshalb die oben besprochene Schwierig-

keit nicht eintritt; nimmt man aber die zweite Derivate ‘g—;;', o findet
man, dass die Kraft p, welche die Wirkung zwischen dem ersten und |
zweiten Blatte darstellt, an vielen Stellen einen Zug ergibt, woraus

folgt, dass sich die Blatter auf einigen Strecken von einander trennen.

Diese Betrachtungen zeigen die Schwierigkeit, welche die Aufgabe ]
der Blattfedern bietet, wenn nicht die Form der Blatter derart gewihlt
wird, dass die unten liegende nur an den Enden gedrickt wird.

37. Druck eines prismatischen, mit Gewichten belasteten Korpers
auf eine horizontale, elastische Ebene, auf welcher derselbe der
ganzen Linge nach aufliegt. — Diese Aufgabe kommt im Eisenbahnbau
vor zur Bestimmung des Druckes, welchen die Lang- oder Querschwellen
auf die Unterlage ausiben; wir beniitzen dieselbe nur zur Anwendung

der Gleichung vierten Grades: |

. d‘y_
EIW—P,

die in Nummer 31 erhalten wurde. Wenn wir annehmen, dass der unter
dem Prisma liegende unbekannte Kdrper in jedem Punkte einen speci-
fischen Druck erleidet, welcher der Einsenkung seiner Oberfliche pro-
portional ist, und die Prisma-Achse vor der Deformation als z-Achse
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whhlen und mit y die Ordinate derselben Achse nach der. Deformation
fir den Punkt mit der Abscisse x bezeichnen, so wird y gleichzeitig
auch die Einsenkung der darunter liegenden Ebene und Cyd = der
Druck auf das Element d z im besagten Punkte sein, wobei C eine
Constante ist; wenn der Balken durch ein nach irgend einem Gesetze
vertheiltes, continuirliches Gewicht belastet ist und mit ¢ 4  die auf
dem Elemente d 2 wirkende Last bezeichnet wird, so ist offenbar die
im besagten Elemenfe, im Sinne von y positiv wirkende, resultirende

Kraft (¢ — Cy) dz, woraus man die Differentialgleichung vierten
Grades erhalt:

dty _

Wenn der Balken nur von einer nach einem continuirlichen Ge-
setze vertheilten Last und auch von einzelnen Gewichten belastet ist,
muss man diese Gleichung fiir jedes Stiick zwischen zwei Einzel-
gewichten getrennt anwenden.

Der in der Praxis am haufigsten vorkommende Fall ist der, dass
das gleichformig vertheilte Gewicht das Eigengewicht des Korpers ist;
dann muss man ¢ als Constante betrachten, und die Gleichung lasst
sich leicht integriren, wenn man zuerst den constanten Ausdruck ver-

schwinden macht, indem man y — 2 + —qC— setzt. Da aber das Eigen-

gewicht des Korpers im Verhaltnisse zu den Einzellasten im Allgemeinen
sehr klein ist, kann man dasselbe vernachlassigen, und die Differential-
gleichung wird somit

adty __
Mittelst bekannter Methode lasst sich leicht finden, wenn man
4FE1

tracht stehende Differentialgleichung als completes Integral von folgender
Form ist:

i
mit % den numerischen Werth von I/L benennt, dass die in Be-

y=(4,e** 4+ d,e—**)coskx+ (Bye** 4+ Bye—**)sinkux,

wenn man mit 4,, 4,, B, und B, vier willkiirliche Constante bezeichnet.
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Wir haben schon gesagt, dass man diese Gleichung fir jedes Stick
zwischen zwei Einzellasten separat anwenden muss; wenn daher bei-
spielsweise der Korper von drei Gewichten belastet und somit in vier
Theile getheilt ist, hat man sechzehn Constante zu bestimmen. An jedem
Ende ist nun das Biegungsmoment und die Abscheerspannung Null,
oy _ o By
dz? — 7 da®
‘Bedingungsgleichungen fir die willkorlichen Constanten bestehen.

oder auch an den Enden muss = 0 sein, wonach vier

Ferner mifissen in jedem Angriffspunkte einer Einzellast oder im
jedem Trennungspunkte zwischen zwei Sticken die Ordinate y und die
dy dy
dz’' dz®
Punkt als Ende des einen oder als Anfang des anderen Stickes be-

Rerivaten denselben Werth haben, sowohl wenn man den

trachtet; dagegen muss das Product — E I %, welches die Abscheer-

spannung darstellt, beim Uebergange vom Ende des einen Stickes zumr
Ahfange des nichsten den Werth &ndern, und die Differenz wird demr
Gewichte gleich, welches die beiden Stiicke trennt. In jedem Angriffs-
punkte einer Last hat man vier Bedingungsgleichungen, welche zur
Bestimmung aller Constanten geniigen.

Ferner kommt es haufig vor, dass der Balken in Bezug auf die
Mitte symmetrisch belastet ist, was dann die Rechnung vereinfacht.
Wenn der Kdrper von einer geraden Zahl von Gewichten belastet ist,
80 dass man in der Mitte ein Stfick des Kdrpers hat, und man als
Ursprung der Abscissen den Mittelpunkt des Kdrpers nimmt, so muss
offenbar das allgemeine Integral, auf das Mittelstick angewendet, derart
sein, dass y weder das Zeichen noch den Werth andert, wenn = das
Zeichen andert, oder wenn man die von der Mitte aus Aquidistanten
Punkte betrachtet; es ist somit erforderlich, dass 4, = 4, B, = — B,
ist, wonach das Integral .

Ly= A, e*“l|-e4*¢)coslcw+Bl (e*z—e— 2 ginka

wird und nur zwei Constante enthdlt. Geht man nun vom Mittel-
gtiicke aus nur bis zu einem Ende, so kann man alle Constanten be-
stimmen. : ’
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Wenn in der Mitte ein Gewicht P wirkt, so hat man dort zwei

Bedingungen, die eine, dass die Tangente horizontal oder dy = 0, die

dx
andere, dass die Abscheerspannung gleich — -g— sein muss, demnach
EI % = —;i; geht man daher von der Mitte bis nur zu einem Ende,

so erhidlt man ebensoviele Gleichungen, als zur Bestimmung der Con-
stanten ndthig sind.

38. Allgemeine Gleichung fiir die Schwingungen elastischer
Korper um eine gerade Achse. — Als letzte Anwendung der Gleichung

4
E1 %"{« = p werden wir zeigen, wie man aus derselben unmittelbar

die allgemeine Gleichung fiir die Schwingungen langer, dfinner Kdrper
um eine geradlinige Achse erhalten kann.

Nehmen wir die Achse horizontal an und betrachten das unendlich
kleine Stick zwischen den Abscissen z und = + d x, benennen mit £
die Flache des Querschnittes des Korpers im betrachteten Punkte, mit
o das specifische Gewicht des Materiales, aus welchem der Korper
zusammengesetzt ist, so wird offenbar Q » dz das Gewicht des erwahnten
unendlich kleinen Sttickes, und daher & » das Gewicht pro laufenden
Meter im Punkte mit der Abscisse .

Ist nun y die Ordinate in diesem Punkte bis zur Zeit ¢, so wird
% die Geschwindigkeit desselben Punktes in jenem Augenblicke und
dazy
d x?

beschleunigende Kraft pro laufenden Meter im Punkte mit der Abscisse
s @y

g at

die beschleunigende Kraft fiir die Masseneinheit; daher wird die

Diese Kraft muss man im umgekehrten Sinne der positiven y
annehmen; daher wird die am Korper im Punkte mit der Abscisse z
angreifende Kraft pro laufenden Meter
Qe dy
g a

Totz-Castigliano, Theorie der Federn. 7

p=8R2 0 —
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Substituirt man diesen Werth in die Gleichgewichtsgleichung. so
resultirt :

dty o 1 d?y
Eld—ﬂ_ﬂm(l-—?’-T)

oder auch
ELdy 1 dy_,

Qv dat g ae —
welches die gesuchte allgemeine Gleichung ist.
Mit der Integration dieser Gleichung werden wir uns nicht befassen, |
nachdem dies mehr eine Aufgabe der mathematischen Physik tber den
Widerstand der Korper ist.
Wenn die Achse des Korpers vertical ist, so wird die Gleichung
von folgender Form: .







