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TREFAZIONE
ALLE

OPERE MATEMATICHE DI ENRICO BETTI

Nella seduta del 4 dicoinl)re 181)2 la II. Accademia <]('' Liiirfi

esprimeva il voto che ad onorare in modo deg'no la memoria di Enrico

Betti, mancato ai vivi pochi mesi innanzi, si promuovesse una nuova

e compiuta edizione delle sue opere matematiche.

In adempimento del voto dell'Accademia esce ora alla luce un

primo Volume che comprende i lavori pubblicati dal Bepti neadi undici

anni dal 1850 al 1860: tra essi figurano le classiche ricerche intorno

alla teoria delle equazioni algebriche e la monografia sulle funzioni ellit-

tiche, che vanno tra le produzioni più [irul'onde di quella mente eletta.

I lavori si seguono nell'ordine cronologico della loro prima pubblicazione

e sono riprodotti secondo il testo quale fu licenziato dall'autore, salve

le correzioni di evidenti errori materiali o 1* impiego, (piaiido fu il caso,

di simboli più conformi all'uso tipografico odierno, e salva ancora una

eccezione per pochi luoghi, dove si rilevarono delle sviste di tale im-

portanza da rendere incerti o sospetti alcuni de' risultati conseguiti. Si

è procurato per altro che il testo di ({uesti luoghi, del)itamente retti-

ficato, si discostasse il meno possibile dal testo primitivo e corrispon-

desse colla maggiore esattezza al pensiero dell'autore. Naturalmente di

ognuno di questi cambiamenti venne fatto cauto il lettore con richiami

ed opportune dichiarazioni a pie' di pagina.
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Neil' assumere per iucarico deirAccadeinia la cura della uuova

edizione delle opere del Betti non abbiamo consultato le nostre

forze, ma unicamente l'affetto e l'amniirazione grandi die avemmo per

lui vivo, lieti dell'occasione che ci si presentava di cooperare secondo

il poter nostro alle onoranze verso un uomo tanto benemerito della

scienza e dell' insegnamento. Neil' opera nostra, die, per quanto mo-

desta, non è stata scevra di difficoltà, avemmo aiutatori zelanti ed

efficaci i professori Bianchi, Tonelli e Volterra, amici e colleglli

carissimi, ai ({uali con animo riconoscente presentiamo, anche in nome

dell'Accademia, vivi ringraziamenti.

Valentino Cerruti
Segretario della Classe di scienze fisiche,

matematiche e naturali.
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ELENCO DEI LAVORI SCIENTIFICI

DI

ENRICO BETTI

I. — Annali di scienze matematiche e fisiche compilati da B. Tortoliiii.

(Koma, 1850-57).

1. Sopra la deterininazione analitica dell'efflusso de' liquidi per una piccolissima apertura,

t. I, an. 1850, pp. 425-413.

2. Sopra la risolubilità delle equazioni algebriche irridultibili di grado primo, t.II.an. 1851,

pp. 5-19.

3. Un teorema sulle risolventi dell'equazioni risolubili por radicali, id.id.,id. id., pp. 102-103.

4. Estratto di una lettera al prof. B. Tortolini, id. id., id. id., pp. 24G-217.

5. Sulla risoluzione dell'equazioni algebriche, t. Ili, an. 1852, pp. 49-115.

6. Sopra l'abbassamento dell'equazioni modulari delle funzioni ellittiche, t. IV, an. 1853,

pp. 81-100.

7. Un teorema sulla risoluzione analitica delle equazioni algebriche, t.V, an. 1854, pp. 10-17.

8. Sopra la teorica delle sostituzioni, t. VI, an. 1855, pp. 5-34.

9. Sopra la più generale funzione algebrica che può soddisfare un'equazione, il grado della

quale ò potenza d' un numero primo, id. id., id. id., pp. 2G0-272.

10. Sopra le forme omogenee a due indeterminate, t. VII, an. 1856, pp. G0-(i3.

11. Sopra le serie doppie ricorrenti, t. Vili, an. 1857, p]'. 48-61.

II. — Annali di matematica pnra ed applicata.

(Serie I. — Roma, 1858-66).

12. Sopra l'equazioni algebriche con più incognite, t. I, an. 1858, pp. 18.

1.3. Sopra i covarianti delle forme binarie, id. id., id. id., pp. 129-134.

14. Sojira le funzioni simmetriche delle soluzioni comuni a più equazioni algebriche, id.

id., id. id., pp. 193-204.

15. Sopra le funzioni simmetriche delle radici di un'equazione (Rivista bibliografica della

Memoria di A. Cayley dal titolo: « A Memoir on the .symmctric fonctions of the

roots of an equation ». Phil. Trans., voi. 1 17. i)p. 489-496), id. id.. i.l. id.. pp. 323-326.

16. Sopra i combinanti, id. id., id. id., pp. 344-348.

17. Fondamenti di una teorica generale delle funzioni di una variabile complessa (Tradu-

zione della dissertazione inaugurale di 15. Riemann), t. II, an. 1859. pp. 288-304,

337-35G.
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18. La teorica delle funzioni ellittiche, t. Ili, an. 18G0, pp. G5-159, 298-310; t. IV,

an. 1861, pp. 2G45, 57-70, 297-33G.

10. Sopra la propagazione delle onde piane di un gaz (Rivista bibliografica della Memoria

di B. Riemann dal titolo: « Ueber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von end-

licher Scliwingungsweitc ». Abh. der k. Gesellschaft der Wissenschaften zu Got-

tingen, t. Vili, an. 18G0), t. Ili, an. 18G0, pp. 232-241.

20. Sopra la teorica generale delle superficie curve, id. id., id. id., pp. 336-339.

III. — Annali di matematica jmra ed applicata.

(Serie II. — Milano, 1867-1897).

21. Sopra le funzioni sferiche, t. I, an. 1867, pp. 81-87.

22. Sopra la determinazione delle temperature di una lastra terminata, id. id., an. 1868,

pp. 373-380.

23. Sopra gli spazi di un numero qualunque di dimensioni, t. IV, an. 1871, pp. 140-158.

24. Sopra l'equazioni di equilibrio dei corpi solidi elastici, t. VI, an. 1874, pp. 101-111.

25. Sopra i sistemi tripli di superficie isoterme e ortogonali, t. VIII, an. 1877, pp. 138-145.

26. Sopra il moto di un sistema di un numero qualunque di punti che si attraggono e

si respingono tra loro, id. id., id. id., pp. 302-311.

27. Sopra i moti che conservano la figura ellissoidale a una massa fluida eterogenea,

t. X, an. 1881, pp. 173-187.

IV, — Annali delle Università toscane.

(Pisa, 1846....).

28. Sopra le funzioni algebriche di una variabile complessa, t. VII (Scienze cosmologiche),

an. 1862, pp. 101-130.

29. Sopra la teoria della capillarità, t. IX, an. 1866, pp. 5-24.

80. Sopra la determinazione delle temperature variabili d' un cilindro, t. X, an. 1868,

pp. 143-158.

V. — Nuovo Cimento.

(Pisa, 1855....).

81. Teorica delle forze che agiscono secondo la legge di Newton e sua applicazione alla

elettricità statica, ser. I, t. XVIII, an. 1863, pp. 385-402; t. XIX, id. id., pp. 59-75,

77-95, 149-175, 357-377; t. XX, an. 1864, pp. 19-39, 121-141.

32. Teoria della capillarità, id. id., t. XXV, an. 1867, pp. 81-105, 225-237.

33. Sopra la elettrodinamica, id. id., t. XXVII, an. 1868, pp. 402-407.

34. Sopra la determinazione delle temperature variabili di una lastra terminata, quando

la conducibilità non è la stessa in tutte le direzioni, id. id., t. XXVIII, id. id.,

pp. 115-124.

35. Sopra la distribuzione delle correnti elettriche in una lastra rettangolare, ser. II,

t. ni, an. 1870, pp. 91-98.

36. Teoria dcirulasticità, id. id., t. VII-VIII, an. 1872, pp. 5-21, 69-97, 158-180, 357-3G7;

t. IX, an. 1873, pp. 84-43; t. X, id. id., pp. 58-84.

37. Un teorema sulle funzioni potenziali, id. id., t. XII, an. 1874, pp. 75-79.

38. Sopra il potenziale di un sistema di conduttori isolati carichi di elettricità e di coi-

benti elettrizzati comunque, ser. Ili, t. II, an. 1877, jtp. 249-252.
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39. Sopra la teoria dei condensatori, id. id., t. V, an. 1879, ]>]>. 119-133.

10. Sopra l'equilibrio di una massa di gas perfetto isolata nello spazio, id, id., t. VII,

an. 1880, pp. 26-35.

41. Sopra il moto di un ellissoide fluido eterogeneo, id. id., t. IX, an. 1881. pp. 218-220.

42. Sopra il moto de' fluidi elastici, id. id., t. XIV, an. 1883, pp. 43-51.

^'I. — Giornale di niateniatiche Jid uso degli studenti

delle Università italiane.

(Napoli, 1863....).

43. Ottaviano Fabrizio Mossotti — Necrologia, t. I, an. 1803, p. 92.

44. Sopra le funzioni algebriche di una variabile complessa definita da un'equazione di

terzo grado, t. Ili, an. 18G5, pp. 143-145.

VII. — Memorie della Società Italiana delle Scienze (detta de' XL).

45. Sopra la determinazione delle temperature nei corpi solidi omogenei, ser. III, t. I,

parte il, pp. 165-190. Firenze, 1868.

VIII. — Atti della Reale Accademia de' Lincei (in Roma).

46. Sopra la funzione potenziale di un'ellisse omogenea, ser. II, voi. II, an. 1874-75,

pp. 262-263.

47. Sopra il moto di un sistema di un numero qualunque di punti, ser. III. Transunti, t. I,

an. 1876-77, pp. 129-130.

48. Sopra una estensione de' principi generali della dinamica, id. id., id. t. II, an. 1877-78,

pp. 32-34.

49. Sopra il moto di un ellissoide fluido eterogeneo, id. id., id. t.V, an. 1880-81, pp. 201-202.

50. Sopra la entropia di un sistema newtoniano in moto stabile, ser. IV, Rendiconti t. IV.

2° sem., an. 1888, pp. 113-115.

51. Sopra la entropia di un sistema newtoniano in moto stabile (Nota 2"), id. id., id. id.,

id. id., pp. 195-198.

52. Sopra un teorema di meccanica, id. id., id. t. VII, 1° sem., an. 1891, pp. 159-160.

IX. — Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino.

53. Teorema di elettricità statica, t. I, an. 1865-66, pp. 24-25.

X. — Rendiconti del Circolo matematico di Palermo.

54. Sopra una estensione della terza legge di Keplero, t. II, an. 1888, pp. 145-147.

XI. — CoUectanea mathematica inedita in memoriam D<>minici Chelini.

55. Sopra la propagazione del calore, pp. 232-240. Milano, 1881.
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xn. — Journal fiir die reine und angewandte Mathematik.

56. Sur les fonctions syrnétriques des racines des équations, t. LIV, pp. 98-100. Berlin, 1857.

XIII. — Quarterly Journal of pure aod applied Matheraatics.

57. Extrait from Letter of sig. E. Betti to M. Sylvester, t. I, pp. 91-92. London, 1857.

XIV. — Comptes rendus des sèances de l'Acadéraie des Sciences de Paris.

58. Sur la résolution par radicaux des équations dont le degré est une puissance d'un

nombre premier, t. XLVLEI, an. 1859, pp. 182-186.

59. Estratto di una lettera al sig. C. Hermite (4, t. XLIX, an. 18.59, pp. 113-115.

60. Sur les substitutions de six lettres, t. LXIII, an. 1866, p. 878.

XV. — Proceedings of the London Mathematical Society.

61. On the Motion of an Elastic Solid strained by extraneous Forces, t. XX, an. 1889

pp. 246-248.

XVI. — Opere pubblicate separatamente.

62. Teorica delle forze newtoniane e sue applicazioni all'Elettrostatica e al Magnetismo.

Pisa, Tip. T. Nistri e C, 1879, in 8°, pp. Vili, 359 («J.

63. Trattato di Algebra elementare di Giuseppe Bertrand. Prima traduzione italiana con

Note ed Aggiunte. Firenze, F. Le Monnier (3).

64. Gli Elementi d' Euclide con Note, Aggiunte ed Esercizi ad uso de' Ginnasi e de' Licei

(in comune col prof. F. Brioscbij. Firenze, Successori Le Monnier (*).

(1) La lettera è incorporata nella Memoria del sig. C. Hermite dal titolo: « Sur la théorie des équations

modulaires n.

(2) Di quest'opera venne pubblicata in Stuttgart nel 1835 una traduzione tedesca dal sig. W. F. Meyer col

titolo: " Lehrbuch der Potentialtheorie und ihrer Anwendungen auf Elektrostatik und Magnetisraus «.

(3) Questa traduzione, comparsa per la prima volta nel 18.56, fu ristampata parecchie volte in aeguito.

(4) Anche di quest'opera, della quale una prima edizione venne pubblicata nel 1867, si ebbero parecchie ristampe.
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I.

SOPRA LA UI'Tl^RMIXA/.IONH ANALITICA Dl-LL'l-l l-LUSSt) DLl LIQUIDI

P[-K UNA PICCOLISSIMA APRRTLRA

(Digli Auiiiili ili Siicitie inalcinalichc e fisiche, t. I, pp. ,(25-443, Kom.i, iSjoj.

Il movimento di un liquido, che esce per una piccolissima apertura pra-

ticata in parete sottile, si è accennato finora nell'Analisi Idrodinamica come

un caso di moto lineare, supponendo che tutte le molecole di un medesimo

strato orizzontale discendessero verticalmente, animate di eguali velocità. Ma
in questa ipotesi si ritiene come già stabilita una direzione del moto, quale

non ha realmente luogo, e per conseguenza, se ne può dedurre coU'Analisi,

soltanto ciò che è indipendente da questa direzione, come il celebre Teorema

di Torricelli, della proporzionalità delle portate alle radici quadrate dei bat-

tenti; e rimano impossibile di determinare tutte le altre circostanze del movi-

mento, le quali sono divenute di esclusivo dominio della Idraulica sperimen-

tale. Io quindi ho rigettato ogni ipotesi sulla direzione del movimento, e ho

integrato direttamente le equazioni ordinarie della Idrodinamica.

Ho incominciato dal caso più semplice, cioè da quello dell'ettiusso per

una fessura piccolissima, fatta transversalmente nel mezzo del fondo orizzon-

tale di un vaso, ed ho ottenuto coU'Analisi anche le trajettorie delle mole-

cole, le leggi colle quali variano le velocità nell' interno della massa liquida,

e quindi il coefficiente di elUusso.

Il chiarissimo prof. Pacinotti, mio ottimo maestro e amico, ha avuto la

gentilezza d'instituire apposite esperienze su questo caso di movimento dei

liquidi, per verificare i miei risultati teorici; e quello, eseguite dal dott. An-

tonio Gianni, non hanno dato con questi che una differenza piccolissima,

dovuta alle resistenze trascurate nell'Analisi, e alle inesattezze, che non si

possono mai disgiungere affatto dai risultati sperimentali.

In un vaso della forma di un parallelepipedo rettangolo, tenuto costante-

mente ripieno di liquido, sia praticata nella parete rettangolare che ne constituisce

il fondo, e che supporremo sottilissima e orizzontale, una fessura di larghezza

piccolissima, la quale, terminando ai due lati opposti, li divida ambedue por metà

col suo asse longitudinale. È evidente che il movimento sarà a due sole coordi-

nate; perchè, essendo identico in tutti i piani normali all'asse della fessura,

basterà determinarlo soltanto in un velo tluido clu' sia in uno (|ualunquetli questi.
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Si ponga l'origme nel punto d' intei'sezione del piano, che si considera,

coU'asse della fessura, e si prenda per asse delle x la verticale.

Le condizioni esterne alle quali è soggetto il movimento, e che debbon ser-

vire alla determinazione delle funzioni arbitrarie dell'integrale, sono le seguenti:

1." Che la componente verticale u sia nulla por tutti i punti del fondo,

ossia per .?; = con ij compreso tra :±: /' e m oo ; indicando con %h la lar-

ghezza della fessura, e riguardando, come abbiam detto, lo dimensioni del

vaso incomparabilmente più grandi di h :

2.° Che la pressione p sia eguale alla pressione j^o dell'atmosfera in

tutti i punti della fessura, cioè per ,v= con /y compreso tra rir /> e zero :

lo che si pu(^ assumere, come si è fatto da altri geometri in casi analoghi,

avuto riguardo alla piccolezza di b :

3.° Che la pressione p sia pure eguale a po alla superficie superiore

del liquido, per x = d altezza del vaso. L'altra condizione relativa alle pareti

laterali rimane verificata di per sé; perchè, attesa la piccolezza della fes-

sura, la velocità a quella distanza deve risultar trascurabile.

Prendiamo il moto ridotto permanente, come suol farsi sempre nelle

esperienze suH'efflnsso dei liquidi.

Supponendo icdx -h vd// = dk, le equazioni fondamentali della Idrodi-

namica riduconsi alle seguenti

V'
(2) p = c— gx— — '.

ù

dove e è una costante arbitraria, (j la gravità, V la velocità risultante.

Transformiamo la (1) in coordinate ellittiche del Lamé, Siano i fuochi

delle Ellissi e Iperbole omofocali i bordi della fessura ; h ne saranno le ecceii-

iricità. S' indichino con ,u i semiassi maggiori delle Ellissi, con r i semiassi

reali delle Iperbole; avremo -

/q\ ir_ _i
•^"

1 '!r_
^'

1

u.~ u.' — />- t' 0' — r^

Poniamo

fi == h cos h.tì , r = è sen y ,

dove con h anteposto all'argomento s' indicano le funzioni trigonometriche

iperboliche, per le quali esistono le relazioni (')

é^ -I- e-^' = 2 cos h.e , e" — e-'^ = 2 seu h.O,

(') Ìa iiiitiizioiii si'ii A.O iiua li.» hamiD un signiflcatn iiinltd divrrsiMla ([ikjIIo delle

funzioni circuluri defili unlii nuilliiili. sm. AOo cus. hJ). Queste indicali" ruvdinalae Taseissa



Con queste la (3) divungono

^
^

//' cos- hM b' sen" kM '

Z/'^ sen^ (;> h^ cos'^ '/-

~
e quiudi

.^
{ !/ = l> cos A.^> suii (/

^ ^ = ^ sen A.W cos y.

Ora è noto elio la transfonnata delle (1) è in generale, quando e r/

sono parametri di lince ortogonali tra loro,

irmi pniifii (li una circonforeiizii <li ra^^irio uno, (leterminatu ila mi settore l'area del quale

è ^hfi: quello indicano Tordinata e l'ascissa di un ]iuiiti» di una ipcrbtda equilatera, che

ha i semiassi cirnali a uno, determinato da un settore la cui arca è ^- « ; e si dicono fun-

zioni trigonometriche iperboliche. — Ho preferito queste notazioni; perchè sono state «ri

à

usate dal prof 0. F. Mossotti nelle sue Lezioni di Meccanica e Idraulica date nell'I, e II.

Università di Pisa, e che ora sono sotto il torchio.

(') Si può dimostrare la equazione (6) nel modo sejifuente, applicando il metodo sem-

plice ed elegante che per queste trasformazioni ha dato in generale il celebre C. G. I.

lacobi nel voi. XXXVI del Giornale di Creile.

Indichiamo con « l'angolo che la normale alla Ellisse coordinata fa coU'asse delle x,

con ,)' quello della normale alla Iperbola; avremo

;:—= H cos «
, :;^—= H sen «

, ;^— = H cos /J

,

::—= H sen ,i

.

Da; Dy DiT ^y

Le derivate parziali di k saranno

H- ^k ^ .Ve „, ^ cVc H „ DA „, .—^— H cos « -t- ;— H cos ^ — ^^ — H sen « -*- ;:— H sen ,>
;

Da; dn Dff D.V D« Dt

(inde, innalzando a quadrato e sommando, si otlieiie

^' -^^ = H^— ^ H'-^
—

7)X^''^ M/"" Otì= Df/-'

Avremo inoltre anche le seguenti relazioni

da j
,

d(f
I , , .

-T=-= dx cos « +- dy sen « , TT "^ ^ "" ^^'^
'

"•" «.'/ =»<-'" rH '

Il

dalle quali essendo le curve cuordinate ortogonali, e quindi

si ha

, . sen § -, sen «
, , cos ,-< cos» ,

dx = -^ dd -^ -jp- dq> dy=—^ dn -^
-fj^

dff ;

r/.77 d)/ =--
I

— -ì dh dtr =
onde

d»ìd(f

mi'
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essendo

H^ = ^^^,ff» = 2S!+V
ma dalle (5) si ha

7ì^ __ cos/l^cos^ '^0 nen h.f) non q>

( -

I ]^ seu h.O sen y 7^^ cos li 6 cos </

^> 1)0; ò{GOìi-h.tì — sen^cp) y//
"

b{coiiyiM — sen'^)

onde

^''(cos-A.<^ — seu^^)

ciò che riduce la (6) o quindi anche la (1) a

(8) ^+ ^^:=0.

Si può assumere per un integrale di questa equazione la seguente espressione,

/j = C+ Co ^+ Ci q -H 2B,n ^-'"l cos m(/' :

onde derivando

u -=—
(Co—^mB„,g-^"^cos;??y')cosA.<Vcosf/—(d—^mB,„6'-"'^senmg')«en/L^sen9

, ^ (cos- ìiM — sen^g:')

(^) \

_ Vc_

(Cq—)^mB^,g~"^^cosmy')sen/t.^seny-j-(Ci—2???B„,e~'"^senm^)cosA.^cos^

b {eoa- h.O — sen-9^)

colle quali espressioni si può sodisfare a tutte le condizioni enunciate, come

andiamo a vedere.

Si potrà quindi stabilire la equazione

(love i duo integrali debbono intendersi estesi a tutti g\ì elementi di nn medesimo spazio.

Le variazioni di quesli inte<,frali rajipurto a un i)arametro di k, devono essere eguali;

onde è facile dedurne
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La itrinui coinlizione porta elio a sia nullo per ,/; con // compreso

tra ::ti (6 e z!= e© ; i quali valori corrispondono, conio si vede dallo ('>), a

TC

(p =:zìz — a tì qualunque. Ma por questo valore di (f

TX

sen- hM

che, dovendo esser nullo ((ualunquo sia ^, dà

C, = , m = 2t

essendo / niinioro intero.

Poniamo ora, por introdurre anche C,, sotto il termine sommatorio,

ot IJZI = \Jìt •

Con ciò le (9) si riducono alle seguenti

cos/i.6 cos
(f y G21 e-^'^ cos 2i(f — sen h.O sen ^ \ Cn ^-'^ sen 2t(f

b (cos^ fiM — sen- <f)

t=ZVl (= 00

sen^.6 sen (f y Qu e--^^ cos 2tif> -h cos ìiM cos<f } Cu e--^'^ sen 2/y
'=0 (=0'

b{GOs^h.O — sen'^y)

Aggiungendo e togliendo alla somma dei coseni

Co e--'^ cos 2(f
-+- (C, — C) e-'" cos 4<f + (C, — C^ -h C„) e-"> cos Gq -| - ••

•••• + (C,, — C,,_2 + -r- (—1 )' Co) e-^'^^'"' cos (2/ -^ 2) y -h -

lìonondo

C,,— C,t-2 H h (—1 )' Co - A,
;

equazione, clic, (lovondo <.'S^^er verificata qualuiniue siaivi lik < i limiti, è necessario che

abbia Ino^jo anche jwr crii eliimiiti u<,'iiali di spazio

, ,
(16 d(p

dx dy e -^^ •

e sia

i^4^^ ^l^ì

d'omle deriva iinniediatanieiiti' la (•>).
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e analogamente operando i)er la serie dei seni, si ottiene

11^- — — "V kte-'-'^'A (e-^cos(2/+2)f/-4-6f^co.s2^9>)cos/i.«eosf/
{bcoa-hM—sen'^)^ |_V \ jr t

j

— ie-^^ sen (2^ -f- 2) g -f- e^ sen 2ify j sen h.B sen f/

^,= -—

—

— Va,^-^-'^'^^^ (^-''cos(2/+2)f/+^'*cos2/(^)sen/L<^seny

-r- ( e-'' sen (2^ -h 2) ^ -f- e'^ sen
2/g.

J cos /l^ cos (f

Sostituendo a e'^ e a 6^"''
i loro valori in funzioni trigonometriche iperboliche,

e osservando che si ha identicamente

(cos h.H — scnh.tì) Icos h.O cos (2/ 4- 2)q cosg — sen /i.tìsen(2^-h2)y'senf/)

4- (cos h.O -h sen LO) ^cos h.O cos 2/g) cos
(f
— sen h.O sen 2l(f sen y)

= 2 (cos- A. e — sen^ r/ ) cos (2^ -f~ 1 ) 9)

,

(cos h.O—sen h.O) (sen h.O cos (2/ -1-2)9) sen cp -+- cos A. 6 sen (2/ + 2) y cos 9))

-f- {cos h.O -+- sen h.O) (sen h.O cos 2iq senr/ -h cos h.O sen 2t(f coscf)

= 2 (cos- h.O — sen^ 9)) sen (2^ -4- 1
) ^

,

2A/
e ponendo A, in luogo di -j— ; le nostre equazioni sì riducono alle seguenti

t=,

(II) u=y^ A,e-'"^'"'cos{2f^ l)ff

« =

(12) v = y A, e-'"^'''* sen (21 -hi) (j

1 =

le quali, quadrate e sommate, daranno

t = X tl — V. t = -j.

(13) V^=> A,2e-2^2'-'>f»+2y cos2/,9A A,A,^,, 6-2<'-'.-"".

La seconda condizione è, che la pressione ^j sia eguale alla pressione p»

dall'atmosfera nei punti della fessm-a ; cioè per .x = 0, con u compreso tra

=1= ^ e zero : ossia per 0=^0 con (/ qualunque, come è facile ricavar dalle (5).
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Per questi valuii, ìikIìciukIo con V„ hi velocità corrispoiKlentc. hi (2) e

la (1.')) (Ialino

V '^

t — ce {|^ce ( = -/•-

Vo'--N At^-+-2S cos2^yN A,A,^,,
,

< = «,= l l =

onde, posto per semplicità

(14) 2{c-p,) = li\

D- -- V A,2 + 2 ^ cos 2/, y^ A, A,,,, .

< = () ^1= 1 l = n

Da questa, che deve esser verificata qualunque sia f/, se ne deducono le segiieiiti

/=0 t=0

e l'ultima deve esser verificata qualunque sia /,

.

Le equazioni ottenute non possono evidentemente esser sodisfatte, se non

che quando siano eguali a zero tutti gli A, meno uno solo A.^ ; onde avremo

(15) A,=:D, A,^» =
qualunque sia n, purché differente da zero. — Per determinare l'arbitraria y,

osserviamo che la (11) deve dare la portata P, che è dovuta soltanto alla

componente normale al piano della fessura. Se s' indichi con j la distanza

di un punto da una delle pareti alle quali è normale l'asse della fessura, e

con e la distanza tra queste pareti; avremo

P =; 2 l I 2^0 dv cU
;

ma dì' ds= h cos q d(f d^ ,

e, dalla (U) ridotta colle (15), e postovi 6^ =^ per avere i punti della fessura.

z<„ = D cos {2q -f- 1
) V :

quindi _

P =^ 2D// l l cos (2(/ -h 1)9 cos ^ d<f d^1 cos ('.

«_/0 Uti

= bcl> l • cos ( 2(/ -f- 2 ) (f
^ cos '2q(f

J

dxf

.

Questo valore è eguale a zero per tutti i valori di q, fuori che per 7 ^^ 0.
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Ora, la portata non potendo esser nulla, perchè l'elfliisso deve aver luogo,

si dovrà aver necessariamente

(16) q = 0.

La terza condizione dà la pressione p uguale a pò alla superficie supe-

riore, per la quale x = (ì altezza del vaso, e (per la grandezza delle dimen-

sioni del medesimo rispetto a b) talmente grande, che il quadrato di e~'^

risulta trascurabile, e quindi anche la velocità risultante Ya- Per lo che

la (2) darà

Po = e — gd,

e eliminando tra questa e la (14) e— po , si otterrà

(17) J)' = 2ga.

Sostituendo i valori dati dalle (15), (16) e (17) nelle (11). (12) e (13),

queste si riducono alle seguenti

(18) u = 1 2^(1
6-'*

cos (f
-^ 1 2^(1

—ilt^^l^

(19) v = )'2ga e-« sen (p r= f 2gd

b
(20) V= t/2^d e-'' =

I
2^(1

^+ 1
(,'t' — /^')

Passiamo ora a dedurre da queste lo principali circostanze del movimento:

1." La (18) ci darà la portata P, la quale come abbiamo già veduto,

sarà espressa da

7T

'2
TX

F = 2bcl2gd \ cos'^oJ^) r^- 2Z'ct/2^d—

Ora la quantità

TV= ~ = 0,7854,
2bc\'2gd ^

la quale esprime il rapporto della portata al prodotto dell'arca della fessura

per 'l/2gd, rappresenta quello che iti Idraulica sperimentale si chiama coef-

ficiente di efflusso. Dunque, il coe/fìciente di ef]lusso è eguale al quarto del

rapporto della circonferenza al diametro.

I risultati ottenuti nel Gabinetto del prof. Paciuotti danno por valore

medio del medesimo

0,7635.
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Le dimcnsinni (l(3l vaso cli(3 lia servito aU'esperienzt', cniiio

Altezza - ()"',r)8:{<i

Liiiiij^iiezza -— <)"\^i'.\ì')i'>

Larghezza noi scuso dell'asse della fessura -- 0"\()hl')ì)

Larghezza della fessura -— 0"\001;J.

La diltereuza tra il coeflicieute di efflusso dato dalle mie formule, e

quello ottenuto dalla esperienza, è di

0,02
;

quantità ben piccola, dovuta principalmente alla adesione colle pareti della

fessura delle molecole del liquido, e alla coesione di queste tra loro.

2." La (18) e la (19) danno per r =

Quindi nel piano verticale che passa per l'asse la velocità orizzontale è nulla:

e le velocità verticali, a una distanza per cui b^ sia trascurabile rispetto

a /<-, sono in ragione inversa delle distanze t/(/i^ — b-) dal fondo.

3.° La (20) ci mostra che la velocità risultante è funzione soltanto di /(.

Dunque le superficie di egual velocità som cilindri retti; che hanno 'per

basi delle ellissi^ i fuochi delle quali sono nei bordi della fessura^ e giac-

ciono in piani normali all'asse della medesima.

4." Se le equazioni, che rappresentano le trajettorie delle molecole, si

pongono sotto la forma

X = costante
;

dovrà aversi

1X l^X—- zù-h —-V = ,

l^x 1)//

la quale trasformata in coordinate ellittiche, diviene

^ (H- e--^ cos 2(f') +— e-^'^ sen 2y = ,

che ha per integrale

X = F{2(f~he-^^sen2(/),

indicando con F una funzione arbitraria.

Le equazioni delle trajettorie saranno dunque tutte compreso nella seguente

2(f -h e~-'^ sen 2(f = costante.

Ora quanto più aumenta il valore di 0, tanto più diminuisce il secondo

termine del primo lìiembro, e la equazione si approssima a quella di una

Iperbola coordinata

2(j — costante.
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la quale poi contemporaneamente si approssima a quella del suo asintoto ret-

tilineo. Dunque le traiettorie delle molecole in distanza dal fondo (e tanto

minore quanto piit piccolo è b) possono riguardarsi come rette convergenti

all'asse della fessura e perpendicolari al medesimo. Ciò che è pienamente

confermato dalle esperienze mentovate di sopra.

5.° Se si dice « l'angolo che la tangente alla trajettoria fa coll'asse

delle :i\ si ha

Tì.v'
'

l:iy u

e if è l'angolo dell'asintoto rettilineo della Iperbola coordinata coll'asse

delle X. Dunque in qualunque punto della massa liquida, il moto è nella

direzione dell'asintoto della Iperbola coordinata, che passa per quello.

6." Derivando nuovamente la equazione ottenuta, si ha

d'^ìj sen h.tì seng)

dx^ b cos-^' {cos^h.O — sen'(/')

onde avendo la derivata seconda di // lo stesso segno di sen 9:, e quinli

della ìj medesima, le trajettorie volgono la loro convessità verso l'asse ver-

ticale delle X in ogni loro punto.

Le trajettorie e le velocità delle molecole nella vena esterna si otter-

rebbero col cangiar soltanto nelle formule ottenute, il segno a sen h.f^ ; ma
non possono aversi corrispondenti alla realtà, perchè non abbiamo soddisfatto

la condizione, che su tutta la superficie esterna della vena abbia luogo la

pressione costante po, e perchè in quella, a piccolissima distanza dall'aper-

tura, non esistendo piti la continuità, come è noto, la equazione (1), e quindi

tutte le nostre formule che da quella dipendono, non possono essere verificate.

Ma l'andamento del liquido, dopo che è uscito del vaso, non influisce su quello

che egli ha avuto già nell' interno, e quindi tutto ciò, che abbiamo sopra

dedotto non rimane meno legittimamente stabilito per questa indeterminatezza.

AGGIUNTA

La trasformazione della equazione della continuità in coordinate ellit-

tiche, della quale mi son valuto nella determinazione analitica dell'efflusso

per una fessura, ha il vantaggio di non cangiar forma alla equazione mede-

sima. Questa proprietà non appartiene però esclusivamente alle coordinate

ellittiche, ma è comune a un numero infinito di sistemi di coordinate, le

quali sono parametri di curve ortogonali e omofocali. Onde, con opportuna

scelta di queste, si potranno trattare più casi, tra loro dilferentissimi, con

una sola integrazione ; e molte volte le formule dedotte in un caso si traspor-

teranno ad un altro, mutando soltanto il significato delle variabili. Il teo-
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rema, che contiene la generalizzazione della mentovata tiasformazione, è il

seguente :

Se e (f siano fansioni di x e di y deflnile dal sistema di equazioni

li ^. h ^. 1

] b^ cos'h.{e -hm) b' senyi.itì + m)

I
«1 £2 ,

\ b^ sen^ {(f
-+- n) Ir cos2 {(p -f- n) ~" '

/« trasformata in e (f della

y/c 7>Vr

^«2
"^

^^2

Kummer, nel voi. 35 del giornale di Creile, ha dimostrato che le (1)

e (2) rappresentano infiniti sistemi di curve ortogonali omofocali. Onde,

la (3) trasformata in funzione dei parametri e g, darà come è noto,

Rv^ ir 7^

dove

Dalle (1) ricavando i valori delle derivate parziali di tì e di g-, qua-

drandoli e sommandoli respettivamente, ridueendo queste somme colle (2), e

confrontandole, si ottiene

H = H'.

Dunque la (5) si riduce alla (4), come volevamo dimostrare.

Corollario di questo teorema è la seguente proposizione :

Se il sistema di equasionij che determina e (p in funzione di X e q, è

Z\
,

^2
1— 1 ,

, r- cosVi.iO -i- m) l)^ sen-h.iO-hm)
(b) ;

^
tr

- ^ - " »... - 1'

(7)
\ '*'_
J Ti-i ^«2

,
7t«i 7)^2 „_^„oi ri

f h —. r sen-A = ,
'

7^? 7>? 7»A -òl

sen^ {(f
-+- n)
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tras[ormando iit tì e (f la

^ """ ^ Ti
^

y-k 1 _
,^^'

sen A ":)/ 1q^ senU
s/ oUiene

(9)
2l!^ + i^-o

Infatti, se si pone x = log-tang. j A, le (6), (7) e (8) si cangiano rispet-

tivamente nelle (1), (2) o (3), colla unica diiferenza di x e ? iu luogo di

a; e di y.

Se A e () sono le coordinate polari sferiche, cioè l l'angolo di colati-

tudine, e q quello di longitudine, la (8) è la equazione della continuità, nella

quale si è supposto costante il raggio vettore, e le (1) e (2) rappresentano

infiniti sistemi di curve sferiche ortogonali.

Ora, ecco due casi di efflusso per piccole aperture, nei quali si deter-

mina il movimento collo stesso calcolo che io ho instituito per la fessura.

Caso I. Siano le pareti, tra le quali si muove il liquido, un piano oriz-

zontale, un piano verticale, e una superficie cilindrica, che abbia per asse la

intersezione delle due pareti piane. II piano orizzontale sia la faccia superiore.

Una piccolissima interruzione, di larghezza e~^ d'onde avrà luogo l'efflusso,

che in questo caso sarà un getto di basso in alto, sia tra la faccia cilindrica

e la parete orizzontale. Un'altra ne sia presso l'asse, dove insista una colonna

di liquido, tenuta costantemente all'altezza d.

Le condizioni, che debbon servire a determinare le funzioni arbitrarie

dell'integrale, saranno: 1." che, la velocità zi;
=^ -^ , nella direzione del rag-

tir

gio della sezione retta della parete cilindrica, sia nulla per r ^=\ qualunque

sia l'angolo polare </'; prendendo per unità il raggio della sezione medesima:

2." che la pressione;; sia uguale alla pressione j!?o dell'atmosfera per j/'=0 con r

compreso tra 1 e 1 — e-'': 8." che p sia uguale a jì^ + gii per r piccolissimo.

n
Poniamo nelle (1) m -= e n—^ —

',
e per integrali delle (2)

Li

z, = log.r , ^2 = V'

,

e serviamoci delle coordinate tì e f/ che risultano dal sistema delle equa-

zioni (1) e (2) COSI ridotto. In conseguenza del teorema sopra enunciato, la

equazione della continuità sarà la (4), e le condizioni diverranno le due seguenti:

1." Che II -- —77-—r— sia uguale a zero, per w ^^ — con qualunque:
7) (log.r) r

^
' ^ ^ 2 ^ ^

2.0 Che Y' = — {^^ -h Y^^^) sia eguale a 2gd per tì = con cf

«jualunque.
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Ora, a cagione della piccolezza (lell'apertura, potendosi riguardare r

costante nell'intervallo compreso tra / le r ^-^ 1 — e~'\ la equazione da

integrarsi e quelle di condizione non differiscono da quelle che ho giii trat-

tato nel caso della fessura; quindi le formule dedotte in quel caso Viirranno

anche per questo, e avremo

,, _ 12.711 ,, I ^C/U
f,\2f/d

' e-
r
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qualunque; valori che danno sen-i — 1. Dunque avremo tutta le solite equa-

zioni da sodisfare, e quindi i medesimi risultati, cioè

u =
senA
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IL

SOPRA LA RISOLUBILITÀ PLR RADICALI DELLI- LQ.UAZIONJ

ALGLBRICHI- IRRIDUTTIBILI DI GRADO PRIMO

(D.igli Annali di Scien:^e nialcinaticbe e fisiche, t. II, pp. 5-19. Roma, i>Ì5i).

Lagrange, il primo, dimostrò (nelle Memorie dell'Accademia di Ikrliiiu

per gli anui 1770 e 1771) che le radici di una equazione algebrica

( 1 ) x\'- --1- px'^'- ' + qx'^'-- H [-tx-\-u=.{i

nella quale il grado }i è un numero primo, possono sempre essere date sotto

la forma

>i=^y.-i

(2) -=-7-^-1'^^"'

essendo

»z=o

1=<J.-X

t=0

.« — 0.

7< =:;•"-!

Lagrange dimostrò ancora che i /(— 1 valori di R sono radici di una equa-

zione di grado ,« — 1

,

(4) Ry--i H- PR;^-^ 4- QR;^-^ H h SR -f- T = ;

nella quale i coefficienti P,Q, , S e T possono sempre essere espressi ra-

zionalmente per quelli della (lì e per una radice P della equazione di grado

)=1.2. 8..../» — 1^,

(5) P-- -h a?^-' -f- Z*P'-' H h rP H- ^^ = ,

dove a, h, .... /, e .s sono funzioni razionali di j), q . . • /. ii-

Abel trovò poi che, se la (1) è irriduttibile e risolvibile per radicali,

la (4) deve necessariamente avere i suoi coefficienti funzioni razionali di

quelli della (1); e quindi la (5) deve avere almeno una radice razionale:

lo che sappiamo verificare sulle equazioni numeriche. 11 eh. signor professore

3
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Malmstén ha dimostrato questo teorema con tutto il rigore e la chiarezza

desiderabile, in una Memoria inserita nel voi. 84 del giornale di Creile.

Evaristo Galois, in una Memoria che si trova nel voi. XI del giornale

di Liouville, ha posto le basi di una teoria generale sopra la risolubilità per

radicali delle equazioni algebriche irridattibili, e l'ha applicata in particolare

a quelle di grado primo. Il teorema di Abel si trova in essa nuovamente

stabilito, completato coU'inverso e trasformato in quest' altro : « affinchè ima

« equazione irriduttibile di grado primo sia risolubile per radicali, è neces-

« sario e sufficiente che tutte le radici siano funzioni razionali di due qua-

li lunque tra loro » . La profonda teoria, e la deduzione dalla medesima del

teorema enunciato sono esposte però in un modo, per concisione esagerata,

([nasi inintelligibile. Ma il eh. sig. Serret, in una Nota del suo Trattato di

Algebra superiore, ha annunziato, che il eh. sig. Liouville ha intenzione di

pubblicare un giorno alcuni sviluppi, coi quali egli ha potuto render chiaro

e completo il lavoro di Galois. Contuttociò, poiché Malmstén ha posto già

la scienza in pieno possesso del teorema di Abel, io credo non sarà discon-

veniente né inutile il dimostrare, valendosi di teorie già sviluppate nell'Algebra,

come questo si può trasformare in quello di Galois ; e richiamando l'atten-

zione sopra questo frutto, che il giovane geometra ebbe il tempo di ottenere,

quasi unicamente, dalle sue profonde vedute, far voti che il celebre Liouville

non privi più a lungo il pubblico dei risultati dello studio che ha fatto sulle

medesime, e clie le renderanno, non può dubitarsi, feconde di molto notevoli

progressi nell'Algebra.

Lemma I. Se si ritengono eguali gl'indici numerici congrui rispetto

al modulo primo n, ed è

ji' n^ 1 (mod. fi),

si ha

i=o i=o

e quando n prende tutti i valori interi inferiori a /<, n li prende tutti

anch'essa sebbene in ordine differente.

I residui minimi delle quantità

n\ Irì , 'od , ...
,
(,u — 1) /^'

comprendono, come è noto, tutti i numeri interi inferiori a /(, quando n è

un numero qualunque primo con /t ; onde si può porre
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e poiché II' ii'^^l (nidcl. /<), t' qiiiiuli liìn^^l (mo<l. /»). si avrà

Ora, siti () una radice primitiva di /<. e

(mod. ju)
;

moltiplicando l'mia per l'altra queste congruenze, si ottiene

(>"-^''' ^ «' /2 ^ 1 (mod. n) ,

e quindi

(y) /: -^ // ^:=
,/»
— 1

.

Dalle {(e), (y) e (/S) è facile dedurre che quando n prende tutti i valori

interi inferiori a /», tutti corrispondentemente li prendono ancora, quantunque

in diverso ordine, le quantità /e, lì e )i

.

Lemma II. Le permutazioni di f.i Lettere, che si ottengono in numero

/< (/(— 1) da una sola colle sostituzioni ('), che consistono nel cangiare alle

lettere gl'indici i in ai-\-h, essendo a e b due numeri qualunque <C ,",

(escluso per a il valore zero), le quali indicheremo col simbolo

(*) ^J «

godono la proprietà, che due qualunque tra loro non possono avere piti di

una lettera allo stesso posto.

Supponiamo che la permutazione, dalla quale si deducono tutte le altre,

abbia tutte le lettere nei posti rispettivamente indicati dai loro indici, e che

quelle ottenute colla sostituzione enunciata, prendendo in essa per a e b ì

valori e e d, e e , d' , abbiano eguali le lettere che sono nei posti /i*'""' e

^simo^ avremo

ch-h d^ e' h -I- d'

(*) (mod. //) :

ct-hd= c't-hd'

dalle quali sottraendo,

{c-c')(h — n^O,

^') Sui principi (lolla teoria delle sostituzioni si possono consultare le lezioni \I >• M\
ilei Cours d'Algebre mpérieure di Serret, Paris, 1849.

(2) Veli i ^rriiiipi (li permutazioni (K) e (0) nctrli escinpi delle pasrine 24 e 25.
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e poiché h— t<iii, e quindi primo con /» , si deduce

• e — 6?' =^ ;

la quale, essendo e e c'<^n, dà

v=^c'

e sostituendo nello {{)

d = d

Dunque due permutazioni qualunque ottenute colle sostituzioni (J), le quali

avessero due lettere allo stesso posto, le avrebbero tutte, e sarebbero identiche.

Lemma IH. Date /t lettere, essendo al solito n numero primo, sopra

le quali siano possibili soltanto le sostituzioni che non lasciano pia di una

lettera allo stesso posto ; le permutanoni che si potranno ottenere colle

medesime, saranno in numero di /t(/t— 1), e si dedurranno tutte da una

sola colle sostitmioni (rj), le quali unicamente saranno possibili.

Poiché in questo caso non si hanno due permutazioni cbe abbiano due

lettere allo stesso posto, è evidente che non si potranno avere piii di /t— 1

permutazioni, che abbiano una lettera, per es. ^o, -Q uno stesso posto; dunque,

essendo /( i posti, non si potranno avere in tutte più di // (/(— 1) permu-

tazioni.

Vi saranno tra queste alcune, le quali non avranno nessuna lettera nello

stesso posto. Infatti, prendiamo una permutazione P che abbia Xo nel primo,

e il gruppo G composto delle /( — 1, che hanno la stessa Xo nel secondo.

Le lettere differenti che potrà avere allo stesso posto la P con la G non po-

tranno essere più di /t— 2; perchè non potrà avervi certamente la Xo e quella

che è nel 2.° posto. Due permutazioni delle G non potranno avere una stessa

lettera allo stesso posto colla P
;

poiché in tal caso ne avrebbero un' altra

tra loro oltre la Xo. Dunque, poiché le G sono in numero di //— 1, una P'

di esse dovrà rimanere senza nessuna lettera allo stesso posto colla P.

La sostituiione, mediante la quale si passerà dalla permutazione P alla P',

sarà circolare dell'ordine /(. Poiché, se ciò non fosse (come può vedersi in

una Memoria di Cauchy inserita nel Voi. X del Giornale della Scuola Po-

litecnica), si passerebbe dall'una all'altra con una sostituzione, che sarebbe

prodotto di più sostituzioni circolari degli ordini m, n, p ecc., tali che

m ~h n -h p -+- ec. = /< ;

e due almeno delle quantità m,n,p ecc. dovrebbero esser disuguali; poiché

la loro somma é un numero primo, e tutte ^ 1 ,
perché le due permutazioni

non lianno alcuna lettera allo stesso posto. Ora se ra>>p, e si ripete questa

sostituzione p volte di seguito
, p lettere torneranno nei medesimi posti che

avevano nella prima permutazione, e m saranno ancora in posti differenti.
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Onde la sostituzioue sarebbe tale che darebbe luogo a due perni utazioni dille-

renti con ;> lettere allo stesso posto, lo che, essendo ^;> 1, è impossibile.

La sostituzione circolare dell'ordine /.i, la quale abbiamo dimostrato do-

vere essere possibile, potrà ripetersi ii volte di se^niito, e darà un gruppo

di {i permutazioni, due qualunque delle quali non avranno alcuna lettera allo

stesso posto, e che, prendendo convenientemente gl'indici o la iirima ]ter-

mutazione, che ò arbitraria, potrà essere il seguente

(A)

nel quale si deducono tutto le permutazioni dalla prima, per mezzo della

sostituzione

(5) (^' V
dando a e tutti i valori interi <C"-

Coìle sostituzioni (5) non otteniamo che ,u permutazioni, quindi ne sa-

ranno possibili anche altre, che ora passiamo a determinare. Sia una di queste

<«'
e:.J

•

Eseguiamola sopra tutte le permutazioni del gruppo (A), avremo il

seguente

^F(O) 1 <^V(\) 1 t^K(2) 5 • • • 1 Xv(<J.— l)

^F(l) 5 ''^F(2) •> <^F(3) 1 • • • 1 t^F(O)

(B)

/y» /Vi /V» /y»

iLV{<J.— \) 1 <-'-¥{{) 1 <-tF(l) 1 • • • 1 << F(V.— -2;

Sopra ognuna di queste facciamo le /t sostituzioni comprese nel simbolo (5),

ed otterremo jtt^ permutazioni, la forma delle quali sarà

dove k e h sono due numeri qualunque inferiori a /<, e possono essere anche

eguali a zero.

Tra queste devono necessariamente alcune essere eguali, perchè le difterenti

abbiamo veduto non potere essere più di // (/(— 1). Supponiamo eguali quelle

che si hanno prendendo per k v h i valori c<, ,-i, e r/, fi'

<2^F(a) + [ì ) «^K(a+i)-vfi 1 <2^F(a+2)-t-[i •••
i •^'F(a-Ky.— i)-+-fj i

^'F(a') + fi') ^'F(a'-4-i) + (ì'j «2^F(a' + 2>-i-[i' ••• • •^K(a'+a-i)-' [''l-
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Dovendo essere eguali i termini coiTispondenli. avremo, qiinliinqiii' sia n,

F (;z+ «) + /? = F (/? 4- ce') ~h(ì';

e ponendo

i = ìi-h (('
, c< — (/ = ^ , ,/— /? = ac,

si otterrà la equazione

F{i-hc)— F{i) = ac,

dalla quale è facile dedurne

F{i) = ai-V-h.

La (6), sostituendovi questo valore, diviene

\3Cai+h!

e questa, che comprende anche la (5), contiene tutte le sostituzioni possibili

sulle /{ lettere, e per mezzo di essa si dedurranno tutte le permutazioni da

una sola; come volevamo dimostrare. Questa e la proposizione precedente sono

dovute a Galois, che si è servito di una senza dimostrarla, dell'altra con un

abljozzo di dimostrazione.

Lemma IV. Se la equazione algebrica

F {x) -^--
,

che non contiene nessuna delle radici r, r' ... r^"' di una equazione irri-

duitibile F(r)= 0, ha lìer radice ii\ = (f {?") ; avrà anche ^„^=^(r^"^).

Malmsten ha dimostrato questa proposizione, nel caso in cui r sia ra-

dice di una equazione binomia di grado primo, cioè un radicale, nel modo

seguente.

Poiché g^(r) è radice di F(.7?)= 0, si avrà identicamente

F{a;)^[,x—<;{r)]ip(,x).

Cangiando r in r'-"\ F{x) che non contiene /' riman la stessa; onde si avrà

ancora

e g(r^"^) radice, come volevamo dimostrare.

Teorema L Adunche una equazione algebrica irriduttibile di grado

primo sia risolubile per radicali, è necessario che tutte le radici siano

funzioni razionali di due qualunque tra loro.

Il Teorema di Abel stabilisce per condizione necessaria alla risolubilità

per radicali della equazione irriduttibile (1); che i coefficienti della ausi-

liaria (4) siano funzioni razionali dei coefficienti della (1), e quindi invaria-

bili per qualunque sostituzione che si eseguisca sulle radici Xi della medesima;

ma essi sono anche funzioni simmetriche delle E,, date per le xi dalla (3):
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dunque le sostituzioni possibili sulle ic^ non dovranno can},nare lo funzioni

simmetriche delle K„ , e saranno soltanto quelle, che, o lasciano invariabili

le Rn, le convertono una nell'altra. Ora, poiché per il Lemma I, ^Ua (3)

si può dar la forma

(8) R«=-;;^.(
X"'*^-)'"'
1=^0

le sostituzioni che lasciano invariabili le R,» sono, come è noto, le circolari

quelle che convertono le R» una nell'altra sono evidentemente

onde tutte le sostituzioni possibili saranno comprese nel simbolo

te \

e quindi, per il Lemma II, non potranno lasciare più che una lettera allo

stesso posto. Dunque tenendo ferme due radici, per esempio Xa e Xb, le altre

dovranno risultar completamente determinate, e non potranno permutarsi tra loro.

Affinchè questo avvenga, dovranno esser tutte funzioni razionali delle due date;

razionali, poiché se contenessero anche una radice r di una equazione irri-

duttibile, per il Lemma IV, sostituendo a r le altre radici della stessa equa-

zione, senza cangiare Xa e ,'•;„ si permuterebbero tra loro le radici della

proposta.

Teorema IL Se tutte le radici di una equazione sono funzioni razio-

nali di due qualuw/tie tra loro, la equazione medesima è risolubile per

radicali.

Egli è evidente che, essendo tutte le radici funzioni razionali di due

qualunque tra loro, potranno eseguirsi sulle medesime soltanto le sostituzioni

che non lasciano più di una lettera allo stesso posto, e che per il Lemma III,

sono tutte comprese nel simbolo

le quali lasciano invariabili le funzioni simmetriche delle R„- Dnnque i coeffi-

cienti della (4) saranno invariabili per tutte le sostituzioni possibili sulle

radici della proposta, e saranno funzioni simmetriche di queste, e quindi

razionali dei coefficienti: una condizione necessaria alla risolubilità per la-

dicali della (1) è quindi adempita; ma dimostriamo che avrà luogo di fatto

questa risoluzione.
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Alla serie dei numeri naturali inferiori a /t sostituiamo, per indici di K

nella (8) , la serie delle potenze pure inferiori a (i di una radice primitiva q

del numero primo /<, e poniamo R-*= A;;; avremo

^''=ii^(ì_"''''pO'-
1=0

Le sostituzioni possibili sulle ^ sono unicamente quelle comprese nel sim-

bolo (7), il quale ponendo

(mod. /f),

si trasforma nel seguente

e a queste corrispondono per le radici A/j della (4), le sostituzioni

Dunque sulle n — 1 radici della (4) sono possibili soltanto le sostitu-

zioni circolari dell'ordine /( — 1, e quindi la medesima è risolubile per ra-

dicali col metodo di Gauss per le equazioni binomie ('). Dunque le ,/; date

dalla (2) in funzione delle radici della (4) saranno esprimibili per radicali,

come volevamo dimostrare.

Esempi

1." Se 11= 3 tutte le sostituzioni possibili non lasciano più di una let-

tera allo stesso punto, e sono comprese nel simbolo (7);

11 • /y* ^Y* '7^ * I I " 'y 'y* 'Y* ' M I • 'y^ '>' 'V •

1 \Xi / \Xi+\ ' \'Xi+2 /

ì i^i \. .. . t^i \. .. . . A^i \ .

\ \<2/2i/ \t'^'2i+l/ V^2(+2/

Dunque la condizione necessaria e sufficiente alla risolubilità per radicali,

cioè che una radice sia funzione razionale di due qualunque delle altre, come

si può vedere anche direttamente dalla equazione stessa, è sempre soddisfatta
;

e le equazioni di 3" grado si possono sempre risolvere come è già noto da

molto tempo.

(F)

(') Vedi Serrot, Co>rrs d'Alg. sup., Lez. XXVII.
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2." Per .« - 5 le porimitazioni cliu non liiuino i»i(i di una lettera allu

stesso posto tra loro, sono lo 2U se<,nienti

I ,. I 5 «^4 1 '^'o ì ^1 5
^'ì

ì <^3 5 1 „ I I «^0 1 «^2 > ^'4 » <^'l 1 «^'3 5

I I ) <<^'l 5 <^3 7 "^0 ? '^'Z ì t^i I I „ I 5 <^i ì ^'l ' '^l 1 2^3 1 <^0 5

l ^ I » "^'3 5 "^0 ) «>t^2 ) <X'4 , t^i 5 1 „ 15 <^4 j J7i , .2^3 , <2^o j -^a 5

\<^-'2l+3/ \<^2Ì-i-4'

I ^ . I 5 «^i» ) "^3 ) --^'l • '^-J ' '^2 j I ì '> X\ 1 CCi , ct'g , Xq ^ Xz \

iXi \ (Xi \
1 . ] ì "^2 1 <*o ! "^'s 5 <^i 1 Xi 5 I ., 15 X-i 1 X\ 1 Xi 1 X-i , Xq ,

\'<^3(+2/ \<^3j-l-3/

(I , tt't , Xì , t^'u , t2^3 , X\ ? I ., 15 <2^'o 1 t^4 ) <^3 5 '^2 » "^l ?

•' 31-^ 1 / \ .<'4J /

(Xi \ , , ^ (Xi \ . . ,

11. I I «^1 1 «^'o 1 Xi 1 Xi t Xì', \ ^
I

I
Xì , X\ , .2^0 5 <2^4 1 '^3 »

\'-<'4t+l/ \«^'4i+2/

À"i \ . . -, . i^i \ .

( V. ] \ ^'i 1 '^('2 1 Xi ^ Xq ^ Xi \ \ 1 ; Xi 1 X3 , Xz ì Xi , JTo .

\^t'4J4-3/ \<'('4i-(-4'

Il numero dello permutazioni possibili in generale è di 12(J; dunque po-

tranno eseguirsi sulle radici anche altro sostituzioni, oltre quelle coiuprese

nel simbolo (7) (*); e non è soddisfatta la condizione necessaria alla riso-

lubilità per radicali. Lo stesso è facile a osservarsi per i gradi superiori.

Dunque le equazioni irriducibili di grado primo superiore a tre non possono

risolversi per radicali, come il primo trovò il celebre Kufiini.

(*) Le altre sostituzioni possibili, per mezzo delle quali si ottengono

le 100 permutazioni, sono tutte quante comprese nel simbolo

i"! )•

dove si può prendere per a^ b, e e tutti i valori intieri inferiori a 5 (escluso

per a lo zero).

ludicliiamu con

\Xfii, f
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una sostituzione per mozzo della quale si passa dalla prima delle (G) a una

delle altre 100. Eseguiamola sopra le 20 permutazioni del gruppo (G); ne

avremo altrettante, il tipo delle quali sarà

Sopra ognuna di queste facciamo tutte le sostituzioni

\'^ai+b/

Si otterranno 20' permutazioni, che avranno per forma tipica

Ora, tutte le differenti permutazioni possibili con 5 lettere non possono es-

sere più di 120; dunque alcune delle 20^ così ottenute saranno identiche,

e per alcuni valori delle costanti «, b, e, d, riu ^i, ^i e eh dovrà esser verificata,

qualunque sia i, la equazione

(1) cf{ai -+- b) --f- d = Ci f{ayi -+- bi) -+- d^

.

Poniamo

(2)

«/ + è = F (w)
;

eliminando la i si ha

«F (w + 1 ) — «1 F {(lì) ^=bia — òtti ,

dalla quale, come è noto, si ricava

bi a — bciiFw=c(^y
a— «1

essendo una costante arbitraria.

La (1), sostituendovi i valori (2), diviene

e, /'(F(c)) + l) — ^/(F(a,)) ^d — d,
,

la quale ha per integrale

dove D è una costante arbitraria.

Alle quantità «, «i, e e Ci indipendenti da i possono sostituirsi le po-

tenze di Q radice primitiva di 5 delle quali sono residui; onde essendo

hi — h = a , k— k\ = fi

avremo
„, ,

, bai — bla / -
, tx ,

atti — bia „ „,
F (o))+ — '— = {ai + b)-\ = C(»°"^

^ a— tti
^ ' a— «1

^

/•(F(..))-^^^=^ = /'(a/-4-/;)--^^=^=Dc>>.
' V / (?i — e e. — e
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Kliniinaiido o'", si ottiene

3

(/— ^^

Pongo

a

ai-\-h = i, -^^ a, —- 1
) = //

,

C \ «— «1 /

il— dx ^ ^^ =. e ,
-^ = A

,

ed ho finalmente

Resta per determinar l'esponente A la condizione, che /"(/) non abhia

(lue valori eguali, per valori differenti di /. Se questa condizione non fosse

verificata, si avrebbe una stessa lettera in due posti di una medesima per-

mutazione; lo che non può essere.

Dovrà essere A un numero primo e inferiore a // — 1 = 4.

Infatti, supponiamo /t— 1 multiplo di A, avremo

n — 1 = "kò
;

e si troveranno due valori di i, /, e i^ per i quali sia

qf'
^ aix H- h

(mod. ,u)

(>."•"' ^ ali H- b

onde

f (/i) ^ {aix -^ hf -4- f = (»s^ + d?

/ {i^) = (aio -h Oy- -+- e ^^ q'-I"--''^ -h e

ma

quindi

f{ix)=f{i,)='-l~^-C

e il e /a numeri differenti, lo che è impossibile. Dunque A dovrà essere primo

e inferiore a 4; e potrà essere soltanto eguale a 1, o a 3; e /e soslitiuioai

possibili s/i 5 IcUere saranno iiUte comprese nei due simboli
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III.

UN TEOREMA SULLE RISOLVENTI DELLE EQUAZIONI RISOLUBILI

PER RADICALI

(D;igli Aiiiiiili ili Sciente iiìatcìnatichc e fisiche, t. II. pp. 102-105. R-Om;!. I^^SO-

Le risolventi lagrangiane delle equazioni algebriche di grado /e primo

risolubili per radicali hanno sempre, oltre il fattore razionale di primo grado

scoperto da Abel, anche tanti fattori razionali di grado ,«, quanti sono i nu-

meri primi inferiori a /i— 1, le radici dei quali sono esprimibili per radicali.

Nella Nota inserita alla pag. 5 (M del fascicolo di gennaio di questo anno

ho dimostrato già, che una equazione di grado ,« primo è risolubile per ra-

dicali soltanto, quando non sono possibili sulle radici della medesima altre

sostituzioni che quello comprese uel simbolo

e quindi, che una delle radici della risolvente lagrangiana

(1) p= Z ( Z "'^v 1
7i=l \ 1=0 /

è invariabile per tutte le sostituzioni possibili, e perciò esprimibile razionalmente

per i coefficienti della proposta. Ora, se si eseguiscano sulla (1) lo sostituzioni

dove X è un numero primo con /t— 1, avremo altre /t radici della risolvente

h=>J.-i /i=y—i \ a h=lJ-—ì / i=;j-^ì \u.

Po = Z ( Z «''^v^="'• )' = Z ( Z ""'^'V )'

h=y—i . i=;-i^i \ ij. h-=iJ—ì, i-=iJ^i \ ij.

Pi = Z ( Z «'^'^?''^-i )' = Z Z ""'^iV^^ )''

y
( z «'^^•'?'''-+2

)
= Z ( Z ^'^iV+^- ) '

h=<J.—i /i='J.—i

Po =

Pa-,= >_ ( Z «''^A?'''--;>-i) = Z ( Z f^'^iV^i^-^)'

•

f) V. p. 17 di r|iu'sto vdliiiiit
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Qui è tacile ;i vedersi che a ogni sostituzione («) sulle a^^ corrisponde sulle P,

una sostituzione

(^)
(pL,,)

Dunque tutte le sostituzioni possil)ili sulle radici della proposta o lasciano

invariabili le Pi o le convertono una nell'altra, e quindi le funzioni simme-

triche delle medesime saranno esprimibili razionalmente per i coefficienti della

proposta ; e, poiché sulle Pj- non sono possibili che le sostituzioni che deri-

vano dalle («), e perciò le sole (y), la equazione che ha per radici le Pi,

e che è un fattore della risolvente, avrà i coeflicienti razionali e sarà riso-

lubile per radicali.

Se si osserva che l può essere eguale a tutti i numeri inferiori e primi

a a — 1, è evidente che il teorema è completamente dimostrato.

Il sior. p]duardo Luther, in una sua Memoria inserita nel tomo 34 del

Giornale di Creile, dimostrò con altro metodo che la risolvente delle equa-

zioni di 5° grado risolubili per radicali è sempre decomponibile in due fattori

razionali, uno di primo e l'altro di 5" grado; proprietà che è un caso par-

ticolare del teorema qui dimostrato.
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IV.

ESTRATTO DI UNA LETTERA AL PROF. B. TORTOLINI

(Dagli Aiiiiaìi di Scie/i:^c matematiche e fisiche, t. Il, pp. 246-247, Roma, 1851).

Pistoia, li 4 maggio 1851.

Sig. Professore,

Ora sto scrivendo una Memoria : - Sulla risohisione delle

equaziùiii algebriche «. I problemi che ne fanno soggetto sono i seguenti:

« Determinare iii generale le condizioni necessarie e sufficienti affinchè una

equazione irriduttibile quabmque sia risolubile 1°. 'per radicali; 2". ^Ji^r

radici di equazioni di grado inferiore ; 3°. quan lo una equazione non sia

risolubile né per radicali^ né per radici di equazioni di grado inferiore,

determinare le equazioni che definiscono i piti semplici irrazionali, ver i

quali possano esprimersi le radici della proposta « . Sulle tracce poche e

interrotte lasciate da quel profondo ingegno di Galois, e che si trovano nei

frammenti pubblicati da Liouville nel voi. XI del suo giornale, ho risoluto

completamente il primo ; e avendo già nella mia prima Nota dimostrato quel

che riguarda le equazioni di grado primo, ora sviluppo in particolare quel

che riguarda l'equazioni il grado delle quali è il prodotto di più numeri

primi. Già Abel era giunto in parte per altra via alla soluzione di questo

importante problema; ma si è trovato ne' suoi scritti poco più che l'enun-

ciato de' teoremi
; la morte avendo rapito anche lui troppo presto alle scienze.

Ho risoluto anche il secondo problema. Ma quanto al terzo, l'ho soltanto toc-

cato un poco. Bisogna però riflettere che esso contiene in sé, direi quasi,

tutta una scienza nuova, e la sua completa soluzione attende probabilmente

nuove scoperte nella Teoria de numeri, e specialmente nella Teoria della

riduzione delle forme; e già Eisenstein nel voi. 27 del Creile ne fece ve-

dere l'utilità per le formule di risoluzione delle equazioni dei primi quattro

gradi, e anche Hermite ha palesato in una lettera a Jacobi, ultimamente

pubblicata nel Creile, voi. 40, fase. 4°, di nutrire speranza di utilità nell'ap-

plicazione al problema algebrico della Teoria delle forme che egli coltiva

con tanto successo.
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SULLA RISOLUZIONE DI-LLl- EQ.UAZ10NI ALGEBRICHE

(Dagli Aniuili di 5(,/f«;;c ìiìatemalichc e Ihicbe, t. Ili, pp. 49-1 1 5, Koma, 1H52).

Nella presente Memoria ho preso a trattare colla massima generalità i

problemi relativi alla risolubilità delle equazioni algebriche, che si proposero

i due sommi geometri Abel e Galois, e intorno ai quali, per la morte che

li rapì ambedue alla scienza ancor giovanissimi, non poterono lasciare altro

che poche traccio della via tenuta per raggiunger lo scopo, e molti dei più

importanti teoremi, ma privi in gran parte delle loro dimostrazioni.

Dopo che Paolo Ruilìni di Modena ebbe dimostrata l'impossibilità di

risolvere per radicali le equazioni di grado superiore al quarto in generale,

Abel il primo si propose di determinare la condizioni da verificarsi, affinchè

una equazione di grado qualunque fosse in particolare risolubile per radicali.

Il metodo da lui seguito in queste ardue ricerche si trova in parte abbozzato

in un frammento di memoria ritrovato tra le sue carte, e pubblicato nella

collezione delle sue opere fatta per cura del professore Holmboe. I chiaris-

simi sigg. Malmstén e Luther hanno sviluppato, ed esteso nel Giornale di

Creile questo bel metodo, per applicarlo, il primo, alla dimostrazione del

teorema di Abel sulla risolubilità delle equazioni di grado primo, il secondo

alla determinazione dei criteri di risolubilità delle equazioni di 5" e 6" grado.

Galois quasi contemporaneamente all'Abel meditava sullo stesso pro-

blema e 17 mesi dopo la morte di questi, presentava all'Accademia delle

Scienze di Parigi una memoria dove esponeva una nuova e profonda teoria

da lui creata per risolvere il problema preso sotto un punto di vista più ge-

nerale, e l'applicava alla dimostrazione di un teorema sulla risolubilità per

radicali delle equazioni di grado primo, il quale non è, come io ho già fatto

conoscere ('), che una trasformazione di quello di Abel, poi dimostrato da

Malmstén. e del quale egli non poteva aver cognizione. Poisson e Lacroix

eletti a riferire sulla medesima la ritennero quasi inintelligibile, e rimpro-

verarono al giovine autore la mancanza della chiarezza.

(') Vedi: Annali di acicnze mat. e fis., ct)iiii)iliili il;i V>. Tortnlini. t. II. )'|'. ò-l!

('Ili jincìn- ]>\). 17-27 ili f|iiestii volume).
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Il cliianssimo sig. Liouville, pubblicando questa Memoria, e altri fram-

menti sullo stesso soggetto ritrovati dopo la morte di Galois, annunziò di

esser giunto, dopo aver colmato alcune leggiere lacune, a riconoscere l'esat-

tezza intera del metodo col quale è provato in particolare il rammentato teo-

rema, e fece conoscere la intenzione che egli aveva di pubblicare un Com-

mentario per completare certi passaggi, e rischiarare certi punti delicati di

quella Memoria.

Le condizioni di risolubilità per radicali delle equazioni di grado primo

possono pertanto ritenersi determinate e dimostrate con ambedue i metodi

dei due sommi geometri. Rimanevano però fin ora da determinarsi quelle

relative alle equazioni di grado non primo, molte delle quali trovansi annun-

ziate da essi sotto forme differenti, può dirsi senza dimostrazione, nei fram-

menti postumi. Riempire questa lacuna è l'oggetto principale del mio lavoro.

Io ho istituita con qualche novità una teoria delle sostituzioni, e per

mezzo di essa ho potuto dedurre con facilità e rigore dalla bella teoria del

Galois che ho sviluppata ed estesa, la determinazione delle condizioni di

risolubilità per radicali, delle equazioni di un grado qualunque, e dimostrare

tutti i teoremi relativi, tanto sotto la forma nella quale li annunziò Abel,

quanto sotto quella colla quale li annunziò Galois, e aggiungerne alcuni

nuovi per completare la soluzione del problema.

Le condizioni generali necessarie e sufficienti alla risolubilità di una

equazione di grado qualunque non le ho date soltanto per il caso in cui vo-

gliasi una risoluzione per radicali, ma anche per quello in cui ci contentiamo

di averla con radici di altre equazioni algebriche ; e ho accennato un principio

di classificazione degl'irrazionali, il quale spero di potere sviluppare in altro

lavoro.

Ho divisa la Memoria in due parti. Nella prima ho esposta la teoria

delle sostituzioni: nella seconda la determinazione delle condizioni di risolu-

bilità delle equazioni algebriche.
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CAPITOLO PRIMO

DELLE SOSTITUZIONI

I.

Prliicqn del calcolo delle sosliliizloai.

1. Una 8o$liiuzlone è la operazione mediante la quale si passa da una

ad un'altra permutazione di più quantità.

Ci serviremo di una sola lettera x con diversi indici i posti al basso

per distinguer tra loro tutte le quantità che entrano nelle permutazioni.

Perciò potremo ritenere che ogni sostituzione si eseguisca sostituendo a tutti

gli apici i una funzione «/(/) dei medesimi; e la indicheremo colla notazione

La funzione if{Ì) dovrà godere la proprietà di prendere per tutti i va-

lori successivi di i, li stessi valori che prende /, ma in ordine differente.

2. Adotteremo diversi sistemi di apici secondo il numero ii delle lettere,

r. Se

e lì numero primo, prenderemo per apici le j) radici della congruenza

P^ i (mod. jj)

,

lo quali saranno i numeri naturali da zero a j> — 1 ; poiché riguarderemo

eguale a zero la parte di ogni numero multipla di [).

2°. Quando sia

p un numero primo e v un numero qualunque, ci serviremo per apici, delle //'

radici della congruenza

(1) iP" ^ i {moà. p).

Galois ha osservato che, se

F{t)= (mod. p)

è una congruenza irriduttibile di grado v, e / una radice incommensurabile

della medesima; tutte le radici della (1) sono date dalla espressione

l = Uo -h ai l -h a-z l" -+-... -h Oy-i /'"'
;

dove ao , 0,1 . . . . a-i-i prendono successivamente tutti i valori interi minori
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di ^9, e si riguafdano eguali a zero le quantità multiple di^9('). Le pro-

prietà principali di questa specie di numeri complessi sono stato poi dimo-

strate con molta chiarezza e rigore dal sig. Schonemann in una Memoria in-

serita nel tomo 31 del giornal di Creile, intitolata : Grandsùge eliier allge-

meiiier Theorie von ìboheni Gongruenzen.

3. Se

n = p^ q\'- r'^ , .
.

,

e
i), q, r, ... numeri primi, e r, /», a , ... qualunque, distingueremo le quantità

con più apici per ciascuna lettera, i quali siano della natura dei procedenti,

cioè radici delle congruenze

kv'= k (mod. 7j), hi^"= h (mod. q), V^ = l (mod. r),

Per brevità, in questa prima parte, indicheremo le sostituzioni col semplice

segno delle funzioni degli apici che debbono sostituirsi ai medesimi per ese-

guirle, servendoci per il segno di funzione, sempre di lettere greche. Così

scriveremo (f
in luogo di r '

j

.

4. Le operazioni successive di più sostituzioni O^^S^tì^ ... (9„_i equi-

valgono a una sola sostituzione (p che rappresenteremo, come il primo fece

Cauch}^ (-), col prodotto di quelle :

disponendo i fattori nell'ordine col quale sono state eseguite le rispettive so-

stituzioni.

Se fosse

si avrebbe

5. Se è una sostituzione circolare sopra p lettere, ripetuta p volte

riprodurrà la permutazione d'onde siamo partiti
;
perciò si avrà la stessa per-

mutazione eseguendola a o b volte, quando sia

a^b (mod. p),

e si potrà porre

djwip+a __ fia •

onde si dovrà stabilire

6P = Ì .

(') Vedi : Journal de Liouville, t. XI, p. 398 ; (ivvcro, Bullctin de Fcrussac,

t. XUi, 1-. 428.

(2) Vedi: Journal de rÉcole Polytechnique, t. X.
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(3. Ogni sostituzione, che non è circolare sopra nii certo numero di let-

tore, equivale a più sostituzioni circolali ellettiiate sopra lettere dillerenti,

quindi con un ordino ((ualiinque (').

Siano f/„ f/i . . . . (/-/i-i qneste sostituzioni circolari, avremo

e ripetendola a volte, poiché è inditterente l'ordine con cui si eseguiscono

le sostituzioni su lettere differenti, si otterrà

an y-,n „n „n ,fn
(f — g> <f' l

fp 2 ' • ^ m-l •

Affinchè 0'' = 1 è evidente che dovranno esser soddisfatte le seguenti equazioni

Se poPi . . . pm-i sono i numeri delle lettere sopra le quali rispettivamente

sono eseguite le sostituzioni </„ t/, . . . . (/,„_i , queste equazioni non potranno

esser soddisfatte a meno che /i non sia divisibile per j),, ,pi y>,„-i .

7. Chiameremo ordine di una sostituzione il numero che indica quante

permutazioni differenti si possono ottenere eseguendola più volte successive,

e che è la minima potenza della sostituzione, che dà per risultato l'unità.

Ciò che si è stabilito nei due paragrafi precedenti dà i seguenti teoremi :

1°. Le polente di una sostitusione, gli esponenti delle quali sono congrui

rispetto all'ordine, sono eguali tra loro.

2°. L'ordine di una sostituzione circolare su p lettere è eguale a p.

3°. L'ordine di una sostituzione qualunque è eguale al minimo divi-

sibile per tutti gli ordini delle sostituzioni circolari sopra lettere diffe-

renti, delle quali è il prodotto.

4°. Se il numero p delle lettere è primo, ogni sostituzione di p^***"''

ordine sarà circolare su tutte le lettere.

5°. Una sostituzione di ordine primo p, o è circolare su p lettere, o è

il prodotto di pili circolari su p lettere differenti ciascuna.

8. La sostituzione mediante la quale dalla permutazione ottenuta colla

6'", si torna a quella d'onde siamo partiti è tì^^-'"; se p è l'ordine di tì. Ora

poiché 6^ — 1 si potrà stabilire che

Qf—m —— tì—m

ossia che un esponente negativo indica la sostituzione inversa a quella che

rappresenterebbe quando si prendesse positivamente.

Per passare dalla permutazione ottenuta colla sostituzione «" a quella

ottenuta colla </^'" , la sostituzione da farsi potrà rappresentarsi con tì~" ip'".

(') V. Serret. Cours d'Ale/. sup.,]h2rì2; o. Journal de VÉcùle Poìyk'rhnif]ue,i. X.
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9. Se si ha eguaglianza tra due prodotti di i»iìi sostituzioni si potranno

moltiplicare ambedue a destra per una stessa sostituzione, come pure a sini-

stra; ma non però in generale uno a destra e l'altro a sinistra.

IL

Delle sostitiuioìii derivate.

10. Allorché più sostituzioni sono tali che le lettere cangiate da cia-

scuna di esse sono lasciate ferme da tutte le altre, il loro prodotto non varia

se si cangia l'ordine col quale sono disposti i fattori. Ma se due sostituzioni

e ip inducono cangiamento anche sulle stesse lettere, non è più inditfe-

rente l'ordine dei fattori, non è più in generale

(Hp=ìptì
,

ma invece '

(1) 6ip = ipe,
;

dove ^1 è un'altra sostituzione.

Moltiplicando da ambe le parti per ip-^ si ricava

(2) e, = ip-' Olii .

La sostituzione 6^ la diremo la derivata di 6 per mezso di ip, la so-

stituzione 2^^^i^^tiva e (/^ la derivante.

La derivata di 6^ la chiameremo derivata seconda di 0, la derivata

della derivata seconda, derivata terza, e così di seguito.

Indichiamo colla notazione D"*!], la derivata m^'"^^ di per mezzo di \p\

avremo

(3) D'\; d.ìp=il> D'r ; D"^,! D"^ 6 = DJ'""6» ; D°,i. 6=0

La quantità m la chiameremo Vindice della derivata.

11. Prendiamo le equazioni

J)^0 = ip-'eip, J),:^if=4>-'ifip, D^x='^-'X«/^

Moltiplicandole tra loro, avremo

D; 6^
.
D,; 9) .

D^ X • • • = V^"' %Z • • • '/' = ^^ Hx • • •

ossia: la derivata del prodotto di più sostituzioni è eguale al prodotto

delle derivate delle medesime.

Se

<9 =r 9) = X = . . . ; sarà (D.^ ef = 1)^6'^
;

essendo n il numero delle sostituzioni : dunque la derivata della potenza
jjesimo di ^^^^^ sostituzione è la potenza n^"'"" della derivata.
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12. Se

6"= 1,

viceversa, quando

e

D^ 6" = 1
;

e qiiiudi

1 ._-= tp-^ 6" Ijl
,

Ip ::^ b" Ip
,

ì = b" .

Di qui è facile dedurre che la sostUasioiie e la sua derivala sono dello

slesso ordine.

13. La derivala per messo di una soslilusione (p, della derivata per

messo di un' allra ip, di una qualunque tì, è eijuale alla derivata delta

medesima per messo del prodotto xp(f.

lufatti

tìip = (/;D.; e
,

D^d .(f^ ^.Do Di e :

moltiplichiamo a sinistra la 2^ por tp, avremo riducendo colla P
bUi(p = i//^D<p D.; e

;

ma

6ip(f= ipgT)'!^'^
;

dunque

D^ D^ e -^ Di-, e :

e in generale si può dedurre da queste

(4) ey...xip(p = Y'-- X4>^^'^ D'} D/. • • • • D;^-

(5) D,^ D.; D/ . . . . D^ tì = D^ . . . y.;-, b .

Se

y = v = X • • • = y '

la (4) e la (5) divengono

(6) btpp ^ip^D^O
,

(7) D,/ « = D;^ tì
;

quindi la derivata per messo della potensa p'"^''"" di una sostitusione è

eguale alla derivata p^^**"*" per messo della medesima sostitusione.

14. Quando

è anche (v. n. 13)

DiP — Di;,? y ,
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quindi

(liiiiquo derivale dello stesso- indice eguali ha/ino eguali le loro primitive.

Se ipP=l, la (6) dà

(8) DJ e = « ;

dalla quale si ricava

quando è

a^^h (mod. p) :

(f<? derivate gl'indici delle quali sono congrui rispetto all'ordine della de-

rivante sono eguali tra loro.

Sia ora n il minimo numero per il quale si abbia

(9) D"^ tì = e,

e

(10) p = mn-hr,

essendo p l'ordine di ip.

Derivando (m — l)n volte la (9), si ha

(11) j)''^" e = ^"^-'"'6 r^ e :

e dalla (8) sostituendo in essa a p il valore (10),

(12) D^"tì W,!^ = 6 .

Eguagliando la (11) e la (12), si ha

onde

e perchè r <Ci n, dovrà essere

r = 0.

Dunque l'indice minimo di una derivata eguale alla primitiva^ è un di-

visore dell'ordine della derivante'., e sono eguali le derivate che hanno

gl'indici congrui rispetto al medesimo.

Se l'ordine di </' è un numero primo p le derivate differenti di una so-

stituzione qualunque rispetto a (/' saranno p.
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CAPITOLO «FACONDO

DEI GKLI'PI DI l'Kli.MUT.VZIONI

I.

Delle sosiilicsioM di un gruppo.

ir>. Dicesi t/riippo di permuta:ioni una serie di permutazioni tali che

una sostituzione mediante la quale si passa da una ad un'altra qualunque

di osse, eseguita su tutte, non faccia che permutarle tra loro, senza produrne

nessuna nuova che non appartenga già al gruppo. Si dicono sostituzioni del

gruppo quelle colle quali si passa da una a tutte le altre permutazioni del

medesimo. Se queste siano ip^ , if>i , ip^, . . . ipj,_^ dovrà aversi

essendo r un valore intero dipendente da m e da w, e minore di p.

Un gruppo che contenga a permutazioni lo diremo di grado z^'"'*'"''.

Una funzione di più quantità che non muti valore altro che per le so-

stituzioni di un gruppo, avrà altrettanti valori quante sono le permutazioni

di questo.

16. Sia q l'ordine di una sostituzione </'o del gruppo; q, o sarà eguale

al numero delle permutazioni del gruppo medesimo, e si avranno con essa

tutte le permutazioni: o sarà minore di quel numero, e se ne avranno sol-

tanto q, e vi saranno poi delle altre sostituzioni. Sia una di queste ipi di

ordine w, da ambedue si avranno qn permutazioni differenti; poiché suppo-

niamone due eguali

ip\ ip\ = r'o r'i

moltiplicando a destra per Vr' ^ a sinistra per i/^o"' ,

Prendiamo {s— s) /c^^l (mod. «), e inalziamo alla potenza /e, si avrebbe

e quindi la sostituzione ipi non sarebbe altro che una potenza di ip„ , e non

una nuova che potesse dare delle altre permutazioni. Se q non è eguale al

numero delle permutazioni del gruppo, si avrà anche un'altra sostituzione i/'s '

colla quale si otterranno altre qd permutazioni, tutte differenti dalle prece-

denti: poiché supponiamo

si avrebbe
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osiiia </ 2 eguale a una delle precedenti sostituzioni, contro il suppo-sto. Se

con queste q{n-h 1) permutazioni non sono esa'.irite tutte quelle del gruppo,

le altre sostituzioni non potranno egualmente dare che un numero multiplo

di q : dunque l'ordine di ima sostiiaùone qualunque di un griq)po è uii

divisore del numero delle permutasioni del gruppo.

Se un grupjjo avrà un numero primo di permulasioni, le mUilunoni

del medesimo saranno Uitle potenze di una sola di ordine p.

17. Chiameremo eguali due gruppi quando tutte le sostituzioni di uno

saranno eguali a quelle dell'altro, ancorché differenti sieno le permutazioni.

Se le sostituzioni saranno differenti, ma nello stesso numero e di ordini

eguali, i gruppi conterranno anche uno stesso numero di permutazioni, e li

diremo simili.

II.

Dei gruppi derivati simili.

18. Siano «^y lì^ . .. ^j,_i tutte le sostituzioni di un gruppo G ; «/'o ^/^i ••• H>n-\

quelle di un altro r. Un gruppo ottenuto eseguendo sulle permutazioni di Gr

una sostituzione ipm ha le sue sostituzioni derivate di quelle di G per mezzo

di j/'jn , e perciò lo diremo Gruppo derivato di G per mezzo di xp^
, e lo

indicheremo colla notazione

D.;,. G.

Poiché le sostituzioni derivate sono dello stesso ordine delle primitive

(v. n. 12), i gruppi derivati saranno o simili,, o eguali al primitivo o

tra loro.

I gruppi derivati di uno G per mezzo delle sostituzioni di un altro F
si dicono derivati di G per mezzo di r, che dicesi derivante. Se sono si-

mili e sommandoli si ha un gruppo, questo si chiamerà gruppo della somma

dei derivati di G per mezzo di r.

19. Una sostituzione (f che converte una permutazione di un gruppo G

in una di un suo derivato,, cangia il prim.o gruppo interamente nel secondo.

Infatti, sia

Moltiplichiamo per Bq a sinistra, avremo

BqO^(p — dq Ipr D,;,. e,n, = Xpr D,;^ tìq Om'

Ora

On tì. e„ Oq O^if -- tìaOrn ^ ^m' 0,

onde

B„(p = i/v D^,, e,,
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Poiché 7 e quindi a possono esser qualunque, se ne doduco che tutte le per-

mutazioni di un gnippo rimangono cangiate in quelle di mi >uo derivato,

quando rimanga cangiata una sola di esse in una di quelle dell'altro, come

volevamo dimostrare.

20. Se tutti i gruppi derivati sono soltanto simili, tutte le sostituzioni

del gruppo H che ne è somma, li peimuteranno tra loro; e il gruppo K
somma di queste permutazioni conterrà un numero di sostituzioni eguale al

numero delle sostituzioni di H, e tutto di ordini rispettivamente eguali a

quelli di queste ultime, e perciò sarà simile a H.

Il gruppo K lo diremo griqipo delle fennutamni sopra i derivati, e

potremo stabilire che il grupi'io delle permulasioni sopra i derivati è simile

al gruppo della somma dei derivati^ allorquando questi sono soltanto si-

mili tra loro.

III.

Dei gruppi derivati eguali.

21. Quando i gruppi derivati per mezzo di un gruppo r sono tutti

eguali ma non identici tra loro, cioè quando hanno eguali le sostituzioni,

ma non le permutazioni, e si ha

G = D,;„ G = D.;. G = . . . . -= D.i„_, G ;

il gruppo derivante F delle sostituzioni i/'o '/'i • • • V'h-i < prenderà il nome

di molliplicatore del gruppo primitivo G; e anche quello di divisore del

gruppo H che risulta dalla somma di tutti i gruppi derivati.

Il gruppo H lo chiameremo il prodotto di G per T, e porremo

Hr-Gr.
Se

r ^=: (jl /"l , /"l
•-— G2 ^^2 , • • • * (1-2 ^^= Gn-2 Gn_l ,

sarà

H = G G] G2 • . . Gn-i I

e poiché l'ordine di questi fattori non è indifferente, distingueremo questi

gruppi tra loro, chiamando Gn-i il 1" divisore, G„-> , il 2" G 1' n''"'"",

ultimo divisore; e G, il primo, G2 il 2° . . . . G.-, l'(>? — 1
)""•*'" moltipli-

catore di G.

Se non possono esistere altri moltiplicatori dopo T, si dirà questo il mas-

simo moltiplicatore di G.

Un gruppo che non ammette nessun divisore lo diremo jìrimo. Uno che

non abbia nessun moltiplicatore gruppo massimo.

Poiché del gruppo H le sole sostituzioni che ha comuni con V permutano
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ti-a loro i derivati di G ; si può stabilire che // yrappo delle permulazloni

sopra i derivati jì er messo di un moltiplicatore di essi è simile a questo

moltiplicatore.

22. // derivato del prodotto di pia gruppi è eguale al prodotto dei

derioati di ciascum di essi presi nello stesso ordine.

Sia

e d,n le sostituzioni di G, ipn quelle di F; avremo

Deriviamo H per mezzo di q ; nel gruppo che si otterrà, alle tìm corrispon-

deranno le Do(i,n, alle t/'„, le Doi/i». Ora si ha (v. n. 11).

Do ^m I).^ (/',,
--= T>j,emip„ = Dj xpn D^ (9,„ ;

onde

Dd^ì^ Do u^ = U'j^ u^n ,

e il gruppo Dcp H sarà il prodotto dei due derivati

Dcp G e D^r
;

Do Gr= D^ G DcpF
;

e in generale se

H = G Gì G2 . . . • Gn-i ;

Do H = Do G Do G, Do G, . . . Do Gn-i .

CAPITOLO TERZO

DELLA DETERMINAZIONE DEI MOLTIPLICATORI

E DIVISORI DI UN GRUPPO

I.

Equazioni del massimo moltiplicatore e dei divisori di un gruppo.

23. Dato un gruppo, possono esser proposti due problemi ; determinarne,

1°. i gruppi moltiplicatori, 2". i divisori.

La soluzione di ambedue questi problemi richiede prima la determina-

zione di una funzione tì degli apici che dia tutte le sostituzioni del gruppo

per i differenti valori che prendono le costanti parametri che entrano nella

medesima.

P. Per la determinazione dei moltiplicatori osserviamo che, indicando

con (/> le loro sostituzioni, e con quelle del gruppo dato H, dovranno i derivati



per iiioz/o dello ip ossero («(iiali tra loro, e quindi le; sostitu/ioiii derivate

dallo per mezzo di U' eguali ad altre delle medesime f*
; onde deve aversi

la equazione

(13) \>l<f„ -<>»,;

dove essendo f^n una sostituzione del fjruppo dato, 0,^ ne ò un'altra, lo costanti

della quale sono dipendenti da quelle di ^^ . Questa equazione corrisponde

all'altra

(14) '/'1^(/)] = ^„,W/)1.

Il valore di t/' che è l'integrale più generale di questa conterrà tutti i va-

lori che sodisfano la (14), e quindi tutte le sostituzioni del massimo molti-

plicatore del gruppo proposto.

2". Passiamo ora alla decomposizione di un gruppo nei suoi successivi

divisori primi.

Siano

(«) ^, ^a, ^., • • . f^a,_, .

le sostituzioni di un gruppo G

,

(/^) \ ^6, ^'.. • • ^j>„_.. ;

quelle di un altro r„ , affinchè un gruppo H sia il prodotto di questi, cioè

H = Gl\i ,

sarà necessario e sufficiente che le (a) formino un gruppo effettivo, e che

quindi soddisfacciano la equazione

(15)
. \.\.-K

(v. n. 15); e che inoltre sieno eguali i derivati di G per mezzo di r„

(v. n. 21), cioè

(IG) Do, 0,,^^
-r: tì,,^^^

,

(17) ^'.[^a,JO]-^J^.(0]-

Le sostituzioni di r„ che sono il prodotto di una medesima sostituzione per

due differenti delle (a), danno dei derivati non solo eguali, ma anche identici,

cioè colle stesse permutazioni, e quindi esse dovranno ritenersi eguali tra

loro nel gruppo /;, ; il grado del quale sarà dato perciò dal numero di quelle

sostituzioni soltanto che permutano effettivamente tra loro i derivati, e che

perciò non hanno per fattore nessuna delle («), e potranno anche non formare

un vero gruppo. Con questa considerazione riman sempre vero il teorema del

n. 21, e inoltre si può stabilire che il prodotto del gradi dei divisori di

un gruppo è eguale al grado del gruppo stesso.

I valori più generali che soddisfanno le equazioni (15) e (17) danno

le sostituzioni del secondo divisore G, sul quale rpcrando come sopra H. se
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ne potrà ottenere un terzo Gì , e così seguitando si giungerà finalmente a

un ultimo divisore primo r,

.

Le sostituzioni dell'ultimo gruppo Gn-2 di cui è divisore Tj
,

private

dei fattori eguali a qualcuna delle sostituzioni di 7"i , daranno un primo

moltiplicatore r^
,
quelle di G„-:ì, tolti da esse i fattori eguali ad alcuna di

quelle di G.t_2 , daranno un secondo moltiplicatore r^
, e cosi di seguito avremo

tutti i moltiplicatori fino all'ultimo r,i, e sarà

H = r. A r3 . . . r„

.

Tutti questi divisori saranno primi, perchè altrimenti non si sarebbero presi

per i valori che sodisfanno la (15) e la (17) tutti i possibili come abbiamo

supposto.

Quando si trovassero una serie di valori (a) che soddisfacessero la (15)

e non la (17), le sostituzioni che essi rappresenterebbero, darebbero tanti

gruppi derivati simili, quante fossero quelle di H non comprese nelle («).

La decomposizione di un gruppo nei suoi divisori primi corrisponde a quella che

Galois chiamava decomposisioìie propria. La determinazione di più derivati

simili dei quali un gruppo dato sia la somma, corrisponde alla decomposi-

zione che egli chiamava impropria.

Nella ricerca dei moltiplicatori di un gruppo distingueremo tre casi :

1". quello nel quale il numero delle lettere è primo: 2''. quando è il pro-

dotto di numeri primi differenti tra loro: 3". quando è una potenza di un

numero primo.

IL

Massimo moltiplicatore dei gruppi di un numero primo di permutazioni

sopra un numero eguale di lettere.

24. Sia p il numero primo delle lettere, e delle permutazioni del gruppo.

Le sostituzioni del gruppo saranno tutte le potenze differenti di una sola di

ordine p (v. n. 16), circolare sopra tutte le lettere (v. n. 7, 4°), la quale di-

sponendo convenientemente gli apici numerici i della prima permutazione, sarà

^(/)-/+l.
La equazione (14) da integrarsi per avere il massimo moltiplicatore diverrà

i//(/ + l) ^ ip(i)-i-a,

la quale ha per integrale generale

if'{i) = ai -h b = a{i-h e) = a [(f{i)']'' ,

dove ae =^ b.

Le potenze di (j{i) essendo poi sostituzioni del gruppo primitivo, .tutte

le sostituzioni del massimo moltiplicatore saranno date da

ij{i) = ai:
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ed essendo A una radice primitiva di ;>, e ponendo

b{i) = Xi
;

tutte saranno potenze di ft(/) : dunque le sostilu::ioal del massimo moltipli-

catore di uii (jrup'po di un numero 'primo di permutazioni sopirà un nu-

mero primo di lettere, e che perciò ha per sostituzioni le pwtenze di

e. ,)

soltanto, sono tutte potenze della unica

e quindi il gruppo le cui sostitusiodi sono tutte comprese nella notazione

{' \\ai 4- h]

è un massimo.

III.

Massimo moltiiMcatore di un gruppo di un numero primo di permutazioni

sopra un numero di lettere che ha dei fattori primi differenti tra loro.

25. Sia primo il numero p delle permutazioni di un gruppo G, e il

numero m delle lettere che entrano nelle medesime, sia il prodotto di più

fattori primi differenti tra loro. Avremo che tutte le sostituzioni di G saranno

potenze di una sola di ordine p (v. n. 16) che risulterà dal prodotto di

q circolari, ciascuna sopra un sistema di p lettere differenti (7. n. 7, 5°).

Distinguiamo tra loro con un primo apice le le lettere di un sistema, con

un secondo A indichiamo il sistema al quale appartengono. 11 simbolo

comprenderà tutte le sostituzioni di G.

Un primo moltiplicatore, per ciò che si è detto precedentemente (v. n. 24)

sarà un gruppo V le sostituzioni del quale sono potenze di

\x\hj

Moltiplicatore del gruppo GT, che ne risulta, sarà ogni gruppo H che non

abbia altre sostituzioni che sui sistemi; cioè comprese nella notazione
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perchè evidentemente queste non cangiano le permutazioni dello lettere di

ogni sistema in particolare.

26. Un gruppo L — KH, dn-e K non abbia altre sostituzioni che sopra

gl'indici /i', H sopra gli h, lo diremo a lettere congiunte, e lettere congiuale

quelle che hanno uno stesso indice ìt. Tra le sostituzioni di K ve ne po-

tranno essere anche alcune che permutino soltanto gl'indici k di uno, o di

alcuni sistemi ; come pure alcune che permutino quelli di un sistema in un

modo, e quelli di un altro in un modo differente. Ma vi dovranno essere

insieme tutte le derivate differenti di queste sostituzioni, per mezzo di un'altra

qualunque sopra gl'indici h soltanto.

Se non esiste alcun moltiplicatore del gruppo, che dia un prodotto a

lettere congiunte, L sarà un gruppo massimo, a meno, che il numero delle

lettere che entrano nelle permutazioni non abbia tutti eguali tra loro i suoi

fattori primi come passiamo a dimostrare.

Supponiamo che sia un moltiplicatore di L il gruppo F di r permuta-

zioni. Le sostituzioni ip^ipi . . . i/^_2 di esso non potranno essere né sugl'in-

dici /i, né sui k soltanto, perchè altrimenti L non sarebbe il massimo gruppo

a lettere congiunte, come abbiamo supposto.

Le lettere che in un gruppo derivato Di L corrispondono a quelle di

ciascuno dei diversi sistemi di lettere congiunte nel primitivo L, formeranno

altrettanti nuovi sistemi di lettere congiunte nel derivato, e poiché i gruppi

L e D.^ L sono eguali, le lettere congiunte nell'uno sono congiunte anche

nell'altro, e quindi nel gruppo L le m lettere si potranno disporre almeno

in )' differenti modi in q sistemi di p lettere congiunte ciascuno.

Fra questi modi ve ne sarà sempre uno tale, che faccia appartenere due

lettere qualunque per es. Xa ,
•'<?& , allo stesso sistema.

Infatti tutte le lettere che fanno parte dei sistemi che contengono la

lettera .Xa non potranno esser differenti da tutte quelle dei sistemi che con-

tengono X},; perchè altrimenti tanto quelle che queste farebbero un sistema

di lettere congiunte nel gruppo LT, contro il supposto. Sia per tanto Xc una

lettera che fa parte di un sistema con Xa e di uno con Xb- Nel gruppo L

non vi saranno sostituzioni che cangiano Xc in una lettera di un sistema

qualunque, e che non permutino contemporaneamente Xa e Xb in due altre

del medesimo ; dunque Xa e xu faranno parte di uno stesso sistema, e. v. d.

27. Due lettere non possono far parte altro che di un solo sistema di

lettere congiunte. È chiaro se p =- 2. Se p >> 2, supponiamo che Xu e Xb

fììccian parte di due sistemi differenti in tutte le altre lettere. Nel gruppo L,

in questo caso, non vi sarebbe sostituzione che permutasse ^Vt senza permu-

tare anche Xb, e viceversa: poiché anche cangiando Xa in una Xc a lei

congiunta, Xa formando parte con Xb anche di un altro sistema che non
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couticne .'v'c< dovrebbero tutte le lettere di questo ultimo rimaner cangiate in

quelle del primo, e quindi anche la j;,. Quelle lettere poi nelle quali rimar-

rebbero cangiate j^,, e ,a , verrebbero a far parte di due sistemi, e sarebbero

nello stesso caso; e così di seguito. Dunque L sarebbe un gruppo a lettere

congiunte, i sistemi del quale sarebbero di due lettere, contro il supposto.

Ugualmente si dimostrerebbe lo stesso per un numero di lettere > 2 e «<;>.

Dunque / sistemi differenti di lettere congiunte avranno una sola lettera eguale.

28. Disposte le lettere in un modo qualunque in sistemi congiunti,

sarà sempre possibile anche un'altra disposizione (v. n. 26), nella quale un

sistema non potrà contenere che una lettera di ciascuno dei primi (v. n. 27):

dunque, le lettere di ogni sistema essendo 'p, i sistemi saranno almeno ]i, e

le lettere jf-. Siano le seguenti linee orizzontali i primi p sistemi di lettere

congiunte, e quello formato da una di ciascuno di essi sia la prima linea

verticale

(A)

^0,0 <^1,0 ^'ì,0 • • • Xp—i^o

<^'o,l <2^1,1 "^2,1 • . • . Xp-l,l

•^0,'p—\ '-^l,;)— 1 '*^2,J)-I • • • • ^<-'jj— l.p— 1
'ì

e poiché nei sistemi di lettere congiunte non si possono mutare alcune di

uno in alcune di un altro senza mutarle tutte quante; le sostituzioni sulle

lettere di una linea orizzontale, o lasceranno ferma la prima linea verticale,

ne convertiranno tutte quante le lettere in altre corrispondenti rispettiva-

mente alla stessa linea orizzontale, e congiunte tra loro: le quali potremo

supporre essere quelle di una delle altre linee verticali: poiché la prima

permutazione è arbitraria. In conseguenza nel quadro (A) saranno lettere con-

giunte tanto quelle situate in una stessa linea orizzontale, quanto quelle

della medesima verticale.

Ora osserviamo che le so.stituzioui del gruppo L non possono lasciare

una linea verticale ferma, e permutar le altre; perchè altrimenti contro ciò

che abbiamo dimostrato al n. 26, due lettere di due sistemi verticali non

potrebbero esser congiunte; lo stesso può dirsi delle orizzontali; dunque tutte

le sostituzioni di L non potranno essere che le circolari comprese nella

notazione

e saranno congiunte aiicli' tutti' le lettere rlie si trovano sulla stessa diagonale.

8e le lettere sono in uuiiicro maggiore di ;/-. a quelli del (|uadro (A)
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andraiiuo aggiunti altri sistemi; e sarà po.ssibilo un'altra disposizione in si-

stemi di lettere congiunte, in ciascuno dei quali entri una sola delle lettere

del quadro A [v. n. 26, 27): dunque per ciascuna delle /?^ lettere ve ne

saranno altre p — 1 ; onde le lettere saranno almeno /j\ E poiché non si

può permutare una lettera del quadro (A) in una che non si trovi in esso,

senza convertirle tutte quante in altre egualmente congiunte; le p'^ lettere

si potranno disporre in p sistemi di lettere congiunte simili ad (A).

Distinguiamo con un terzo apice / le lettere di questi sistemi: poiché

non si può tener fermo nessuno di questi sistemi permutandone alcuni tra

loro, anche rispetto all'apice / saranno in L le sostituzioni tutte circolari
;

e quindi tutte quante comprese nel simbolo

\^k+aji+b,l+c/

Generalizzando si può finalmente stabilire il seguente Teorema:

Affinchè un, gruppo a lettere congiunte ammetta un moltiplicatore per

il quale moltiplicato , il prodotto non sia a lettere congiunte, è necessario

che il numero delle lettere sia la potenza di un numero primo, e che esso

non contenga altre sostituzioni che quelle comprese nel simbolo

(<^kJi,l,... \

[/n gruppo di permutasioni di un numero di lettere che ammette dei

fattori primi differenti tra loro, non può aver per divisore nessun gruppo

a lettere congiunte, a meno che non sia a lettere congiunte esso stesso.

IV.

Massimo moltiplicatore di un gruppo di un numero primo di permutazioni

sopra un numero di lettere che è potenza di un numero 'primo.

29. Sia jS* il numero delle lettere, p numero primo e r qualunque. Il

gruppo di p permutazioni sarà a lettere congiunte, e un divisore di quello,

le sostituzioni del quale sono comprese tutte nella notazione

{a)
(xu,n,i,rn... \

\'^'k-^a,ìi+b.,l-<rc,m+d.....'

Determineremo perciò il massimo moltiplicatore di questo ultimo gruppo.

Adottiamo per apici delle lettere, come abbiam detto in principio, \q p
radici della congruenza

{b) k^^ = k (mod. ;;) ;
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le qujili .sappiiiiiio oysero espresse da

/^ = ^0 -f- rt, i-\-. a^p -\- . . . . -f- 6fv-i
/{"'"'

;

dove / è radice iucoininensiirabilo della congruenza di grado r, irriduttibile

(e) F(0 = 0(mod.;>).

I coefficienti della / corrisponderanno agli apici L , l , m , u , ... , onde

le sostituzioni (a) saranno tutte date da

{ '^"u+ f'+ («!+ &)'+ ("._,+ C)t +...-t-(<J^_,-4-(/)Ì

anche, poiché a -f- bl H- cr 4 -f- gl''-^ è una radice /<„ della (ò), queste

sostituzioni possono rappresentarsi con

dove ko può avere per valori tutte le radici della (b). Onde le permutazioni

che con esse si ottengono saranno p''
; e, poiché p/iQ ^ 0, tutte quelle sosti-

tuzioni saranno di ordine p.

Sia iI'{/ì:) una sostituzione del moltiplicatore F del gruppo CI che nasce

dalle sostituzioni (d); dovrà aversi (v. n. 23).

(e) «/' (^' + /a.) = ip (A-) -f- ho

dove ho è pure una radice della (ù) dipendente da Ao

.

L'integrale più generale della congruenza (e) alle differenze finite è

W=V—

1

n=o

dove i Ba sono radici della (b) tali che

n=v—

1

n=o

E facile verificare questo integrale ponendo mente alla proprietà, della

quale godono questa specie di quantità, che cioè

Poiché le sostituzioni

r )
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appartengono tutte al gruppo G ; tutte le sostituzioni del massimo moltipli-

catore r saranno soltanto quelle comprese nel simbolo

if) Yb.a-ì^"-'jì. '

n=0

Esprimendo le B„ e k in funzione di /, è facile ottenere la (/) sotto la forma

•^an+o, (+«,;-+-...«,, „i^*0 "1 "3

, (/i-i) (v_o

(V-l) .v-i

dove tutte le a e le m sono numeri interi eguali o maggiori di zero, e <Cj).

Per qualunque valore dei B^^ non si hanno sempre sostituzioni. Poiché

tutte le permutazioni non devono contenere che una sola volta una medesima

lettera, sarà necessario che i B,; siano tali che la congruenza

y B„ k^'" = ko

n=o

non abbia che una sola radice comune colla (b) qualunque sia kg.

30. Tutte le sostituzioni (/) di F lasciano ferma la ,x"o ; ed esso è un

gruppo a lettere congiunte rispetto alle altre ])'' — 1 . Infatti se

n=v—

1

\ B„ ko^^ = k, ,

anche

y Bn{akoy=ak,
n-=0

dove a è un intero qualunque <CP'-, poiché

dunque nel gruppo massimo moltiplicatore le ]/' — 1 lettere che hanno per

indici le radici della congruenzaO"

ff — 1
si dividono in r sistemi di w — 1 lettere congiunte ciascuno, e queste

1) — 1
^

sono precisamente quelle gli apici delle quali hanno un rapporto numerico.
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81. Il numero di lettere clic può lasciar fermo nna sostituzione (e) è

sempre un divisore p'^ di p''.

Sia .r^ una lettera che rimanga ferma per una drlli; (/"); .si avrà

(9) y K k/' = h ;

M=0

della quale sarannno radici tutti gli apici dello stesso sistema di lettere

congiunte, a/ìo ' dunque se sta ferma una lettera ne staranno ferme almeno p.

Sia Zìi un'altra radice della (g) diversa dalle precedenti; ne saranno

radici anche tutti i p'^ valori, che prende la espressione

ako 4- bki ,

ponendo in essa per a e per ò tutti i numeri intieri <Cp . Questi p^ valori

saranno differenti, poiché altrimenti si avrebbe

a/co -h l^/òi ^^ «1 A'o -f Oi kx (mod. p),

ossia

{a — Ox) ko^ (hx — b) /t'i .

Moltiplicando per un numero k tale, che

{bx-b)h=l,

si ha

ki ^ {a— «i) hka

contro il supposto: dunque se stanno ferme più di p lettere, ne staranno

ferme almeno p^.

Se sta ferma un'altra lettera, sia l'apice di questa k-i , che sarà una

radice della [g) differente dalle precedenti: e ne saranno radici tutte le p^

comprese al solito nella espressione

ako -i-bki-\- cki :

e queste saranno tutte differenti; che altrimenti si avrebbe

ako +- bki -h cki ^aiko-h bi ki -+- Ci ko
;

ossia

{a— ai) ko -+- {b — bi) ki ^ {ci — e) /•..
;

e moltiplicando per il numero h che dà

{Ci — ^) /i=l ,

si ha

kt=ih{a— «,) /t'o -h h{b — bx) //i ,

contro ciò che avevamo supposto: così seguitando si può stabilirò, che le let-

tere che stanno ferme saranno sempre in numero ;/" divisore ;>"*.
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32. Le V lettere che hanno per apici A'o A'i /l'y . . . . k^ tali, che uno qua-

lunque di essi non si può esprimere linearmente per gli altri, non possono

esser lasciato ferme da nessuna sostituzione che non lasci ferme altresì tutte

quante le lettere, cioè che non equivalga a nessuna operazione. Queste let-

tere possono essere una radice primitiva l di p, e lo potenze di una radice /

della congruenza {e).

Per le sostituzioni potenze di

non possono esser lasciate ferme che le ji lettere

poiché i numeri iutieri <Cp sono le uniche radici della congruenza

kv= /,' {moà. p) .

33. Dal non esser contenute nel gruppo F le sostituzioni che lasciano

ferme un numero di lettere differente da ;j*", dove m è un intero qualunque

minore di i', si deduce che tutte le sostituzioni di F sono di ordine p)''— p^,

e che quindi (vedi n. 16) il numero delle penniila^ioiii del gruppo mas-

simo die non è a lellere congiunle, e che ammelte un divisore a lettere

congiunte è eguale a M o a un divisore di M, essendo

M ==r.p'' (p" — 1) (p^' -p).... (j/' —;/'-')

.

V.

Decomposizione di un gruppo nei suoi divisori primi.

34. Abbiamo già osservato (v. n. 23) che quando sia dato un gruppo,

e si voglia decomporlo nei gruppi primi dei quali è il prodotto, è necessario

determinare prima la funzione 6(/) degl'indici, la quale dà per tutti i dif-

ferenti valori dei suoi parametri, tutte le sostituzioni del gruppo; poi risol-

vere le equazioni (15) e (17). Quando non esistano valori dei parametri di tì,

che le sodisfacciano, il gruppo è primo. La classificazione dei gruppi primi

farà soggetto di un altro mio lavoro, se avrò agio a seguitare con risul-

tato le ricerche intraprese. Ora mi contenterò di parlare dei gruppi di

prima classe, dei quali solo abbisognano le applicazioni che fo nella seconda

parte di questa Memoria.

Gruppi di prima classe diremo quelli che contengono un numero primo

di permutazioni; e che perciò hanno tutte le loro sostituzioni potenze di una

soltanto (v. n. 10).



— 5:5 —
35. / ijrap]!/. le sostilu::i(jiil dei quali ^oiio iulle quante yolenze di

una sola tì di ordine m, sono decomponibili in tanti rjrup'pi di yrima classe

quanti sono i fattori jrrimi di m, e die sono di grado rispettivamente

eguale a questi fattori.

Infatti, se m= pn, dove p è un fattore primo; la funzione che da tutte

le sostituzioni del gruppo è tì'. La equazione (17) diviene in questo caso

la quale è soddisfatta da

h = e,

qualunque sia a. La equazione (15) poi diviene

che è sodisfatta da bi^pi. L'ultimo divisore avrà dunque per sostituzioni

e per l'altro rimarranno

Questo è di prima classe e di grado ;?, e quello è pure di prima classe

se n è primo, altrimenti è decomponibile nuovamente in uno di prima classe

e in un altro che è di prima classe, oppure decomponibile, e così di seguito.

36. Un gruppo di grado pq, le permutazioni del quale si ottengono

tutte con due sostituzioni una di ordine p l'aitila di ordine q, è sempre

il prodotto di due gruppi di prima classe, o prodotti di gruppi di prima
classe, e se p > q il primo divisore è di grado q*''"", // secondo di

grado p«""o.

Se <9 è la sostituzione di ordine p, \p quella di ordine q, è evidente

che tutte le permutazioni si otterranno eseguendo sopra una sola le sosti-

tuzioni

6'» ìp"

prendendo per m tutti i valori da a ;> — 1 inclusivamente, e per n da

a q — 1.

Se si eseguissero invece prima tutte le sostituzioni

b"^ ip

,

e poi su queste nuovamente tutte le potenze di ^ , si avrebbero p^ permuta-

zioni, cioè un numero >/)(/, e in conseguenza alcune dovrebbero esser eguali,

e quindi si avrebbero alcuni valori a, a , b e h' per i quali

anche

6"-'' ip — ipb'"'-'''
;
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ed essendo li dato dalla congi-iienza

h[a — b) ^^ 1 (mod. ;;) ,

risulterebbe

posto

k = ì: {b' — a')
;

e quindi

Di h = 6'-
:

dalla quale si ha qualunque sia m (v. n. 11)

D,; 6''" = 6'"^'
;

onde chiamando G il gruppo delle

D^ G = G :

e detto r il gruppo delle «/', sarà il proposto eguale al prodotto Gr, come

volevamo dimostrare.

Le sostituzioni di un gruppo pq, quando p e q siano primi, sono di

ordine p o di ordine q (v. n. 16): dunque ogni gruppo il grado del quale

è il prodotto di due numeri differenti non è mai primo.

37. È evidente una prima decomposizione dei gruppi a lettere congiunte

in due, uno dei quali contenga tutte le sostituzioni sulle lettere congiunte,

e l'altro quelle sui sistemi delle medesime; e per avere i gruppi primi, in

questo caso basta determinare i divisori primi di questi due.

38. Il massimo moltiplicatore r del gruppo a lettere congiunte ((/) nel

caso che le lettere siano la potenza di un nuuiero primo p'' è sempre de-

componibile in più gruppi primi, ma che in generale non sono tutti di

prima classe.

Le sostituzioni di questo moltiplicatore sono tutte date dalla funzione

n=^—

1

0{fc) = \ -QJiP''
;

anche da

n=N—

1

=V (wzo^"' a^ + m/"> ai + m^''' «s -^ . . . + W2.^!!\ «.-i) i''

(v. n. 29). Ora gl'indici che hanno un rapporto numerico appartengono a let-

tere congiunte (v. n. 30): onde queste si potranno distinguer con un indice

eguale al numero che esprime il rapporto che hanno, a una qualunque tra
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loro, che sarà intioro e <C p , ritenendo al solito ef,niali a zero i multipli

dì ]) ; i sistemi poi ai quali esse apparteiij^ono si potranno contrasse<<uare

con un indico funzione del primitivo, che rimanga lo stesso moltiplicando

questo per un fattore numerico. Ciò si ottiene ponendo

f -.j— 1
— r "i . "2 •. "v— I .V— i

'

«0 «„ %

e meglio

dove kn = — dovrà prendere i ;) -h 1 valori 0, 1, 2, ...;;— 1 ,
-

; t poi

prenderà i soli 1 , 2, '3
. . . p — 1.

Questa mutazione d'indici trasforma la (/') nella seguente

Chiamiamo determinante della sostitiuione (A), e indichiamo con D, il de-

terminante del sistema dei r- numeri iutieri

Mq Mi nio . . . m^-i

m'o m'i m\ ... m';-i

't II II II

7n om ìM 2. . .m .,-1

wzo^'-'' m/^-^' Mi^''-'' .

.

. w^ri''-^-1

Per moltiplicare la sostituzione {h) per un'altra {/i), il determinante D'

della quale sia quello del sistema

^^0 'h 'Ì2 ' • • ^i'i~i

III I

)i n \ n 2 ... n -<-i

n 71 in 2 . . . /i V—

I

/<,, l/\ li-ì • • • II';
C'-l)

-1
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basta porro in luogo di k^ k^ .... k;-\ nella {li) i cocnìcionti delle corri-

spondenti potenze d' / della {ìi). Quindi dal noto teorema della moltiplica-

zione de' determinanti è facile dedurre che, se si chiama J il determinante

del prodotto delle due sostituzioni {h) e {ìì), avremo

(0 ./ --^ DD'
;

cioè, il determiiiaìile .del prodollo di due sosUlu.:;loiii è 'eguale al prodollo

de loro determinanti.

Siano

tutte quante le sostituzioni comprese nella notazione {ìi), il determinante delle

quali è residuo quadratico di 7;. Poiché il prodotto di due residui è residuo,

esse sodisfaranno la (15) del n. 23, e formeranno un gruppo L. Se s'indica

poi con tì(, una sosuituzione qualunque compresa nella (/i), il determinante

della quale è non residuo quadratico di
J9,

avremo sodisfatta la (17) del n. 23,

che diviene

perchè, il primo prodotto avendo il determinante non residuo, dovrà averlo

non residuo anche il secondo; ed essendo non residuo il determinante di ^;„

dovrà esser residuo quello di 6/„_ . Dunque se si chiama G2 il gi'i^ppo delle ^;,

avremo
r=LG2.

Ma tutte le sostituzioni a determinante non residuo si ottengono facendo il

prodotto di una sola e medesima a determinante non residuo con tutte quelle

a determinante residuo; dunque G2 è di 2" grado (v. n. 23).

Ora se indichiamo con G il gruppo che si ottiene colle '[ì— 1 potenze

della sostituzione

f <^>.«,A',i+fcoi''^-i-...;,-v_i('^~'

nella quale ^ è una radice primitiva di ;;; e con Gì il gruppo di tutte le

sostituzioni che rimangono del gruppo L, tolti dalle medesime i fattori eguali

a qualcuna delle sostituzioni di G, che saranno perciò

\ _ \

(n) (n) (n) / '

m +ni li -t-...+m lì i

/>. v__o 1 1 V— 1 V— 1 l

è evidente che si avrà

L == GGi

,

r= GGi Gj

.
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G ò di ^i-a<io {/i — l)-"'"' e ducoiu^)ouil)ilu in giiil>l»i di [»i-iiii;i classe, (i., di

2° grado, Gì sarà di grado

ip' — !)(;>•' — />)(]'' — jr) •••• (/>•' — ;/'-'
)

2(p—'[)

Oude Tsarìi decomponibile in grujtpi di prima classe soltanto (jiiando lo sarà ( J,.

Questo avviene quando

1." p = 2, 1- =: 2 :

2.'^ p = 3 , r =2:

nel 1° caso Gì essendo di '->" grado, e quindi primo, nel 2" essendo un gruppo

di 24 permutazioni su 4 lettere, che è decomponibile sempre in gruppi di

prima classe, come si vede nell'esempio che abbiamo sviluppato qui appresso.

39. Quaudo un gruppo G ha le sostituzioni tutte comprese nel simbolo

avremo sempre

G = rr, r,
;

essendo le sostituzioni di F date da

e quindi

r= Gì G2 G3 .. , G-,

,

indicando con Gì il gruppo le sostituzioni del quale sono le ^j differenti po-

tenze di

Le sostituzioni di l\ poi saranno le 'p'— 1 potenze ditferenti di

dove 15 è una radice primitiva della (A) : e quelle di r., le r potenze di

Dunque il gruppo G conterà ;/'(//' — 1 ) »• permutazioni (v. u. 23), e sa à

il prodotto di gruppi tutti di prima classe (vedi n. 35).

ESEMPIO

Per indicare che le sostituzioni di uu gruppo sono comprese in un dato

simbolo, stabiliremo l'eguaglianza della lettera che indicii il gruppo, col sim-

bolo stesso.
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Se

i"^ -f / H- 1 = (mod. 2),

le radici della congruenza

L''' = k{\mL 2)

saranno

/^o ^0 ki^ i ki^ HEH / -f- 1 ki^ ^^ 1

.

Il gruppo H che comprende tutte le 24 permutazioni che si posson fare con

4 lettere, sarà sempre decomponibile in gruppi di prima classe; poiché le

sue sostituzioni possono ottenersi tutte dalla (k), e se

sarà

H = GGi Go Gts
'

e avremo la seguente decomposizione, rappresentando le lettere cogli espo-

nenti degl' indici, e con zero .?;/;„

,

.p. S
U128 .p. i

1082
^^^

( 3210 ^^^
't
2801

(C ì

,.-, w .p. i 0231 '

p. i
1320

(<J2)^ (^)
I
31Q2 ^*^''

( 2013

(Gì)

,p. i 0312 ,.,. \ 1203
^^^

( 3021 ^^^
( 2180

(G3)
(Gì)

,p^ ^ 0218 -p. i
1302

{^)
^ 3120 IW

^ 2081

'I (Gì)

.n X ' .p. i 0821 .p. i 1230(Mi (G)
^ 3(^j2

(G)
^ 2103

(G)

(Gì)

\ 0182 ,^,. ^ 1023

f 3201
(G)

^ 2310
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CAPITOLO PRIMO

DKLLK CONDIZIONI CENERAM DI RISOLUBILITÀ DELLE EQUAZIONI ALOEMUiriIE

l'ER RADICI DI EQUAZIONI AUSILIARIE

I.

Della ruolveiite di Galois.

1. E Doto che una funzione razionale delle radici di una oquazione

irriduttibile di grado n

(1) /'(^) = 0,

la quale prende, per qualunque sostituzione eseguita sulle radici, valori tutti

differenti tra loro, gode la proprietà che le /i radici della (1) possono essere

espresse razionalmente in funzione della medesima (').

Siano

V = F (^'^ , Xi , ,272 ... . X^j.-x)

questa funzione, e

(2) Vo V. V, . . . Vm-,

gli M valori che essa prende per tutte le diverse permutazioni delle radici : sani

M =3 1 . 2 . 8 . . . . /f — 1 . /« ,

e potranno esprimersi tutti i valori (2) in funzione razionale di uno qua-

lunque tra loro (-).

2. Sia

(3) 0(V) = (>

la equazione di grado M ohe lia per radici i valori (2), e che perciò avrà

i coefficienti funzioni simmetriche delle radici, e quindi razionali dei coeffi-

cienti della (1). Questa equazione la quale ha alcune proprietà scoperte da

Galois, che fanno il fondamento della presente Teoria, la chiameremo ad

onore di questo profondo geometra la risolvente di Galois.

Indicheremo con

go(V),yi(V),9),(V)....^;.-.(V)

(1) Vedi: Scrret, Cours cVAUj. sup., p. 14!».

f2) V. ivi. p. 152
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le /t funzioni razionali di un valore qualunque «li V. che danno le radici

della (1).

3. La risolvente di Galois in generale sarà irriduttibile. ma potrà de-

comporsi in fattori irrazionali, cioè in fattori che contengono delle radici di

equazioni algebriche ausiliarie. Queste radici, quando si stabilisca d'introdurle

nel calcolo, come quantità conosciute, si diranno quantità aggiunte, e razionale

si chiamerà ogni funzione ohe sia tale dei coeftìcianti della proposta e delle

quantità aggiunte ; e ridiUtibile o irriduttibile una equazione secondo che

può non può decomporsi in fatto i, i coefficienti dei quali siano razionali.

Siano aggiunte tali radici di equazioni ausiliarie che rendano la (3)

riduttibile; (/'(^^) sia uno dei fattori razionali della medesima digrado v. e

(4) Vo, V. , Y, ....V._,

le radici di

(5) V (V) = 0.

Potremo prendere per radici della (1) quelle date da una qualunque delle

seguenti linee orizzontali, che formano r differenti permutazioni delle medesime:

^o(Vo), ^i(Vo), golVo) .... 9:;..-, (Vo)

^o(VO, yi(Vi), ^4^^) • • • • ^y.-i(Vi)

(A)

yo(Vv-i). 9^i(Wi), g2(V,_i) .... 9),,._i (V,_i)

4. Per eseguire una sostituzione che converta la ,1"^'''"'^ delle permu-

tazioni (A) in un'altra m''^'''^^, è necessario e sufficiente il cangiamento di

uno dei valori (4) V„ in un altro dei medesimi V„j.

Ora sappiamo che

V^ = X (V,,)
,

indicando con A una funzione razionale ; e poiché la (5) è irriduttibile, saranno

altrettanti valori (4) i seguenti (')

(6) V„, A(V,), /MV„)....>i^-MV,.),

essendo p il più piccol numero per cui

A^' (V„) = V„ :

e se la serie dei valori (G) non esaurisce la (4), saranno ,«(V„), /<i(V,i), n^i^n)- -

altre funzioni razionali che daranno altrettante radici,

' !i (V,)
,

[.d (V„)
,
/^^ (V,) .... fiXP-^ (V,.)

)
/'i(V„), ,"ìA(V„), //,A^(V,) .... /«./>-HV„)

(7)

(1) ^'cdi: Scrrct, Cuur.> dWlij. aup., ]). 045.
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Ora cangiando V„ in V,„, ossia V,, in A(V„), si ponmitano circolarmente in

tutti i loro termini ciascuna delle linee orizzontali di valori (<>) e (7), ossia

si permutano tra loro tutti i valori (4) : dunque eseguendo su tutte le (A)

una sostituzione qualunque che faccia passare da una ad un'altra delle me-

desime, esse si permutano tutte quante tra loro, senza che nasca nessuna

nuova ^CYrniìt-à-mm; dxmqiiQ le r permitlasioni (k) cosUtuiscom un grnppo.

Questo gruppo lo chiameremo gruppo della equazione ridotto dalle

quantità che si sono aggiunte.

Se non si fosse aggiunta nessuna quantità irrazionale il grado del gruppo

della equazione in generale sarebbe stato M.

5. Tutte le funzioni razionali delle radici della (1) invariabili per

tutte le sostituzioni del grupjpo (A), sono esprimibili razionalmente per i

coefficienti della (1) e per le quantità aggiunte dalle quali è stato ridotto.

Esprimendo tutte le radici della (1) per uno qualunque Vo dei valori (4),

una funzione razionale qualunque delle radici sarà eguale a una funzione

razionale di Vo

z{Vo)

Se essa è invariabile per tutte le sostituzioni del gruppo (A), equiva-

lendo queste alle permutazioni dei valori (4) tra loro, avremo

X (Vo) = X (V,) = X (V,) = - = X (V.-0 ,

e quindi

X (Vo) =i(x(Vo)-f X (V.) + - -t- X (V.-,)) •

Dunque una funzione razionale qualunque delle radici della (1), che sia

invariabile per le sostituzioni del gruppo (A), sarà simmetrica delle radici

della (5), e perciò esprimibile razionalmente per i coefficienti della (5), ossia

di quelli della (1) e delle quantità aggiunte.

Una funzione razionale delle radici e irrazionale dei coefficienti e delle

quantità aggiunte dovrà essere variabile per alcune delle sostituzioni del

gruppo.

6. He una funzione razionale delle radici, e invariabile per alcune

sostituzioni soltanto, è esprimibile razionalmente per i coefficienti e per

alcune quantità aggiunte, il gruppo ridotto non conterrà nessuna sostitu-

zione per la quale essa non sia invariabile.

Sia

(8) V^(Vo)= B;

e il primo membro una funziono razionale delle radici della (1). il secondo

dei coefficienti e delle quantità aggiunte. Poiché la (5) è irriduttibile. e

la (8) ha i coefficienti razionali di quelli della (5), ed è soddisfatta da

una radice della medesima, dovrà esserlo anche da tutte le altre. Dunque
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sostituendovi a V„ qualunque altro valore (4), ossia facendo qualunque sostitu-

zione del gruppo (A) sulle radici della (1), rimarrà invariabile; come vole-

vamo dimostrare.

7. Allorché una funzione razionale delle radici variabile per ogni so-

stituzione che muta il posto di alcune soltanto di esse, è cognita razional-

mente ; il gruppo non può contenere sostituzioni che sull'altre radici ; e quelle

essendo invariabli per tutte le sostituzioni del gruppo saranno cognite razio-

nalmente, e la equazione non sarà irriduttibile.

Da ciò ne segue che le sostitudoni del gruppo di una equazione irri-

duttibile non potranno mai essere ia numero minore del grado della equa-

zione stessa.

8. Quando la risolvente di Galois si decompone in fattori, ciascuno

dei quali è razionale dei coe/fìcienti e di una sola delle radici

(9) To , ri , r^ . . . r„_,

di una equazione ausiliare irriduttibile dì grado n

(10) 90') = 0;

il gruppjo della proposta si divide in n grupjn derivati simili, e ciascuno

di questi diviene gruppo della equazione quando si aggiunga una sola delle

(9); e il gruppo della (10) è simile a quello della proposta.

I fattori della risolvente (3) dovranno esser n, e differenti tra loro sol-

tanto per i valori di r; perchè altrimenti ©(V) razionale dei coefficienti della

(10) non sarebbe invariabile per alcuna sostituzione sopra le r, e unica-

mente per quelle che mutano il posto di alcune soltanto di ess3, e quindi

la (10) (v. n. 7) non sarebbe irriduttibile. Pertanto potremo porre

©(V)=.é/(V,ro)6(V,r,) nV.r„_0.
Questi fattori saranno in V di grado

V
m = — '

n

e posti a zero daranno tutte le radici della (3).

Siano

(11) Vm V,., V,,, .... V,,_,,(

le radici di una qualunque delle equazioni che ne nascono

(12) rt(V,rO-^0.

Se si aggiunga la sola radice r^ il gruppo della proposta sarà

f/o(Vo,0. 9^1(^0,0. <f'i{^OA) .... 9"'y.-l(Vo,()

9^o(Vi,<) , 9)i{Vi,t), (fìi^ui) .... 95a-i(Vi.e)

(AO

7n(V,n-,.t), 7"i(V™-i.(), (fìi'^rn-xj) • . • (p^,.-x{^m-xj)
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Dando a t tutti i valori da zero a n — 1 si ottengono /i gruppi, che

sono quelli della equazione quando si aggiunga successivamente ciascuna delle

(9), e che sommati iosieme formano il gruppo dell'equazione quando non le

è aggiunta nessuna radice della (10).

Se Vo,{ e F(Vo,«) sono due radici della (12), si avrà

(13) 6(Vo,, , r,) = 0, ^(F(Vo,,) , a) - :

L' poiché la 1' è irriduttibile, e la 2''' razionale dello quantità che entrano

nei coefficienti della P, sarà il resto della divisione della 2"' per la 1-'

(14) w{n))=f}.

Questa che ha tutti i suoi coelliciuuti razionali, e ammette una radice della (lU)

che è irriduttibile, dovrà ammettere anche tutte le altre. Perciò essendo ri'

un'altra qualunque delle (9) si avrà

aj(r,.) = 0, e 6^(F(Vo,0 , n')

divisibile per

fi (Vo/ , r,).

Da ciò ne segue che, essendo le radici di un fattore (12) date da certe

funzioni razionali di una tra loro, anche quelle di un altro fattore qualunque

saranno date dalle stesse funzioni di una tra loro. Dunque cangiando uno

dei valori Voj, che entrano in un gruppo (A^, in uno Yo,t', di un altro gruppo

(Ajr), tutte le permutazioni di (A,) si cangiano rispettivamente in quelle di

(A('): e poiché il cangiamento di un valore V, in un altro, corrisponde a

una sostituzione sulle radici della (1), una sola e medesima sostituzione con-

verte tutte le permutazioni di un gruppo in quelle di un altro, e i gruppi

(Ao), (Al) .... (A„_i) sono derivati uno dell'altro.

Poiché un gruppo A< appartiene alla equazione quando è aggiunta una

sola delle (9) r<, e tutte le altre (9) rimangono irrazionali; eia-cuna di esse

espressa razionalmente per le radici della proposta dovrà risultare invaria-

bile per le sostituzioni del gruppo corrispondente e variabile per quelle di

tutti gli altri: dunque il gruppo della equazione (10) dovrà essere eguale a

quello delle permutazioni sopra i derivati, e simile a quello della proposta

(v. Parte I, n. 20.).

9. Se la risolvente 'paò decomporsi iii più fattori razioiiaU dei cocf-

ficieati della proposta, e di tutte le radici

(15) ro , r, , r. ... r„_,

di ii,iia cqua^iorte ausiliaria irridulUhile

(l'i) f/ (/)= ":
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// {ji'itpijo (lece essere il pi'odollo dt due altri; il primo dei (jnali e il

gruppo della equazione stessa quando siano aggiunte tutte le (15); il se-

condo è simile al grup)po dell' ausiliaria (16).

Sia

e(y)= ^0 (V , r, , r, .... r„_,) tì, (V, To', r, .... r„_0 ....

Poiché la risòlvente ha i coefficienti razionali delle quantità che entrano in

quelli della (16), dovrà essere invariabile per le sostituzioni del gruppo di

queste, e quindi i fattori Ot non dovranno differire che per l'ordine nel quale

sono disposte le (15) ed esser tanti quante sono le permutazioni del gruppo

della (16). Indicando, come nel caso precedente, con

(17) Vo,,, V.,, V,,,, V,,_.,

le m radici del fattore irriduttibile di grado m = —
n

(18) 6/, (V, ro,ri,/'2... /Wi) = 0,

si dimostrerà ugualmente che tutti i gruppi (Ao) (A,) ... (Ah_i) ottenuti

dando a t tutti i valori interi da zero a n— 1, e che appartengono alla equa-

zione quando si aggiungano tutte le radici (15), sono derivati uno dell'altro.

Se una radice V„,t di un fattore (18) è data in funzione razionale di

una radice Ya,t' di un altro, per mezzo della equazione

si avrà

e poiché la prima è irriduttibile, e ambedue sono razionali delle stesse quan-

tità, le radici della prima saranno tutte radici anche dell'altra, e se queste

sono

Vo,., F,(Vo,,), F,(Vo,)-F„,_,(Vo,,)

saranno radici della ^c =
.//(Vo,0. '/'Pi(V.v), t/^F2(Vo,,),... «/'F.n-, (Vo,0-

Onde si passerà dall'una all'altra permutazione del gruppo (A^r) facendo gli stessi

cangiamenti delle V„,( l'una nell'altra, come per passar da una permutazione

all'altra di (A^): dunque i gruppi derivati in questo caso sono tutti eguali,

e il gruppo dell'ausiliaria che definisce le quantità aggiunte che sono inva-

riabili per le sole sostituzioni dei gruppi (Aj), è simile a quello per il quale

bisogna moltiplicare uno dei derivati per ottenere il gruppo stesso che appar-

tiene alla proposta quando non siano aggiunte le (15) (v. Parte I, n. 21); come

volevamo dimostrare.

lo. .S'6' si aggiunga a una equazione una funzione U razionale delle

radici, la quale prenda per tutte le sostituzioni del prim.o divisore del

gruppo ali/reitanti valori differenti, e sìa invariabile per le sostituzioni



ilell'alli'u fdlloi'e, il f/riippo della cqucu/ouc diverrà il solo futlore per le

sostiiiuioni del quale la U è invariahlle.

Poicliè o<Tni fim/ione aggiunta diviene* razionale, e perciò invariabile per

tutte le sostituzioni del gruppo, il quale non potrìi più contenere le sostitu-

zioni per le quali essa è variabile (').

11. Se il gruppo è primo, non si potrà ridurre altro che aggiungendo

una funzione variabile per tutte le sostituzioni del gruppo, con che il gruppo

non conterrà più nessuna sostituzione, ossia una pennuta/ione soltanto
;
per-

chè se si prenda una funzione U simmetrica dei valori, che riceve una fun-

zione delle radici, por le sostituzioni di uno G dei derivati dei quali è somma

il gruppo proposto, essa non sarà che apparentemente invariabile per queste

sostituzioni; perchè eseguita una che lo converta in un altro derivato, diviene

variabile anche per le sostituzioni di G. Dunque ne una equanone ha an

griqìjìo primo, non esislon funzioni delle radici che aggiiinle lo riducano,

tranne quelle che lo riducono a una sola penmitadone.

12. Il gruppo di una equazione, finché non sia aggiunta ima irrazionale che

non si trovi già nei coeflìcienti, sarà in generale di grado 1. 2. 3 . . . /»— 1 . n :

perchè le sole funzioni simmetriche sono sempre cognite razionalmente senza

l'aggiunta di nessuna quantità. Se il gruppo sarà di grado minore, dovranno

esistere delle relazioni particolari tra le radici, che rendano impossibili le

sostituzioni che non compariscono nel gruppo. Infatti, si aggiunga una fun-

zione delle radici variabile per tutte le sostituzioni del gruppo, e invaria-

bile per qualunque altra, e precisamente di queste una U che contenga il

minimo numero di radici; il gruppo non conterrà più nessuna sostituzione,

e quindi ogni funzione delle radici, e le radici stesse risulteranno razional-

mente cognite; e si potranno tutte esprimere per U e per i coefficienti
.

•

^,=.-.Fo(U), ^^ = Fi(U), ,^'2=:=F2(U)....?^._. = F._, (U).

Ora eseguendo in questo sistema di equazioni una sostituzione qualunque

che non appartenga al gruppo, i secondi membri rimarrebbero fermi, e i

primi si permuterebbero tra loro; ciò che è impossibile, perchè la equazione

essendo irriduttibile, le radici sono tutte differenti tra loro. Perciò le sosti-

tuzioni del gruppo di una equazione alla quale non è aggiunta nessuna irra-

zionale, le chiameremo possibili, e le altre impossibili.

Cosi, se sulle radici di una equazione non sono possibili altre sostitu-

zioni che quelle le quali non lasciano nessuna lettera allo stesso posto
;
por

(!) Per conoscere cnmo di fatto avviene che aggiunta una sola funzione delle radici,

rimangono aggiunto tutte quelle che lo son .simili, o quindi anche quello che riduc >no

la risolvente o il gruiipo, vedasi la Lezione XI ilell'Algehr.i .suixTiuro di Sern-t.

it
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TI potrà prendersi una radice qualunque, poiché essa sarà variabile per tutte

le sostituzioni del gruppo, e invariabile per tutte le altre : quindi tutte le

radici saranno funzioni razionali di una qualunque tra loro. Se non sono

possibili altro che quelle che non lasciano più di due lettere allo stesso

posto, si può prendere per U una funzione non simmetrica di due radici qua-

lunque: e perciò tutte quante sono funzioni razionali di due qualunque tra loro.

13. Reciprocamente quando esistono delb relazioni razionali tra le

radici, il gruppo non contiene altre sostituzioni che quelle possibili nel si-

stema di equazioni che dà quelle relazioni, o, ciò che è lo stesso, in quello

che se ne può dedurre per esprimer tutte le radici razionalmente per il minimo

numero di esse. Infatti, aggiunte queste, le radici sono tutte cognite razio-

nalmente, e il gruppo non contiene più nessuna sostituzione; dunque quelle

per le quali le radici aggiunte sono invariabili, che sono le impossibili nel

sistema, non le poteva contenere avanti la loro aggiunzione.

Così quando le radici sono tutte funzioni razionali di una qualunque

tra loro, è evidente che, cangiata una, si debbono cangiar tutte le altre che

ne sono funzioni razionali, e non son possibili altre sostituzioni che quelle

che non lasciano ferma nessuna lettera : e queste sono le uniche che appar-

tengono al gruppo.

Puiseux in questi ultimi tempi ha determinato le sostituzioni che si

operano sulle radici quando si faccia percorrere con continuità una serie di

valori immaginari, finche non si torni a quello da cui siamo partiti, a una

quantità della quale sono funzioni razionali i coefficienti ('). Hermite ha

dimostrato che queste sostituzioni sono quelle stesse del gruppo della equa-

zione (-). Le considerazioni precedenti spiegano facilmente questa rimarche-

vole coincidenza.

IL

Bella risoluzione delle eqiiasioai.

14. Risolvere ima equazione algebrica significa renderne razionali

le radici coli'aggiunzione di radici di equazioni ausiliarie.

Affinchè una equazione sia risoluta è necessario e sufficiente che il suo

gruppo non contenga più nessuna sostituzione : perchè ogni funzione anche

variabile per qualunque sostituzione deve essere razionalmente cognita quando

una equazione è risoluta, e reciprocamente, se il gruppo è ridotto a non con-

tenere più nessuna sostituzione, tutte le radici sono cognite razionalmente.

(') Vedi: Journal de Liouville, t. XV.

(') Vedi: Comptes rendus de VAcadémie des sciences de Paris, avril, 1851.
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Bisogna qui distinguere due casi: o non esistono equazioni ausiliarie di

gruppo inferiore per le radici delle quali siano esprinii]>ili razionalmente

quelle della proposta; e hi operazione mediante la quale coli'aggiunzione di

radici di equazione di gruppo simile si riduce il gruppo della proposta a

non contenere nessuna sostituzione, la diremo Irasformcaìone della equa-

zione, risoluzione impropria, e le radici di queste equazioni le diremo

irrazionali primitivi; o esisteranno equazioni di gruppo inferiore, per le

radici delle quali possano darsi razionalmente quelle della proposta, e allora

la equazione si dirà risolubile proiiriamenle.

Il primo caso ha luogo quando il gruppo è primo : il secondo quando

è il prodotto di piti gruppi primi.

15. I. Caso. Noi qui toccheremo soltanto la Teoria delle trasforma-

zioni delle equazioni in quanto è necessario per i problemi relativi alla ri-

soluzione propria che ci siamo proposti in questa Memoria. Gl'irrazionali

primitivi, di gruppo simile che possono esprimersi razionalmente gli uni per

gli altri potranno essere definiti da equazioni irriduttibili di gradi differenti,

anche di grado eguale, e di maggiore o minoie semplicità relativamente

all'applicazione dei metodi di risoluzione numerica: noi però non ci ferme-

remo su queste distinzioni: e li terremo tutti della stessa classe. Osserve-

remo soltanto che da quanto ahbiam detto al numero 11, si deduce facil-

mente il seguente teorema : a/finchè una equazione irriduttibile sia

impropriamente risolubile per radici di equazioni di grado inferiore, è

necessario e sufficiente che il suo gruppo sia decomponibile in un numero

di derivati simili minori del suo grado.

Gl'irrazionali primitivi di gruppi non simili li distingueremo in classi

corrispondenti alle classi dei loro gruppi.

16. Gl'irrazionali p)rimitivi di prima classe, il grupjìo dei quali

è di grado primo, sono tutti esprimibili razionalmente per soli radicali.

Il Gruppo della equazione che li definisce non contiene che le potenze

di una sola sostituzione di ordine eguale al numero delle radici (v. Parte 1.

n. 16), e circolare sopra tutte le medesime (v. Parte I, n. 7,4"): quindi di-

stinguendo le radici con apici numerici, poiché il loro numero è primo

(v. Parte I, n. 2), le sostituzioni del gruppo saranno soltanto le potenze di

\ /
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U è invariabile per tutte le sostituzioui del gruppo ('), e perciò razionalmente

cognita. Il radicale | U espresso per le radici è variabile per tutte le po-

tenze della (19): dunque aggiunto ridurrà il gruppo a non contenere più alcuna

sostituzione, egli irrazionali primitivi .e risulteranno razionalmente espressi per

y U, e per «, che è esprimibile per radicali, come dimostrò Gauss per il

primo (-).

17. Tulli gl'irrasioiiali iwimilivi esprimibili per soli radicali sono

di prima classe.

Aggiunte le radici jj^^""" immaginarie della unità, una equazione binomia

di grado p ha tutte le sue radici funzioni razionali di una qualunque tra loro:

talché queste non si possono che aggiunger tutte insieme: e quindi il gruppo

di una equazione o non è riduttibile per questa aggiunta, oppure è il pro-

dotto di un gruppo che potrà essere anche di primo grado, per nn altro di

grado p (v. n. 8); dunque gl'irrazionali esprimibili per soli radicali o non sono

primitivi, sono di prima classe.

La determinazione degl'irrazionali, per i quali converrà di esprimere

gl'irrazionali primitivi di classi superiori, sarà un'applicazione delle proprietà

dei gruppi delle classi corrispondenti.

18. IL Caso. Una ejuazione, il gruppo della quale è il prodollo di

più gruppi primi, è risolubile per irraùonali primitivi, i grupjii dei quali

sono rispettivamente simili ai divisori del gruppo della proposta e vice-

versa.

Sia il gruppo della proposta

H = rr'... r''

e r r'
r^'^ siano tutti primi. Decomponiamo il primo gruppo V-'^ in

un numero p di derivati simili (v. Parte I, n. 23,2°), e costruiamo una

funzione delle radici, invariabile per tutte le sostituzioni degli altri gruppi

r' r" .... e per quelle di uno dei derivati dei quali è somma r'^'\ La fun-

zione tì avrà p valori che saranno dati da una equazione di grado p, e di

gruppo simile a T''' (v. n. 8). Aggiunte tutta le p radici di questa equazione,

saranno cognite razionalmente delle funzioni variabili per le sostituzioni di r''\

e perciò il gruppo della proposta si ridurrà al solo prodotto degli altri. Col-

l'aggiunta d'irrazionali primitivi analogamente costruiti e di gruppi simili

a r<'-'\ r^'-2^ , si potrà ridurre successivamente il gruppo a contenere

quanti divisori di meno si vuole, e quindi a non contenere più nessuna sos.i-

tuzione, e così otterremo la risoluzione completa della equazione.

e) V. Serret, Cours d'Alg. sup., ]). 358.

V^j V. Gauss, Di;quiùùioaJ'i arlLkneticaj; ovvero, Sorret, Cours iVAl]. sup.,\>. olo.



— <>:> —
Là projxisizione inversa e una couseguenza iininediata di ciò die si è sta-

bilito al n. !».

Dal teorema precedeute se uè deducono injniediataniente i seguenti corollari.

1". A/]iiichc una equazione irrUlullihUe sia risoUibile per irrazio-

nali primitivi di classi determinale, è necessario e su/flcienle, che il suo

gruppo sia il prodotto di gruppi di classi eguali a quelle degl'irrazionali

medesimi.

2°. A/Jinchè una equazione sia risolubile per radicali è necessario e

sufficiente che il suo gruppo sia il prodotto di gruppi tutti di prima classe.

3''. // prodotto dei gradi dei gruppi delle equazioni che definiscono

gl'irrazionali primitivi per i quali una equazione irriduttibile è risolubile,

è eguale almeno al grado del gruppo di questa medesima.

4°. // prodotto degl'indici dei radicali per i quali è risolubile una

equazione, è eguale almeno al grado della medesima, se è irriduttibile.

19. // grado dell'ultimo divisore del gruppo di una equazione, o è

eguale al grado dell' equazione, o né un divisore.

L'aggiunzione dell'irrazionale U variabile per le /t sostituzioni di questo

divisore rende razionali le radici, e quindi decompone la equazione in \i fat-

tori tutti di primo grado. L'aggiunta degli altri irrazionali poteva aver già

decomposta la equazione in fattori tutti di grado eguale tra loro, e quindi /t

deve essere o eguale al grado, o a un divisore del medesimo; e qui, ragio-

nando come per istabilire il numero dei fattori nei quali si decompone la

risolvente, ai n. 8 e 9, si dimostra che ,u è eguale o al grado della equa-

zione irriduttibile che dà U, o al gruppo, e quindi a un multiplo del grado

della medesima; con che rimane provato ciò che volevamo.

Da ciò che precede derivano i corollari seguenti :

1°. Una equazione irriduttibile di grado primo non può risolversi

senza irrazionali di grado eguale al proprio.

2°. Un'L equazione irriduttibile di grado qualunque non pub risolversi

senza irrazionali di grado divisore del proprio.

3". Gì' irrazionali primitivi esterni nella espressione delle radici cioè

quelli che non compariscono nei coefficienti di nessuna delle ausiliarie o

sono dati da equazioni di grado eguale a quello della proposta, o a un di-

visore del medesimo : teorema già dimostrato da Malmstén per il caso par-

ticolare dei radicali (').

(') Creile, Journal fiir die reme und amieivandte Mathematik, B. 34 « In solulio-

nem aequationum algebraicarum disfjuisitio » : auct. ^lalinsti'ii.



70

CAPITOLO SECONDO

DELLA RISOLUBILITÀ DELLE EQUAZIONI PER RADICALI

T.

Delle risolventi lagrangiane.

20. Non sempre sono date immediatameute le relazioni razionali che

passano tra le diverse radici di una equazione irriduttibile da risolversi,

e quindi non sempre se ne conoscono i lo:'0 gruppi direttamente, come nelle

equazioni che danno la divisione delle funzioni circolari ed ellittiche. Perciò

non basta conoscere le condizioni di risolubilità per radicali da veriticarsi sui

gruppi ; ma è necessario di trasformar quelle in altre facili a verificarsi diret-

tamente sui coeflBcienti. Galois ebbe in vista più specialmente le condizioni

relative ai gruppi, Abel ai coefficienti, lo ho sviluppato prima quelle, e poi

le ho trasformate in queste.

La determinazione in particolare della natura dei gruppi di tutte le equa-

zioni risolubili per radicali, consisterà nella ricerca del massimo moltiplica-

tore decomponibile in divisori di prima classe, dell'ultimo gruppo che deve

esser pure di prima classe, e di grado eguale a quello dell'equazione o a un

divisore del medesimo (v. n. 18, 2° e 19).

21. Passiamo ora a determinare come si possano coi coefficienti costruire

alcune risolventi che abbiano proprietà particolari meno difficili a veriticarsi

di quelle della risolvente generale di Galois, quando appartengono a equa-

zioni risolubili per radicali.

Abbiamo già veduto che il gruppo di queste equazioni è il prodotto di

più gruppi di prima classe. Sia H il gruppo totale, e G, G', G", . . . G^''' i

suoi divisori respettivamente di grado /t, ,a', ,u",...., .u^"", dove ,(/ è eguale al

grado n della equazione, o a un divisore del medesimo, e tutti sono numeri

primi.

L'ultimo radicale dà aggiungersi dovrà esser variabile per le sostituzioni

dell'ultimo divisore G (v. n. 19), e quindi per le sostituzioni circolari su tutte

quante le radici se n è primo, e se no, per il prodotto di più sostituzioni

circolari su \x radici ciascuna: dovrà inoltre esser radice di una equazione bi-

nomia, la quale abbiali termine noto R razionale, allorché siano state aggiunte

altre funzioni variabili per le sostituzioni di tutti gli altri divisori, e quindi

invariabile per le sostituzioni circolari sopra /t radici: dunque potrà sempre
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prendersi por ultimo radicale da aggiunf^ersi | li, essendo // un divisore del

grado, e U la nota espressione di Lagrango

dove re è dato dalla equazione

r='J.-i

V «'' - 0.

f^O

I gradi /(',/(',.../(''' degli altri divisori di H sono tutti <^/^ pe.chè il

numero delle permutazioni di un gruppo non può contenere fattori primi

maggiori del numero delle lettere; dunque si potrà prendere un gruppo pro-

dotto dei divisori di H
r= G'G"... G'",

il grado del quale sia

ó = (/' /(" ... /i^'^ <^ n.

Eseguiamo sulle ,r, contenute in K tutte le sostituzioni di r, avremo S va-

lori per R. Costruiamo la equazione di grado f) che li ha per radici. Per

averne i coefficienti basta determinare una sola funzione F simmetrica dei (J

valori delle li
;
poiché la nota teorica delle funzioni simili ci dà il modo di

esprimer quelli in funzion razionale di questa. Eseguendo quante e quali si

vogliono sostituzioni sulle .Vi contenute nella F, si avranno altrettanti valori

che tutti saranno radici di una equazione in generale di grado molto elevato

a coefficienti razionali, e che potrà chiamarsi risolve/ite lagrangiaìia dal

sommo geomet.a che la usò il primo. Poiché ogni funzione simmetrica dei

valori che prende F per le è sostituzioni di r\ sono razionali se

r = G'''^'^G('^2^ ... G^^^ ,

e m conseguenza

ò' ^ U<'^'> m/'^2^ ... Il
(•o

la risolvente lagrangiana dovrà esser riduttibile, e avere un fattore razio-

nale di grado f)". Se non è J' <^ a, operando sopra questo fattore posto a zero,

il gruppo del quale è r\ come abbiamo operato sulla proposta, si farà di-

pendere da una di grado </^, e da un'altra che sarà di grado < r)', e così

seguitando si avranno tante equazioni tutte di grado minore della proposta,

dalla risoluzione delle quali dipenderà la risoluzione di questa. I gruppi di

tutte le risolventi sono tutti evidentemente i successivi divisori di H ; dunque

esse saranno risolubili por radicali quando è la proposta.
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L"applicazione dii-etta e generale di quesbO metoìo suppone la cognizione

precedente del gruppo della equazione da risolversi. Ma vedremo come anche

senza conoscere il gruppo, essendo dati soltanto i coefficienti della equazione

esistono certi modi di applicarlo, differenti secondo la natura del numero al

quale è eguale il grado della equazione, tali che se con essi non si può otte-

nere la risoluzione voluta, possiamo esser cei'ti che essa è impossibile. Questi

modi sono quelli stessi proposti da Lagrange. L'Abel aveva veduto questo pregio

del metodo inventato da quel sommo geometra, e i teoremi annunziati nel

frammento della sua Memoria postuma: Sur la i^ésoluiio/i algèbrique des

équalioiis, sono diretti tutti a dimostrarlo.

22. La risolvente lagrangiana in tutti i casi, tranne alcuni nei quali

il grado è potenza di un numero primo, deve sempre avere un fattore razio-

nale di primo grado. È curioso di conoscere se, tolto questo fattore, è ulte-

riormente riduttibile, e se lo è, di determinare il grado e la natura dei fat-

tori razionali che la dividono. Io ho trovato un metodo generale per risolvere

questo problema, e qui passo ad esporlo.

La radice U della risolvente lagrangiana, data dal fattore razionale di

primo grado, è invariabile per tutte le sostituzioni del gruppo H della equa-

zione. Le altre radici sono tutti i valori che prende U per tutte le sosti-

tuzioni che non appartengono a H. Deriviamo H per mezzo di una di queste

q, e poi il gruppo derivato deriviamolo successivamente per tutte le sostituzioni

O^OiOo (^n-z di H; le funzioni invariabili rispettivamente per tutte le so-

stituzioni di questi derivati

(20) Do H, D.,6^H, Do'i.H, D.,o,H, ... Dof,_^H

saranno altrettante radici della risolvente, che indicheremo con le lettere

(21) Ko Ri Ro ... R,,-, .

Alcune di queste potranno anche essere eguali tra loro ; ma ancorché siano

tutte differenti le sostituzioni di H non faranno che permutarle una nell'altra
;

dimque le funzioni simmetriche delle medesime saranno invariabili per le so-

stituzioni di H e quindi razionali ; onde la risolvente lagrangiaiia se avrà

un fattore di grado primo ammetterà anche più fattori razionali di grado

non superiore al grado del gruppo della equazione, quando questa sia ri-

solubile per radicali.

Poiché il gruppo di una equazione non contiene altre sostituzioni che

quelle per le quali é invariabile una funzione delle radici razionalmente

esprimibile per i coefficienti (v. n. 6) : il gruppo della equazione che ha per

radici le (21) sarà eguale a H: dunque i fattori razionali ìlei quali è ri-

duttibile la risolvente lagrangiana sono tutti risolubili per radicali, se

lo è la proposta.
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AI1iii(3lit' alcune delle (21) siano ei^Miali tra lonj, e die il ^M'iuIu del lat,-

tore razionale sia perci(^ minore del <,a-ado del gruppo H, è necessario che

alcuni dei (20) siano eguali, ossia per alcuni valori di ui e w,

(22) D,,„ H = D,,,„^ H :

e quindi

e moltiplicando a destra per tìy: a sinistra per (Ij, essendo

^a ^ttj =^ 1 ^Hi ^[J. = 1

e

^a ^a = f^b , ^w, 0,j, = Oc
;

si ottiene

(28) fh.<; --^(fH,;

dunque dovrà essere (f una sostituzione di un moltiplicatore di alcuno dei

divisori di H. Questo poi è sufficiente, perchè con un processo inverso dalla

(23) si può facilmente dedurre la (22). Dunque il numero dei fattori regio-

nali della nsoloeiite lagrangiana di grado et [e a sarà sempre un divisore

del grado n del gruppo della equazione) è eguale al numero delle sosti-

Iasioni dei massimi molliplicatoridei gruj^pi di grado - divisori del gruppo

H della proposta.

IL

Della risolubilità per 'radicali delle equazioai di grado primo.

23. A/fiiichè una equazione irriduttibile di grado primo sia risolu-

bile per radicali, è necessario e su/fìciente che il suo gruppo non ammetta

altre sostituzioni che quelle comprese nel simbolo

\^ai+b 1

e che in conseguenza tutte le sue radici siano funzioni razionali di due

qualunque tra loro.

L'ultimo divisore del gruppo di una equazione di grado primo risolubile

per radicali non ha altre sostituzioni che le potenze di

(25) (^' )

(V. n. 19): il suo massimo moltiplicatore contiene solo le potenze di

10
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dove o è radico primitiva do! grado (v. Parte I, n. 24), e quindi ha tutti i

divisori di prima classe (v. Parte I, n. 35) ; dunque è necessario e sufficiente

clie tutte le' sostituzioni del gruppo siano i prodotti delle dilferenti potenze

della (25) con quelle della (26), cioè le sostituzioni comprese nel simbolo (24).

Le (24) non possono dare due permutazioni che abbiano più di una lettera

allo stesso posto ('): dunque tutte le radici debbono esser funzioni razionali

di due qualunque tra loro (v. n. 12); e questo è sufficiente, come già dimo-

strai in una mia Nota: Sopra la risolubilità per radicali delle equazioni di

grado primo (-): e come si deduce facilmente dal n. 13. Le (24) dando non

più di ii{u — 1) permutazioni, e per il n. 3 solo avendosi 1. 2... it = /*(/< — 1),

tutte le equazioni di grado primo superiore a 3 non sono in generale riso-

lubili per radicali.

24. Affinchè una equazione di grado fx primo sia risolubile per ra-

dicali è necessario e suff,ciente che la risolvente lagrangiana ammetta un

fattore razionale di primo grado.

Le radici della risolvente lagrangiana sono in questo caso

>_ (^«'-^^/f,

dove

m=,u.-l

m=o
I

e Q radice primitiva di n (•*). Questa funzione è evidentemente invariabile

por tutte le sostituzioni (25) e (26) del gruppo (0 •' dunque la risolvente ha

una radice razionale ; e questo basta perchè col metodo di Lagrange si pos-

sano ottenere tutto le radici espresse per radicali.

Passiamo a determinare gli altri fattori razionali della risolvente. Poiché

il gruppo delle (25) ha per massimo moltiplicatore quello delle sostituzioni

date dalle (26), basterà determinare il moltiplicatore di questo ultimo. In

questo caso la equazione (14) della prima parte, diviene

ip {qì) = (»- xl> il)

che ha per integrale

</' {i) = ^^''

(1) Vedi: Annali di scienze mat. e fìs , comiiiLiti <lii B. Tortoliiii, t. Il, p. 8; (od

anche p. 19 di questo volume).

(*) Ivi. ]i. 1 I : (ud iiiichc p. 2o di (jucsto vuluiue).

(3j Ivi.

(4) Ivi.
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diiiiquc la lusolrciUr hujrtimjiaiui delle e^iiuuioa/ di ijrtido ti primo Ita laidi

[allori ragionali di ijrado /(, quaulc sono le mslilmioiii ip cioè qHaìiti i

numeri primi inferiori a ii : gli aliri sono di grado /»(/< — !). e lalli poi

risolubili per radicali.

III.

Delle eciuazioni il grado delle ([uali è il prodotto

di più numeri primi di/ferenti.

25. Una equazione il grado della quale è il prodotto di numeri primi

differenti non può esser risolubile per radicali, se il suo gruppo non è a

lettere congiunte.

Poiché abbiamo veduto che lìiltimo gruppo di uua equazione risolublL'

pjr radicali dev'esser di grado primo p divisore del grado n della equazione

(V. n. 1'.)); e che il massimo gruppo che lo abbia per divisore è (v. Pa-te I.

n. 26, 27, 28) a lettere congiunte quando i fattori di /i sono ditferenti tra loro.

26. Una equazione irridutlibile il grado fi == pq della i[uale ha dei

fattori primi differenti non pub essere risolubile per radicali, se non è

decomponibile in p fattori razionali di grado q, coli'aggiunzione delle sole

radici di una equazione di grado p.

Distinguiamo con un apice h le lettere di uno stesso sistema, con un

altro k il sistema al quale appartengono, avremo per il teorema precedente

die tutte le sostituzioni del gruppo dovranno essere della forma

Siano Fo Fi F., . . . F^,_i altrettante funzioni ciascuna delle lettere di uno stosso

sistema, e invariabili per le sostituzioni

(27)
(^''' \

Esse saranno radici di una equazione di grado p il gruppo della quale con-

tiene soltanto le sostituzioni

(28)
(^'''^-

);

e poiché esse sono variabili per tutte le sostituzioni (28), aggiunto riduranno

il gruppo alle sole (27). Dunque le funzioni invariabili per quelle saranno

razionalmente cognite ; e quindi anche le funzioni simmetriche di ogni sistema

di radici: dunque per l'aggiunzione delle p radici F/,. la proposta si ridurrà

in p fattori razionali di grado q, come volevamo dimostrare.

È evidente che le funzioni simmetriclie delle F, ossia i coerticieuti djlla

equazione della quale esse sono radici, saranno invariabili per tutte le
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sostituzioni del gruppo, e quindi razionali, e la risolvente Lagrangiana, che iu

questo caso è di grado

{p — l)p{1.2...q)p^ '

d)rrà avero un fattore razionale di primo grado se p è primo; se no, dovrà

es33r riduttiblle pa;im3at3 la equazione che dèi la F, e cosi di seguito, finché

non si ar.ivi a una di grado primo; per la quale vale quello che abbiamo

stabilito nel paragrafo precedente. Lo stesso deve dirsi dei fattori razionali

di grado q, i quali posti a zero danno direttamenta le radici.

Le coudizioni esposte nei due teoremi dei n. 25 e 26, non sono suf-

ffieienti; ma le condizioni sufficienti sono già in esse contenute: perchè ri-

mangono ridotte a quelle delle equazioni di grado primo, che tali sono le

ulbime equazioni irdduttibili alle quali si arriva con questo metodo.

Quando una equazione irriduttibile è di grado pj^ Q p e q sono numeri

p:imt differenti, indicando le radici colle lettere

.X'ojO A/'i.o ^p— 1,0

,2?0,1 >^'l,l -'^ìì-lA

'^0:7—1 1 '^C\,q—\ Xp—\,f]—\

i casi di risolubilità sono i soli tre seguenti:

1°. Quando il gruppo della equazione è di grado

e le sue sostituzioni sono date da

(r'°
)'('^ )'-(x"""' )^(r.'';,)-

2°. Quando è di grado

e le sostituzioni sono

3°. Se il gruppo è di grado

pq(p — l){q—l)
e le sostituzioni

In tutti questi simboli dovrà aversi

^ (i) = aì~\-b , ip {h) — a h-h h'

essendo a e ì) numeri interi qualunque <|;j, d e h' ^q-

Cj V. Serret, Cours iVAlij. -sup., ]>. 2^0.



/ i

Le risolventi lagraiigiane dello equazioni di grado p e // dalle quali si

fa dipendere la proposta, debbono inoltre aver tutte un fattore razionale di

primo grado (v, n. 24). Facendo p = 2, q = 3 si hanno i tre casi di riso-

lubilità delle equazioni di 6° grado, sviluppati o dimostrati da Luther nel

t. 30 del Giornale di Creilo.

27. Da ciò che abbiamo stabilito nel numero precedente si deduce immedia-

tamente che il grado del gruppo di una equazione di grado m '=pq, dove p e q

sono dilloreuti, non deve es^er maggiore di 1.2... q. 1.2... p. Ora il gruppo

di una equazione di grado pq in generale è di grado 1.2.3.;)^; dunque af-

tinché sia risolubile per radicali dovrà aversi

1.2.3..
.
7?/7 ^1. 2.8.. .y. 1.2.3...;;:

anche

q -+-1 . q -i- S...]iq ~ 1.2.3....;^

lo che evidentemente non può essere se p e q'^ ì; dunque l'equazioni i gradi

delle quali ammettono dei littori primi differenti, non sono id generale ri-

solubili per radicali.

IV.

Delle equculo/il il grado delle quali à la poteiua

di un numero primo.

28. Se il gruppo K di una equazione risolubile per radicali di grado

p"' (p essendo un numero primo) non è a lettere congiunte, deve necessa-

riamente: 1°. non contenere altre, sostituzioni che della forma

(k e i B,. essendo radici di xi'' =^ x (mod. p.)) ; e in conseguenza essere di

grado, o eguale a

M =f if — 1) {f — p) ... (//"' — p''-')
,

a un divisore di M.\ e tutte le radici della equazione debbon essere fun-

zioni razionali di r -(- 1 tra loro. 2". Essendo sempre

H=. KoGGiGa,

dove Ko ha soltanto sostituzioni della forma

(::)
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e G-, Gì, G2 hanno il medesimo significato che al n. 38; il gruppo Gì //

grado del quale è un divisore di

2{p-l)
deve essere decomponibile in gruppi di prima classe.

L'ultimo gruppo deve essere di grado p (v. n. 19), dunque (v. n. 28) il

massimo gruppo che lo ha par ultimo divisore è a lettere congiunte, non

contiene altre sostituzioni che le (29) e il suo grado è un divisore di M, e

non è decomponibile in gruppi di prima classe altro che quando lo è Gì (v.

Parte I, n. 88).

Le funzioni non simmetriche delle v -f- 1 radici che hanno per apici

0, A, i^ l~ ... i ,

di altre r -]- 1 delle radici della congruenza .r^^ ^ ^ (mod. p), delle quali

nessuna si possa esprimere linearmente per altre (v. Parte I, n. 32) sono va-

riabili per tutte le sostituzioni del gruppo: dunque (v. n. G), tutte le radici

possono esprimersi razionalmente per esse.

La prima condizione del teorema contiene la seconda quando p'' ::= 4, = 9

(V. Parte I, n. 38).

29^^. Affinchè una equasi,one irritutlihile di grado p"' (p essendo numero

primo e v qualunque) sia risolubile per radicali, è necessario e sufficiente

che essa sia decomponibile in p''"'^' equa:ioni ogn>ma di graduo p''^ /

coeffìcienti delle quali siano fan:io ni razionali delle radici di una sola

e'i>mìione di grado p''~^, che ciascuna delle radici possa prender la forma

cc= k-^\ 'So ^- |'''S, H h f'Sò

,

essendo A razionale, e U S, radici di una equazione di grado f^<Cp"', i

coefficienti delia quale siano razionali funzioni razionali diradici di equa-

zioni di gradi minori di p^ — 1 : e che sì nelCun caso che nell'altro le equa-

zioni dalle quali si fa così dipender la proposta siano risolubili per radicali.

Il gruppo della equazione sarà a lettere congiunte, sarà il gruppo

K del numero precedente. Se è a lettere congiunte, è evidente che si veri-

fica il primo caso del teorema (v. n. 26). Se è eguale a K passiamo a di-

mostrare che si deve necessariamente verificare il secondo.

La espressione lagrangiana del numero 21 sarà in questo caso

So - ^ "' \ '^'-^
'

essendo « radice immaginaria |/«"»« della unità, e rappresentando con C/, la

espressione

«1 /+ rcg i'^ «v_i
?'-'
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per una coiiibiua/iouc qualunque di valori iimnurici dello a iiiinoii di //. Essa

ò invariabile per le ;>' sostituzioni circolari del gruppo K„. Ora tra i seguenti

e successivi moltiplicatori di Ko nel gruppo K se ne potranno prendere alcuni

in modo che il loro prodotto sia del piìi alto grado <ip\ cioè al più eguale

a ^'' — 1. Chiamiamo questo gruppo r e r)' il suo grado.

Se eseguiamo tutte le sostituzioni imniaginabili sulle Xi contenute nella

So, avremo M valori differenti per la medesima,

(30) Oo Si 02 ... Sm-1 ,

essendo, come è facile a dimostrarsi,

1.2.3.4 ....(;/'-l)y/-

;j (1.2.3....//'-')^'

Le sostituzioni di K eseguite sulle Xt della So non potranno dare i»iii

di m dei valori (30), chiamando m il massimo comuu divisore di M e di

M' = (/' — l){'[)''—p) {f —P^ìip' —P"')
Quelle di r non potranno dare più di t)' valori (30), e ó dovrà essere divisore di m.

Ora costruiamo la equazione che ha per radici i à valori (30) ottenuti

colle sostituzioni di F. Il grado della risolvente lagrangiana che ne darà i

M
coefficienti sarà al più eguale a — : e poiché facendo tutte le sostituzioni

di K nelle funzioni simmetriche F di quei f) valori, le quali sono invaria-

bili per le sostituzioni Ko T, non si possono avere più di — valori differenti,

essendo Ko r un divisore di K, la risolvente sarà riduttibile, e avrà un fat-

111

tore razionale di grado non maggiore di — .

Dalla forma dello S è facile dedurre, rammentando il metodo già usato

nell'Algebra, che le radici avranno la forma

•_ li _
X ^. A + t So + t'S, ^-- -'- |''S.:_, ,

A essendo il coefficiente del secondo termine della equazione.

Se -T<Z.P' — 1 ^ gi^T' dimostrato il teorema: ma quando non è, col

metodo Lagraugiano è evidente che si potrà abbassare la equazione che dà

la F tìnchè non si giunga a una risolvente di grado <i v' — 1 •

Consideriamo ora alcuni casi particolari.

1 '^ 3 4
\". Sia »' =^ 2

, ;) = 2 , sarà M = ^^^ '

^^' = 3 , M' -- 3 . 2 , onde

»i ^ 3 , e poiché ò di3ve essere un fattore di m , sarà eguale a 3; e il

grado del l'attore razionale ik'll;i risolvente lagrangiana sarà eguale a — — 1

.
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VI.

SOPRA L'ABBASSAMENTO DLLLE HQ.UAZIONI MODULARI

DELLE I-UNZIONI ELLITTICHE

(Dagli Aunali di ScieN:;^e mateinaiiche e fisiche, t. IV, pp. 81-100, Roma, 1855).

1. È noto che la equazione algebrica

(1) F(^) = 0,

la quale serve a determinare su — quando
1>

(lì

4 1 f\l—^c'){ì—/c'a;')

e j) è un numero primo qualunque, lia jì^ — 1 radici comprese nella

espressione

,^. /mo) -f- no)i\
(2) ^m,n = su ( I

,

dove m e n sono numeri interi qualunque <Cp^ che possono essere separa-

tamente eguali a zero, / = |/— 1, e

(ò i dx

4
Jo \'{l-x^){\-{l-Jc^)a^)

Costruiamo una funzione razionale delle p- — 1 radici (2), che muti valore

per qualunque sostituzione si faccia sulle medesime. Sia questa

Dalle formule dell'addizione e della moltiplicazione delle amplitudini,

abbiamo

mo) nÒH , noli noli muì . mo)
sn— cn dn f- sn cn— dn—

(4) ^ = -^^ 2 !2 P-^^ IL

1> P

II
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e qualunque sia «, indicando con i/'i , t/'g , . . . . funzioni razionali, se ij è pari

sn (^a = sn « cn « dn a t/'i (sn^«) ,

(5) ) cn qcc = 1/^2 (snV<)
,

dn^a = xp3 (sn^«)
;

e se g è dispari

sn ^a = sn or ip' (sn^«)
,

(6) ) cn qa =-- cn a xp" (sn^«)
,

( dn g'a= dn a V^'"(sn*a) .

Quando a = —,=— , osservando che ;j + 1 è pari, si ricava dalla seconda

e dalla terza delle (5)

^ cn a = cn (;j -f- 1 ) « = i/*» (snV<r)

^'^
( dna = dn(p-+- 1) « ^= 1/^3 (sn^«).

Sostituendo i valori (7) nei secondi membri delle (5) e delle (6), questi

diverranno tutti funzioni razionali di sn nr, e quindi, applicando quelle for-

mule alla riduzione della (4), si avrà Xm,n dato da una funzione razionale

di sn— e di sn^, qualunque siano i numeri interi m ed 7i. Dunque il se-

P P
condo membro della (3) potrà esprimersi per una funzione razionale (f delle

medesime quantità, cioè

(8) U = y(^sn-, sn-|.

Il prodotto

(9) n -- ri<}
(b'oì -f- h(ì)i\ / a' (lì -1- aoìi \

esteso a tutte le combinazioni dei valori interi di «, /;, a! e b' <ip, sarà

evidentemente una funzione razionale e simmetrica delle radici della (1), e

quindi razionale dei coefficienti della medesima.

I fattori di Q sono eguali ai valori che prende U quando nella (3) si

b'(i)~^b(òi ddì-^cmi .

*
, ,. . • 1 j- ^' j- <'^^

pongono e rispettivamente m luogo di — e di — , e

che con'ispondono alle permutazioni delle radici che si ottengono nella me-

desima (3) colle sostituzioni

Dunque i2 è una funzione razionale delle radici della (1), invariabile soltanto
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per le sostituzioni (10), ed è razionale dei coefficienti, quindi il gruppo G
della (1) avrà tutte le suo sostituzioni comprese nel simbolo (lo) (').

2. Una qualunque delle sostituzioni (10) cangia contemporaneamente

'^hmjin lU ^li(.b'm-*-a'n),hibm+an-) ^^ ^hm',hn' »

e questo avviene per i p — 1 valori di h </; : dunque le ^; — I lettere, gli

indici delle quali hanno i loro rapporti geometrici congrui rispetto al mo-

dulo ]), dalle sostituzioni di G o sono permutate tra loro, o in altre che

hanno anch'esse tutte quante congrui i rapporti dei loro indici, e quindi il

gruppo G è a lettere congiunte, i sistemi di queste sono ^; -j- 1 e ciascuno

è composto di p — 1 lettere.

Indicando con /j uu numero qualunque <ip, i tipi delle lettere dei

p -{- 1 sistemi saranno

\^^) '^q,0 ^q,q '^q,2q ••• ^q,(p-l)q ^'^0,q ì

anche ponendo

(12) yg,0 Uq,X ?/g,2 •.• l/.j,p-l IJ,,,\ ]

e le (10) eseguite sulle (12) diverranno della forma

poiché

^a qi+b q,aqi+bq= !/(ai+b')q,
,^_^^,

•

Da ciò è facile dedurre

(14) G = HK
,

rappresentando con H un gruppo le sostituzioni del quale sono date da

(15)
I J-

j

e K essendo un altro gruppo che ha le sue sostituzioni comprese nella

espressione

(16) 5 ., ai+b [

(}) Vedi il n. G di,'lla parte II della mia Memoria, Sulla risoluzione delle equazioni

algebriche, nel t. Ili de,t,4i Annali di Se. mat. e fis. compilati daB. Tortolini, Roma, 1852;

(od anche pp. 31-80 di questo volume).
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Il gruppo H è il prodotto di altri tutti di prima classe, poiché tutte le sue

sostituzioni (15) sono potenze della unica nella quale q è radice primitiva

di p (').

Pertanto la (1) che ha per gruppo G sarà riduttibile in p -\- 1 fattori

di grado p — 1, e razionali quando siano aggiunte le radici di una sola equa-

zione di grado p-\-'^, il gi""PPO della quale sia K, e le equazioni che na-

scono ponendo a zero questi fattori avranno per gruppo H, e quindi saranno

tutte risolubili per radicali (-), come già dimostrò l'Abel (^).

3. La equazione di grado p -{- l e di gruppo K, dalla quale dipende

la risoluzione della (1), può avere per radici quali si vogliano funzioni ra-

zionali delle radici della (1), basta solo che siano invariabili per le sostitu-

zioni (15) e variabili perle (10): dunque potrà essere la equazione modulare

che serve alla trasformazione dell'ordine j/«""o, la quale ha le sue p -\- l

radici della forma

(17) x.^km^'^^ P _n ;,pnLr,nJ'^±^]
dn,(^)

p — 1 p — 1
11 prodotto IJ deve essere esteso ai —-— valori di q non ^ —-— , ip è

una funzione razionale come si deduce dalle (5), (6) e (7), e Mia i 7; -}- 1

valori

(18) 0, 1, 2,, 3, ... ,^_1, -1 (^).

Con questi numeri rappresenteremo per brevità le radici stesse (17), e le so-

stituzioni (16) del gruppo K diverranno

t

V ì
(19) ai + h

( a't -4- b' )

Non per tutte le combinazioni dei valori di a, b, a! e h' si hanno

dalla (19) sostituzioni effettive ideali. Quando due più radici sono con-

ci) Vedi la mia Memoria, Sulla risoluzione delle equazioni algebriche, parte I, n. 35.

(2) Vedi la Memoria citata, parte II, 11. 18, 2".

(3) V. Abel, Oeuvres complHes, 1. 1, 11. XII dell'edizione di Holmboe (n. XVI della

nuova edizione di Sylow e Lie).

("*) V. Jacobi, Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum, n. 21, 24.
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vertite in una medesima radice, la sostituzione che d;\ una tale permutazione

è assurda e la diiemo immaginaria. Sia

una delle (19) immaginaria, e siano ^ e ^' le due radici che rimangono con-

vertite in una stessa radice; avremo

e quindi

{a3-§r){t-l')^0:

congruenza che è soddisfatta soltanto quando il determinante

D = «(J— /Sy= ,

oppure

t=t'

.

Dunque sostituzioni immaginarie sono soltanto quelle, il determinante delle

quali è congruo a zero rispetto al modulo p (').

Le (19) possono ridursi ai tre tipi seguenti:

(20) ' (21) 1 ' (22) at + b

{ at-^b] \ at-i-b] \ I ^ b'

La (20) e la (21) sono sempre reali, e danno p{p — 1) sostituzioni ciascuna;

la (22) contiene p-{p — 1) sostituzioni, poiché a può avere p — 1 valori

differenti, e p ne possono avere b e b' ; ma p{p — 1) di queste sono imma-

ginarie, altrettante essendo le combinazioni dei valori di a, b e // per le

quali è soddisfatta la congruenza

Ti = ab' — b = 0.

In conseguenza la totalità delle sostituzioni (19) sarà di

p{p — l){p-]-ì),

e questo sarà il grado del gruppo K della equazione modulare.

(') Questa pruprietà è generale per tutte le sostituzioni sopra p^— 1 lettere, della

forma

(«) j

*"•"

\
:

\ ^a'm-t-b'n+ +lt.'r,a"m +b"nH i-/i"r,...a^^\ii+(;'^^n-t----+A^^'r ;

dove si riguardino al solito eguali gl'indici congrui rispetto al modulo j).
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Poniamo

[ a'i-i- h' ]
\ cc'i^ /5'

)

J)^.ab' — db , D' = u^' — c(',S
,

(7)1 \— \^rzil significhi che m è residuo quadratico

di ;;,
I

—
j
= — 1, che n è non residuo di p. Facendo il prodotto delle due

sostituzioni, avremo

^"P = a,i-^ b,

\ n'. òa'i i+ b\

Affinchè due sistemi d'indici differenti m, n, . . . , r; m', n' , . . .
.

, r' siano convertiti

in uno stesso sistema è necessario e sufficiente che siano verificate le congruenze

a' m -^b' 7i-\ 1- li' r ^ a m' -t- h' n' h— -+- li' r'

.

a"m -^ b"n -^ ... ^ h"r = a"m' ^ b"n' -^ ... ^ h"r'

ossia

a(v>w-+-è(v>«-i-
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dove

a, = ac(~\- a' § , bi = ba -\- b' ^ ,

a\= aa'-h a'^' , b\^ ba'-^ b' ^ ,

e il determinante

J= axb\ — a',^»i = DD';

quindi se

(7)-(7)-Mf)-.
e se

©-(7) (7)=-^
Da ciò segue che, quando

(7)- • (7)—

•

la derivata ^i di 6 per mezzo di »/» avrà anch'essa il determinante D, re-

siduo, poiché essendo

Bxp = ipOi

sarà

e quindi

Gh'-
Duuque, se si deriva per mezzo di una sostituzione il determinante della

quale è non residuo di p, un gruppo M formato con tutte le (19) reali che

hanno il determinante residuo, e che sarà di grado ^-^ —
, si

avrà un derivato eguale al primitivo: e quindi

(23) K = MN
,

indicando con N il gruppo delle due permutazioni, la cui sostituzione diffe-

rente dall'unità ha il determinante non residuo di p (^).

Quando ^J -|- 1 è il prodotto di fattori primi differenti, il gruppo M è

primo perchè altrimenti dovrebbe essere a lettere congiunte, e quindi il suo

(1) Prendo questa occasione per notare la inconvenienza della trasformazione in indici

frazionari, che ho fatta nella mia Memoria, Sulla risoluzione delle equazioni algebriche

parte I, n. 38, per dimostrare questa decomposizione nel caso generale: la dimostrazione

rimane la stessa, mantenendo gl'indici interi.
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grado divisore di 1. 2 . . . «. 1. 2. 8. . . . /^, essendo a^^=-p -\-\\ \\ che è

impossibile contenendo nel suo grado il fattore primo p^ct e >/? ('). D'al-

tronde ;) -{- 1 ha sempre dei fattori primi differenti, a meno che non sia eguale

a una potenza di 2, poiché altrimenti p sarebbe un numero pari e quindi o

non primo o eguale a due.

4. Se il gruppo M non si può decomporre in gruppi di prima classe,

è però la somma di p gruppi derivati simili nei casi determinati dal seguente

Teorema. Allorché le potente dispari <ip — 2 di una radice primi-

tiva g del numero primo ^J = 4^z-h3, per la quale y ) ^^ '^' ^^^^^~

sfanno o l'ima o l'altra delle due congruenze

(24) ^^^'--^(^ + 1)^+1=0,
(mod. ;;)

(25) g^x^— {g^\)x-^\ = 0,
'

il gruppo M è la somma di p gruppi derivati simili a lettere congiunte.

Sia g"-'^^ una radice della (24), sostituendo e riducendo, avremo

(26) g' (^^-' -\Y-^g{g-\) (^^-1 _ 1) _ ^+ 1 ^ 0.

Ora è facile verificare le due identità

(27) (^^-'- 1)^ = g'^ (ó'^-> - 1)^ + 2^ (^ - 1) (^'-1 _ 1) + (^ _ 1)'-

(28) (^^-' - 1) (^^-> - 1) = ^^ {g''^' - 1 )'- -f- {g' - 1) (^^-^ - 1).

Sottraendo la (27) dalla (28) moltiplicata per g, si ha

-=^{g-\){g'{g''^'-\)'-\-g{g-\){g'^^'-\)-g-^\)^^.

onde

(29) Q^. -=^— ~-

Dalla (26) si ricava anche

gig''^'-l){g'^-^'-ì)^g-l

la quale poiché 1'^^ 1= 1, dà

e quindi

(30) ^«._i
^g'-'"';

(') Vedi la Memn-ii più volte citata, parte I, cap. 2, § III.
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V— 1

dove y è un intero < —r— ; e dalle (20) e (30)

(31) ^^^^Tzrx^f^-

Se f^*'"^' è una radice della (25), sostituendo si ha

e sottraendo la (27) moltiplicata per rj dalla (28)

= (1-^) {p\9''^'-^r -f- (2r/+i) {g-\) {g''^'-\) -f- <Ag-\)) ^ o

,

onde

Dalla (25) si rileva

e quindi

(^^) =f-^)
che dà

„2(+ 2
Y

e sostituendo nella (33)

.,2/+3 1

Le sostituzioni

(36) \ / r/^^-^'i 1 (37) 1 7 />2a '

appartengono al gruppo M, poiché i loro rispettivi determinanti

sono ambedue residui quadratici di 2h essendo

quando p è della forma 4;ìH-3, e perciò I — |
-— 1.

12
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Valendosi delle notazioni di Cauchy, adottata anche dal Serret, si può porre

la (36) sotto la forma

^0 ^ (f rf (f"" rf"^^ 0^'-' U )

\ ^«8+1 gzò ^."•, g'\ 00 r/' 9"' ^

dove t — ^—-r— , e

^aca-pì+ i 1 ^2(3-a)-i i

/yl-'-p = n^Ò li 1. -= -.20 il i
y — y ^2(a-p)

i
y gì^^-a.)

i
'

//^3 = /)2^ —^ - z= n^'' —^ — •

y — y QÌ(.(x~f>)-\ \
y ^2(3-a)+ i

I

Se prendiamo il primo dei due valori di g'"i^ e di g''^^ quando /^ <; «, e il se-

condo quando /?^ «, il massimo valore del più piccolo dei tre esponenti di g

formati colla differenza di « e di §, che ivi compariscono, sarà j9 — 3, per-

V — 1
che ^-—r— è il più gran valore che possono avere a e /?. Quando g inalzato

a questo più piccolo dei tre esponenti sarà radice della (24), si avrà dalle

(30) e- (31)

e quando sarà radice della (25), le (34) e (35) daranno

/•§ = ^n-\ g'^= g''i.

Anche alla (37) si potrà dar la forma

^0 c^ g' g-^ g'- g'^--' g^-' g
^

dove

i ^2ò ^.ò.i ^!^ ,j\ 00 /' g'^)'

\\i ^ zò+i _JL ì .20^1 -V ^
.

y — y ..2(R-a)-i 1
— yq'H^-a.)-ì

Y
^ ^2(a-p)+l

J

/72(S-a)-i-i 1 ^,2{a-B)-i 1

./^ = 0-2^+^ y- - — r/25+i y. -
y — y g2(.^-ot)

i
y ^2(a-p)

i
'

d'onde si deduce analogamente

oppure

Dunque le sostituzioni (36) e (37) o permutano tra loro le lettere di cia-

scuna delle seguenti -—z— coppie

(38) 0^, r/^^ g'g\ . . . .
,
g'^ g'''^^

. . . .
,
g^-' g,

ossivero permutano le coppie stesse l'uua nell'altra.
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Questa proprietà non appartiene ad alcuna delle altro sostituzioni del

gruppo M, e del tipo (22). Infatti, supponiamo che goda di questa proprietà

la seguente

(39) i-ì,'-
a

\

essa avrà anche la forma

00 b e ....

ab— a 00 ... .

e

in conseguenza dovrebbe aversi

ovvero

b= ^n+i
, e= .^n

;

e affinchè fossero congiunte — e «, nel primo caso dovrebbe aversi a^ ^*'-'"^'

,

e nel secondo a^c/^ , e quindi la (39) o sarebbe una delle (37) o una

delle (36).

Quanto alle sostituzioni del gruppo M e dei tipi (20) e (21) è facile

a vedersi che godranno la proprietà in quistione soltanto le seguenti

V \
\'

ì
(40) , (41) 1 .

I ffù \ I g''^^' i]

La (40) si può considerare come un caso particolare della (36), quello

cioè in cui invece della coppia g'^'^'^^ g^'^ si ponga "^
; e la (41) si può

dedurre egualmente dalla (37).

Pertanto le uniche sostituzioni (36), (37), (40), (41) del gruppo M sa-

ranno a lettere congiunte, cioè o permuteranno tra loro le lettere delle

coppie (38) permuteranno le coppie l'una nell'altra; e poiché i loro pro-

dotti devono godere la stessa proprietà, esse costituiranno un gruppo L. Il

grado di questo gruppo si otterrà numerando tutti i valori possibili delle

costanti che compariscono nelle espressioni di quelle sostituzioni, perchè sono

p — 1
tutte quante reali. Ora ó può avere ^-—r— valori difterenti, e « ne può avere

Li

"T ; quindi è facile dedurre che — ).
— sarà il grado di L.

ii Z

Derivando L por mezzo delle sostituzioni (19) non comprese nelle espres-
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sioni (36), (37), (40), (41) si avranno ;j gi'uppi derivati simili, la somma dei

quali costituii'à il gruppo M di grado

2

5. Quando p = 4/? -j- 1 ^^^ si può, come per p = in -{- 3, costruire

con alcune sostituzioni di M un gruppo di grado

(p — l)(p~+~ì)

2

nel quale siano lettere congiunte co , e le altre coppie di lettere che ab-

biano un rapporto non residuo quadratico di p : poiché allora se appartengono

a M le (SQ) e (40), non vi apparterranno le (37) e (41), e viceversa (v. n. 4.).

Vediamo se per sostituzioni analoghe a quelle potranno esser congiunte oltre

e 00 , lettere che abbiano un rapporto residuo. Siano le coppie delle let-

tere congiunte le seguenti
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e quelle che si ottengono moltiplicando le medesime tra loro, danno il gruppo
L a lettere congiunte di grado

(5-f-l)(o-l)
-=12

questo derivato per mezzo della sostituzione

dà i 5 derivati simili che sommati fauno il gruppo M di grado

(5-hl)(5 — 1)5

OO0234 1

2341oo0
41oo02 3

ool 3402
3402ool

2 00 1 3 4

o) 2 4 1 3

(M)
j

4 1 3 00 2

I3oo240

00 3 1 2 4

01 24oo3

2 4 00 3 1

OO41230

1 230oo4

30oo412

(L)

OO03241 OO03214
3241 Odo 3214oo0
410(X)32 14oo03 2

OO14302 OO14320

43021 00 4320 ool

02 lcx)43 2O00I43

(L.)

QO2041 3 OO2043 1

04132OO 043 loo2

132oo04 31oo204

(1^3)

0031024 OO3 1042
10243OO 1042oo3

243ool0 42oo3 10

OO42130 OO4210 3

2 1 304oo 2 1 03oo4

301 4oo2 03oo42 1

OO02314

23140OO

1 40oo23

00I342O

342OI00
2OI0034

00 2 4 3 1

403 1 2oo

31 2oo40

oo30 1 42

1 4 2 3 00

423oo01

oo41 203
1 2034oo

034ool 2

6. Poiché le due congruenze (24) e (25) sono di secondo grado, e quindi
ciascuna non può avere più di due radici incongrue, affinchè abbia luogo la

decomposizione dipendente dal teorema del n. 4, non dovranno i numeri di-

spari <^p — 2 essere in numero >4 ossia dovrà aversi

2 =
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onde 7^ dovendo anch'essere della forma 4/i -j- 3 e primo, non potrà essere che

7 e 11. In questi due casi però sono verificate tutte le condizioni del

teorema.

1.0 Caso : jo = 7
; g = 2> dà (^^7^) = (|)

= 1 ; e (25) diviene

2.r' — 4^ -|- 1 = (mod. 7)

la quale è soddisfatta dalle potenze dispari di 3 minori di 5,

Le coppie di lettere congiunte del gruppo L saranno

0, <» ; 2, 6; 4, 5; 1, 3;

2.° Caso
: ;j = 11 ; g = 2 dà (^-^^ì =

( Yl)
"" "^ ' ® ^^ ^^'^^ ^^^^^°®

ix'— 6^ -|- 1 = (mod. 11)

,

che ha per radici

^= 23
,
=2^

.

La (25) dà

4^2 _ 3^ _|_ 1 = .

le radici della quale sono

x= 2 ,
=2";

e in conseguenza tutte le condizioni del teorema sono sodisfatte ; e le coppie

di lettere congiunte di L saranno

0, 00 ; 4, 8; 5, 10; 9, 7; 3, 6; 1, 2.

Da tutto ciò si raccoglie che per ^ -- 5, 7, 11 il gruppo M è la somma di

5, 7, 1 1 gruppi L derivati simili, a lettere congiunte ciascuno ; ma che questo

non ha luogo per i numeri primi maggiori di questi.

7. Poiché il gruppo K della equazione modulare per l'ordine ]ì è il

prodotto del gruppo M per uno N di secondo grado, aggiunta una funzione delle

radici variabile per le sole sostituzioni di M, non rimarrà che da risolversi

una equazione di secondo grado ('). Ora una funzione razionale delle radici, che

per le sostituzioni di L sia invariabile, per tutte le sostituzioni M acquista j; soli

valori, i quali sono per ciò radici di una equazione di j()««'"^« grado ; e poi-

ché ciascuno di questi é invariabile par le sostituzioni di un solo dei gruppi

derivati simili L, e variabile per quelle degli altri, aggiunti tutti, sarà ri-

dotto il gruppo a N soltanto, e quindi aggiunto anche un radicale di secondo

(1) Vedi la mia Memoria, Sulla risoluzione delle equazioni algebriche, parte II, n. 10.
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grado, sarà risoluta la equazione modulare ('). L'equazione di;)**'*"" grado dalla

quale dipende la risoluzione della equazione modulare nei tre casi rammen-

tati, non può risolversi per radicali, poiché è di grado primo, e il suo gruppo,

1) ( ì)— 1) Oj ~^ 1 )

simile a M, è di grado -^-^ ^p-^— >(;) — ! ) (): laonde si possono

stabilire i seguenti teoremi.

Teorema T. La eiiuaziom modulare 'per la irasformaùoìie dell'ordine

p^s.mo
iiQi-f^ ^ risolvibile per radicali ma può abbassarsi dal grado p -h 1

al grado p, nei Ire casi di p ^= 5, 7, 11.

Questo teorema è dovuto a Galois che lo annunziò nella ultima sua let-

tera a Chevalier.

Teorema IL La equazione che serve a determinare sn — é decom-

ponibile in p + 1 fattori di grado p — 1 risolvibili per radicali, quando

si aggiungono le radici di um equazione di grado p -|- 1 /« quale non è

risolvibile per radicali, ma si può abbassare al grado p, quando p^ 5, 7, 11.

Pistoia, li 27 novembre 1852.

(!) Vedi ivi, parte II, n. 18.

(s) Vedi ivi, parte II, n. 23.
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VII.

UN TEOREMA SULLA RISOLUZIONE ANALITICA

DELLE EQUAZIONI ALGEBRICHE

(Dagli Annali di Scieiiie malciiiatiche e fisiche, t. V, pp. 10-17, Roma, 1854).

Due sono i problemi principali dell'Algebra. Il primo consiste nella deter-

minazione dei A'alori numerici approssimati delle radici di una equazione,

quando sono dati quelli dei coefficienti, e costituisce la risoluzione numerica

delle equaùoni'. il secondo nell'esprimere le radici per funzioni analitiche

dei coefficienti, delle quali si conoscano e il modo di determinarle numerica-

mente allorché è dato il valore dell'argomento, e tali proprietà che ci per-

mettano d'introdurle nei calcoli analitici anche quando i cofficienti siano lettere,

e debbano ritenersi in tutta la loro generalità ; ciò che può chiamarsi la riso-

lutone analitica delle equazioni. La soluzione del primo problema si ottiene

in vari modi
;
quella del secondo non si è potuta avere altro che per i primi

quattro gradi e per certe classi di equazioni che hanno determinate relazioni

tra le loro radici. Ma essa fu tentata finora soltanto con alcune delle note

funzioni analitiche, cioè coi radicali e colle funzioni circolari e iperboliche,

che sono insufficienti allo scopo. Anzi Ruffini che il primo dimostrò questa

insufficienza, credette impossibile eseguire la risoluzione analitica anche con

qualunque altra specie di trascendenti, ma la dimostrazione che volle dare

della sua opinione non ha valido appoggio. Allora però non erano cognite

nell'analisi molte altre funzioni dotate di nuove e singolari proprietà. Con una

specie di queste, cioè colle inverse degl'integrali ultraellittici che si debbono

all'Abel, io ho trovata la risoluzione analitica effettiva di qualunque equazione

algebrica generale. Queste funzioni sono quelle stesse delle quali Jacobi scoprì

una singoiar proprietà che dà loro un aspetto d'indeterminatezza che lo in-

dusse a trascurarle, e a introdurre invece nell'analisi le funzioni inverse a

più argomenti ('). Egli trovò che gl'integrali ultraellittici hanno per i me-

desimi limiti un numero infinito di valori differenti tra loro tanto poco quanto

(1) De functionibus duarum variabilium quadrupliciter periodicis etc, auct. C. G.

J. Jacobi. Creile, V, 13.
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si vuole; ma questi valori dipendono, come il primo ha osservato Caucliy ('),

dalla linea percorsa nella integrazione dal punto che rappresenta in un piano

il valore complesso della variabile. Laonde, se])bene, finché questa linea ri-

mano indeterminata, un limite, ossia la funzione inversa può non variare col

variare in un modo qualunque del valore dell'integrale, e quindi non può

riguardarsi come una vera funzione del medesimo; pure quando è determi-

nata la linea percorsa nella integrazione, la funzione inversa ritorna a variare

col valore dell'integrale, ed è una vera e propria funzione analitica del me-

desimo. Ora negl'integrali che compariscono nelle formule dalle quali fo di-

pendere la risoluzione analitica delle equazioni, le linee essenzialmente distinte

percorse nella integrazione dal punto corrispondente al valor complesso della

variabile si riducono in ogni caso a un numero eguale al grado della equa-

zione, onde risultano tutte le radici completamente determinate. Mi limiterò

ora ad esporre il teorema fondamentale da cui dipende questa risoluzione ;

lo sviluppo e la discussione delle formule, e ciò che ho trovato intorno alla

determinazione delle specie di trascendenti che occorrono per le equazioni

dei differenti gradi, e per quelle classi di equazioni, che indipendentemente dal

loro grado richiedono le funzioni al)eliane più semplici, lo riserverò ad altri

articoli che pubblicherò nei prossimi fascicoli di questi Annali.

Le radici di ogni equazione algebrica, se si riguardano i coefficienti di

essa, come funzioni lineari intiere di una variabile y, soddisfano sempire

una equanone differenziale della forma

dy 0{x)d,K

dove (f{y) è la funzione che deve annullarsi affinchè la proposta abbia ra-

dici eguali, e 6{:c) e ìp{w) sono funzioni razionali ed intiere di x_, che

non contengono y.

Sia la equazione data

(1) Y{x)^yf{x) = ì);

e

(2) <}{y) =.

la equazione finale risultante dalla eliminazione di x tra la (1) e la sua

derivata. Ambedue abbiano il coefficiente della più alta potenza della inco-

gnita eguale alla unità. Sia m il grado della (I), n quello della (2). Indi-

cliiamo con

(3) y, , yj , ^3 , . .
. , yn

(') Mémoire sur les intégrales défnies prises entre des Ibnites imaginaires, par

A. Cauchy. Paris, 1825.

13
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le radici della (2), cioè tutti i valori di y per i quali la (1) ha radici eguali.

Per y^=ìji la (1) abbia /',• radici eguali a x'i, t"i eguali a af'i ecc.; avremo

(4) F(^-) + y,f{x) = h {x) {x- x'iYi {x- xl'Y'i

Se deriviamo la (1), considerandovi y come funzione di x, otteniamo

(5) %r{^)--n^)no:)-Y{x)f{x).

Ora poiché i valori xi^':^ annullano la (4) o le suo /j^'"' — 1 derivate, annul-

leranno anche

n^v)f'{x) - r{x)f{x) = /' {cc){y{x) -h ytfix))

-f(x)[r{x)~i-7Mr(x)),

¥{x)f"{x) -r'{x)f{x)=r (^^')(F(^) + 2//(^0)

-f{.r)[w^r-^^{x)+yirT-^^x))

,

e viceversa a ogni valore Xi-^'^ che annulla i primi membri delle (6), corrisponde

un valore

^ _ Y{x^)_

per cui da .2?/*' sono annullate la (1) e le sue ti-^^ — 1 derivate. Onde, chia-

mando j) il grado di f{x) e « il coefficiente della piti alta potenza di x nella

medesima, avremo

(7) , ^^f{xy=— a{m—p)hin,{x— Xi'''YÌ''-' ,

indicando col segno TI il prodotto, come si suole, di tutti i fattori che si

ottengono dando all'indice delle quantità sotto il segno tutti i valori nume-

rici compresi tra i limiti.

Quando x è una radice qualunque della (1), abbiamo

F (^) + yf{x) = F (^) -i- y,f{x) -f-{y- y,) f{x) = 0;

onde

F {x) 4- yifix) =— {y- yt) f{x) ,
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e anche

A (f {.v) -+- yin:c))= (- irr ('^o f oj-yò •

Sostituendo i valori dati dalla (4), ponendo

n

A {x) = Ili Ai {x) ,

e osservando che (*)

ifiiy — yò'^ffiy) .

avremo

A{x) //i 77, {x— ^ic.))'r'= (— 1)« f-{x) rj {y) ;

I I

ricavando dalla (7) il valore del doppio prodotto,

cl£

dx

(ììi- " ' (1)

A {x)
-f-,
= «2 {m —pY (— 1)"

(f W^' (x) Tli II, {x— Xi'^'y.
-'

e quindi

f 2 {x)IIin,{x—Xi''')'dx

(8)
^-^ '—

.-4 „ ..
-^Ct^.'^-)
2 »

a{m—2->)]'{ — lY<f{y) Va(x)

Moltiplicando il numeratore e il denominatore del secondo membro per i

fattori irrazionali che possono comparire nel numeratore si ottiene la equa-

zione differenziale della forma che volevasi dimostrare.

La equazione (8) si potrebbe anche ottenere eliminando x tra la (1) e

la sua derivata presa considerandovi y come funzione di x, e riducendo con-

venientemente la equazione finale risultante per mezzo dei valori di y e -^

espressi per x. Con questo metodo che in generale è assai laborioso, pervenne

Christmann alla equazione differenziale in alcuni pochi casi particolari {-).

La funzione (f{y) ha varie proprietà degne di esser notate.

1°. Essa è eguale al prodotto dei quadrati di tutte le differenze delle ra-

dici della (1).

(') Ciò nel caso che (p(y)^O non abbia radici multiple: altrimenti /7i(y — iji) è

uguale semplicemente al prodotto de' fattori di primo grado distinti della <r(.y).

V. e.

(*) Gabbala algebraica, auctore G. L. Christmann, Stuttgardiae, 1827. Opuscolo assai

raro la conoscenza del quale la debbo alla amicizia del prof. B. Tortolini.
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2". Se s'indica con St la somma della potenza i""^" delle medesime ra-

dici, essa è eguale al determinante

So
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quindi m^^'ò,7i = i. I valori (8) saranno (')

Vi — 0,1/2—- 6z |/3 , ^3 = — Cij/S .

Le radici eguali corrispondenti a questi

;r'i = , a:'i = ^^ , ^c's = 2 1/3
;

i numeri delle medesime

Per mezzo di questi valori si ottiene facilmente

(«)

n V ti -2 _
I I

^ (^) = (^« -f- 4<;' — 8.1'^ + 12) (^-2 -I- 5) ;

onde la (8) diviene

di/ '\ucdx

5|W'+ 108) XXx"- -+- h){x' -+- Ax' — 8^2 -I- 12)

Moltiplicando il numeratore e il denominatore del secondo membro per x'^ ,

e moltiplicando il primo membro per ]/ì/ , il secondo per ]/ x^-\-hx^, si ha

dy x^ dx

h\' y- -h 108
~

tV -f- 4:x^ — 8^2 -+-T2 '

ponendo

si ottiene finalmente

2dy zds

5|V+ 108 "
]'z' + 4^3 — 8j2 -f- 12^

la quale s'integra con funzioni ellittiche di terza specie a parametro logaritmico.

Pistoia, li 13 gennaio 1854.

(1) Nel caso presente (p{y)= ha due radici nulle: <iuiiidi t1i{y — y^^=y {y^-+- 108).

V. e.
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Vili.

SOPRA LA TEORICA DELLE SOSTITUZIONI

(Dagli Annali di Scien\e matematiche e fisiche, t. VI, pp. 5-54, Roma, 1855).

Io mi propongo di pubblicare alcune Note sopra varii punti della Me-

moria: Sulla risoliaione delle equazioni algebriche^ che pubblicai negli Annali

per l'anno 1852, per isvolgere con maggiore estensione e chiarezza i più im-

portanti teoremi della medesima, e per dedurne alcune delle molte conse-

guenze delle quali sono fecondi; a ciò consigliato da un illustre geometra,

che mi onora della sua amicizia. Nella Nota presente svolgerò in un modo

nuovo la risoluzione dei due principali problemi relativi ai gruppi ai quali

appartengono soltanto tutte le potenze di una sostituzione circolare sopra un

numero di simboli non primo; dai quali, in gran parte, dipende ciò che ri-

guarda la risolvibilità delle equazioni che servono alla divisione delle fun-

zioni iperellittiche e dei loro periodi.

Comincierò dal richiamare le definizioni principali, modificando alcune

denominazioni.

Chiamerò disposisione di più simboli dati, l'ordine col quale si succe-

dono : disposizioni incomj^lete quelle che ne contengono alcuni soltanto : di-

sposizioni complete quelle che li contengono tutti. Per esempio, se i simboli

sono a,h,c,d\ sarà una disposizione incompleta ahah', una completa ahcd.

Si dirà sostituzione pro'pria, o semplicemente sostituzione, il passaggio

da una disposizione completa a un' altra pure completa ; le altre si diranno

,.,... • n • (cdcd\ . . . (bcda\
sostituziom tmpìropne. Cosi: I

|
sarà impropria; i , , | sarà propria.

Più disposizioni costituiscono un gruppo^ quando ogni sostituzione che

serve a passare da una ad un'altra di esse, le permuta tutte quante tra loro.

Le sostituzioni che servono a passare da una a tutte le altre disposizioni si

dicono appartenenti al gruppo, e formano quel che chiama Cauchy un si-

stema di sostituzioni coniugate (^). Chiameremo grado del gruppo il nu-

mero delle sue disposizioni.

Diconsi eguali due gruppi, quando le sostituzioni appartenenti ai me-

desimi sono eguali.

(') V. Comptes rendus de VAcadémie des Sciences de Paris, 15 sept. 1845.
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Due gruppi si dicono derivati uno dell'altro, quando si ottiene uno di

essi, ese<?uendo una stessa sostituzione sulle disposizioni dell'altro. K evidente

che le sostituzioni appartenenti a uno son derivate di quelle appartenenti

all'altro, per rapporto a una medesima sostituzione (').

Quando tutte le disposizioni di più gruppi derivati eguali formano un

gruppo, le sostituzioni per mezzo delle quali si passa da uno a tutti gli altri,

si dicono sostitimoìii del moltijìlicatare di uno dei derivati ; e si dà il nomo

di moltiplicatore all'insieme di disposizioni che si ottiene, prendendone una

da ciascuno dei derivati. Se un gruppo r risulta da più gruppi derivati di G

e ad esso eguali e s' ludica con g il moltiplicatore, si dice che è verificata

la equazione simbolica

(1) r = g(^.

Per esempio sia il gruppo r il seguente :

01234 02413 04321 03142

12340 24130 43210 31420

23401 41302 32104 14203

34012 13024 21043 42031

40123 30241 10432 20314

Prendendo per G uno qualunque dei quattro gruppi parziali di quinto

grado, per il moltiplicatore g si potrà prendere una qualunque delle riunioni

di disposizioni

01234 01234

02413 24130

04321 43210

03142 31420

e si avrà F r= ^G.

Kapprcsentiamo le v sostituzioni appartenenti a un gruppo /', con i

simboli

1 ^1 ^2 • • • ^V-l 1

sia V = mn , e vi siano tra queste, n sostituzioni

appartenenti a un gruppo G ; se la equazione simbolica

(2) Oy tìa. = é/a^ ^r

è soddisfatta qualunque siano i ed r, il gruppo r risulterà da m gruppi

(') Vedi i capitoli I, II della parte I della mia Memoria, Sulla risoluzione delVcqua-

zioni algebriche nel t. Ili de^li Ann. di Se. mat. e fis. compilati da B. Tortolini, Roma,

1852 (od anche pp. 31-80 di questo volume).



— 104 —
derivati eguali a G, e cliiamaiido g il moltiplicatore, avremo r = gG, come

abbiamo veduto nella Memoria sopra citata (').

Nell'esempio di sopra le sostituzioni appartenenti a F sono le 20 com-

prese nella notazione

(f"*)
dove a può avere i valori 1, 2, 3, 4; e h i valori 0, 1, 2, 3. 4, e si riguardano

eguali i numeri congrui rapporto al modulo 5. Appartengono a un gruppo G

tutte le sostituzioni comprese nella espressione

(:-),
e si ha

/al\ /i.-+- b\ /i -f- ab\ /aA

Onde chiamando g il gruppo cui appartengono le sostituzioni

(r>
avremo

r=.gG.

Chiameremo griq^po complesso un gruppo, quando i simboli delle sue

disposizioni possono dividersi in più sistemi composti di uno stesso numero

di simboli differenti, in modo che le sostituzioni che gli appartengono o per-

mutano soltanto i simboli di uno stesso sistema tra loro, o permutano tutti

i simboli di imo stesso sistema in quelli di un altro. Diremo simboli con-

giunti quelli di uno stesso sistema ; intransitive rapporto a questa divisione

in sistemi, le sostituzioni che permutano soltanto i simboli congiunti tra

loro, e transitive complesse quelle che permutano i sistemi tra loro. Indi-

chiamo con

1. Si $2 • • • ")1—

1

le sostituzioni intransitive di un gruppo complesso F; con

le transitive complesse ; con G il gruppo cui appartengono le 5, con g quello

cui appartengono le o". Poiché a e s sono permutabili tra loro, avremo

Gs =^ so
;

e quindi sarà soddisfatta la equazione simbolica

r= gG,
e anche

r = Qg.

(••) Parte I, n. 23.
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Esempio :

1012345 '

i 031425G= 120453 1^-/304152

r-^
'''"''% -^^12345 "^=1-^42503. (J-^l^f3

G= 453120
f _i 250314

'534201 ;^ (523041

r=rjG r=.Gg

Dalla equazione simbolica (2) dipende la soluzione dei due problemi

seguenti :

1°. Dato un gruppo, trovare i gruppi derivati eguali dai quali risulta.

2°. Dato un gruppo, trovarne tutti i moltiplicatori, ossia il massimo

moltiplicatore.

Nel primo è dato nella equazione simbolica (1) r, e si cercano G e ^;

nel secondo è dato G e si cercano g a r.

Ci limiteremo, nel risolvere il primo problema, a quei gruppi ai quali

appartengono soltanto tutte le potenze di una sostituzione circolare sopra un

numero di simboli non primo.

Considereremo separatamente i due casi: 1° che il numero dei simboli

sia una potenza di un numero primo; 2° che sia il prodotto di potenze di

numeri primi differenti.

1° Caso. 11 numero dei simboli sia una potenza »- di un numero primo p ;

e siano questi rappresentati dai numeri

0,1,2,3 ,y/'_2,;)' — 1.

Indichiamo con F il gruppo cui appartengono soltanto tutte le potenze della

sostituzione circolare

Poiché un numero l qualunque può porsi sempre sotto la forma

l = nip'' -f- mip''~^ -f- m2i)^~^ -h . . .-h m-t-i p -hm^

,

dove nii , m^ , ms , . .
.

, iih sono <C ;; ; e poiché

S^' = 1
,

avremo

S' = ( S"'"' )•"'
( S^'"' )'"' .... (sO"*'-' S"'^

;

e ponendo

S^ =8,;

14
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anche

(3) s' = s"'' s? s;^ . . . S'"^
;

e si avrà la relazione

n

Indichiamo rispettivamente con Gì, Gz , . .
.

, G-, il gruppo al quale appar-

tengono tutte e sole le potenze di Si e le riunioni di j; disposizioni ciascuna,

che si ottengono colle potenze << p delle S2 , S3 , . .
.

, S., . Dividiamo i simboli

in j9''-' sistemi composti ciascuno di j9 simboli che formino una progressione

aritmetica la cui ragione sia 7/'-' , cioè della forma

a
, a-hì^'-' , a 4- 2jo''-^ ,...,a-^{p — 1) />^-^

,

dove sia a <Cp''~^ ; le potenze di Si saranno intransitive rispetto a questi

sistemi di simboli congiunti, e le potenze <C'p di S2 transitive complesse.

Questi sistemi li diremo di primo ordine, e indicando con r' il gruppo cui

appartengono tutte le potenze di S2 , avremo

r = G2 Gì .

Dividiamo questi sistemi in j/-^ sistemi di second'ordine, composti cia-

scuno di 2'i sistemi di primo ordine, nei quali i valori di a formino una pro-

gressione aritmetica la cui ragione sia f-'^ . Le potenze di S2 e di Si saranno

intransitive rispetto a questi sistemi di second'ordine, e le potenze <d) di S3

transitive complesse; onde, indicando con r" il gruppo cui appartengono tutte

le potenze di S3 , sarà

r" .= G3 r = G3 G2 Gì .

Cosi seguitando si arriva facilmente a stabilire la equazione

(4) r =(jf^ G<<_i . . . G2 Gì .

Se le S2 , S3 , . .
. , Sv si riguardano come rispettivamente eseguibili sopra i

sistemi di secondo, terzo,... ordine, sono tutte di ordine;;; e Gì , G2 ,... , G>, sono

tutti gruppi di ordine j}, e perciò j^rlmi ('). Con ciò rimane stabilito il seguente

Teorema, Un gruppo a cui appartengono soltanto tutte le potense di

una sostitUàione circolare sopra un numero di simboli che è potenza di un

numero primo^ è un gruppo complesso, e può riguardarsi come il prodotto

di tanti gruppi primi, quante sono le unità contenute neU esponente del

numero dei simboli.

Esempio

Sia j) = 2, V = ^. Sia r il gruppo di ottavo grado, cui appartengono tutte

(•) Vedi la mia Memoria, Sulla risoluzione dell'equazioni algebriche, Vd^rial, w. 21.
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e sole le potenze di S == I . ) ; Cli , Gj , G3 quelli ai quali rispettiva-

mente appartengono le sostituzioni

/

G,=

J

G,

1

p _ i 04 62 15 73
^* ~

ì 40 26 51 37

p _ (26 04 37 15
^'~ (62407351

p _ j 15 73 26 04^'~ (5137 62 40

p _ i
37 15 40 26

^'~~
(73 5104 62

Il sistema di r gruppi Gì , G2 , • . , G>< dal prodotto dei quali risulta il

gruppo r, non è unico. Passiamo ora a determinare tutti i sistemi differenti

che danno r col loro prodotto.

Un simbolo qualunque h, essendo un numero <^ p''
, ha la forma

h= xp*-^ + Xx p^-"^ -h . . . + x^-i 23 -+- X;-i ,

dove X , Xi , X2 . ' . x-t-i sono numeri <Cp. Sostituiamo in questa espressione

^.n-i ^ p-*-»^ essendo i una radice di una congruenza irriduttibile di grado v,

per rapporto al modulo j3 ; avremo

fi — X ~T~ Xi Z ~j X-i l ~i~ . • . ~l~ X^~ \ l •

Così i simboli diverranno eguali alle 7/' radici della congruenza

(5)

Poniamo

finché m<Cip, avremo

^2'''=^(mod.j9). (')
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Poiché, qualunque sia t,

«--(;m-(;:)=^-
tutti i fattori di S^ sono di ordine j).

Formeranno un sistema di simboli congiunti di primo ordine, quelli che

non differiscono altro che per i valori di x, un sistema di second'ordine quelli

che differiscono soltanto per i valori di ^ e di x^ , e così discorrendo.

Nell'esempio di sopra prendiamo per congruenza irriduttibile di terzo grado,

i^ + ^ H- 1 = (mod. 2).

Facendo le opportune sostituzioni, avremo

I G,=
G2 =

i , 1 ; 2 ,
? -f- 1 ; 2% 2' + 1 ;

2' 4- i , e' -\-i~^l

i
1 , ; z + 1 ,

?•
; e-+ 1 , «^ ^- -+- 2 -M , e' -h e

r=
r __ M' , 2 + 1 ; , 1 ; r- + 2 ,

^-+ 2 -f- 1 ;
^^ 2'H- 1

^' ~ \i -i-\ , i \\ ,0 \e -h i -h \ J^ -^ i
\

i^ -hi ,i^

Gi = i z^ , /2 + 1 ;
/2 4- / , e^ + 2 + 1 ; , 1 ; ^ , / 4-

1

G.-

1

Gì

(
?" + 1 , f ;

/2+ e -M , e^+ 2 ; 1 , ; 2 4- 1 ,

2

i
/'+ i ,

/'+ 2 + 1 ; r- , f- + 1 ; 2 , 2 + 1 ; 0,

1

/
«^ + /-+-

1 ,
2- + ?;«'+ 1 ,

2'
; 2 + 1 , 2 ; 1,

Siano kx , ko ,...., k^ , v radici differenti della congruenza (5), e non sia ve-

rificata nessuna relazione lineare

(7) Uikx + Uiki+ ihki -+-... u^h, ^ (mod. j)),

dove tii,tio , . .
. , u~, sono numeri qualunque <ip , escluso il caso che tutti siano

congrui a zero: io dico che i |;'' valori della espressione

{a) h^ xki -\~ Xik2-\- . . .-\- x^-\ A\
,

dove ^% ^1 , . .
. , X',-\ sono numeri <^ p , danno tutte le p'' radici della con-

gruenza (5). Infatti, le 2»'' espressioni di questa forma sono tutte radici della (5);

poiché

V V V

{xki -\- Xik2~\- . . • + x•^-\ /^n)^'^ ^ ^ki -\- Xikz H-—h x^-i k^

^ xki + ^1 A'2 -h . . . + ^v-i /i^v (mod. ])) :

e due che non hanno congrui i loro coefiìcienti numerici, non possono esser

congrue; poiché se

xki H- Xikz . . . H- x^-ì k^^ yki + i/Jh+ ...-+- y-^-i k-,
,
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e a:, Xi , . .

. , .r-^-i nou lussoro tutti rispettivamente congrui a y, ?/i , . . . , yv-i ,

sarebbe soddisfatta la congruenza lineare

(^— ?j) ki -+- (xi — y^)ki -{-...-+ (.r,_, — ?/,_,) /ì:,,= ,

dove i coefficienti numerici non sarebbero tutti congrui a zero, contro il

supposto.

È evidente la reciproca ; che non si possono esprimere linearmente tutti

1 simboli per mezzo di v radici tra le quali esista una congruenza lineare.

Sostituiamo nella formula ((3) a S'/' il suo valore i , | e ridu-

ciamo; avremo

e, ( h -h Mx -^- m-ìi -h . . . -h m4''~^\ ih -h H\

'-U rv )•

ponendo

H^ mi -f- rìiii ...-+- m^ i''~^

.

Ora per ciò che abbiamo dimostrato, H si può esprimere linearmente per

ki , A'o , . .
.

, k•^ ; cioè si può porre

H^ ^< 1 ki -h ,«2 /Ci-ì- . . .-h /N /c^
;

e quindi

(h -h i»! ki -h //2 k-i -4- . . . -h /j, kA

e ponendo

2t - e
- '')

.

avremo

(8) S' = js;' :s;-^ . . . ^;V-1 "^V

Come nel caso precedente potremo riguardare come formanti parte di

sistemi di t''-''»" ordine tutti quei simboli k dati dalla {a) che non differi-

scono altro che per i valori di ^, .ri , . . . , .Vi-i e chiamando T, il gruppo cui

appartengono soltanto le p potenze di ^t , si otterrà

(9) r= i\ /;_! ... 7^3 F, i\

.

Lo decomposizioni in gruppi primi sono identiche, quando si ottengono

prendendo por ki ,
/jo , . .

.
, k^ i due sistemi di valori

ki , k-z , . .
.

, A\

dove Wi , «2 , . .
.

, w-, sono numeri qualunque. Infatti i simboli che appartengono
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a un sistema di ordine qualunque t nel primo caso, sono i ^j' che differi-

scono solo per il valore della espressione

(10) a;ki +- xjci -f- . . -f- Xt-i kt ,

e quelli che appartengono a un sistema dello stesso ordine nel secondo caso,

sono quelli che differiscono solo nella parte del loro valore :

(11) Ih xkx -h /^2 Xi kz -h . ' ' -\- nt Xt-i ki

.

Ora i valori dati dalle due espressioni (10) (11) sono eguali quando

siano presi in ordine differente, ossia servendosi di una locuzione del sig. Syl-

vester, sono disgiuntivamente eguali; dunque le corrispondenti divisioni in

sistemi, e quindi le rispettive decomposizioni in gruppi primi, sono identiche

nei due casi.

Per ottenere una decomposizione non si potrà prendere per nessuna delle

radici ki k2 ,..., k,, un valore ee^O; perchè altrimenti sarebbe soddisfatta una

congruenza lineare tra le medesime. Così, se fosse A'i ^^ 0, sarebbe verifi-

cata la (7), quando si ponesse Ui e::^ 1, «2 ^^ 0, Mg e^ 0, . . . , m^ ^ 0. Onde per

ki si potranno prendere p^ — 1 valori differenti, e questi a jj — 1 a j?— 1 hanno

dei rapporti numerici, e quindi danno decomposizioni identiche. Dunque per la

p''— 1
differenza dei valori di k, si hanno r modi diversi di decomposizione.

p— 1

Con ciascuno dei //'— 1 valori di ki , non si potranno prendere che

j)''—p valori per k^
;
poiché dai p^ — 1 si debbono escludere ì p— 1 dati

da ki^mki, dove m è un numero <Cp escluso zero, i quali soddisfanno

la congruenza lineare (7), quando in essa si faccia

Ui^m yUz^l ,U3^0 , . .
.

, u^^ .

Per ciascuno di questi ;/'— p valori di k^ , se ne hanno p^—p che danno

decon:jj)osizioni eguali, e sono quelli compresi nella forma

mki 4- nki

dove m è un numero <C;j, escluso zero, q n h un numero qualunque <ip ,

compreso zero, che sono precisamente in tutto

p{p l)=:^j2 p^

Dunque i modi di decomposizione differenti che si possono avere per la di-

versità dei valori di kt e ki saranno

Pizzi P\—p (j»' — 1) {p''~' — 1)

p—l'p'^—p~ (p_l)2

Così seguitando per determinare i numeri dei valori differenti di kz , k^ ,..., A\
,

si arriva facilmente al seguente
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Teorema. // numero dei modi dilferenli di decomjxirre nel prodotto

di gruppi primis un grtippo cui appartengono soltanto le potenze di una

sostituzione circolare sopra un numero di simboli che è potenza di un

numero primo, è uguale a

{p-\r-'

Per dividere etlettivamente, in tutti i modi possibili, i simboli in si-

stemi, si può procedere col metodo seguente. Siano 1, 2 ,?'%... ,
/"'"'

i ri-

;>'— l
spettivi valori di h\, h\ , . .

. , k^, che danno una prima divisione : tutte le r
p — 1

dilferenti divisioni in sistemi di simboli congiunti di primo ordine si otterranno

prendendo per A'i , A", , • • • , k^ rispettivamente i valori

(>' ,q'ì,q^ì\..., q' i''-' ,

ri'— 1
essendo q una radice primitiva della equazione (5), e / <^ r . Infatti,

tra questo quantità non può aver luogo nessuna congruenza lineare, poiché

se fosse verificata una congruenza

e"'
(u -h U\ i -f- Uì i^ -\~ . .

.-\- u-i-x i''~^) ^^ ,

non essendo q^e^O , dovrebbe i essere radice di una congruenza di grado

r — 1 , e quindi la congruenza di grado r di cui l'abbiamo presa radico non

sarebbe irriduttibile, contro il supposto. Inoltre due sistemi qualunque di

questi valori di ki , /v\ , . . . , /c^t , come

p''— 1

hanno per rapporto dei loro termini rispettivi (>'"', e poiché /— s <i ; .

p''— l
o'-* non è una quantità numerica; e quindi le divisioni in sistemi

P — 1

corrispondenti a questi valori, sono tutte differenti.

Per dividere ip''-^ sistemi di primo ordine di ciascuna delle precedenti divi-

p•^-i 1
sioni in sistemi di second'ordine nei —

- differenti modi corrispondenti
;; — 1

a tutti i valori diversi di kz , si rappresenteranno questi sistemi colle ;)'-'

radici della congruenza

(12) 2P'-'= zimoà.p),

e chiamando ^" la radice di una congruenza irriduttibile di grado j' — 1
,

si prenderanno per le radici della (12) per lo quali si possono esprimere
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linearmente tutte le altre, i valori \, i\ P . . . i''*~^ \ e questi daranno una

prima divisione: si moltiplicheranno per i
; V

v-l

p-l valori 0/ . dove e, è

radice primitiva delle (12) e t <^
V
j-i

1

, e si avranno come nel caso pre-

cedente tutte le -
w-i — 1

p-\

divisioni in sistemi di second'ordine, corrispon-
;; —

1

denti a una delle divisioni in sistemi di primo ordine.

Analogamente si procederà per ottenere tutte le possibili divisioni in

sistemi di terzo, quarto, .... ,
(r— i)eswo ordine.

Esempio

Sia al solito ;) ^= 2 ,
) = 3 : avremo per una divisione dei simboli in

sistemi di primo ordine

0, 1 ; ?, ^: + 1 ; i\ P -+- 1 ;?'-+- 2 , P + 2 + 1

anche

<<)v\iP\P P\P P
9.^ 1

Quindi, moltiplicando per le sei potenze di i le quali sono <C -x r ,
poi-

che i è radice primitiva della congruenza ^" ^^1 (mod. 2) , avremo le sette dif-

ferenti divisioni in sistemi di primo ordine :

Or
0/

OP
/"

OP
OP

Chiamando Gt il gruppo primo di ordine 2, cui appartengono soltanto

; i P
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divisioni. Moltiplieaiidoltì per lo potenze della 'ì radico primitiva della

congruenza j-'~' — i h^O; abbiamo le tre divisioni in sistemi di second'or-

dine corrispondenti a ciascuna divisione in sistemi di primo ordine, cioè

0, 1 ;
/'

, i'

0, /'
;

/'-, 1,

0, P ; 1 , i.

Con ciò le altre 14 decomposizioni saranno

/"= GjGaGi = G3G1G2 = G1G5G3 = GsGeGj —- GoG^Gr,

= GtGiGc = GiG2G7 = G3G5G1 = GiGuGa =^ G^G^G^

= GgGiG4 = G-;G2G5 = GiGaGc == G-2G4G7 .

Quel che avviene nel caso di jj = 2 e v ^ 3 , vale in generale qualunque

siano jj e r, cioè : i griqìpi primi col prodotto di v dei quali può otteaersi

p"'— 1
r, sono Y ^^^ gr'ado p, a ciascuno dei quali appartengono tutte e sole

le potenze di una sostituzione della forma ( ^
j dove è radice pri-

mitiva di z^^^-'^ — 1 ^^ e t <C- .

p — l

Lascerò al lettore la dimostrazione di questo teorema, che è paolto

semplice.

2" Caso. Se il numero N dei simboli è il prodotto di v potenze di nu-

meri primi differenti, tutte le potenze di una sostituzione circolare di ordine N,

sono il prodotto di r potenze di sostituzioni di ordini rispettivamente eguali

alle potenze dei numeri primi differenti, che sono fattori di N.

Sia

'^=pt'P2'pt' --p^ ;

e pi^pz, . . . ,2h siano tutti numeri primi differenti. Rappresentiamo i simboli

con i numeri

0, 1,2, 3, ....N — 2, N —

1

e riguardiamo al solito eguali a zero i multipli di N. Ciiiamiamo S la so-

stituzione circolare di ordine N, ( . |; sarà evidentemente S'=I . 1.

Qualunque sia l, per un teorema aritmetico dovuto a Cauchy (') abbiamo

/= —' ^— h...H (mod. N)

lì> P> V>

(1) V. Cauchy, Exercices d'Analyse et de Phys. math., voi. TU.

15
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dove Mu 1712, ... , 'Wv sono numeri rispettivamente minori di ih'^'^Pì^-.-'ilh'^'' ;

onde essendo

S" = l

avremo

»n, N m., N

^ __ o/^^i p-P-i /'v'v

N 1»''\m, i N \m., ! N \myj

e ponendo

= (S^'''M (S^'^'s ...(S^'^'M

S^'^''=S,,

(13) S' = Si'"- S./"= . . . S.'^'v .

Poiché

sr =1,

le sostituzioni Si , S2 , . .
.

, S., sono rispettivamente degli ordini |Ji*i, j^a*-' ,..., ]h'^K

Le sostituzioni Si sono intransitive rispetto ai sistemi di pi'^' simboli

N , 2N
, ,

(;h*' — 1)N

dove h non è divisibile per jOi"> .

Le sostituzioni S2 sono transitive complesse rispetto ai sistemi prece-

denti, e intransitive rispetto ai sistemi composti di pt^'^ dei precedenti si-

stemi nei quali i valori di h formano delle progressioni aritmetiche di cui

N N
il primo termine non è divisibile né per —— né per —— , e la ragione è

;?2 -'

j9i 1

N
. Analoghe proprietà hanno le S3 , le Sj ,...., le S^ . Onde indicando con C

pi^-

il gruppo cui appartengono tutte e sole le S^ con Gt quello cui apparten-

gono soltanto tutte le S^, avremo

(14) C = G-, G.,_i ... Ga Gì .

Poiché non abbiamo fatta nessuna ipotesi sulla grandezza relativa dei

fattori jh*', J02*S ••• 1i^v*^ l'ordine dei gruppi primi nel prodotto C sarà indif-

ferente.
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Esempio

Sia N = 2.3.5 = 30, o al gruppo C appartungaiio tutte le sostituzioni

S= ^."^^); e a G, le

S. = (^+l^);
a G. le S. =

(J-^10);
a G3 le S. = (^-^^).

I 30 simboli si possono dividere in sistemi conijiuiiti in sei modi, uno dei

quali è il seguente :

15 6 21 12 27 18 3 24

10 25 10 27 22 7 28 13 4 19

20 5 2() 11 2 17 8 23 14 29.

Le Si sono intiaiisitive rispetto ai sistemi del ììj)o h. /i-[-15; le Sj tran-

sitive complesse rispetto ai precedenti e intransitive rispetto ai sistemi com-

posti di tre dei precedenti nei quali h è della forma /ii, A, -j- 6, ih -f- 12:

lo S:j transitive complesse rispetto a questi ultimi ; onde

C = G3 G2 Gì .

Si potrebbero dividere i simboli anche nel modo seguente :

6 12 18 24 15 21 27 3 9

10 16 22 28 4 25 1 7 13 19

20 26 2 8 14 5 11 17 23 29;

e questa decomposizione darebbe luogo alla equazione simì)olica

C ^= Gì G2 G3 .

Altre quattro divisioni ditferenti darebbero le quattro equazioni simlìoliclie

^^ G3 Gì Go = Gg G3. Gì ^= Gì G3 G2 '-=^ G2 Gi G:!

.

Teorema. Un r/ruppo C cui appartengono soltanto tutte le p'otenzc di

una sostitu2ione circolare sopra un nmnero N di sìmboli, se N =;)i*';j2"'-"

^•<"% e Pi ,p2 , ... , p^i sono numeri pìrimi differenti, non può ammettere

per fattori altro che un solo sistema di gruppi i gradi dei quali siano

Infatti : supponiamo possibili due divisioni dei simboli in sistemi com-

posti ciascuno di y)i*' simboli, e sia il tipo dei primi

, , N , 2N
, ,

(;ji«. — 1)N

quello dei secondi

/i, , hi -f- «, hi -4- 2c( , .... , Al -f- (z)!*'
— ì)«.

1 termini di ambedue del)bono formare delle progressioni aritmetiche, perchè

alcune sostituzioni di C. e quindi della forma ( .

'

| . devono essere intran-

sitive rispetto ai medesimi.
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Due simboli di imo qualunque dei primi sistemi non potranno essere

eguali a due di uno dei secondi, senza che tutti i primi sistemi non siano

identici coi secondi. Poiché, supponiamo

h H — e:^ hi -h m Ci (mod. N)

Il -\- —— ^ Al -h ìì Ci (mod. N),

sottraendo avremo

ed essendo

si otterrà

N
{m— n) —- ^ {ili! — II) Ci (mod. N)

s{m' — >i') = l{mo^. N).

N
a EEEE s {m — n) —— (mod. N).

e quindi tutti i simboli di ciascuno dei secondi sistemi disgiuntivamente

eguali a quelli di uno dei primi.

/ N \
• La sostituzione Si = //-[- \ intransitiva rispetto alla prima di-

V ^'
/

visione, sarà transitiva complessa rispetto alla seconda; onde se abbiamo

nella seconda divisione un sistema

hi , hi + «, hi + 2«, ... hi -h (7^*' — 1 ) «,

ne avremo altri ^v/^- — 1, della forma

hi-h-—, hi-^^^ Ci, ... A, +—- -^ (^),'. — 1) ^.'

,

Pi"-' pi^^ pi^^ ^
'

e se questi non li esauriscono tutti, altri pi^^ della stessa forma, e così

discorrendo; onde il numero totale dei sistemi dovrebbe esser multiplo di yh*'

,

ed essendo ciascuno composto di ;;i*' simboli differenti, i simboli dovrebbero

essere un numero N divisibile per /ir*' , mentre la più alta potenza di pi che

divide N è|/i*'. Dunque l'unica divisione in sistemi di primo ordine com-

posti di^^i*' simboli è quella per cui sono intransitive le sostituzioni della forma

Sr = / ^ -4- —

-

{:;ì^
e quindi un sol sistema di gruppi di grado pi'^K p-i^^ , ... ,;j.,*v può dare per

prodotto il gruppo C.

Passiamo ora alla soluzione del secondo problema, cioè determiniamo

il massimo moltiplicatore dei gruppi che abbiamo considerati fin qui. Anche

in questo sarà necessario studiare separata mente i due casi.
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1." Caso. Quando il uuinero dei siiiihdii >• una potrii/.a r di un nuuicro

priiuo ]), conservando tutte le denominazioni stabilite, i.' indicau<lo con P le

sostituzioni del moltiplicatore del gruppo T, per determinade si dovrà ri-

solvere la equazione simbolica

(15) PS'=-S''P,

nella quale i valori di / e di /' sono disgiimtivamente eguali. Poniamo

poiché

«'=(r'')' «'-(;:"'")

dove ki e /;/ sono radici della congruenza (5), la equazione simbolica (15)

si trasforma nella congruenza funzionale

(16) (/ (h -+- ki)= (f{h)-h ki' (mod. y).

L'integrale più generale che io ho trovato della (16), è

9(/i) = A -f- A, /i + Ao hv -J- ... Av/i''-' (mod. y) :

dove A, Al, Ao , ... , A., sono radici della (5), e

Aiki-h A,/,,/ ~h .... A,/-;'^"'"' = ki' .

Onde avremo

p ^ / A -f- A ,/i H- Aih" -f - + A,ki>''~' \

^ /Al/i -^ Ay/iP H f- AJiP'-'\nù- A\

e poiché il secondo fattore è una sostituzione appartenente a r, si può sta-

bilire il seguente

Teoroma. Tiiite le sostUiciioni apparteneali al massimo moltiplicatore

di r som comprese nella espressione

/|7^ p ^ /A,/i -^ A.,]p> -h - A,A^^"'"'\
^

dove A] , A2 , ... , A., sono radici della (5).

Alle sostituzioni P si può dare auche un'altra forma. Sia

Il ^^ ce -r- CCi i -+- ,V2 i^ -f- ••• -f X\-\ i''~\

dove .(,', ù't , ... , .t\_i sono numeri <C.p ' poiché a;,^p^x, sarà

hp' -=.x-ha:i iv' -h Xi i^P^ H (- ,r.-.
^''-'^p',

e quindi ponendo

A, -^Aj -h -f- A., ^ki
Ali 4-A2/'' H -t-

A.,?>''"' ^/'i

V—

I

Ai/-'-i-|-A22(-'-i'p+ -f- A,/'-*-"?' =/.\,
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avremo

^ x/ih -h Xx li\ ~\- x\ k-i-h • ~h x-,-.i k~, ,

e

,^Q\ p ìxki-h Xx ^^2-h ^2 /^3 -+- - + ^V-l k^ \

^ ' \x -+- Xii -+- Xo i^ H f- x-i-ii^-y

Le sostituzioni P sono in numero di p''°, poiché ciascuna delle k può

avere f valori. Alcune di esse sono proprie, altre improprie. Sono improprie

quelle soltanto per le quali sono eguali due almeno dei valori della linea

superiore nella espressione (18), differenti nei loro coefficienti numerici. Ab-

biamo già veduto che questo non avviene altro che quando è soddisfatta una

congruenza lineare tra /'i , ko , ... , /*'-,, nella quale tutti i coefficienti non sono

contemporaneamente congrui a zero. Dunque

Affinchè una delle sostitmioni (18) sia propria è necessario e suffi-

ciente che non sia verificata nessuna congruenza lineare

(19) uki H- Ux ko + Ui'ki H- h u-, k^ ^ 0,

dove u. Ui, Uì , ... , Ih non sono tutti contemporaneamente ìì^O.

I valori che potrà aver k^ senza che sia soddisfatta la (19) saranno

p' — 1, perchè dovrà escludersi zero che la soddisfa quando si faccia

Con ciascuno dei 7/' — 1 valori di ki, k^ potrà averne ;/'

—

p, poiché do-

vremo escludere i p della forma .^'2 ^^ mkx dove m è un numero <^ p , es-

sendo per questi verificata la (19), quando si ponga in essa

u^ m, U\ ^^ 1 , 2<2 E^ ?^3 EE^ •• E^ u^, ^^ 0.

Con ciascuno dei (j/'— 1) (j/'

—

p) valori di ìli e k^, k-i potrà avere pi'—jr

valori, dovendosi escludere i p^ valori della forma k^ e^s mki -f- nki dove m
e n sono numeri <C /j, per i quali è verificata la (19), quando si ponga

u^ n^ Ux^^m, ih^^^l , u^sE^ U4^ ... ^ 21^ ^ 0.

Così seguitando si arriva a stabilire il seguente

Teorema. // numero delle sostitusioni proprie del massimo moltipli-

catore di r è

if — l) iv'' —p) iV —p-) ..• {p'' —p'-')-

Alle sostituzioni P si può dare anche un" altra forma. Siano

/' ki ^m -+-mxi '^mii'^ -\ h m~,-x i'-^

/2Q) j hk^m' ~\- UxH -r- rìiiH"^ H \-m\,-ii''-^
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Sostitiioudo questi valori nella espressione (IS) avremo

\jn.z' -+- m^ :ci -\— -f- ?«'"'-" a\_,

-{-{miX-hmi^a^i -f- ••• -h ??2/''-"x,_i)«
(21) P=.

x-ha^ii-^ .Ti i^ H h .^v-i i''~^

Abbiamo veduto che affinchè una sostituzione sia impropria è neces-

sario e sufficiente che sia soddisfatta una congruenza lineare

ti/ìi -h iCi k% -f- Ili k-i H f- u^-i A'v
^" 0.

Ponendo in luogo di k^ k^ ... h» i loro rispettivi valori dati dalle (20), si

deducono da essa le v seguenti congruenze, eguagliando a zero i coefficienti

delle r potenze di i\

mit -h mUti m(v-l)

WZ/^-'^ U^-ì

li^^i ^

le quali non possono esser soddisfatte da nessun valore numerico di ii,

Iti , ... , u-^-i , se non è congruo a zero il determinante D che ha per ele-

menti i )•- coefficienti m, mi , ... vale a dire se non è

D =

m m^ m'--^

Mi ?w/ ìiii'--^

m
m

(v-l)

(•<- 1)

(v-l)
m\;Li

= 0.

Quando poi D ^ vi sono dei valori numerici di u, ?/, , ... , z/^-i che soddi-

sfano la (19), quindi la sostituzione corrispondente è impropria. Dunque

Affinchè una sostituzione P sia itropria, è necessario e suffìcieiile che

il determinante D fatto con i coeffeienti m, wz, , ... quando essa è data dalla

forma (21), 7ion sia congruo a zero.

Chiamiamo M il gruppo cui appartengono soltanto tutte le sostituzioni

proprie date dalla espressione (17). Esso sarà di grado

.u =
(
y - 1) (;>•' —p) ip" —2r) . . . {p^' — y'-').

I simboli delle disposizioni di M possono ridursi a p'' — 1 , perchè il

simbolo zero non rimane permutato da nessuna delle sostituzioui V. Questi

p^ — 1
p^ — 1 simboli possono dividersi in r- sistemi composti ciascuno di ^y— 1
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simboli congiunti che hanno tra loro dei rapporti numerici, e rispetto ai

quali sono intransitive le sostituzioni

S =(r)
dove g è una radice primitiva di jj, e ^ un numero qualunque < p ; e tutte

le altre sostituzioni P sono transitive complesse. Infatti prendiamo uno di

questi sistemi

H
,
^H

,
/H . . . . .^^'-' H ,

dove H è una radice della (5). La sostituzione S convertirà questi simboli

negli altri

che sono disgiuntivamente eguali a loro.

Un'altra sostituzione qualunque P differente da S, li converte nei se-

guenti

quando sia posto

Hi = A,H + A2 H^ -+- . . . + A. H^^'"'

.

e questi simboli formano un altro sistema di simboli congiunti, perchè hanno

tra loro anche essi dei rapporti numerici.

Chiamiamo Mi il gruppo cui appartengono soltanto tutte le S ; m quello

cui appartengono tutte le altre P, avremo, in conseguenza della precedente

divisibilità in sistemi di simboli congiunti,

M = mMi,

e Mi sarà di grado jj— 1 , e m di grado .

r '-

Tutte le sostituzioni e di M che hanno il determinante residuo di v^^''^''

potenza rispetto al modulo -p (tra le quali sono comprese tutte le sostitu-

zioni appartenenti a Mi che hanno il determinante = g^^), formano un si-

stema di sostituzioni coniugate. Infatti ; siano c^ a^ due sostituzioni tr, e sia

Ci 0*2 = e'

.

Poiché Ci e c-i hanno la forma (21), il loro prodotto e' ha il suo determi-

nante congruo al prodotto dei determinanti dei due fattori Ci , Cg
; ed es-

sendo questi residui di r"'"*^" potenza, lo sarà anche quello del prodotto <s' .

e quindi e' apparterrà allo stesso sistema di sostituzioni coniugate.

Chiameremo M' il gruppo cui appartengono soltanto le sostituzioni e,

e w una sostituzione il cui determinante non è residuo di r^"'"'* potenza



— 121 —
(li p. Deriviamo M' per mozzo di w; avremo due derivati eguali. Infatti

siano a le sostituzioni del derivato di M' per mezzo di «k avremo

0)0' = (ÌU)

Ora i determinanti dei due membri di questa equazione simbolica dovranno

essere eguali, e quindi congrui i prodotti dei determinanti dei loro fattori.

Dunque i determinanti delle a e delle saranno congrui e residui di j«*""»

potenza per ambedue. Dunque le o" saranno disgiuntivamente eguali alle (i,

e i due derivati eguali.

Chiamando M;, il gruppo cui appartengono soltanto 1 e w, avremo

m -- M3M'
;

e quindi, indicando con Mo il gruppo cui appartengono soltanto le sostitu-

zioni appartenenti a m che hanno il determinante residuo di j^'"»'« potenza

sarà

M'==M2Mi:
onde finalmente

(22) M= M3M,Mi.

Dunque potrà stabilirsi il seguente

Teorema. // massimo molliplicatore del grujrpo r si imo sempre ri-

guardare come il prodotlo di Ire gruppi uno di grado p — 1, uno di grado

fx

e l'altro di grado 2.
20) -1)

2." Caso. Indichiamo con C il gruppo cui appartengono tutte e sole le

potenze di una sostituzione circolare sopra un numero N di simboli, essendo

N^^j"' z'*" ••• VT •: 6 pi,pi,...,p^t numeri primi differenti. Primieramente le

sostituzioni del massimo moltiplicatore di C saranno tutte intransitive tran-

sitive complesse rispetto a una divisione dei simboli in sistemi congiunti ri-

spetto alle sostituzioni di C. Infatti ; supponiamo che una sostituzione .5" del

moltiplicatore di C non sia né intransitiva nò transitiva complessa rispetto

N
alla divisione dei simboli in —— sistemi composti di «*' simboli congiunti

ciascuno. Siano congiunti i simboli delle seguenti linee orizzontali

«1 a-i a-i . . . ttn-i^
' 1

bi hi bi . . . /',,-x,

(23)
'

.

Al hi Ih . • hp-^x

IO
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La sostituzione 2 convertirà questi simboli rispettivamente negli altri, che

saranno eguali a loro soltanto disgiuntivamente,

a'i a 2 di . . . a';,^,

h\ b'i b\ . . . b'p-ii

(24)

ìi
X Iti il! z . . . h'p-ii

Ora eseguendo la sostituzione 2 su tutte le disposizioni di C, si otterrà un

gruppo C di disposizioni che avranno i simboli (24) rispettivamente in luogo

dei (23): e quindi, come le sostituzioni di C erano intransitive o transitive

complesse rispetto alle linee orizzontali della divisione (23) lo saranno anche

rispetto a quelle della (24). Ma essendo 2 una sostituzione del moltiplica-

tore, C e C sono eguali ; dunque le sostituzioni di C sarebbero tutte intran-

. . N .

siLive transitive complesse rispetto alle due divisioni differenti in —^ si-

stemi diversi dipi' simboli congiunti ciascuno; il che è impossibile, perchè

abbiamo dimostrato possibile soltanto un modo di divisione in sistemi di

questa specie. Onde si può stabilire il seguente

Teorema. Tutte le sostitiaioni del massimo moltiplicatore del gruppo

C, a cui appartengono tutte le potenze di una sostituzione circolare sopra

mi numero di simboli che ha dei fattori primi differenti, sono intransi-

tioe transitive complesse rispetto a una divisione in sistemi di simboli

congiunti, e il prodotto di C per il suo massimo moltiplicatore, è un gruppo

complesso.

Riprendiamo la equazione simbolica (14)

\j = (jTvvir-v— 1 • • • vJz'Ji •

Dovendo tutte le sostituzioni del moltiplicatore essere intransitive o transitive

complesse come quelle dei gruppi (j^ , Gv-i ,.-., G2, Gì ,
per avere il massimo

moltiplicatore basterà determinare i massimi moltiplicatori dei rispettivi

gruppi Gì , G2 ,..., Gv : problema già risoluto, poiché essi sono rispettivamente

di grado ;;i*' ,pi^-' , ... , j3/^ Chiamiamo Mj , M2 , ... , M^ i massimi moltipli-

catori di C sarà

M = M.M,_, . . . M2M,

,

e il prodotto di C per M, sarà un gruppo complesso, e chiamandolo G,

avremo

(25) G= M,GvM,_iG._i . . . MoG^MiGi

.
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Qui mi par conveniente distingiiore ciò che in questa Nota mi appartiene,

da quello che è dovuto ad altri. La decomposizione di una potenza qua-

lunque di una sostituzione, l'ordine della quale ammette fattori primi diffe-

renti, in sostituzioni che siano ciascuna di ordino potenza di un sol numero

primo, fu data da Cauchy nei Comples rendiis del 1845; io ho ottenuta,

mercè la considerazione dei sistemi di simboli congiunti, la ulteriore decom-

posizione di queste ultime in sostituzioni di ordine primo, e quindi assolu-

tamente indecomponibili. La decomposizione dei gruppi complessi di grado

non primo forma la sostanza del metodo di Gauss per le equazioni binomio;

io ho mostrato come essa deriva direttamente dalla decomposizione delle so-

stituzioni che loro appartengono, e ho aggiunto la determinazione del numero

di tutte le possibili decomposizioni diiferenti, e della forma delle sostituzioni

che appartengono ai gruppi primi nei quali si decompongono i gruppi com-

plessi, tanto nel caso che il loro grado sia potenza di un numero primo,

quanto in quello che ammetta fattori primi differenti. Le sostituzioni del

massimo moltiplicatore di un gruppo di grado p'' furono date da Galois,

senza dimostrazione, sotto una forma analoga alla (21): ma la congruenza

funzionale, e il suo integrale generale, d'onde deriva la necessità di quella

forma, la detti io per la prima volta nella Memoria, Sulla risoluzione delle

equazioni algebriche. La decomposizione del massimo moltiplicatore in tre

gruppi, Galois la dette soltanto per r = 2 ; io l'ho estesa per un valore

qualunque di v. Che i gruppi complessi, nel caso che il numero dei simboli

ammetta fattori primi differenti, non possano avere che moltiplicatori com-

plessi, fu scoperto da Galois: ma la semplice dimostrazione che qui ne ho

data, è forse la prima veramente completa.
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IX.

ESTRATTO DI UNA LETTERA AL PROF. J. J. SYLVESTER

(Dal Qiuiiteily Joiirnal of pure and appìicd Malheinatics, X. I, pp. 91-92, London, 1857).

Mr. Kronecker, dans une communication faite par Mr. Dirichlet à l'Aca-

démie de Berlin le 20 jiiin 1853, s'est propose de nouveau le problème

d'Abel: « Trouver la fonctioii algéhrique la lUiis generale qui piasse salis-

faire à une éiiuation de degré donne », et l'a résolii coraplétement dans le

cas que le degré soit un nombre premier. J'ai poussé un peu plus loin la

solution du problème general, en l'etendant au degré puissance quelconque

d'un nombre premier. Voici en peu de mots l'euoncé du problème et sa so-

lution. La démonstration sera publiée prochainement dans les Annali di

Sciente matematiche e fisiche de Mr. Tortolini.

" Trouver la fonction algébrique la plus generale de pliisieurs quantités

« quelconques A , B , C , . . . qui ait jf valeurs {p est un nombre premier),

y- racines d'une équation irréductible de degré j), dont les coefficients soient

« fonctions rationnelles de A , B , C , . . . , et qui soit primitive, e' est à dire

« indécomposable en j/'-^' équations de degré jdP
, dont les coefficients soient

" fonctions rationnelles des racines d'une équation de degré pf-'' ».

.Te commence par résoudre le problème arithmétique suivant:

" Trouver un système de i^ nombres <Cp'-

q \ ,q 2 , '/ 3 - ' q

\

(1) i

^" ," ^11

q \ , '? 2 , (? 3 • • • 7 V

qi 172 5 (/3 • • • '/v

" qui jouissent de la propriété, q;ie les p' — 1 systèmes des nombres <Cptir 1

r 1 , r 2 , j
:;

. . . r ,

II

(2)

^ViP"-'' i-o^/''^-^' r.//-!^ r
</'"-!>

V \ l'I 1 ' W . . . I y
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(lont chaciin se déduit du précédent por les congruences

(3) <j (niod. p)

« soiont tous dirtereots; c'est à diro soient les jy' — 1 sjstèmes, que l'on

« obtient en donnant à chaqiie nombre les valeurs 0,1,2,...,^;— 1, et

« en négligeant le cas dans lequel tous les nombres sont mils. Les systèmes (1)

f jouent, par rapport à un systòme de v nombres, le róle des racines primi-

« tives par rapport à un seul nombre ".

Maintenant voici la solution du problème algébrique.

« La fonction algébrique la plus generale de plusienrs quantités A , B , C, ...

,

'^ qui puisse satisfaire à une équation de degré p'' irréductiblc et primitive,

« dont les coefficients sont fonctions rationnelles de A , B , C , ... , est

" P étant une fonction rationnelle de A , B , C , ... ; r/'^ , r.^^'' , ... ,
j',/'^

, les

" nombres du systòme /'"^ dans les (2); les Ui des quantités qui doivent sa-

" tisfaire aux équations

R.2 = 6 (R.) , II3 - e (R.3) , . . . , R,,v_i = e {R/I.3)

,

» où <^ représente une fonction rationnelle de A , B , C . . . et des racines d'une

n équation abélienne de degré v. Pour obtenir toutes les racines par la for-

« mule (3), il suffìt de prendre pour ?/?i , m-z , ... , m^ toutes les valeurs entières

« inférieures à j»j «.

Florence, le 15 mars 1855.
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X.

SOPRA LA PIÙ GENERALE FUNZIONE ALGEBRICA

CHE PUÒ SODDISFARE UNA EQUAZIONE

IL GRADO DELLA QUALE È POTENZA DI UN NUMERO PRIMO

(Dagli Aiinali di Scieii::ie mateinaliche e fisiche, t. VI, pp. 260-272, Roma, 1855).

Abel in una lettera a Creile pubblicata nella collezione delle sue Opere (')

ha data la più generale funzione algebrica che può soddisfare una equazione

irriduttibile di quinto grado. Kronecker, in una comunicazione fatta per mezzo

di Dirichlet all'Accademia di Berlino il 20 giugno 1853, ha risoluto lo stesso

problema per tutte le equazioni di grado primo. Quanto alle equazioni il

grado delle quali è potenza di un numero primo si trova nei frammenti della

Memoria di Abel, Sur la résolution algébrlque des équations, il seguente

teorema :

Se una equazione irriduttibile il grado della quale è 'poteaza di un

numero i^rimo jui*^ è risolvibile algebricamente, deve avvenire uno di questi

due casi: o la equazione è decom'ponibile in ju,"~P equazioni, ciascuna di

grado (-C^, i coefficienti delle quali difendono da equazioni di grado ii'^~'^

(in questo caso soltanto diremo con Galois che non è primitiva) ; o si potrà

esprimere una qualunque delle sue radici per la formula

(\\ i^_i^_ iJ-_

ove k è una quantità razionale e Ri , R2 , . . R^ sono radici di una stessa

equazione di grado v, essendo r al piit eguale a ,u*— 1.

La espressione (1) ha almeno ,«' valori, poiché ciascuno dei radicali ne

ha [i : quali di questi bisognerà scegliere per avere i ,«* che sono radici della

equazione di grado ^ti* ? Ogni funzione algebrica che è radice di una equa-

zione di grado ,u* ha la forma (1), ma non tutte le funzioni che hanno la

forma (1) soddisfano una equazione di grado /t*: quali sono quelle che godono

questa proprietà? Io ho risoluto questi due problemi e con ciò ho ottenuto

1,1) Voi. IT. p. 2.58 (deiredizionc «li Holmboe, p. 266 deiredizione di Sylow e Lie).
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la compiuta risoluzione del problema che fa il soggetto di questa Memoria,

e che può enunciarsi così:

Determinare la pia generale funzione algebrica di 'piii quantità qua-

lunque a, b, e, . . . , la quale ha /t* valori che soddisfano una equazione di

grado /t* irriduttibile, "primitiva e che ha i coefficienti funzioni razionali

di a.h^c...

Cominciamo dallo stabilire due Lemmi che appartengono alla teorica

dei numeri.

Lemma I. Esiste sempre un sistema di u"^ numeri interi <^ /t

q\ V 2 (? 3 • . • (? a

(2)

f II II II

q \ q 2 q i • . -q %

/y (a) fi (a) f, (a) ri *^^>

q\ 72 q-i • • • Ya

che gode la proprietà di render differenti tra loro tutti i iC- — 1 sistemi

di numeri interi <C /<-

/ 1 / 2 '3 • • • ' a

;." ^" r" ry,"
' 1 '2 '3 • ' • ' a.

(^)

'1' '2' '3' •••'a'

ciascuno dei quali si deduce dal precedente per mezzo delle congruenze

(4) { (mod. lì)

\ ra<'^'> = //!<«> r/» -f- (?2(*' r2<" H- . . . -h y«^*' r»^
'

//i tal modo i /<* — 1 sistemi sono precisamente tutti quelli che si otten-

gono prendendo per ciascuno degli ce numeri dei quali sono coìnposti. tutti

i valori 0, 1, 2, ... /i — 1 ; ed escludendo il caso in cui tutti gli ce numeri

sono congrui a zero.

Sia i una radice di una congruenza irriduttibile di grado «, rapporto

al modulo /< : la espressione

h^r\-+- r't i 4- r'a «^ -f- . . . H- r'a i*~' (mod, \ì)
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sarà radice della congruenza

(5) ^y—'^^l (niod. /t); (')

e

sia una radice primitiva della (5). Eseguiamo i prodotti

(6) h , kh , Ic'h , k'^li , . . . k^-"-' h
;

ed eliminando da ciascuno le potenze di i superiori ad « — 1
,
per mezzo

della congruenza irriduttibile di grado «, avremo qualunque sia /

ove

e i numeri y'i, q'.. . . . dipendono soltanto dai valori di Ui , Uo . . .

.

Ora le quantità (6) debbono essere tutte incongrue tra loro, perchè se

fosse

k" h= t' h

si avrebbe

k'-'- = 1
;

ed essendo s e y <^ /«*— 1 , una potenza di k , minore di jti* — 1 sarebbe

congrua alla unità, e quindi k non sarebbe radice primitiva. Dunque anche

i sistemi dei loro coefficienti, che sono dedotti l'uno dall'altro per mezzo di

un sistema di «^ numeri come nell'enunciato del Lemma, saranno tutti dif-

ferenti tra loro.

Il sistema (2) che rispetto a a numeri fa lo stesso ufficio che una ra-

dice primitiva rispetto a un sol numero, lo chiameremo sistema i^rimitivo,

dellordine a, del numero ,u.

(1) V. Serrot, Cours cVAlg. sup., 2°. edition, Le^on XXV
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Lemma II. Se il sistema (2) é priìnitivo, lo sarà anche il sistema

r ' I I

00 1
Ui 2 f 3 ... CO

2

ff ir

(7)

nT/a> or,'"'' CiT3^«^ . . . CFTa^*^

dove chiamando D // determinante di cui sono elementi le quantità (2)

nell'ordine con cui sono scritte, si ha

(8) Dar,<'> ^^ (mod. ^0-

Prendiamo due dei prodotti (6) che siano consecutivi

/e'-' h ,
/.•' h .

Poiché ky-'' ' ^^ 1 , avremo

A-'-' /i -^ k\>^-'' là h

ed essendo /x'- — 2 primo con fC^ — 1 , anche /jl-'-'"^ sarà radice primitiva

della (5), e i coefficienti di /;'-' h saranno dati per quelli di k^ h per mezzo

delle congruenze

\ ra^'> = oTi^^^ r/'+'' + aTj^"' ^2^'+'^ -+-... + Wa^*^ ?V+i>
;

dove il sistema degli a- numeri m\ , ro'j . . . che dipende soltanto dai coefficienti

di k''-^'"^ , dà tutti i sistemi (3) in ordine inverso ed è priuiitivo.

Ora risolvendo le congruenze (4) si ricava

pv u) ^^ ,. (j+i) .^ i_ 5, «+i) irli _i_ _i_ r ('+" —

—

dq\ dqi dq «

;
dq 1

rfr/ 2 rf-7 «

17
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Le congruenze (10) debbono essere identiche colle (9): dunque il si-

stema (7) gli elementi del quale sono definiti dalla (8), ò primitivo.

Teorema. La j^iir generale funzione algebrica di più quantilà qua-

lunque a,b, e . .
. , che può soddisfare una equazione irriduUihile e primi-

tiva di grado /i^, -:// cui i coefficienti sono funzioni razionali di a, b, e .... è

t=i

.(').. .(0... ..(0_

i%

dove P è una funzione razionale di a , b , e . . .
; q è radice immaginaria

i^esima dell'unità\ r/'' , ra"' , . . . ra"' sono i numeri del sistema P"'""' dei (3)

e Ki , lio , • . . , Ry.^-i quantità che soddisfano le equazioni

K^ = e (R,) , R3 = ^ (K2) ,
• . . iV*-i = ^ (R;^.^-2) , Ki = ^ (iV-i) ;

rappresentando 6 una funzione razionale di a , b , e . . . e delle radici di

una equazione Abeliana di grado a. Per ottenere tutte le radici basta

prendere per rux .m^^ . . . m^. tutti i numeri intieri <Z,ii , compreso zero.

Affinchè una equazione irriduttibile e primitiva di grado /i^ possa esser

soddisfatta da funzioni algebriche di più quantità a ,b , e , . . . delle quali sono

funzioni razionali i coefficienti, è necessario che tutte le funzioni razionali

delle radici invariabili per le sostituzioni fatte sugl'indici, quando questi

sono le radici della (5), che sono della forma

(11)

(12)

^
mi + «1 4- (^2 + «2) e -+-••• + (W2a + «a) 2°'"'

\

{ Wi + W2 + . . . + Wa e*~^ /

^
Vliki + m^ /Cz-f- . . . + ^a ^'a )

\ Mi + Mi i -h . ..-\-ma. 1""-^
)

dove ki, /C2, . . ., hrj. sono radici della (5) che non soddisfano nessuna congruenza

lineare, siano funzioni razionali di a ,b , e , . , . (').

La funzione

( (0 (0 (0 ) u.

(^9,\ "R — < yn^ m +}• m„-\-...+r ni rp .a t '

{^"^J ^H — ^
•*(' 1122 a a -^Wj +m,n-...+ w^t^-' ^

dove il segno - deve esser esteso a tutti i valori di Wi , w^2 , ... Ma. intieri

(1) V. la mia Memoria, Sulla risoluzione delle equazioni algebriche, parte II, n. 28

ncfjli Ann. di Se. mat. e fis., t. Ili (od anche pp. 31-80 di questo volume) e la mia Nota,

Sulla teorica delle sostituzioni ne'medesimi Annali, t. IV (od anche pp. 102-122 di questo

volume).
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e <C,<t , è invariabile per le sostituzioni della forma (II). Infatti eseguita

una di queste sostituzioni, essa diviene

i (0 («) (0 ìu.

^
•*•(: ' la» a a tlm^-ha^+(,mj+a^)i+...-t-im^-t-a^)t^ '^

i (t) (t) (l) (.t) \u.— } ^—r a —...—) a V,, r (m -t-a )+...-»-»• (jn +a ) o, « , '.'

— i ^(> 1 1 2 a « ait-,H^-)-mjjt+...+m^i
^ i

cioè non cangia valore.

I /t"— 1 valori di K che si ottengono prendendo per i numeri r, , rz , . .
.

, ?'»

successivamente tutti i sistemi (3), si cangiano uno nell'altro per le sosti-

tuzioni della forma (12). Infatti per una qualunque di esse, Rt diviene

Siano

ki ^ d' i H- d\i -f- . . . -h ft"a 2*"'

(15)

e poniamo

k^= «;/«> -h «2^*^ /+ . . . -f- «a^*'
/*-'

:

mi a\ ~h mo a'\ + . . . + wz» fit/*^ ^ Mi

mi a\ -\- mz a!\ + ... + ?%« «2^*' ^ M2

(16)

mi a! a H- »22 «S"a+ . . . + Wa «a^'*^ ^ Ma .

Sostituendo i valori dati dalle (15) nella (14), e riducendo colle (16) si ha

l (O (0 à<j.

Poiché il determinante dei coefficienti delle (16) non è congruo a zero ('),

potremo, risolvendole, ottenere i valori

/ mi =/i M, -^lU M2 -f- . . . +/a M«

\ W2 =fi M, -f-j/'a M, + . . . -f-;/'a Ma

(18)

Wa —;)/*' M, -\-iH''^' M2 + ...-+- ;;a^*' Ma .

(') V. la mia Nota già citata, Salia teorica delle sostiluzioni.
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Sostitueudo i valori (18) nella (17), poueudo

ré'' lU 4- ré'' fa. -h . . . -h ré'' pé""'' = r»'^^

e osservando che il sistema r/'\ r2^^\ . . . , ra^*' è necessariamente imo dei (3),

avremo

(
(s) (s) (s) iiy.

i —^ 112 2 « a t</Mj+M.,J+...+M^t ^
-" J-l'S •

Onde le funzioni simmetriche di R, , Ro , . . . , R^^-i saranno invariabili per le

sostituzioni (11) e (12), e quindi affinchè la equazione di grado jti* sia risol-

vibile algebricamente, dovranno esser funzioni razionali dei coefficienti, e

quindi di « , // , e , . . . ; e Ri, R, , . . . , Ra'-'-i dovranno esser radici di una equa-

zione di grado /<^-— 1 , che ha i coefficienti funzioni razionali di a , b , e .,
...

Ora prendiamo le equazioni

l»'

H-

iTi V/.r", w, +...+r"viHo( ^ . a—i
j

iV2 —- ^o ^ ' tLm^+m^i+...+m^i-^

Moltiplicandole rispettivamente per

0->"i "i--"-'"'ac»a

0-''"i"i--"-'""a"a

sommandole, e osservando che la radice
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risulta nella somma moltiplicata pur /i*, e le altre per espressioni della forma

(=u.«-l

"\~o-'-i"(*"i-"i'-----'"i''<»'«-«a^ —
t=l

SÌ ricava

( '-t^-i
)

M ^
)

Per determinare compiutamente le Ri rammentiamo che sono risolvibili alge-

bricamente soltanto quelle equazioni che hanno il gruppo decomponibile in

gruppi primi. Ora il gruppo più generale di una equazione irriduttibile e

primitiva di grado /<*, che gode questa proprietà, Galois ha trovato esser

quello a cui soltanto appartengono le sostituzioni della forma (11), le /<*— 1

potenze della

(-) (f)
dove k è radice primitiva della (5), e le u potenze della

(21) (f). (.)

Dunque perchè le funzioni algebriche date dalla (19) siano radici di

una equazione primitiva di grado /t* sarà necessario e sufficiente che le fun-

zioni invariabili per le sostituzioni (11), (20) e (21) siano funzioni razio-

nali dei coefficienti, e quindi di a , b , e . . .

Le sostituzioni (20) sugl'indici delle radici equivalgono alle sostitu-

zioni sulle K date dalle ^t*— 1 potenze della

(22) («:')
•

Infatti : eseguendo le (20) sulle a^i , la Et diviene

(>) V. la mia Momoria j^ià citata, Sulla risoluzione delle equazioni algebriche, parte I,

n. 39, Journal de Liouville, U'^-' serio, t. XI, j». 40G.
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Ponendo

m^ q\ -V-mìC/i -I- . . . + ma. q'a ^^ Mi

Wi q"i -^ '>'ih f/'ì + . .
. -h ?Wa q"a ^^ Mg

(24)

si avrà

Wi |?i^='^
-4- Mi qi^""' + . . . + >?Za ^a^"*^ = Ma ,

Mx = ro'i Mi + oa'2 M2+ . . . + co', M,

m2=co"i Mi + c3"2 M2+ . .
. -f- co", M«

(25)

^a= aJ/«^ Mi + aT2<«>M2 + . . . + m^"'' M,

Sostituendo nella (23), negl'indici di x i valori dati dalle (24), negli espo-

nenti delle Q i valori dati dalle (25), ed osservando che è primitivo il si-

stema dei coefficienti delle (24), e quindi per il Lemma II anche quello dei

coefficienti delle (25), e che in conseguenza per qualunque valore di i

r/" m\ + r2<» w'\ + .

.
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mia Memoria, Sulla rlsoliaione delle equazioìii algebriche (Parto li), ag-

giungendo le radici di una equazione abeliana di grado « (') la equazione

di grado iC — 1 che ha per radici le K^ dovrà divenire una equazione abe-

liana, e richiamando la forma delle sostituzioni circolari (22) si dedurrà che

fra le radici Kj , dovranno aver luogo le equazioni

R2 ^. «(Ri) , R3 = ^(R,) , . . . , R^ =. «(1V-.)

,

dove B sarà una funzione razionale di a ,b ,c . . . e delle radici di una equa-

zione abeliana di grado «.

Firenze, nel marzo 1855.

(') Kronecker ha cliiatnato abelianc le equazioni, al lirrniipo delle quali apparten-

gono soltanto le potenze di una sostituzione circolare, e ha trovato la forma delle fun-

zioni algebriche che possono soddisfarle.
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XI.

SOPRA LE FORME OMOGENEE A DUE INDETERMINATE

(Dagli Annali di Sciente innlrinnliche e fisiche, t. VII, pp. 60-63, Roma, 1856).

Sia una forma omogenea di grado dispari:

(1) r (^ , ?/) == «0^'"'-^' 4- {2m -hi) ai x-'^'y

2m -\-l.2m

1 .2

Ponendo

(2)

«0 =i^ +i^i +...+7^», ,

«1 =r jlJo «0 +7^1 «1 + • • • + Ihn «m ,

«2 = Ih «0^ + j'i
«1' + . • • -\rlhn «^i^ ,

/

! f, 1— /,! ^ 2m+l _i ,jT ^ 2)n+l i_ _i_ ,1 „ 2m+l

avremo identicamente

(3) F (^ , ^) ^-jJo (^+ «0 y)''*^^^
+i^i(.?^+ (hl/Y''^' + ... +^n (e^+«my ).'""^

11 sig. Sylvester ha trovato che «o , ^«"i , «2 , • • • , «m sono radici di una equa-

zione di grado m 4- 1 , che ha i coefficienti funzioni razionali di quelli della

forma (1). Questa equazione può determinarsi nel modo seguente.

Sia la equazione, che ha per radici «0 , «1 , «2 . . . «,„

,

(4)
«m+i _^ ]3^

,,m
_f_ B2 «^'t-i + . . . 4- B,n+i =^ .

Moltiplichiamo rispettivamente la prima, la seconda, la terza , . .
.

, la

{m + 2)"'"'^ delle equazioni (2), per Bm+i , B,„ , B,„_i , . . . Bj , 1, e poi som-

miamole; moltiplichiamo la seconda, la terza,..., la (m -I- 3)"'''"*, per le
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stesso quautità, e poi somniiainole, e così di seguito tino alle ultime m
osservando che «„ , f^ , . .

.
, ((,n sono radici della (4), avremo

Bm+l ^0 -+- B,„ «i -f B„,_, «2 -f- . . . -h B, Uya -I- «m-t-l — - ,

B,„+i (Il -f B„, (1-2 -t- B,„_i «3 4- . . . -f B,^/,„+iH- «,„+2 = ,

2;

B„i+i ^/m + i>m f/»n-i H^' B(,i_i f<m+2 ~f~ • • • ~\~ Bj U^m ~f' flt2»nH-i ^= •

Ricavando da queste i valori di \\,„+x , B,„ , , .
.

, B, espressi per determinanti,

sostituendoli nella (4), e moltiplicando per il denominatore comune, si ottiene

facilmente la equazione

I

1 (I,) cii «2 . . . a„,

(<^)

« ai dì «3 . . . am+l

<r «2 «3 «.1 . • . «m+2 =

I

^^ (lm-¥\ ttm+2 tt-im-hl \

Facciamo nella (3) la sostituzione lineare

\£C

tm+_l

t Po

(7)

Ponendo

((, — a-,
(«,, {((i — «2) x -f «2 («u — "l)!/')^

I/

2»l-4-l

Vìh= —^^— ((«2 — «i).^'-^ (^'1 — ^'o)/y')

.

«1 «2 ^-
'

(8)

'?o=iJo'(^'
(«0 — «1) ("2— «n)'

«1 Cto )

2)ii-t-l

(«0 «1) («2 C(t)

(«1 — «2) {r^o— «()
B

con facilissime riduzioni si ottiene

(9) F {.V
, y) - F, (.r' , y ) = ryo

y'^-*' + 7 (/.
(^' + B, y')

«= (H 2lil-t-l

t=l

Le funzioni ry^ e B^ sono tutte invarianti. Infatti, poniamo

(=2m+i <^2m
^/

Vi = > ^tìTt-i — , 112 = > (2??i -f- 1 — «<+J^ '

/=i 1=

ly



— 138 —

e applichiamo questi simboli di operazioni differenziali alle equazioni (2),

avremo

= ì^iPq -^ r^i Pi -+- + Vi Pm >

Oo = CCoViPo -+- «1 ',1 ;^i -f- + ((m Vi Pm

-hPoìtirio-i-pi Vi «1 -h ~{-2)m ^/i «m ,

2ai -^ »o^ Vi7'o ~^(<i^ t.iPi-^ -+- «^>^ '^iP-m

+2^Jo'^oVi«o-l-2;9i«i>,i«i -t- + 2pm ccm rji ay

(10)
'm »

(2m+ 1) «1 = Vz/^o -f- >,2 i^i + + ^iìPm ,

2W«2 — «0 V2Ì'o -^ «1 ',2Ì^i -f- + f<m rjsPm

(11)

=: «o"""' V-^^^O + «l''''^'V2Ì^l 4- -+ «.>r"'""' V2i^m

-h{2m-hl )por<o''^rj2ao^{2ni-^l )i^iai'*"Vof^i+-+(2«^+ l)7)mf^,n""V2«'w

Dalle (10) si ottiene

(12) 7;,j9j = 0, r;2«(=l
,

come è facile a verificarsi, richiamando le formule (2). Dalle (11) si ricava

ei(ualmente

( 1 3) r]2 Pi = (2m -+- 1 ) pt at , ^2 «t =— ««^ •

Tutte le funzioni I che soddisfano alle due equazioni

Vi I = , 7^2 I = ,

sono invarianti. Applicando i simboli rj^ e V2 alle funzioni (8), e sostituendo

nei risultati i valori dati dalle equazioni (12) e (13), si ha facilmente

Vi !?o = , V2 f?o
= ,

Vi qt^-0 , V2 Qi = ^ ^

V,B,=-0, »;,B,= 0.

Dunque i coefficienti della forma (9) sono tutti invarianti, che eviden-

temente, quando li avremo ottenuti espressi per coefficienti della forma (1),

non risulteranno razionali, ma funzioni di soli invarianti razionali.

Nel caso di m= 2, questa proprietà si trova verificata, in questi Annali,

in una Memoria del sig. cav. Faà di Bruno.

Firenze, 15 gennaio 1856.
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XII.

SOPRA LE SERIE D0PPI1-: RICORRENTI

(Dagli Annali di Sciente maleinaliche e fisiche, t. Vili, pp. 48-61, Roma, 1857).

1. Una serie doppia

»l,«=oo

(1) 7 lim,n= 2^0,0 + Ul,0 -+- ^2,0 + lh,0 -+-

~\~ Uo,2 ~f~ ih,2 ~T~ ^2,2 ~T~ ih,2 i~ • •

la quale abbia i termini sottoposti a verificare l'equazioni

s=;/. r=ij.—s

s=u r=o

s=v r=v—

s

^3) 7 / ^r,s ^^m+v—/•—s,n+)- — ^ >

j=o r=o

si potrà chiamare ricorrente per l'analogia che ha colle serie ricorrenti

ordinarie.

2. In genei-ale, dati i in termini nei quali il primo indice è minore

di II e il secondo minore di r, o viceversa, l'equazioni (2) e (3) determine-

ranno compiutamente tutta quanta la serie.

Infatti gli altri termini o avranno la somma degl'indici maggiore di

i— le minore di n ; o maggiore di /t— le minore di /t -|- i- — 1 ; o mag-

giore di /t -h y — 2.

1°. I termini che hanno la somma degl'indici eguale « >* »' — 1 e << ."

sono Q -h l , V dei quali, cioè
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sono dati, e gli altri q — r t- 1 si esprimono linearmente per i termini che

hanno la somma degl'indici <^ o , risolvendo le ^ — » -f- 1 equazioni di primo

grado, che si ottengono dall'equazione (3), ponendovi successivamente

m =^ , }i = Q — J' ; m— 1 ,71 — Q — r— 1 ; ... ; m--= q — v ,n=^0 .

2°. Dei Q-T-\ termini che hanno la somma degl'indici eguale a o> /<— 1

e <^ /« -f- > — 1 ne sono dati /t -!- r — (» -r- 1 , cioè Wa-i.p-a+i , «a-2,:-.x+2 , • • >

Uz-^,+x,;-i , e gli altri o — »• -f- 1 — ^ — .u -f- 1 si esprimono linearmente in

funzione di quelli che hanno l'indice <C Q , mediante le q — r -i- 1 equa-

zioni che si deducono dall'equazione (3), facendovi successivamente

m = () ,11 = Q — J' ; m ^^ \ , ii= Q — r— 1 ; ... ; m =^ q — ) , /^ = ,

e mediante le o — ii — 1 equazioni che si ottengono dall'equazione (2), po-

nendovi successivamente

m ^= , n -=-- Q — /» ; m'-=^l ,n^^ q — n — 1 ; ... ; m = q — a . /i = 0.

3°. Dei g-r-l termini che hanno la somma degl'indici eguale a

(> ^ /i -r- »• — 2 non n'è dato alcuno ; ma si determinano in funzione dei ter-

mini che hanno la somma degl'indici <^ q , mediante le o — /< — 1 equa-

zioni dedotte dall'equazioni (2), dando a m e a /^ successivamente tutti i

valori interi la somma dei quali è o — /(, e mediante le o — r -h 1 equa-

zioni dedotte dall'equazione (3), ponendovi successivamente invece di m e

di )i tutti i valori interi la somma dei quali è q — r. Se o= /( -i- r— 2 4-s

abbiamo n -r-v— l~ì-s incognite e g— /< -h 1 -i- o— r— 1 = /« -4- r -f- 2s—

2

equazioni
;
quindi s— 1 equazioni di più dell'incognite ; ma, come vedremo,

queste s — 1 equazioni, in generale, rientrano nell'altre.

3. Se poniamo

s=;x r='J.—s

(4) f^c ,y) = y y ar,s xv--^-" /= ,

i=o r=o

s=v r=N—

s

s=o r=i>

e indichiamo con

le radici simultanee dell'equazioni (4) e (5), il termine generale della

serie (1) sarà

f=u.v

(G) Um.n— y Ci Xi"" Ut" ,
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dove i //)• coefticieuti ^, ,<?..,, d-^

,

... , e,.-, devono determinarsi in modo che so-

disfacciano alle nr equazioni di primo grado che si ottengono ponendo nel-

l'equazione (6) successivamente, per m tutti i valori interi minori di ,« e

per n tutti i valori interi minori di i , e invece dei termini Um,n i loro f.iv

valori che abbiamo supposto esser dati.

È facile a veriticarsi che dai valori (6) di ?<,„,„ saranno sodisfatte le

equazioni (2) e (3) per tutti i possibili valori ài m q n', q quindi i /i-t-v-f-s—

1

valori di «„,,„ che hanno la somma degl'indici eguale a /< -h v — 2 -h s , so-

disferanno alle /i --f- r -j- 2s — 2 equazioni di sopra notate (n'. 2", 3'), e perciò

s— 1 di queste dovranno essere una conseguenza delle altre, come avevamo

avanzato.

Tutto questo vale quando l'equazioni (4) e (5) hanno {xv radici simul-

tanee, come è in generale. Molte volte però le radici medesime sono in nu-

mero minore; e allora sono anche in numero minore i termini che nella

serie (1) si possono prendere a piacere.

4. Passiamo ora a determinare la funzione generatrice della serie (1).

Siano

(7) X = «0^'''-'+ «ut''"-"'-' + c(.iX''"-- - + ccj,, = 0,

(8) Y = ^,y\-' + /?,//.—' H- /?.y:— ^ - H- /?',,, = 0,

l'equazioni finali, la prima risultante dall'eliminazione di y, la seconda dall'eli-

minazione di ,'' tra l'equazioni (4) e (5). E noto che si possono prendere quattro

funzioni razionali intere di x e di y, M/, IVL', M/' , Mo" , in modo che si abbia

(9) M//W M,'/, = X,

(10) M/'/\4-M,"A-^Y.

Jacobi ha osservato (') che ponendo

V ^~- M/ Mo" - M,' M/' ;
ii=:.2flìfl _lh Ih

^

e distinguendo con due indici r e s posti in basso a V, i valori che prende

V per X = d'r , ed // = ?/« ; e con la lettera m posta in basso a V , R , X e Y

i valori che prendono queste funzioni per x --= Xm ed ?j = y,a , si hanno dal-

l'equazioni (9) e (10) le due

V/\ = Mo" X — M,; Y ; V/'o = M/ Y — M," X
,

delle quali, poiché per x= Xr Q y =^ys uon si annullano contemporaneamente

/'i e f-i , si deduce che deve essere necessariamente

(11) V,.,= 0;

(') Creilo, Journal fiir die reine und anyetrandte Malhematik, B. 14.
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e derivando successivamcQte ritìpetto a. x a a. ìj h due equazioni (0) e (lOj.

sostituendo nelle derivate .x = Xm e 9j = ijm , e formando il determinante

X'

orm

,df,M/^H-M/^ M/:^,^ ,, ,^/A

a,2- dx
,4fi

dy
M/^

dy

V..Rm ^"m ì

si ottiene

(12) V»n XV//Ì — -f»- //i J- m

5. L'equazioni (li) e (12) servono a dimostrare il seguente teorema:

Se svfdfjiamo in, serie ordinala 'per le 'potenze decrescenti dette va-

riabili X e y la frazione 'razionale

.,.. PV+ QX + SY
(1-) XY
dove P, Q ed S sono 'polinomi 'presi in modo che PV -f- QX -r SY 'non

contenga né x ne y inalzale a 'potenze superiori a iiv — ] , i eooffdenti

detta serie che otterremo^ saranno i termini di una serie dop'pia 'ricorrente.

Infatti, decomponendo in frazioni semplici la frazione razionalo (13),

poiché il numeratore è di grado inferiore al denominatore tanto rispetto ad

X che ad y, avremo

PV -f QX H- SY ^ v P,,, V ,,

X Y ~ 2_ XV Y\ {x - xr) {y— y.)

e ponendo mente all'equazioni (11) e (12), si otteiTà

PV -+- QX + SY >v Pm
2-R^(^XY Z_ Umix—Xm) (y— ym)

'

e svolgendo il secondo membro in serie ordinata secondo le potenze discen-

denti delle variabili,

(14)
PV -4- QX -h SY

XY
\ ( V Pm a

2-(Km M y m ( -^ y

È chiaro che i coefficienti delle differenti potenze di x a dì y sono della

forma (0), e quindi sono i termini di una serie doppia ricorrente, come vo-

levamo dimostrare.

Ora osserviamo che il polinomio PV -h QX + SY è di grado inferiore

a fiv rispetto a ciascuna delle due variabili x e y; quindi contiene ii^v"^ coef-

ficienti ; deve annullarsi per le sostituzioni, x = Xr , y =ys quando r ed s

sono differenti ; in conseguenza deve soddisfare a /iv (/.ir— 1) condizioni. Dunque

non potrà contenere piii di /tv coefficienti arbitrari. Per ottenere questo po-

linomio, potremo prendere una funzione P razionale e intera dì x e di y che

non contenga più di fir coefficienti arbitrari, per esempio, che non contenga

potenze di x superiori a /i — 1 e potenze di y superiori a r — 1 , o vice-
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versa; moltiplicarla per V, e<i oliiiiiiiare dal prodotto lo potenze dì x Q di//

maggiori di tu- — 1 , valendosi dell'equazioni (7) e (8), dallo (juali abbiamo

^-'-.^ =p,x~h (u ,

y;"'"' =;/, Y -f- q\ ,

dove (/., è un polinomio in x di grado <^ ,")• , o >/ s è un polinomio in y di

grado <^ li r.

C. Data mia serie doppia ricorrente (1), si potranno sempre determi-

nare i nr coeflìcienti arbitrari di T in modo cbe i coellicienti della serie,

..... .-ir- -, PV -^^ QX -f- SY
della qualo e lunzione generatrice la frazione razionale -^tt; ,

siano i termini della serio (1) medesima. Basterà determinare i /«r coefli-

cienti di l^ per mezzo delle iiv equazioni di i»ri)iio grado:

r 1 = C\ ixi \ i 2 == Ci ita
I
i 3 '^^ Ci ivy 5 . . .

J
1 ,t.; = C<i.t IW/ 5

così avremo
PV H- QX -f- SY _ ^, p .,^(a+i) ,,- (3+1)yy — - \^Ci Xi yt^ ) X y 1

7. Se P = 1, sarà Q =^ 0, S =^ 0, perchè V è di grado ^iv— I rispetto

a ciascuna delle due variabili x Gy; e, come ha osservato Jacobi ('), avremo

nel secondo membro dell'equazione (14) eguali a zero i coellicienti di tutti

i termini nei quali a -f- // <^ ,« + v — 2, perchè V è di grado non mag-

giore di 2nv — Il — r. Se dunque nella serie doppia ricorrente si prendono

eguali a zero tutti i /u- termini arbitrari fuori che «y._i,v-i, saranno eguali

a zero anche tutti gli altri termini, nei quali la somma degli indici è mi-

nere di n H - r — 2r, la serie avrà per termine generale / —'^—- e avrà

V
per lunzioue generatrice la frazione razionalo :rrrr • Questa è la più semplice

A 1

delle serio doppie ricorrenti che hanno una medesima legge di progressione.

8. Tra lo relazioni più notevoli che le serie doppie ricorrenti hanno

colla teorica di due equazioni con due incognite, merita di essere accennato

l'uso che può farsene nei due problemi principali; cioè nella determinazione

delle funzioni simmetriche delle radici simultanee, e nella risoluzione nume-

rica delle due equazioni medesime.

Se nell'equazione (14) si fa P = K, i coenìcienti del secondo membro

divengono della fo:ina 2>*,„ //I^',,,
, ossia sono lo funzioni simmetriche semplici

delle radici simultanee dell'equazioni (4) e (5). Determinati i coetlicienti dei

termini nei quali «<^jtt,
i^ <^ r {-) i iiv termini della serie (1) che hanno

Cj Creilo, 1. (.

(*) Efffltuando lo svol^Miiientn in scric ordiiiahi per lo jioteiize decrcsceiili di .v e di i/,

del primo membro deireimazioiie (llj, iiuiindo 1' — li, e deterininaiido il termine >,'enerale
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gl'indici rispettivamente eguali ai due esponenti delle radici simultanee, si

potranno, per mezzo delle equazioni (2) e (3), determinare tutti gli altri

termini della serie medesima, che saranno i valori di tutte le possibili fun-

zioni simmetriche semplici delle radici simultanee dell'equazioni (4) e (5).

9. Il metodo di Daniele BernouUi per la risoluzione numerica di una

equazione, può estendersi, per mezzo delle serie doppie ricorrenti, a due equa-

zioni con due incognite, e si ha il seguente teorema :

Se X e y sono due radici reali simultanee dell'equazioni (4) e (5),

tali che il loro prodotto sia maggiore di tutti i prodotti dei moduli delle

altre radici simultanee, sarà

Xy = Imi—— , ?/i = lim
Ut-i,t Ul,t-\

Infatti, abbiamo

m=w m=f'.^ »n=u.N

^(,£ ^^^ / Cm^myrni ik—l,l^^ y Cm^m y m i iit,t—l^^^ / (^m^ mym~ 5

m=\ \n=\ »n=l

onde, facendo i due rapporti della prima espressione colla seconda e colla

terza, e dividendo sopra e sotto per ,ri'~' ^i'~\ si trae

«i= |J.V

C\ Xi

"'^'-^
'

, \t-\
I \ / ''^'«1 ÌJin \

?/i , / Cm Xm ym
\ ,, I

Ul~\.t »l=|AV

, ^ / Xin Vm \

i)i-=2

m=jJ.v

G\'X\y\~T' / eyyiXmymX I

Ut,t _

Ut,t—1 )i!=|).V

1 X\ —f- / Cffi Xm \ I

Ora le quantità sotto il segno 2 contengono le potenze (/ — lysimc
^jj quan-

tità <^ 1, perchè x^ //i è maggiore dei prodotti dei moduli di tutto le altre

radici simultanee; dunque convergeranno verso zero col crescer di /, e avremo

T nt,t T Ut.t

Xi = hm——
, yi = lim

Wf-i,( ?^«,t-i

di questa serie, si ottiene una formula clic esprime in funzione razionale dei coefficienti

delle due equazioni le funzioni simmetriche semplici delle loro radici, la quale, come

mostrerò in aUra occasiono, è analog'a a quella di Warin^' che dà le somme delle potenze

simili delle radici di una sola equazione.
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10. Abbiamo anche il seguente teorema, clie è analogo a quello che

ha trovato Fourier (') per le serie ricorrenti semplici :

Se Xi, 7ji\ Xi, //o;... \Xr, ijr, sono le radici simultanee dell'equazioni

(4) e (5), che hanno i prodoUi dei rispellivi moduli maggiori di tutte le

altre
^
ponendo

•"IM.l,

A'

A (r-l)

'A

"A
^m.n

(t-1)
^m,n

2^m,n+f— 1 ?^)/i-f-l,u+)--i

Um,n Um+i,}i

Uìn,n+r—\ ^^m-^\,n+r—ì •

Um,n Um-\-l,n

i^in,n-i-i 2^m-(-2,)i+l- •

^m,n-t-r—i ^m+ttn+r-i

U.n),H U»!-t-l,H •

Um,)i+I IIm4-i,)i+i •

'^m,n+r—2 ^'fm-i,n4-r

Um,n-\-r U »!-+-!, u-t-r

Um,n UW-+-l,>1 •

?^w,u-M Uni (-1,11-1-1

^m.n ^m • l,n •

U iìi-,ii+r Um+l,n-¥r •

Um+r—2,)i Um+r—i,n

ihn-hr-2,>ì+i if'm+r-i.n^ì

Um+r-2,)»-+-r-i ^^m-t-r-i.H-t-r-i

Um+)—2,n Um+r,n

Um,n-t-i Uni+ì,n+ì Um+r-2,>i+l U,n+r,n+i

U)n+r—2,n+r—l ^m-t-r,n+r-ì

Um-f-r— i,n Um-t-r,n

Um-k-r-\,n-^\ Mm-t-r.n+i

U,m-i-)-—l,n+r-l ^^m+r.iv-f-r-

1

U»n-(-r— 2,»» Um-t-r— i,rt

^^?n-»->-—2,n-f-i M),j^.^_ij,n.j

^'m-i-r-(-2,n-(-i

Wm-(-c_2,n-t-r

?^m-t-r—2,«-i-l

'^m-t-r— i.ti-t-r—

2

^^tn-t-r— 2,»n-r

?^»i -)•— i,»i

^^tti-i-r— l,n-t-l

^^m,»j-r-3 W^-(-i,»-(-r-3 UYa+r-%,n-\-r-% ?^m-t-r-i,»i-Hf-3

Wm.n+r-i Wm-t-i,n+r-i U-m-^r-i^n^-r-X ?^m-i-r-i,n+r--i

^m.n-i-r- ^m-(-i,n-(-»- U^n-h-r-i.n+r ?^m-f-r-i,ti-t-r

^^M+r—2,u Wm-(-r—l,n

^m,n-i-2 ?^m+i,n-t-2 ?^„n.r-2,n-(-2 Mm-t-r-l,>n-8

• ?^/»-(-r— 2,)i-(-r ^^ . -i-r— l,tn-r

(') L'enunciato di Fouricr xi.Q\VAnalysc des cquations, p. 72, ò inesatto, come fu av-

vertito dal prof. Tardy {Nouvelles Annalcs de Mathématiques, an. 1854, janv.); ma è

stato corretto dal prof. Brioschi nei medesimi Annali, an. 1855, p. 21.

19
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le 2r— 1 serie doppie,

^^m,n 1
-^-A- m,n i

*'-A- m,n i

^m,ni

VAfr-l.)

V (J--1) A

saranno ricorrenti e l'equazioni

A'
^^— lim -T X'

^

A/'

A
lim '-^-^^ X'-' -

lim ^ .r

y'- lim -:

—

— ?/
'

zt lim

'A

(r-l) A

=^: lim

lim

"A

A.)n,m—

1

0,

lim —:

—

— y"^ ^ —

=

avranno rispettivamente per radici

Per dimostrare questo teorema, basta osservare che valendosi di alcune

proprietà note dei determinanti, ponendo

1
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e sostituendo i valori di Uni,n dati dalle formulo (0) si ottiene facilmento

k\,,n= ^>r, e,, ... c,^ j't,,t. ,..., ,, 'Jt„t, ,...,^ H/^> :vtr ^'tr-Xir'^yiryir-y^r^

'k,n,.^=:^ct^ et,...ct,. J't,,t^,...,t. '^r.,^.,...,^. K/^^^.;"^^"....^^'"y<."/A/'-y».
tn

1

dove

H(''^ = Xt^ -h Xt^ H h Xi^ , H/2^ ~ xt^ Xt, + o^t, .2;(3 H h .^t^, ^<^

,

^t'^' = yt, -+ yt, -I— -r- y^ , K,"' = iji^ yt, H- y^, yt, -f --h y^_, .7/,.

,

onde,

A'

lim -; -— Xi -h X2~+- ••• + Xr ,

A„
IIA w m

lim
""'"^ = iTi .X-g H- ^1 ^3 -(- + Xr-i ^r ,

•"•Il ,m

"A
lim

'"•'" = yi 2/2+ ?/i 2/3 H h yr-i y,-

,

Tutto quello che abbiamo detto intorno alle serie doppie ricorrenti e

alle relazioni che esse hanno colle radici dell'equazioni a due incot^nite, si

estende facilmente alle serie triple, quadruple, ... ricorrenti, e ai sistemi di

tre, di quattro , . . . equazioni con altrettante incognite.

Firenze, 26 aprilo 1857.
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XIII.

SUR LES FONCTIONS SYMÉTRIQ.UES DES RACINES DES ÉaUATIONS

(Dal Journal fùr die rehic unti iingewandte Mathematik, t. 54, pp. 98-100, Berlin, 1857).

La considération des fonctions génératrices des fonctions symétriques

des racines d'une équation algébrique conduit à une expression remarquable

du produit des carrés des différences de toutes les racines.

M. Borchardt a trouvé (voi. LUI, p. 193 de ce Journal) que la fonction

symétrique

(1) J<'<\..<;

où

sont les racines d'une équation

/ (x) = ^» 4- Al ^"-^ -h A2 ^'*-« + - An = 0,

est le coefficient du terme
*

tj ig ... t^

dans le développement, suivant les puissances décroissantes, de l'expression

suivante

où //(^i , ... , in) designo le produit des différences des variables ti, t^, ... , /«.

.l'ai remarqué que la fonction sjniétrique (1) est aussi le coefficient

du terme

,—(a,+l) ,-(aj-i-l) .-(fi„-i-l)

dans le développement, suivant les puissances décroissantes, de l'expression

</(tiJ2..:,Ìn) ^ f'{t^)f'{k)...r{tn)Tim,,U,...Jn)
.

fi' yXi , Xì , ... , Xn) Il \Xi , Xi , ... , Xn) I \l\) fVi)"'l \tn)

Donc, on a deux expressions de la méme quantité (1), et en les comparant

on obtient une équation, d'où l'on déduit, pour toutes les valeurs positives
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et entières de «i , «2, ••• , «^n

]^{ti . 12 1
•••

, i„)i -(a,-(-i) -(a,-*-!)... -(a„-t-i)
M '3 '»V

li yiVi , ^'2 ? ••• 1 ^n) —
5
" (u 1

i2
1

••• , '>i)(, -(rt,-i-i) -(Oj+i) _ -(a -f-i)
'

'i 'a 'n

si l'on désigne, avec Jacobi, par

}
r (il , ..., In)

s <>i,yn.^ m

le coefficient di terme /,' (./' ... /^," dans le développement de

2. La fonction generatrice de toutes les foiictions symétriques des Solu-

tions coinmunes à deux équations algébriques est donneo par le tliéorème suivant:

Si l'on designo par

(^1 , ?/i) , (^2 ,
j/o)

, (xs , 2/3} , - , (^>., yu.)

les systèmes des solutions communes aux deux équations

A {x, y) = 0, A {x, y) = 0;

si

cf{x) = 0, ip(y) =
soni les deux équations finales résultantes et Mi , M2', M/', M2" lespoiy-

nomes multiplicateurs qui donnent

et que Von pose

'^y ly ~òx
" <^' 2'>= (le 1" -^- •

'*'' *''" - ^''" *•''' •

la fonction symétrique

^<'<^-^?y?'y'^-//^

est le coe/fìcient dii te?'me

u-'^'^^'hC"-'-^'' ... u-y^'' v-''^^'' ^7^^'""
... y-^'i^""

dans le développement^ suivant les lìuissances déeroissantcs, de l'expression

suivante :

^ (^^1 , Vi) OjUi , ?';)... (Uu. , V<x) ffHUi , ^f!2 U;j.) n^ (Vj , V, Va.)

n'{XuXi , ... , Xy) n\yi , y.^, ... , 2/u.) (f{Ui)(f{Ui) ... g(;<a) «/'(^i) «/'(i'?)--
'/'(^i^)

"

On peut étendre aisément ces résultats k un plus grand n ombre d' équations.

Florence, 12 juin 1857.
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XIV.

SOPRA L'EQUAZIONI ALGEBRICHE CON PIÙ INCOGNITE

(Dagli Annali ili matematica pura ed applicata, ser. \, t. I, pp. i-8, Roma, 1858).

Dato un sistema di a equazioni algebriche con a incognite, dopo avere

determinata l'equazione finale risultante dall'eliminazione di tutte le inco-

gnite meno una sola, e trovati tutti i valori di questa incognita, per risol-

vere compiutamente il sistema proposto, è necessario di determinare in fun-

zione di questi i valori corrispondenti delle altre incognite, cioè rimane da

sciogliersi il seguente problema :

Date n equazioni con n— 1 incognite^ che hanno uno o piii sistemi

di soluzioni comuni, determinare questi sistemi.

Il eh. sig. Liouville, nel voi. XII del suo Giornale, ha dato un metodo

per risolvere questo problema. Abel, nel voi. XVII degli Annali di Grergonne

lo aveva trattato con maggior generalità, ma soltanto nel caso di due sole

equazioni con una incognita. Come può vedersi anche nel Cours d'Algebre

sujìérieure del eh. sig. Serret, egli aveva determinato, per mezzo delle fun-

zioni simmetriche, una funzione razionale qualunque di una sola radice comune

a due equazioni algebriche. I principi, sopra i quali è fondato il metodo di

Abel, sono stati dimostrati finora soltanto per il caso di una sola equazione

con una incognita; quindi la generalità, di cui esso è capace, non è stata

finora provata. Dare tutta la possibile generalità al metodo di Abel e ai prin-

cipi, sopra i quali si fonda, è lo scopo di questa breve Memoria.

Siano proposte le n-\-l equazioni algebriche con n incognite

(1)

/O V"^! ' «^2 1 • • • 5 «^n / ^ ì

Il \^ì 1 ^2 i • • • 1 SCn) = t

/n ("^^l > <^2 > • • • 1 ^n) ,
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le quali siano rispettivamente di grado mo, mi , m-i , ... , ?«„. Rappresentiamo i

sistemi di soluzioni comuni a tutte l'equazioni (l), meno la prima, con

II. I

i(i , ce-i , . . . , (<

(2)

1 , "2 ) • • • , f'n ',

Il II II

«I , «2 , . . . . ((

•«1 , ' «2 ) • • • , '''«f»
;

il primo dei quali sia comune a tutte.

È noto che si possono determinare sempre ii" polinomi moltiplicatori

M/ , M,' , ... , M,/ ; M/' , Mo" ... M,/' ; ... ; M/'»^ , ìiU"'' , ... , M«^">, in modo

che si abbia identicamente

(3)

[
M/-' A 4- M2^'*^ AH H M,^"> A^ = <fn {cCn),

indicando un (fr {Xr) l'equazione finale risultante dall'eliminazione di tutte

le incognite meno ,iv. Rappresentando con D il determinante

y =fc m; m;' m:;' ... m^**' ,

con J il determinante funzionale

'—^ l'ii'i ()c2/2 Ot^rt

e con 6 {x^ , .rz , ... Xn) il prodotto dei due determinanti D e ^/, si dimo-

strano facilmente (') le due equazioni

(4) ^C'«i, ''^«2 ,...,''*«„)-=
,

(•) Vedi la Memoria di Jacobi, Theorematà nova alf/ebraica circa systema duanim

aequationum Inter duas variabile^ propositarum nel Creile, voi. XIV, pp. 281-288, e la

mia Memoria, Sopra le serie doppie ricorrenti negli Annali di Scienze matematiche o

fisiche, t. Vili, pp. 18-61 (od anche pp. 139-117 di questo volume).
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nella prima delle quali i valori numerici degl'indici superiori r, , r? r„

sono tutti differenti.

Ammesse queste notazioni e richiamati questi principi, passiamo ad esten-

dere alcuni teoremi dal caso di una sola equazione a quello generale di un

sistema di un numero qualunque di equazioni.

Teorema I. Una fiuiziom razionale e simmetrica di tutti i sistemi (2)

meno uno, per esempio meno il primo, equivale a una funzione razionale

e intera delle quantità di questo stesso sistema.

Poniamo

(6) //(«i , az , ... , ar) = (ai — a-i) («i — «3) ... («, — a,) {a. — «3) ...

{a. — a,.) ... {a.r-i — ar) ;

e

r-— ^l(.ri, «,), j— =«1^2(^2, «2),-,: 7—=^rx{Xn. «n);

*Pi , *P2 , — •, ^n saranno rispettivamente funzioni razionali e intere di Xi e 'a^
,

di Xì e '«2 , ... , di Xn e '«„

.

La funzione generatrice delle funzioni razionali, intere e simmetriche di

tutti i sistemi (2) meno il primo, sarà

Infatti, decomponendo in frazioni semplici, a cagione dell'equazione (4) si

annullano tutti i termini, nei denominatori dei quali alcuni dei fattori, che

contengono gli u cogli apici superiori eguali, hanno gli a cogli apici supe-

riori differenti; a cagione dell'equazione (6), si annullano tutti i termini, nei

denominatori dei quali alcuni dei fattori, che contengono gli u con apici in-

feriori eguali, hanno anche eguali gU apici superiori degli « ; e per l'equa-

zione (.5), tutti gli altri termini hanno per numeratore l'unità. Dunque, ab-

biamo identicamente

^^^ ^^'^
("Mi — "«.) .... {^-U, — :-«i) ... e Un— "«„) .... {^-Un — ^•«n)

'

dove si debbono permutare tra loro contemporaneamente gì' indici superiori

di tutti gli n sistemi di «, in tutti i modi possibili.

Ora, svolgendo in serie ordinata secondo le potenze decrescenti delle inde-

terminate "ui . "uì , ... , "-Wi , ''Ui , ... . l'espressione (8) di G, si ottiene per

coefficiente del termine
MI U.

-("a,-i-l) -("a^-Hl) -( a,-t-l) -( a^+1)

(9) "m, . . . "Un . . . '"«1 . . . ''Un
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la funzione simmetrica

(10) Y. "«. „ "«^ ,,
\>- \^

«l K-i . . . «„

L'espressione (7) di G è funzione razionale di '«, , '«2,. .,'«„, a dei

coefficienti, poiché anche le fuazioni //^ sono funzioni razionali dei coeffi-

cienti di *[^ , y^2 , — , ^^i ;
quindi svolta in serie ordinata secondo le potenze

decrescenti delle medesime indeterminate a, si otterrà per coefficiente del

termine (9) una funzione razionale di V^, ,
'«^ . ... , '«„

, che potrà rendersi

intera, perchè '«i , '«2,... ,'«,, sono rispettivamente radici dell'equazioni

Dunque la funzione (10) sarà esprimibile razionalmente e sotto forma

intera per le quantità '«1, 'u.^ , ... /ctn- Ma una funzione razionale simme-

trica di tutti i sistemi (2) meno il primo, si può rendere intera, moltipli-

candone il numeratore e il denominatore per tutti i valori che prende il deno-

minatore permutando tutti i sistemi tra loro in tutti i modi possibili; e

resa intera sarà la somma di più espressioni della forma (10) moltiplicate

per quantità razionali, e quindi sarà esprimibile razionalmente e sotto forma

intera per '«1
,

'((2
, ... , '«„ ; come volevamo dimostrare.

Teorema II. Una funslone razionale e intera di grado qualunque di

un solo dei sistemi (2) equivale sempre a una funzione razionale e intera

delle quantità dello stesso sistema^ la quale contiene un sol termine di

grado mi-h mz-h — -h-Mn— n, e tutti gli altri di grado inferiore.

Le quantità

.«=7.

"r,,/-„,..,r„, — £_«jt «1 "2 • • • "n
4= 1

sono termini di una serie n"'''-^ ricorrente, della quale le scale di relazione si

ottengono, sostituendo nell'equazioni

.3?/' Xi^' . . . Xri^ f\{Xx,Xì, . . . , Xn) = 0,

/1 1 \ j
i^i ^ X2' • • . Xn"^ fz i/^l : ^2 ) ' • 1 'J'n) =^ 0,

Xi^ Xì'^ . . . Xn " In X'^l 5 A'2 ? • • . 1 •Cn) — *'i

Ur^,r,,...,r,, IH luogo di j;,'' x-i^'' . . . x/-^. Dati i valori delle /t indetermi-

nate ^., , è chiaro che la serie deve risultare compiutamente determinata:

dunque l'equazioni di primo grado che si ottengono, come abbiamo detto,

dall'equazioni (11) debbono essere tali da potere servire a determinare linear-

mente tutti i termini della serie, quando ne siano conosciuti tanti quanti
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bastano per determinare i /< valori di h, per esempio i primi /t, ossia tutti

quelli nei quali r, < irti , r2 < Mi , ... , r„< m,^ . Questo varrà qualunque siano

i valori dei coefficienti A, quindi anche per Ai = 1, ih = hi --^ •• = h^ = 0.

Dunque tutti i prodotti

si potranno esprimere linearmente per quei prodotti soli nei quali 7\ •< mi... ,

rn<Cmn; e una funzione intera qualunque di 'rci , '«o , ...,'a,^ si potrà ri-

durre a contenere un sol termine di grado r/ii + W22 H- "• H- wz„— a, e tutti

gli altri di grado inferiore; e. v. d.

Teorema III. Se F,n indica una fmuione di '"«i , '"«a , • . • ,
''"«,» razio-

naU, intera e con un sol termine di grado W2i + ^2 -f-
•••

-f- w-^— n, e

tutti gli altri di grado inferiore, e ^i,n indica il valore che -prende il de-

terminante fumionale (piando ad Xi , Xi , . .
. , Xn si sostituiscono rispetti-

vamente "^«1
,

'**«2 , . . . , *"''«n;

sarà eguale al coefficiente del termine di grado my H- mt -+-•••-+- m„— n in P.

Come nel teorema I si è dimostrata l'eguaglianza dei secondi membri

dell'equazioni (7) e (8), si può provare ancora la seguente identità

D '^''
1= y

951(^1) 9^2 {ih) •' (fa {Un) ^ ^m {^h ""«i) {ih *"«2) ..• (Wn '"«n)
'

e poiché D è di grado non supcriore a /r — mi — m-2 — ••• — m,,, dovranno

nel primo membro, e quindi anche nel secondo, mancare i tcL-mini di grado

superiore a — (wi + W22+ •• + ???«), quando si svolgano ambedue secondo le

potenze decrescenti di Ui , u^ , . .
.

, Un • Dunque

(12) \
"^a/n

sarà eguale a zero per tutti i valori di ri ,
'/%

, ... , r^ rispettivamente non

superiori a mi — 1 , m^ — 1 , ... , Mn — 1 , e sarà eguale al coefficiente T di

2<r"'i th~''^' — Un~^^"' nel primo membro svolto in serie, quando ri , r, , ... , r„

sono rispettivamente uguali a m, — 1, mo — 1 , ... , m^ — 1 ; ma se prima di

procedere al calcolo si fosse decomposto T in /^ fattori (alcuni dei quali pote-

vano essere eguali a uno) e si fossero rispettivamente moltiplicati i primi

membri dell'equazioni /'i = 0, ^ = , ... ,
/"» — per questi fattori, il deter-

minante funzionale J sarebbe stato moltiplicato per T, e quindi il valore
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dell'espressione (12) sarebbe stato diviso per T, e perciò sarebbe stato uguale

ad 1 ; e questo potremo sempre supporlo.

Ora, è chiaro che, nell'espressione

y
' m

annullandosi tutti i termini della forma (12) e di grado minore di ìtii -f- ^2 -f-—hmn— n, e quello di grado nii-hniz-ì (- ?w„ — n essendo eguale

all'unità moltiplicata pel suo coefliciente ; l'espressione stessa rimarrà eguale a

quest'ultimo, come volevamo dimostrare.

Passiamo ora alla risoluzione del problema che ci siamo proposti in

principio.

Problema. Determinare una fuasione razioaale qiialuiique delle quan-

tità che costituiscono un sistema di soluzioni comuni ad n-\- \ equazioni

con n incognite.

Sia ^} ('«1 , 'u-i , ... , 'i(„) la funzione da determinarsi. Poniamo

la quale espressione dovrà essere identicamente nulla ; indichiamo con V... la

quantità

R
A('«l,'«2,...,'«n)

che, per i teoremi I e II, sarà eguale a una funzione razionale intera di

^«1
,
V^2 , ... , ^«>i , con un sol termine di grado mi-hm^-ì— -\- m,i— ne tutti

gli altri di grado inferiore, che rappresenteremo con F^ . È evidente che V.,

sarà nullo per tutti i valori di s, fuorichè per s — 1
;
quindi

^ :^- \ ^ = V —
«1=1 «1=1

e per il teorema III, indicando con K il coefficiente del termine di più alto

grado in F,

Analogamente, indicando con H il coefficiente del termine di grado Wi -f- WoH

—

-hmn— w, in V*f^ ridotto, come abbiamo detto nel teorema II, e ponendo

ili ('"«1 , «'«2 , ... , »««„) = qi^
, otten-emo

*^HW* *-' ili

m=l
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Dividendo l'una per l'altra queste due equazioni, avremo finalmente

' K •

Quando l'equazioni abbiano più sistemi di soluzioni comuni, non si trova

difficoltà ad estendere i metodi trovati per il caso di un solo. Mi contenterò

di accennare i seguenti teoremi :

I. Le condùionl aecesscme e mffìcieiili, iKrchè n-\-\ equazioni ab-

biano t sistemi di soluzioni comuni, sono espresse dalle equazioni

B=0,-^«-= 0.-^«-= ^^0,
t'tì5o,o,...,o i)^o,o,...,o <-'"o,o,...,o

dove R è il primo membro dell'equazione finale risultante, e ar^,rt,...,rn i^^~

dica il coefficiente di Xx^ xi'' ... xj^^ in fa .

II. L'equazione che ha per radici i t valori della funzione

(f
= «{^ <<%'' ... «/«-

,

dove si prendono successivamente per gli a i valori che hanno nei t sistemi

comuni alle w+ 1 equazioni, è

VR , 7)^R
, 1

,

^'R
,,-'> ^ ^^^ --0

Pisa, 26 novembre 1857.
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XV.

SOPRA 1 COVARIANTI DELLE FORME BINARIE

(D.xgli Annali di matematica ['lira ed applicata, scric I, t. I, pp. 129-154, Roma, 1858).

1. È noto che i covarianti di una {brina binaria

(1) F (jc , y) = a(,x''+ w«i^"-' y + ^ .~Z «2 ^'""^ y^ -1- • • • -^ «» ?/"

sono definiti dalle due equazioni a derivate parziali lineari

«0 T—+ 2 rti^ H- • • -+- nan-i ~' — !/ -r^ = ,

Se .Ti , .1^2 , A'3 5 • • • , <i'n sono le ?i radici dell'equazione

(3) ¥(x,l) = 0,

per quello che il prof. Brioschi ha dimostrato ('), abbiamo

«0 -^+ 2 «1 -^ -!-•••+ wrt,,-! T^=— 2_ T^ '

7)^1 7)«2 ^fl!« /f^l^.2^fc

w^ir \-{n—l)a2—^-\~ • ~h Un ^ = ntì— cp -+- ^ xh -^
otta ott\ ott,i—i tto fc—i ~òXii

supposto essere il grado del covariante q rispetto a' coefficienti della

forma (1). Onde, se poniamo

I

vX òX\ 0X2 òXìi

l'equazioni (2) divengono

Xi ^' = , X2 y = — nO — if

(1) V. Annali di Se. mat. e fìs., t V, p. 207.



— 158 —
Ma

—
-
— (^Xi-^ X2~^ ...-^Xn)'',

Ciò

quindi, accennata con .9, la somma delle radici della equazione (3), le equa-

zioni (2) prendono la forma

(5) Xi y = , X2 9? -- e$,

.

Da queste equazioni (5) si deduce facilmente la forma generale seguente,

data anche da Cayley, per i covarianti di grado tì e di ordine m, della

forma binaria (1) :

(6) (f
= a^)^ 2ir/ (Xr— ^s)*'-.s (x — yXuYo.u

,

dove col segno 77 indichiamo il prodotto di fattori della forma x,- — Xs,

e X— yxn inalzati a tali esponenti che soddisfacciano all'equazioni

( «0,1 -f- «0,2 + • • • -f- «0,» = ^n
,

(7)
( a^,i H- «,.,2+ . . . + ar,n+ «0,^-= ^

;

cioè i fattori che contengono x debbono essere m e tì quelli che contengono

una radice qualunque Xr . Col segno 2' poi indichiamo la somma di tutti i

termini di questa specie, che possono formare una funzione simmetrica delle

radici che non sia identicamente nulla.

2. Quando m --tì
, facendo y= 1 e x ^^ Xn+i , è chiaro che 9; diviene

un invariante di grado 6 di una forma di grado ?^ -+- 1 , alla quale corri-

spondono le radici Xi , X2 , x-i,.. - x„+i . Dunque, a ogni covariante di grado 6

e di ordine di una forma binaria di grado n, corrisponde un inva-

riante di grado 6 di una forma binaria di grado n-hì.

3. So l'equazione (2) ha t radici Xi , Xz . . . Xt eguali tra loro, saranno

nulli per qualunque valore delle variabili tutti i covarianti di grado in, quando

non sarà possibile costruire termini della forma (6), prendendo nulli «1,2

,

«1,3 , . .
. , «i_i,( e soddisfacendo all'equazioni (7); cioè se non saranno risolubili

in- numeri interi e positivi l'equazioni

CCl,t+i
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Ora, sottraendo la somma dolle prime t equazioni dalla somma di tutte le

altre, si ottiene

2nfi^.l,^^.2 +- 2 fiTt^ 1,(^.3 + • • • + 2«„-i,„ + >_ao,/( = {n— 2/)6> + m.

È chiaro che questa equazione è impossibile in numeri positivi, se

{il — 21) -j- m < ,

ossia

)i m
^^2"^ 2^

•

Dunque, se l'equazione (3) ha un numero di radici eguali maggiore

in
della metà del qrado aumentato di t— , saranno identicamente nulli lutti

i covarianti della forma (1), 79<?r i quali il rapporto dell'ordine al grado

non e maggiore di — .

4. Se (fa {x ,y) , qi {x , y) . . .
.

, (ft{x , y) sono covarianti della forma (1),

tutti dello stesso grado , x è una radice dell'equazione (3) , e

(8) i/'(^)^-^'^o(.^, 1)H -'-'giG^,l)+ -''-'^2(.^,l)+ • • •+^«(^,l)=--0;

2 sarà radice di un'equazione

(D) f{z) = Ao z'" -h Al ^"-' + • • -I- A,„ =-
,

che avrà i coefficienti funzioni razionali di quelli dell'equazione (3), e le ra-

dici dell'equazione (3) saranno funzioni razionali di quelle dell'equazione (9).

Ora, applicando all'equazione (8) le operazioni X, e Xo , avremo, poiché

X, 7,. (^ , 1) = , e Xa (fr (^ , 1) = Osi (fr {x , l) :

—^ Xi ^ = , e —X.s-hOsiip ^---
,

onde, quando ip (j) ~- non ha radici eguali,

Xi (^) .. , Xa (^) = ,

e in conseguenza

Xi Ao = , X, Al = , Xi Aa --
, . .

.
, Xi A,„ = ,

Xa Ao =3 , X2 Al = , Xa A2 = , . . . , X2 A,,, = .

Dunque tutti i coefficienti dulia forma

Ao^'" -h Ais'"-' y -h Aa^"^^ ?f~\- h Atn ?/'"

sono invarianti.

Keciprocamente, quando in un'equazione

(10) /•(.-) = To J^ -f- T. j'-' -j h T, - ,
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i coefficienti sono tutti invarianti della forma (1), tra le radici dell'equa-

zione (IO) e quelle dell'equazione (3) non può esistere un'equazione irri-

duttibile:

(1 1) ip (j , .^>) --- .-' yo (^ , 1) + s'-' gì (^ , 1) + • • • + ^t (^ , 1) -=
,

senza che le funzioni f/o (x , ?/) , ^i (^ - y) , • • • , (fi (^ , y) siano covarianti

della forma (1), tutti dello stesso grado.

Infatti, poiché Xi T,. = , X2 T;- = , avremo

X, f (s) = f (j) Xi .' = , X2 /• (i) = r (.r) X2 ^ - ;

onde, se /(«) = non ha radici eguali, sarà

Al S = , A2 -? =^
I

e applicando le operazioni Xi e X2 all'equazione (11), otterremo

( z' Xi g)o -h ^'-' X, 9--1 H h Xi g, = ,

(12)
( 5* Xz 9-0 -I- 5'-' X2 ^1 H f- X2 y; = .

L'equazioni (12) devono coesistere coU'equazione (11), che è irriduttibile
;

quindi essendo dello stesso grado rispetto a s, dovranno essere identica-

mente nulle, non potranno differire dall'equazione (11) altro che per un

fattore, che sia una funzione intera di x.

I coefficienti della prima sono rispetto alle radici dell'equazione (3), di

grado inferiore d'uno ai corrispondenti coefficienti dell'equazione (11); dunque

la prima equazione non potrà essere identica con questa, e dovrà essere iden-

ticamente nulla; dunque avremo

Xi (fr = .

I coefficienti della seconda sono, in ciascuno dei loro termini, rispetto

ad X dello stesso grado e rispetto alle medesime radici di grado superiore

d'uno ai corrispondenti coefficienti dell'equazione (11); dunque la seconda

equazione sarà identicamente nulla, e avremo

X2 (fr= :

oppure non differirà dall'equazione (11) altro che per un fattore numerico

moltiplicato per una funzione lineare omogenea simmetrica delle radici del-

l'equazione (3), e avremo

X2 (pr = 6Si(pr •

Dunque i coefficienti dell'equazione (11) sono tutti covarianti dello stesso

grado 0, che può essere anche eguale a zero, e abbiamo il seguente teorema :

Sono invarianti della forma (1) lutli i coefficienti d'un equazione,

quando tra le sue radici e quelle dell'equazione (3) esiste un equazione

irriduttibile, che ha per coefficienti covarianti della forma (1) tutti dello

stesso grado, nei quali sia posta una variabile eguale ad uno, e l'altra

eguale a una radice dell'equazione (3). Reciprocamente : Se i coefficienti di
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IDI equasione sono iavarlanti della forma (1), ed esiste un equazione irri-

diUtibile tra le sue radici e quelle dell'equadone (3). ì coefficienti di questa

equazione saranno covarianti della forma (1), nei quali sia posta una

variabile eguale ad uno, e l'altra eguale a una radice dell'equazione (3).

5. Se F, F', Fa, F3 , ... , F,^ sono le funzioni di Sturm relative all'equa-

zione (3), si ha per il teorema di Sylvester,

r r= tìJo ~ -.// yOl^x , Xì , ... , Xr) \X Xr-i-\) \X Xr+z) ••• \X Xn) •,

dove con n{xi , Xi, ... , x^) rappresentiamo il prodotto di tutte le differenze

delle radici X], .x^ , ... .x,- dell'equazione (3); e ponendo

F, --= P, x''-' +- P',-^'"-'-' H- P/' .*'"-'-' H 1- ?/"-''
,

abbiamo

Pr^ F,-+2 = Q,- F,.H.i — PVh-1 F,.
,

essendo

Qr ^^^ P>- i >+i X+ P r P>+1 i >-i-i Pr •

Quindi per la determinazione dei quozienti Q>. basta conoscere espressi in

funzione dei coefficienti di F i primi due termini delle funzioni F^

.

Il primo coefficiente P^ è eguale al coefficiente del primo termine del

covariante

^^20-1) v/72
^.^^ ^^ _ ^^.) (^,_ ^r,^,)2<'--n (^_ Xr^iY'^'-'' ... {x— Xny-'-''-

Dunque : // coefjiciente del primo termine dell'r"^^*^'^ funzione di Sturm

è eguale al coefficiente del primo termine di un covariante di grado

2(r— 1) e di ordine 2 (r — 1) {n — /').

11 secondo coefficiente P',- si deduce facilmente dal primo, mediante

l'operazione

X2 = .Ti^— + ^2' -^ H hXn^^^na^

= na^ —^ + {n— 1) at -^ -h {n— 2) «3 t; \ h «»
7)«o ^«1 ^^2 "^«,1-1

Infatti, abbiamo

P, ^ a,'"'--'' 2IP (x,,x-z,..., Xr) ,

e quindi

X2 P,-= 2 (r— l)«o'
-'-''-' :^n^xi,x.z , ...,Xr)lao{Xi-hX2-ì h^„)-h «a,]

= — 2 (r— 1 ) «o'^^'"'^ ^n 2
(.27i , Xz,. . .. Xr) (xr+i -f- Xr^i H h Xu) ;

ma

Vr =— «0^"'"'' ^ff -
(^'i ,X2,..., Xr) (Xr^i -+- X,.+2 H H X») ;

dunque

2 (r— 1)

21
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Applicando alla funzione F,. l'operazione

Xi = «0 h 2«i
-— H h nan-\ r V ^

è chiaro che avreuio

X,F,= 0;

quindi tra i coefficienti successivi di F,. esistono le relazioni

Xi P, = , Xi PV = {>i— r) P, , Xi P/' = {il — r — 1) PV ,
• .

.

y p (,n-r) __ p (n-r-l) (\\^

Pisa, 21 aprile 1858.

(1) Nella Memoria originale erano sfuggiti parecchi errori gravi, che furono corretti

in questa ristampa. Di conseguenza fu modificato lievemente qua e là il testo primitivo

per rendere le dimostrazioni rigorose ed intelligibili.

V. C.
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XVI.

SOPRA LH FUNZIONI SIMMETRICHE DELLE SOLUZIONI COMUNI
'A PIÙ EQ.UAZIONI ALGEBRICHE

(Dagli Annali di iniilciiuitica pura ed applicata, scric I, t. I, pp. 195-204, Roma, 18^8).

Le funzioni razionali e simmetriche delle soluzioni comuni a n equa-

zioni algebriche con n incognite sono esprimibili per funzioni razionali dei

coefficienti dell'equazioni. Ma, quantunque si conoscano più metodi proposti

da W'aring, Poisson, Jacobi e altri, seguendo i quali ò possibile la determi-

nazione di queste funzioni, la complicanza dei calcoli che essi richiedono, ha

impedito finora di darne la forma generale, come fu fatto da Waring per le

funzioni simmetriche semplici delle radici di una sola equazione ; e di trovare

relazioni tra gl'indici rispetto ai coefficienti e il grado e gl'indici rispetto

alle radici, analoghe a quelle che il mio amico prof. Brioschi ha dimostrate

nel caso di una sola equazione ('). L'importanza di questi problemi nelle

teoriche dell'eliminazione, e dei combinanti di un sistema di a funzioni ra-

zionali omogenee di n -\- 1 variabili mi ha indotto a tentarne la soluzione,

che ho ottenuta, valendomi di un sistema di equazioni a derivate parziali

lineari simultanee, le quali devono essere soddisfatte da un sistema qua-

lunque di soluzioni comuni a n equazioni algebriche con ii incognite.

1. Siano il equazioni algebriche di grado m con a incognite:

1 — / -L^fi r-, -.rn V 1' '2? •••
1 ' njì '^n '^n—i • • • "^i — "5

" n^^^^^ ^ ^Vj r.i ... r,,, v li ^2» •••
j ')^n)n <^n ' ^n—\ • - • X^ == U

(^) V. Annali di Se. mat. e fis., t. V, p. cJlo.
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dove il segno s.ommatorio deve estendersi a tutti i valori interi e positivi

di ri , ro , . . . , Vn ,
pei quali si ha:

(2) r„^ r„_, <. r„_2 <. j^ rz ^ ri < ra
,

e

1 . 2 . 3 . . . m
(3) N,'r, r.2 ...r,

1.2...(wz— ri).1.2...(ri — r2)....1.2....{r,,-i — r,,).1.2...r,,

Chiameremo mf//^^ ^o/«/e del prodotto di più coefficienti dell'equazioni (1)

la somma degli esponenti di tutti i fattori moltiplicati per le rispettive

somme dei loro indici; e indice parziale Z"'*"" la somma degli esponenti di

tutti i fattori moltiplicati per i rispettivi indici Z^""**'.

2. Affinchè una funzione razionale e intera dei coefficienti dell'equazioni (1)

sia omogenea e d'indice 6» rispetto all'indice totale, è necessario e sufficiente

che sia

(4) ^{r, + n-^...-hrn){n,r,,...,rn)s^T—-r TT = ^/"'

e perchè sia omogenea e d'indice (f
rispetto all'indice parziale t^^^'^° , è ne-

cessario e sufficiente che si abbia

(5) X^' ('^1 ,
^^2 , . .

. , r>)s , J^ —r= <f>f •

3. Prendiamo le operazioni

(6) ^t,n =y(n.—r„+i)(ri , ... , r„ , r„+i+ 1 , r^+a-M , -.• , n-+ 1 , /"t+i ,-, ^«)sT7Tir—rT
0\i li' i-,-'--!' n)&

(7) ^t(,M — 2_(^*« A<+l)(^'l, ^2,.-,i^;i)s / X ,

l'V 1? ' 2 5
•••

1 //Js

nelle quali l <Cu , il segno sommatorie deve estendersi a tutti i valori interi

e positivi di ri , rz , . .
.

, r„ , che soddisfano alle condizioni (2), e a tutti i

valori di s compresi tra zero e ^^ + 1 , e si deve porre r^ = m , r'n+x = 0.

È chiaro che se f è una funzione omogenea e d'indice tì rispetto all'in-

dice totale, Jv,w f sarà omogenea e d'indice 6» -h y — w rispetto all'indice

totale ; se è omogenea e d'indice </ rispetto all' indice parziale (j'«"»"'^ ^r,»/"

sarà omogenea e d'indice y^ --i- 1
,

g-
,

g^ — 1, rispetto al medesimo indice,

secondo che w <^q<^^v~\-\ .q maggiore del maggiore o minore o eguale

al minore dei due numeri v e w, oppure v <i(i<iw ~]-\ .

4. Se poniamo nell'equazioni (1) invece delle incognite le rispettive fun-

zioni irrazionali dei coefficienti, che costituiscono uno dei sistemi di solu-
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zioiii coiiuiiii, avremo un risultato identicamente eguale a zero. Quindi, se

eiFeltuiamo, dopo aver fatta questa sostituzione, una dell'operazioni (6), (7), (8)

sopra il primo membro di una qualunque dell'equazioni (1), avremo identi-

camente zero; cioè, operando col simbolo (G) sopra Fj , otterremo

ossia

+ zS^^~ ^^'+0
— = ^-

Operando con i simboli Ju,ui^u,i avremo in modo analogo

(10) X^'v.2-r„ (^^ . ^2 , ... , r»),^;^-''' .<L-'"^
...^["-»-''~ r„— r,^-! -f-

(11) __Nr, .-j-.-r-^ (^1 ,?'2j ••• ,?^n)s^„ "^ri-i
^

--"^'l"
' ''n'"it A<+l)~ ^

^n—u

Se diamo ad 5 successivamente i valori 1 , 2 , ... , ?i , da ciascuna delle

equazioni (9), (10), (11) abbiamo a equazioni lineari con u incognite, le quali

sono, per la prima, gli n valori JtM Xn-v \
per la seconda, gli n valori

^M,u Xn-v ;
per la terza gli n valori ^„,j Xn-v \

quindi esisterà un sol sistema

di valori per queste incognite, il quale sarà dato, come è facile a veriftcarsi,

dalle due equazioni

(12) ^t,H Xn-p^=-^ 1 ^t,HXn-l = Xn-Uì

dove p non è eguale a /.

Quando t = ìi^ all'equazioni (12) bisogna sostituire

e quando u = n, alla seconda dell'equazioni (12) bisogna sostituire

e quando t^=u=.n, bisogna prendere, invece della prima, l'equazione
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5. L'equazioni (12), (13), (14) e (15) danno un sistema di equazioni a

derivate parziali lineari e simultanee, che debbono esser soddisfatte da tutti

i sistemi di soluzioni comuni all'equazioni (1), e del quale è un caso parti-

colare il sistema delle prime tre equazioni date da Raabe (') per le radici

di una sola equazione. Infatti ponendo n=l, l'equazioni (14), (12), e (18) danno

^0,1 .2^1 = > rctr-i
-— =— 1 ,— l)ar

'^o.o ^1 = X i^^
—^) ^r^ = — .Ti ,

^1,0 -^^ ==^{m—r) ar+ì -~ = x^^
;

le quali coincidono con quelle date da Kaabe e da Brioschi (-), se prendiamo

l'equazione sotto la forma

7)% {fili 1 )

«0 x""'+ max ^*"-' + , ^
—

- «2 od"'-'' + - + «tm= 0,

e osserviamo che

V- '^X\
> mar =

,

perchè le radici sono omogenee e di grado zero rispetto ai coeflìcienti ; con

che la seconda delle precedenti equazioni diviene

yOX\
Par ~ = Xy ,— lldr

la quale è data ancora dall'equazione (15).

6. Il sistema di equazioni (12), (13), 14) e (15) equivale al sistema

/-. r>\ yn_ y»-i , yi_

.

( iOj Xn ) Xn—l 1
••' ì Xi ,

^0 I/o i/o

(17) Jt,uPH-p = 0,

(18) ^t,u]/n-l = — ì/n-u',

dove l Q u hanno qualunque valore intero e positivo non maggiore di n, e p
è differente da t. Dunque, se prendiamo l'equazioni (1) sotto la forma omogenea

A=ZN,,,...^ (r. , r, , ... , r,0, ^T '"'

^i;^ ... i/r'"''^ if^= 0,

A=ZN„,,...,Jn ,
r. , ... ,

r„). £"•' 2/ir^ ... K^--'-- y>= 0,

(19)

A.= >_N,,,,...,,^ (r,
,
r, , ... , r,:}npZ~' ìfùS' - vY' "''

V.^ = ;

(1) V. Creile, voi. XXVIII.

(*) V. Annali di Se. mai. e fis., t. V, p. 119.
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l'equazioni a derivato parziali, che dovranno essere soddisfatte da un sistema

qualunque di soluzioni comuni

y\ . y'i . - , y'n ,

saranno le (w-f-1)^ che si ottengono dalle (17) e (18), dando a /, u, ;>,

tutti i valori interi e positivi non maggiori di n.

7. Sia

(20) R .= VPp ijy? /y,P

la risultante delle funzioni (19) quando vi si riguardino variabili soltanto

Vìi ^3 1 y 1 1
••••

1 yn •

Il primo coefficiente Pq è evidentemente la risultante delle funzioni (19),

dove si è posto ^/o
=

; quindi non potrà contenere i coefficienti delle fun-

zioni (19) che hanno l'ultimo indice differente da zero. Dunque P^ sarà omo-

geneo e d" indice zero rispetto all'ultimo indice parziale.

8. Se poniamo in R invece di yi Q y^ i valori corrispondenti che fanno

parte di uno qualunque dei sistemi di soluzioni comuni all'equazioni (19),

abbiamo zero per risultato; dunque avremo anche identicamente zero, ope-

rando sopra R, dopo questa sostituzione, con uno qualunque dei simboli ^(,„,

e sarà

= £yi^-? yop {^u,r-^ Pp — (e + 1) P?^l) = , .... .

Questa equazione dey' esser soddisfatta da tutte le radici dell'equazione (20),

ed è dello stesso grado; dunque o dovrà avere il primo membro identica-

mente nullo, i suoi coefficienti dovranno essere proporzionali a quelli del-

l'equazione (20); ma questa ultima condizione non può verificarsi, perchè i

coefficienti delle due equazioni sono di grado eguale rispetto ai coefficienti, ma

differenti rispetto all'ultimo indice ; dunque dovrà aversi necessariamente

(21) Pp^i =-^ Jn,n-i Pp
, ^n,n-i Po = ;

e quindi tutti i coefficienti di R si dedurranno dal primo, mediante la sola

operazione Jn.n-i ripetuta più volte ; e poiché questa operazione aumenta di

uno l'ultimo indice, tutti i coelhcienti Pp saranno omogenei e d' indice (>

rispetto all'ultimo indice parziale.

9. L'ultimo coefficiente Fa è la risultante delle funzioni (19), nelle quali

sia fatto y, = ; dunque tutti i coefficienti delle funzioni (19) che compa-

riscono in esso, hanno i due ultimi indici eguali, e quindi, essendo omogeneo

e d'indice 6 rispetto all'ultimo indice, sarà anche omogeneo e d'indice 6

rispetto al penultimo indice.
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10. Operando sopra R con ^„-i,„ abbiamo

'Zy'-^
^oP ^n-un Pp - V (tì- ^) Pp y,6-?-l y„P-l

= y (./,_,,„ p, — (^ — ^ + 1 ) Pp-O^i*^-? i/o? ;

onde, con osservazioni analoghe a quelle fatte di sopra, si deduce

\^^) Pp— 1
^^^

~7i ^

i i~ '^n—l.n P?
? ^n—\,n "0 ^^^^ 0.

'^

t; () -|- i
'

Dunque tutti i coefficienti di R si deducono dall'ultimo, per mezzo dell'ope-

razione ^n-\,n ripetuta ; e poiché questa non muta altro che gli ultimi indici,

tutti i P saranno omogenei e d' indice fi rispetto al penultimo indice.

11. Effettuando sopra R l'operazione z/,,„ , dove t q u sono differenti

da n e da ìi— 1, abbiamo

Zyi'-? ^0? -/m. Pp = ,

onde si deduce come sopra

(23) Jt,n Pp = ,

e quindi

Da questa equazione, perciò che abbiamo detto in principio (n. 2), si deduce facil-

mente l'omogeneità di Pp rispetto agi" indici {n—2y'''^\ (/i—3)''^»"^ ... 2°, 1°,

e indicando quest' indici di Pp rispettivamente con in , in-\ > 4-2 ••• U ^ h -,
e

con (f il grado di Pp rispetto ai coefficienti delle funzioni (19), si ottiene

m(p — 2'/i 4-22=0,

il — 2/2 + is = ,

tn-3 iiln-2~\~ hi- 1 —

quindi osservando che 4-i = ^, si deduce che in-i , 4-2 , ... ii , mg) formano

., ,. , . . , mtp — tì . ,
ntì

una progressione aritmetica la cui ragione e -^ —
; ma sappiamo che (f=

—
come anche dimostreremo alla fine di questa Memoria, onde avremo

ii = (n— 1) 0, ii = {,1— 2)«^ , .... , 2.„_2 = 26 , in-x = Ó, in = q.

Dunque tutti i coefficienti della risultante sono omogenei e d'indice eguale

al medesimo multiplo di tì, rispetto a un indice parziale qualunque, purché

non sia l'ultimo, e rispetto a questo sono pure omogenei e d' indice eguale

al rispettivo indice che loro conviene come coefficienti d'una forma binaria

ordinata per le potenze crescenti di tj^.

12. Operando sopra R con ^„,(, abbiamo

^",t R = 1///^-? yo? ^^n,i Pp — le Pp yy^ yr' yn-i = o,
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onde si ricava come sopra

^(. Pp ?/i8-? y/ '

e sostituendo i valori (1(3),

(24) Xn-i = ^,JC\ /l'u^ t rp

-i> Pp .Ti*-?

Questa formula dà i valori di tutte le incognite in funzione razionale

del valore corrispondente della sola incognita Xi .

13. Sostituendo in K il valore di y, dato dall'ultima dell'equazioni (16),

e dividendo per yu^ abbiamo

(25) ^Pp ^'/'-? = ;

e questa sarà l'equazione finale risultante dall'eliminazione di tutte le inco-

gnite, fuorché A'i , dall'equazioni (1), e darà tutti i valori di Xy, cke fanno

parte delle soluzioni comuni all'equazioni medesime, e avremo

V ' ^'^»(.«-l Po
(26) 1^1= -

To -to

intendendo che il segno sommatorio debba estendersi a tutte le radici del-

l'equazione (25).

14. Operando a volte successivamente sopra i due membri dell'equa-

zione (2»)) col simbolo J„,n-ì-, e rammentando l'equazione (13), otteniamo:

(Z/j 2_^, - 1.2.3 ....(r.-l) •

""-^V Po /

Questa formula dà la somma delle potenze simili, di grado qualunque n,

delle radici dell'equazione (25) in funzione razionale dei coefficienti, e non

differisce altro che nella forma da quella data da "Waring.

15. Se operiamo sopra l'equazione (27) a^ volte successivamente col sim-

bolo Jn^n-2^ «2 volte col simbolo ^/n,n_3 , ••• , «^^r-i volte col simbolo ./„,„_,.

e rammentiamo l'equazione (13), avremo :

(28) y^" a a 1
1 2 1—

1

W a <X « ... tv .

-xy n,n—r^ >i,/i—r+r" >i.)i-2" >i,«-l
y p /"

1.2.3...(a-(-ai-f-a2+'"*

dove il segno sommatorio deve estendersi a tutte le soluzioni comuni del-

l'equazioni (1).

Questa formula dà tutte le funzioni simmetriche semplici delle soluzioni

comimi all'equazioni (1) in funzione razionale dei coefficienti di queste

equazioni.

È chiaro che il secondo membro della formula (28) sarà una frazione

che avrà per denominatore Po^ essendo (t= «-h «i -f- ••• -f- «^_i , e avrà

22
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per numeratore una funzione omogenea dei coefficienti di grado eguale al

grado q di Po moltiplicato per e, la quale sarà inoltre omogenea e d' in-

dice ff rispetto al penultimo indice parziale, omogenea e d'indice (Jti-\-a— a

rispetto al penultimo indice, d' indice 'ZaO + e — « — «i rispetto all'anti-

penultimo indice, e così discorrendo.

16. Se distinguiamo con indici posti superiormente alle lettere i valori

dell' incognite corrispondenti ai differenti sistemi di soluzioni comuni all'equa-

zioni (1), avremo dall'equazione (25), rammentando l'equazione (21)

,

(29) y../..."^,"'... ..." ^ (-ir |^= *~iAsfrTpJ'
•

Applicando a questa equazione successivamente le operazioni /^H-i,n-2,-^^n-i,«- 3. •••

Jn-i,n-ri 6 rammentando l'equazioni (12) e (23), avremo

1
^'-='^-» ^='.-^-^-3 ^*-«

J^ p/ 1 \2r--a
* '^ n—i,n.—s^ n—i,n—t-*-l •••• '^ n—{,n—2^ rì,n—i ^

~^
^ 1.2.3...r Po

dove il segno sommatorie deve estendersi a tutte le disposizioni dei tì indici

superiori r a r. È chiaro che il numeratore del secondo membro della for-

mula (30) sarà omogeneo rispetto ai coefficienti dell'equazioni (1) e di grado

eguale al grado y di Po, e sarà omogeneo e d'indice r rispetto all'ultimo

indice, d' indice -h r— « rispetto al penultimo, d' indice 20 -f- r— «i ri-

spetto all'antipenultimo, e così discorrendo.

17. Prendiamo la funzione simmetrica multipla

a a a P P ?' 1 'i 7

^ ^ tv. iVo ••'*-v^ tv, *-^o '*' *^«. tX/
, "^o ••• *v,

dove il segno sommatorie deve estendersi a tutte le differenti permutazioni

degl' indici superiori ; e sia

«i + /?i + yiH = V^i,

«r -I- /^r 4- yr -+- - — Ipr ,

V = V'i4- V'24
f- Vv-
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Il eh. sig. Schlàfli ha dimostrato (') che

(31) S=F^'
dove F è una funzione razionale, intera e omogenea dei coefficienti dell'equa-

zioni (1), di grado cy, essendo y il grado del primo coefficiente Po della

risultante (25).

Ora so poniamo

0\'l 1 / 2 ,
•••

5 'ufi

è chiaro che, a cagione dell'equazioni (7) e (12), avremo

quando ii non è eguale ad >i ; e a cagione dell'equazioni (7) e (15)

^n,n ••-'n / '*'
^^

dove il seguo soimuatorio deve ei^tendersi anche a tutti i valori di p interi e

positivi minori di n.

Applichiamo gli operatori Jn,n-, ^n,n al primo membro dell'equazione (31),

ed avremo

Applichiamo gli operatori rispettivamente equivalenti ai precedenti, cioè

D„ — Di<-Hi e D,j , al secondo membro, e avremo risultati eguali ; onde

F F F F 1//F

1^« Tj a 1^«+1 T> a
^^

V''< T> a ' ^>^ T> d ^^p ff
--H+i p (j T " p a ' " p d p C

Ma, per ciò che abbiamo dimostrato (n. 11), e per la formula (5), abbiamo

D„ Po -= (T , D„ Po = uiì Po ,

essendo B il grado della risultante ; dunque

D, F - D,^i F = ((Ttì - ./ ,) F , D„ F ^^ V'F ;

dalle quali si deduce :

D„F =i/'F,

D„_iF = (<7e +.//-V'i)F,
D„_2 F = (20-0 -f-i/; — Vi — J^'2) F

,

le quali, rammentando la formula (5) e il teorema di Schliifli, danno il seguente

(') V. la Memoria, Ueher die Eesultante eines Systemes mehrerer algehraischen

Gleichungen ntl t. IV, p. 2' delle Denkschriften der k. Ak. der Wiss.\'Math.-nat.-vis-

senschaftliche Classe dì Vienna, 1852.
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Teorema. Una funzione S simmetrica multipla delle soluzioni comuni-

ali'equazioni (1) è eguale a una funzione razionale dei coefficienti, che ha

-per denominatore una potenza a del coefficiente Pq del primo termine della

risultante (25), essendo e il massimo numero di fattori collo stesso indice

superiore, che compariscono nei termini di S ; e che ha per numeratore

una funzione F intera e omogenea di grado cy, essendo (f il grado di Pq
;

e inoltre F è, rispetto all'ultimo indice parziale, omogenea e d'indice eguale

al grado di S, rispetto al penultimo indice, è omogenea e d'indice eguale

a Gd più il grado di S rispetto a tutte le incognite fuori che Xx ; rieletto

all'antipenultimo indice, è omogenea e d'indice laB jnù il grado di S

rispetto a tutte le incognite tranne Xx e x-z; e così discorrendo.

18. Tutte le funzioni simmetriche multiple, si deducono anche per mezzo

delle operazioni ^/<,„, dalle funzioni simmetriche della forma

y< 2 "^3 pT
^

in ciascun termine delle quali sono differenti tutti gì' indici superiori e infe-

riori. Infatti, se

rr
,

rrr (r)

(s)

/ = / + /'-!-/" + ••• + y"'

avremo

/g ... X tly Xn ••• X ..(32) Jjf x'^

Zt: J"^"
j'^'"

z^"^*" yi^' J'"' yf^'''^ i~\
}i_l,,t_2 n-l,n-3 '•' n-\,n-r n-2,n-l )i-2,n-3 " n-2,u-s "' \-p j

19. Per determinare il grado 6 rispetto a Xx e il grado cp rispetto ai

coefficienti dell'equazioni (1), della risultante (26), osserviamo che quando

n = 2, abbiamo

= m^ , (f
= 2m.

Ora, supponiamo sia dimostrato che quando l'equazioni sono in numero

di n, = m'\ (f = nm''-\ e dimostriamo che quando l'equazioni saranno

7i -h 1, avremo

Siano le n~\-l equazioni algebriche di grado m con n~\-\ incognite

A {xx , Xt ,..., 0Cn^x)=^K-, ,-,...r„^, (r, , r, ,..., r„^x), <;p .r
';"'''

... x\-~''--^^ = :
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la equazione finale risultante dall'eliminazione di tutte lo incognite meno jr„ + ,

,

sappiamo essere

(33) ///„+, (.r'i , .v'2 , •.. , x'n) — ;

do7e ff indica il prodotto di tutti i valori che prende /'„.,., quando si pon-

gano successivamente per le incognite gli m" sistemi di soluzioni comuni

all'equazioni,

A =-
, A = , ...

,
/',. = ;

dove .'-,1+1 si riguardi come conosciuta. E chiaro che i coefficienti di queste

equazioni, in tale ipotesi, contengono .27,1+ 1, e se le scriviamo sotto la forma

(34) /,= 1N,„.,...,,^ (r., r, ,..., r„), <"'•• ^l^^ ... ^;»--'« = ;

il grado dei coefficienti rispetto a ,^,,+1 sarà eguale all'ultimo indice. Ora il

prodotto (33) è composto di termini tutti di grado w" rispetto ai coefficienti

dell'equazione f„-hi = 0, moltiplicati per funzioni simmetriche di soluzioni

comuni alle equazioni (34), le quali non contengono piìi di m indici supe-

riori eguali e quindi sono eguali a una frazione il cui denominatore è Po***,

indicando con Pq il primo coefficiente della risultante dell'equazioni (34), e

il numeratore è rispetto ai coefficienti dell'equazioni (34) di grado eguale

a Tfi volte il grado nm"~^ di Po , ossia è eguale a w/w" ; onde tutti termini

del prodotto (33) sono frazioni il cui denominatore è Po*" e il numeratore è

di grado nf^ -{- nm'\ ossia (n-i- ì)ni'\ Dunque la risultante (33), moltipli-

cata per Po"*, sarà intera e omogenea di grado {91 -h l)m" rispetto ai coeffi-

cienti dell'equazioni.

GÌ' indici poi di queste funzioni simmetriche sono, rispetto all'ultimo

indice parziale non superiori al proprio grado cioè ad m""*"*, onde rispetto

a Xn+i la risultante sarà di grado ??z""*"'.

Ora è noto che per n= 2, si verifica che 6 =: m*^, y = nm"~^ ; dunque

si verificherà qualunque sia u ; e così sono dimostrati i teoremi di Bezout e

di Eulero in generale, nello stesso modo che si tiene per dimostrarli nel caso

di due sole equazioni.

Pisa, 15 giugno 1858.
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XVII.

SOPRA LE FUNZIONI SIMMETRICHE DELLE RADICI

DI UNA EQUAZIONE (')

(DagVi Annali di matematica pura ed applicata, serie T, t. T, pp. 323-326, Roma, 1858).

Kappreaentiamo con (p^'lK^ -•P^'') la partizione di un numero w in Ui

parti eguali a pi , /^2 eguali ajOg, ••• , >ir eguali aj»^, nella quale J9i >j'J2>'">j0r.

Per esempio, usiamo la notazione (5^ 3^ 1^) per indicare che il numero 21

è stato decomposto nelle sette parti :

O, ò, O, O, O, 1, 1.

La partizione (;Jij02 •••i^r) è di ordine maggiore della partizione (^-i^-s.-.^r)

dello stessonumero, sejOi>(/i, oppure sepi-^q'i epz^-qì, oppure se pi-=qi,

j9j -= Qj e ps'^ Qs, e così discorrendo. Per esempio, l'ordine della partizione

(6 4 3^) è maggiore dell'ordine della partizione (6 4 3 P) dello stesso numero 16.

Si dice coniugata della partizione

(1) (?>;''••?"')

l'altra partizione dello stesso numero

(2) i()ii^n2~ì hw,.) '"('^i+«2-+—+w,-i)
'

'
.... (/i,4-;i£) '«, )•

È chiaro che reciprocamente le partizione (1) sarà coniugata della (2), e che

il numero delle parti in una è eguale alla maggiore delle parti dell'altra.

Saranno coniugate, per esempio, le due partizioni (6 3^ 2^) e (5^ 3 1').

Se disponiamo tutte le differenti partizioni di un dato numero in ordine

decrescente, e quindi ne prendiamo successivamente le coniugate, queste risul-

teranno disposte in modo che nessuna conterrà più parti delle precedenti, e

quelle che contengono uno stesso numero di parti compariranno in ordine

crescente. Per esempio le partizioni del numero 6, disposte in ordine decre-

scente, saranno

(6) (5 1) (4 2) (4P) (3^) (3 2 1) (3 P) (2^) (2^ P) (2 P) (P)
;

(i) Rivista bibliografica della Memoria di A. Cayley dal titolo, A Memoir on the sym-

metric fonctions of the roots of an equation, Phil. Trans, of the Roy. Soc. of London,

t. 147, pp. 489-496.
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e per le rispettive coniugate, avremo

(P) (2 1*) (2' P) (3 P) (2^) (3 2 1) (4 P) (3^) (4 2) (r, ]) (0).

Data una equazione algebrica :

x"^ — a, .^•'"-' + «2 x'^-'' — •••
=t: «^ = ,

le cui radici siano Xi, .r, ,...,.?« ; chiameremo combinaùone appartenente

alla partizione \Pi' Pz* --'P/ }^ o semplicemente combinazione \PyPi—lì/) ,

il prodotto a'a.'...a''.^ Pi Pi Pr

È chiaro che le combinazioni appartenenti alle diverse partizioni di uno

stesso numero n saranno tutte d'indice eguale ad n.

Chiameremo funzione simmetrica appartenente alla partizione {piP2--Pm),

yPi Pi Pm
x^ x.^ ...x^

dove il segno sommatorio deve estendersi a tutte lo disposizioni differenti

delle radici.

Le combinazioni appartenenti alle diverse partizioni di un dato numero n

sono tutte esprimibili linearmente, in un sol modo, per le funzioni simme-

triche appartenenti alle partizioni dello stesso numero n\ e reciprocamente;

le funzioni simmetriche sono esprimibili linearmente, in un sol modo, per le

combinazioni.

Per ottenere una combinazione \jn^{m— l)"^... 2' P] 'espressa linearmente

per le funzioni simmetriche, bisogna svolgere il secondo membro dell'identità :

a\ a\ .... «^_i«^ ^ ( —^7 (X-^i-^'zj "* (X'^i'^'» • Xm-xf (^'^i\ à\ ... x,nf ;

ed è facile a vedersi che avremo primieramente, col coefficiente 1, la fun-

zione simmetrica:

la quale appartiene alla partizione \_{p
-]- q-{-—\- s -\~ t){p -h q ~\ f- s)...

iP ~^ Q)p1 coniugata a [mP(m — 1)' ... 2* PJ; e quindi avremo altre funzioni

simmetriche appartenenti tutte a partizioni del medesimo numero, ma di

ordine inferiore alla partizione \Jp-h-q -h'-'-ht) (p~hq~h—!- s)...{p-hq)p^

e che contengono un numero di parti differenti non minore del numero delle

parti di questa. Così «3 «i^, che appartiene alla partizione (3 P), conterrà,

col coefficiente 1, la funzione simmetrica appartenente alla partizione coniu-

gata (4P), e quindi, con altri coefficienti numerici, le funzioni simmetriche

(3 21), (2^), (3P), (2^2), (2P), (P); ma non conterrà (3^), perchè sebbene

di ordine minore di (4P), ha però un numero di parti differenti minore.
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Avremo dunque

a^ax^ = y^i* 2-2 ^3 -I- «^1 X-^i^ <^2^^3 4- «2 V^'i^^2^tr3^ + «3 y.ri^.r2'''.'r3.2:4

—j— C(^ > iTj 1^2 1^3 t^i X^ ~\~ a^ X\ X2 X-ì Xi Xs Xq .

Se indichiamo rispettivamente con 1, 2, 3 , ... ,
/t le /* partizioni difife-

renti di un dato numero «, disposte in ordine decrescente, con C,- la combi-

nazione e con S,- la funzione simmetrica appartenente alla partizione r, avremo

in generale

(3) C;- = S,.' + a^y-i-i Sr'+i + (l,-y+2 S;.'+2 + ••• + Clr,u.-i Sp._i -|- a,;ij. Sa ,

dove r indica la partizione coniugata alla partizione r, e saranno nulli i

coefficienti numerici delle funzioni simmetriche appartenenti a partizioni, che

contengono un numero di parti minore del numero di quelle della partizione r'.

Dando, nella equazione (3), successivamente ad r i valori /<, jii — 1,...,3,

2, 1, avremo /( equazioni lineari, ciascuna delle quali conterrà, col coefìiciente

eguale ad 1, una funzione simmetrica piìi della precedente : quindi, risolven-

dole rispetto alle funzioni simmetriche, otterremo altre fi equazioni con i

coefficienti interi e della forma

(4) S, -= C/ + b,y-, Cr'-i + h,;r'-2 Gr'-2 + • + -^r,2 C2 + b,,i C,
;

ed anche in queste le partizioni r ed r sono coniugate, e sono nulli i coef-

ficienti numerici delle combinazioni appartenenti a partizioni che contengono

un numero di parti differenti maggiore del numero di quelle della partizione r'.

Per avere le combinazioni espresse linearmente per le funzioni simme-

triche, e reciprocamente, le funzioni simmetriche espresse per le combina-

zioni, non rimane altro che a determinare in generale i coefficienti numerici

dell'equazioni (3) e (4).

Il sig. Cayley ha dato, in 18 tavole, i valori dei coefficienti nume-

rici ar,s e br,s per le combinazioni e per le funzioni simmetriche appartenenti

a tutte le partizioni differenti dei numeri non maggiori di 10, ed ha fatto

r importante osservazione che tra questi valori si verificano le relazioni

Io dimostro queste relazioni di simmetria nel modo seguente.

Prendiamo le due equazioni :

1 — di X-+- «2 X^ — «3 ^^ -h ••• =t «m ^'** = , .

x"^— bi x^^ H- b^ x"^-^ — bz x^-^ -H • it ^m = 0.

La risultante sarà espressa da

Il = (1 — fl'i^i -h aiXx' — •••
=!= a^nXi^)(\ — axX%-\-a%Xz — •••rt amX%^)...

\ 1 0.\ Xtn —r~ Clì Xm '" — ttm <^m/

= (1 — b, y, -f b^y,' — - n: b^r^y^) {l— b^y, + ^'2^2'— - ^ b^y^"^)-

(1 — biy,n-bbzym^ — -z^ b^yZ).



— 177 —
dove Xi , 0^2 ,

•••
, -c'in e !/i, y-i -^ — , ym sono rispettivamente radici delle due

equazioni

(5) x'""— b, x'''-' -\- b.i
.^»"-2 — - =t b,n = ,

(6) y^ — a, ?f'-'+ a, //'""^ _ ... =t «^= .

Ora le due espressioni della risultante R sono identiche
;

quindi le

somme dei termini omogenei in indice rispetto ai sistemi di coefficienti del-

l'equazioni (5) e (G) dovranno pure essere identiche, e avremo

«2^1 ~T~ Cln—i Cl\ ^ OC ^ X-i ~T~ '" —1~ d . / X\ Xi ... Xn

= ^n y_v\+ bn-, b, YjV y^-^—^ K Zy^ y^ - y- ;

e se indichiamo con Ci , Gì , ... , Ca le combinazioni; con Si , S2 , ... , 8,^. le

funzioni simmetriche relative all'equazione (5) ; con Ki, K2 , ... , K^ le com-

binazioni, e con Ti , To , ... , T^ le funzioni simmetriche relative all'equa-

zione (()), tutte disposte in ordine decrescente, rispetto alle partizioni del

numero u, alle quali appartengono, avremo in generale

1 1

Sostituendo i valori di K,. e di C^ dati dall'equazione (3), e quindi i

valori di Tr e S,. dati dall'equazione (4), otteniamo le due equazioni

Xar,s T3 S;.= y«v Ts S,.

,

/ br,s K,. Cs = y_bs,r K,- Gs ,

le quali dovendo essere identiche, danno

come volevamo dimostrare.

Firenze, luglio 1858.

23
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XVIII.

SOPRA I COMBINANTI

(DAgU Aiutali lii matematica pitia ed applicala, serie I, t. f, pp. 344-348, Roma, 1858).

Un combinante di un sistema di n forme con n -f- 1 indeterminate

/l — Z_-^^'i''i-»'»vV 1' ^2 5
••••

, /nji </« yn-\ •'•yi ^0 '

(1)

è ima funzione razionale omogenea delle indeterminate e dei coefficienti

(^1 ,^2 ,..., ^«),s , che è covariante o invariante simultaneo di tutte le forme del

sistema (1) e gode la proprietà di riprodursi moltiplicata per una potenza

del determinante

d = 2_ (— /^n /^22 ... ^nn) ,

quando in luogo dei coefficienti del sistema (1) si pongano quelli del sistema

Fi = /?ii /i -f- ^lì ft -f- ... + /?i„ fn ,

Fa = §t\ fi -f- /?22 A -I- ••• + /?2« fn ,

^ n Pnl / 1 ~h- Pni /2 ~l~ •" ~h Pnn fn •

Quindi, affinchè una funzione K sia un combinante è necessario e sufficiente

che soddisfaccia alle due equazioni

(2) d"'K [...., (ri , ,\, ... ,r„)s ]

^K [...., /?„ (r„ r.z ,..., r„)i -f- ^^2 (^i, '^'2 ,.••, ^02 + - 4- ì^sn (^i, '/'2 ,..., r,,)„ , ....,]

(3) D:^- K [.... , (ri , ra , ... , rn)s , ... , ',0 , ',1 , ... , »;»]

= ix |_.... , (^1 , To , ... , Tn)s , ...
j 2/0 1 yi 1 •••

) ynj ì

(') Per lu notazioni vedi, Annali di mat. pura ed appi., t. I, p. 19.3 (od anche p. 1G8

di questo volume).
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dove r u j(i suuu numeri interi, e »/, (r,, 1\ ,..., /•„)/ e D youo determinati dal-

l'equazioni :

'/- = «,o yo H- ^'/ 1 yi -f- «r2 ^2 + •••• + «r» ,y..

,

D = y (rt «00 «11 «22 — «),«)•

Per soddisfare all'equazione (2) bisognerà che K non contenga altre fun-

zioni dei coefficienti, fuori che i determinanti

(4) ^{± (r/, r,' ,..., rn')i (r/', r,",..., r,/'), ... (;V'^ n^"' ,.•, r,/'")„) ,

il numero o dei quali è dato da

QJQ—l)... (Q — d-}~ 1)

1.2.3..../2

essendo

(wz -h 1) (w^ -f- 2) ... (m ~h n)
Q =

ì.2.3....n

Affinchè una funzione K verifichi l'equazione (3), è necessario e sufficiente

che siano soddisfatte l'equazioni comprese nella seguente

(5)

U,

nelle quali t ed u sono numeri differenti, interi, positivi e <[ /i H- 1 , e

^t,u --X(^«~^«+i) (/'1V.//V1—1 , ... • r„ — 1, ... ,
r„), ———7——r ,

se ^<m
l'V 1'' 2:"'i' '1/''

I determinanti (4) sono tutti funzioni razionali di uno solo di essi, e

delle soluzioni comuni all'equazioni (1) (quando si faccia //r = yo^r)-, 1<^

quali indicheremo con

1 9 * * * !

(6)

(6) (6) (0)

•^1 «^j • • • •*'n '

(1) Vedi 1. e, p. 160 e 196 (od anche p. 166 di questo volume).



— 180 —
dove 6 = m'\ Infatti, si prendano le e equazioni risultanti dall'eliminazioni

successive di n— 1 termini qualunque del sistema (1) dove si è posto ?/,.=yo^r.

Ciascuna di queste equazioni avrà per coefficienti o— «-hi determinanti (4),

quindi sostituendo successivamente in ciascuna o— n sistemi di soluzioni

comuni (6), eguagliandole tutte a zero, ne potremo ricavare i valori dei

0-— 1 rapporti dei determinanti (4) a uno qualunque di essi, espressi razio-

nalmente per le soluzioni comuni (6). Potremo dunque riguardare ogni com-

binante K come funzione razionale soltanto delle soluzioni comuni (6) e di

una funzione dei determinanti (4), la quale potrà essere la risultante dall'eli-

minazione delle indeterminate del sistema (1), quando vi si ponga i/o = 0,

e che indicheremo con Po-

Effettuiamo questo cangiamento di variabili nell'equazioni (5). Perciò,

richiameremo le formole dimostrate nella Memoria, Sopra le funzioni sim-

metriche delle soluzioni comuni a più equazioni algebriche (0-

Siano

6

-tvi = Po ^1 ~i~ / s Ps <^l ì

1

R3 = Po ,2^2»+ y ^,
p/' x,^-\

8

n — -» '*'n I / s -L s «^-n i

1

l'equazioni risultanti dall'eliminazione dal sistema (1) di tutte le incognite

fuori che una sola, quando però vi sia fatto ijr ^= y^Xr- Avremo

^l,U Po = ,

se ^ è differente da n, e

yé p — p (n-M) p "V -/•(«)
^n,t« -Co — -- 1

— -to /_s '^n—u 1

1

(1) Vedi 1. c, p. 193 (od anche p. 163 di questo volume).

(*) Vedi 1. e, p. 195 (od anche p. 165 di questo volume).
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essendo ;> dilìercnte da /, q t a u dilìercnti da a. Ondo l'equazioni (5)

divengono

/ .
"^

Air _V (•')
"^K

,

T^K =0,

—lAn-yo ^— K= 2.,,—^H-iyo—

—

=0,

\ l'yo / 1 ''<*/t-w <^-'- l'yo

Ma il combinante K dovendo essere una funzione omogenea, se è di ordino A,

avremo

onde

Sostituendo questi valori nell'ultima delle precedenti, avremo le seguenti

equazioni che saranno le caratteristiche dei combinanti :

(7) Q<,« K --^ 2^, Xn.
^K(S)

1
tiU.„_(

TiK
M ^ /,\ ~t~ Vn—n ^ (,)

-0,

(8)
r'^xf-t '' ^yn-t

(9)

n—\
(^ ^K T^K )

^ 1 OXn-o Ol/n-v]

È facile a verificarsi che sono integrali dell'equazioni (7) e (8) le tre

funzioni

i 0*^
5 "•123'"/j-

?/o 1 1 .... 1

?/i Xi Xi

y% Xì Xì

y

X («)

Xì (II)

) ni23...(H+l)

I 1 1 .... 1

X\ X\ X\

v' t" V
"'

0/2 't- 2 «'^2

^ ()l-(-l)

X'ì
(M+n

"'jj tO)! »vn •••• »*'>»
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Quindi una funzione

(10) C - Po? M.,.,.., //H,.,^;.,,^^.

(dove il segno TI indica che si deve fare il prodotto di più fattori che si

ottengono dando agli indici dei valori qualunque) soddisferà tutto l'equazioni

caratteristiche, se prendiamo q e gli indici dei dilferenti fattori in modo

che C verifichi tutte le equazioni (9).

Ora, abbiamo

6

onde , se ^ è il numero dai fattori A,,5j...s„,

e se

(n )ì+l . \ 8

^^
i -Xn—u ~\~/i Xn—u 1 = (* / s ^n—u ?

1 1/1
avremo

cioè la funzione (10) soddisferà a tutte le equazioni caratteristiche di un

combinante. Dunque K = ^_C sarà la forma di un combinante, se prende-

remo la somma in modo che risulti simmetrica rispetto alle soluzioni co-

muni (6), e quindi (') esprimibile per una funzione razionale e intera dei

coefficienti del sistema (1).

Firenze, 12 settembre 1858.

(') Vedi 1. e, p. 202 (od anche p. 172 di questo volume).
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XIX.

SUR LA RI-SOLUTION PAR RADICAUX DI-S HQUATIONS
DONT LE DEGRÉ EST UNE PUISSANCE D'UN NOMBRE PRI-:MIER (')

(Da' Comples-ieudiis des scances de l'Acudcinic des Sciences, t. XLVIll, pp. 182-186, Paris, 1859).

Dans un Mémoire public dans les Aiinall di TorloUni, annóe 1855,

je me suis occupé du problème suivant:

Trouver la fonction algébrique la plus géiiérale de plusieurs quan-

tités A , B , C , .
. ,

qui alt un nombre, puissance p'' d'uà nombre premier,

de valeurs di/férentes, qui soient racines d'une èqualion irréductible et

primitive de degré p^, équation doni les coefficients soient fonetions ra-

tionnelles de A , B , C , . .

.

Dans le Mémoire susdit, j'ai donne une forme qui renferme toutes les

expressions satisfaisant au problème, mais qui en renferme aussi d'autres;

c'est à dire, cette forme ne vérifìe pas toujours identiquement une équation

de degré jf , dont les coefficients sont rationnels en A , B , C , . .

.

En abordant de nouveau cette question, j'ai trouvé la conditiou qu'il

faut et qu'il suffit d'ajouter, si l'on veut que la forme donn^e par moi ren-

ferme non seulement les expressions satisfaisant au problème, mais n'eu ren-

ferme pas d'autres.

Voici le principe arithmétique qui m'a conduit à la détermination de

cette condition :

On peut toujours trouver un système de v nombres entiers <ip:

(1) gi,y2.9i,--- , g. ,

qui jouissent des propriétés suivantes :

Si l'on forme la sèrie récurrente

(2) ?^l , ;Z2 , nj , «., , . .

.

dont un terme quelconque se déduit des v précédents par l' équation

(3) nt^^ = g^ni ~h gznt-^i H h g-^ni^-t-x ,

(') Estratto ili una lettera al sig. C. Herinitc.
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et où les V premiers termes sont assujettis à la seule condition d'étre entiers

et de n'etre pas tous multiples de p; et si l'on preud les plus petits résidus

relativement au module p des nombres (2), qu'on pourra designer par

(4) .
^1 , ^2 1 ^3 5 ^4 ) • • • • ?

la serie (4) aura une période de p^ — 1 termes, e' est à dire qu'on aura

rupv+t^ rt (mod. j))

et si l'on forme les p^— 1 systèmes.

^1 ? ^2 ? ^3 7 • • • 5 ^"^ ì

/VI /y» /Vi /It

,
'2 ì'3>'4^••^ì' V+1 ì

(5)

^p'^-l 1 ^\ ) ^2 i • • • 5 ^%-l 1

ces systèmes seront tous différents ; et ils seront les p"' — 1 systèmes diffé-

rents de r nombres chacun qu'on peut former avec les p nombre entiers <1^,

en négligeant le cas dans lequel tous les nombres sont nuls à la fois.

On peut déduire très aisement les valeurs des nombres (1) des nombres

(6)

quo j'ai considérés dans le Mémoire cité ci-dessus, et qui jouissent de la

propriété de rendre différents tous les systèmes
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de la plus grande analogie qii'il a avec les racines primitives des nombres

premiers ?

Le principe arithmétique qiie je viens d'énoncer, m' a donne le moyen

d'étendre aiix fouctious de f lettres, v fois cycliques de l'ordre 2^ , de la forme

(8) (r. , ro , . .
.

, r,y =
(^ m/£ m^ . . . Y m, a'-.»«.-^»-»'»2-..+r,»n, z^^^^^\
\ /

le théorème que M. Kronecker a trouvé pour les fonctions de p lettres, une

fois cyclique, d'ordre ;;, de la forme

fZ «'••" ^m)^ .

Pour démontrer ce théorème, je me bornerai au cas de i- = 2 . Pour r

quelconque, on suit la méme mèthode.

Toute fonction (f donnée par l'équation

(9) {ri , Ti^.y (r, , n+i)^ = (r„ , ru+i) 9: ,

Oli art -+- ÒTs^ Tu , ari+x H- ^r,+i ^^ r„+i (mod. p) , est deux fois cyclique

d'ordre p , comme la fonction (ri , r^Y .

Si maintenant on met pour a et b les deux nombres g^ et g-i d'un sy-

stème primitif d'ordre 2, relativement au modulo p ,
pour s le nombrc ^ --)- 1

,

et pour t siiccessivement les nombres 1,2,3,..., on obtiendi-a des équa-

tions de cotte forme

(r, , r^Y' (r2 , ^3)^= = (r^ , r,) (fr„r, ,

{rp^-2
, V_i)^' (rj^.., , r,Y' = (ri , ^2) ^v-^-'-p^-. '

(r,,2_, ,rif' (ri,r2f^ = (^2 , ^3) 9),y_^,r,

,

où yr,,r-i , y'rj.r, , • • • sont toutes fonctions deux fois cycliques d'ordre p.

Élevons la première de ces équations à la puissance /^;,^-i , la seconde

à la puissance >y_2 , et ainsi de suite, puis multiplions-les membro h membro;

on obtiendra

Mais, par les propriétés des nombres (2)

,

g^ Wp«_i + ^2 «1 — ,h = up , gx v-2 + ^2 'h'.-x — ih = vp ;

24
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donc par suite,

(10) [ {r, , r,Y (/% , r,yy = ^;^;- 9);^;- ifT'... . ,r
! Si 3 p — I 1

En vertu de l'équation (9), l'on a

(ri , TiY {ri , r^Y = (y,„ , r«^,) <p

étant r„,^ uri 4- ^^2 , ^m+i ^ «^^2 H- ^^3 , et (p une fonction deux fois cy-

clique d'ordre p . En substituant dans l'équation (10), on a l'équation

que l'on peut mettre sous la forme

p _

Les fonctions symétriques des quantités Fi , F^ , .. . F^ , lesquelles quan-

tités sont fonctions rationnelles de A , B , C , . . . et de y'n.r^ , ^r^^r^ , • • • sont

invariables par toute substitution renfermée dans le symbole

(11)

Après cela vous verrez aisément comment l'on trouve la condition à ajouter

pour avoir la solution complète du problème, c'est à dire le théorème suivant:

La fonction algébrique la plus generale de plusieurs quantités A,B, C,...

qui vérifie identiquement une équation irréductible et primitive de degré p^
,

équation dont les coefiìcients sont rationnels en A , B , C , . .
. , est de la forme

P étant une fonction rationnelle en A , B , C , . . . et

*'»-l '''l'''t-l-l''"''i+V_2

où Ifs P, sont fonctions rationnelles quelconques de A , B , C , . . . et des

(fri,r„ r^,(fr„ri rv+, , • • • , assujetties à la seule condition que les fonctions
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symétriques de Fi , F2 , . . . Fpv_i soient invariables pour les substitutions ren-

formées dans le symbole

'*"{ *" i+l •'•''i+V—

1

et les (fr ,r.,....r , <f r ,r ,...) , soiit Ics foDctlons algébriquGS les plus géné-

rales racines d'une équation de degré p' — 1, dont les coeflicients sont ration-

iiels en A , B , C , . . . , et dont le groupe a toutes les substitutions renfermées

dans le symbole (12).

J'ai donne les principes pour la détermiuation de ces dernières fonctions

dans le Mémoire plusiours fois cité. ^
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XX.

ESTRATTO DI UNA LETTERA AL SIC. C. HERMITE

(Da' Comptes rendtis des séaiues de VAcadèmie des Sciences, t. XLIX, pp. 113-115, Paris, 1859).

Dans un Mémoire Sopra Vabassamento dell'equazioni modulari, publié

en 1853 dans les Annali di Torlolini, j'ai fait l'étude des substitutions

ak —f— b—
(1), polir démontrer la possibilité de l'abaissement des équations

Ciù ~i~ Co

modulaires, et j'ai obtenu les résultats que vous me commimiquez dans

votre lettre.

Voici pour le module premier w = 4j3 -4- 3 les expressions que j'ai trouvées

alors polir la décomposition en ìt groiipes dont toiites les substitutions sont

données par la forme (1) où ad-bc est résidu de n.

Si g est une racine primitive de n, jouissant de cette propriété, que

g — 1 étant résidu de ?i, les puissances impaires <^n— 2 de g vérifient la

congruence

[g^x^— g(g-h-\)j:-hl']lg^x^ — {g~^l)£C-hl'2= (mod. n)

(ce qui n'arrivo que pour n = 7 , 11), on aura, si l'on fait

fi (h\= /y2s ^ y ,,26+1 ^ y ^20 h y

un groupe [_k , tì{/c)'] de ^^ '-^ ^ substitutions de la forme (1) telles,

qu'en faisant sur ce groupe les substitutions (k , k-\~ e), on obtient n groupes,

dont l'ensemble est le groupe propose.

Or sì 71^=7 on a, deux racines primitives </ = 3 , ^ = 5 , 5 — 1 est ré-

sidu de 7 et les deux puissances impaires de 5 inférieures à 5, e' est à dire

5 ,
5^ vérifient la congruence

[_2a;^ + 2^+1] [4^^ _|_ ^ _^ x]= (mod. 7).

Donc, lorsque n = 7 , on a deux systèmes de valeurs pour d(k) , à

savoir :

n/7\ ^^— ^<^ /^— b , a
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en prenant ^ = 3 , et

en prenaut ^ = 5 , a et è désignant des résidus de 7.

Si ?? = 11 , on a quatre racines primitives : 2 , G , 7 , 8 ; 2 — 1 est ré-

sidu de li et les puissauces de 2, impaires et inférieures à 9, véritìent la

congruence

(3.2?^-+-2^-4-l)(3.^2 + 4^4-l)= (mod. II).

Or si l'on prend ,9- ^ 2 , a et /; résidus de 11, on aura

... k — 2b k—h a

et si l'on prend p'= 6

k— 6^ k— h , a
0-(k)^a ,

— a -T , ak
^ ' k— h k— '00

Les racines primitives 7 et 8 ne jouissent pas de la propriétó de rendre

g — 1 résidu de 11, et la congruence lorsqu'on y fait g = l ^^ n'est pas

satisfaite par les puissances de 7 et 8 impaires et inférieures à 9.

Les substitutions tì{k) , ^{k) jouissent de la propriété d'étre à lettres

conjointes, c'est à dire qu'en divisant les lettres en systèmes de deux lettres

chacune de la manière suivante:

Vq f00 , Vgi Vg3 ^VgiVg!- , , Vg^d Vg^a+l ,

tonte substitution 0(k) , ^(k) , ou change entre elles les lettres d'un sf-

stèrae, ou change un système dans un autre.

Dans le cas de « = 5 j'avais obtenii des résultats semblables ani pré-

cédentes et forme un groupe de douze permutations en considérant les trois

substitutions :

.(/.)^4A-,l,3|±l,

et celles qu'on en déduit en les composant entre elles ....

Pise, 24 mars 1859.
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XXI.

FONDAMENTI DI UNA TEORICA GENERALE
DELLE FUNZIONI DI UNA VARIABILE COMPLESSA (')

(Dagli Annali di matemalica pura ed applicata, serie I, t. II, pp. 2S8-504, 337-356, Roma, i8<;9).

1.

Se ad ogni valore di una quantità variabile s, che può prendere suc-

cessivamente tutti i valori reali, corrisponde un solo valore della quantità

indeterminata tv, si dice che w è una funzione di j", e se, quando s percorre

con continuità tutti i valori compresi tra due valori dati, anche iv varia con

continuità, la funzione w in questo intervallo si dice continui*.

Questa definizione evidentemente non stabilisce alcuna legge tra tutti i

particolari valori della funzione, poiché se si dispone della medesima per un

intervallo determinato, il modo della sua continuazione al di fuori dello stesso

rimane del tutto arbitrario.

La dipendenza della quantità tu da s può esser data per mezzo di una

legge matematica, in guisa che per mezzo di date operazioni di calcolo si

possa trovare per ogni valore di ^ il corrispondente di w. La proprietà di

potere essere determinate per ogni valore di 2 compreso in un certo inter-

vallo, mediante la stessa legge di dipendenza, si attribuì un tempo soltanto

a un certo genere di funzioni {functiones continuae di Eulero) ; ma le nuove

ricerche hanno dimostrato, che esistono espressioni analitiche, per le quali

può rappresentarsi qualunque funzione continua in un dato intervallo. Perciò

è lo stesso definire la dipendenza della quantità w dalla quantità z come

data in modo arbitrario, come data mediante determinate operazioni di

calcolo. Ambedue i concetti coincidono in conseguenza del menzionato teorema.

Ma non è più così, quando le variazioni delle grandezze s non si li-

mitano ai valori reali, ma comprendono anche i valori complessi della forma

X -f- iy (dove i =^ ]/ — 1).

Siano x-{- iy e x -{- iy -\- dx -+- idy due valori di s infinitamente vi-

(') Traduzione della diBsertazione inaugurale di B. Riemann.
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Cini, ai quali corrispondano per io i valori u-hiv e u-h iv-h clu-h idv.

Allora, se assumiamo arbitraria la dipendenza della quantità io da j, il rap-

porto muterà in generale con i valori di da; e dy, poiché, po-

nendo dj: -I- idi/ — ee'^\ avremo

du -}- id V l l^u l)v\ _!_/ "^y l)u\ .

dx-\- idy 2 \ 7)^ l^ìj) 2\l\x 7)^ /

J_(J^ Iv / '^v
,

'^u\ .) dx— idij

1{l!>x 1y \^x~^ l^y ) S dx^idy

A^x^ ^y)^%\l^x 7>y/ 2(7)^ ^.y V^-^ ^?//r

Ma in qualunque modo w si possa determinare in funzione di j, mediante

le semplici operazioni di calcolo, il valore del quoziente differenziale — è

sempre indipendente dal valore particolare del differenziale dz{})\ quindi,

mediante le semplici operazioni di calcolo, non può esprimersi una dipen-

denza qualunque della quantità complessa w dalla quantità complessa j.

La notata proprietà di tutte le funzioni determinabili in qualunque

modo per mezzo di operazioni di calcolo la porremo per fondamento delle

seguenti ricerche, dove una tal funzione sarà considerata indipendentemente

dalla sua espressione, poiché noi partiremo dalla seguente definizione senza

dimostrare adesso che essa è generale e sufficiente per qualunque dipendenza

determinabile mediante operazioni di calcolo.

Una variabile complessa w si dice funzione di un'altra variabile com-

plessa z, quando varia con questa in modo che il valore della derivata -77

sia indipendente dal valore del differenziale dz.

Tanto w quanto z saranno considerate come variabili, che possono pren-

dere ogni valore complesso. Per concepire chiaramente queste variazioni, che

si estendono in un campo continuo di due dimensioni, converrà ricorrere a

una rappresentazione geometrica.

(') Questa proposizione è evidentemente giustificata in tutti i casi, nei quali dal-

l'espressione di xo si può per mezzo delle regole di derivazione trovare una espressione

di — in funzione di z\ in questo senso per adesso la riterremo vera rigorosamente e

generale.
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Rappresentiamo un valore qualunque x -f- iy di z con un punto del

piano A, il qual punto abbia per coordinate ortogonali ^ e ?/, e un valore

qualunque ii -V- iv di w con un punto Q del piano B e di coordinate orto-

gonali u, V. Ogni dipendenza di z^; da ^ sarà rappresentata allora come una

dipendenza della posizione del punto Q da quella del punto 0. Se ad ogni

valore di z corrisponde un valore di w che varia con s in modo continuo e

determinato, con altre parole, se m e z; sono funzioni continue di ^ e y, ad

ogni punto del piano A corrisponderà un punto del piano B, ad ogni linea

in generale una linea, a ogni area continua un'area continua. Quindi si potrà

rappresentare questa dipendenza di tv da z come una imagine del piano A
sul piano B.

3.

Determiniamo ora le proprietà che ha questa imagine, quando iv è fun-

zione della grandezza complessa ^, cioè quando -y- è indipendente da dz.

Indichiamo con o un punto del piano A nella vicinanza di e con q la sua

imagine nel piano B, quindi con ce -\- iy -\- dx -+- idy e u-^ iv -\- du -f- ido

i valori rispettivi ài z q w in questi punti.

Riguardando e Q come origini delle coordinate, dx, dy e du, dv

saranno le coordinate ortogonali dei punti o e ^, e ponendo:

dx -f- idy = ee'^\ du -\~idv =- rie'^\

f, (p, ì], \p saranno le coordinate polari di questi punti.

Siano ora o e o" due posizioni determinate di o infinitamente vicine

ad 0, distinguendo le quantità che ad esse si riferiscono mediante indici

analoghi, avremo per le supposizioni fatte

du' -{- idv' du" -f- idv"
it 1

e quindi

dx' ~\- i dy' dx" -h i dy

du-^idv' _ rl_ ,,.,_.„), _ dx'-^^idì/ __ ^ , ,_^„,,.

du" + idv" ri'
~ dx" + i dy" ~ é" ^

" '

onde

cioè nei triangoli o'Oo" e q'Qq" sono eguali gli angoli o'Oo" e q'Qq",

e i lati che li comprendono sono proporzionali tra loro.
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Dunque i triangoli infinitamente piccoli corrispondenti, e quindi in ge-

nerale le parti infinitamente piccole del piano A e le loro imagini sul piano B,

sono simili. Una eccezione a questo teorema si presenta soltanto nei casi

particolari, nei quali le variazioni tra loro corrispondenti di j e di «; non

istanno tra loro in un rapporto finito, ciò che tacitamente si supporrà sempre

escluso (').

Se poniamo il quoziente dillerenziale

du -+- i dv

dx-\-idy

sotto la forma •

dx -{- i dy
'

è chiaro che esso avrà lo stesso valore per due valori qualunque di dx e dy,

soltanto allorché sarà

~hu Im liv ]^
l\x l)y 1)X ~ò!/

'

Queste condizioni sono dunque necessarie e suflìcienti, affinchè w=^u-\-iv
sia una funzione di j = ^ -j- iy. Dalle medesime seguono 1' equazioni

le quali sono il fondamento per la ricerca delle proprietà, che appartengono

a un termine di una tal funzione separatamente considerato. Noi anteporremo

la dimostrazione delle più importanti di queste proprietà allo studio deUa

funzione completa, ma prima ancora spiegheremo e stabiliremo alcuni punti

più generali, per facilitare queste ricerche.

(') Sopra questo soggetto si veda: AUgemeine AufliJsung der Aufyabe: die Theile

einer (/egeòenen Fluche so abzuhilden, dass die Abbildung dem Abgeòildeten in den

kleinslen Thcilen iìhnlich v:ird, von C. F. Gauss. (Als Beantwortuiiij der von der koni-

glichen Societàt der Wissensoh iften iu Copenliagen fiir 1822 aufgegebeuoii Preisfrage,

abgedruckt in: Astronomische Ahhandlungen, herausgegeben von Schumacher. Drittes

Heft, Altona, 1825).

25
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Nelle seguenti considerazioni limiteremo le t^ariazioni di .^ e di ?/ a un

campo finito, riguardando come luogo del punto 0, non più il piano stesso A,

ma una superficie T distesa sopra il medesimo. Preferiamo questa rappre-

sentazione, per la quale non farà difiicoltà parlare di superficie sovrapposte,

per rendere evidente la possibilità che il luogo del punto si estenda più

volte sopra la stessa parte del piano
;
però presupporremo in questo caso che

le superficie sovrapposte non si attacchino lungo una linea, in guisa che non

si abbiano né piegature della superficie, né intersezioni di parti sovrapposte

della medesima. Così il numero delle parti di superficie sovrapposte in ogni

parte del piano sarà completamente determinato, quando sarà data la posi-

zione e il senso del contorno (cioè la sua parte interna ed esterna); queste

parti potranno però continuarsi una nell'altra anche in modi diversi.

Infatti, se conduciamo per una parte qualunque del piano coperta dalla

superficie una linea qualunque /, il numero delle parti di superficie sovrapposte

muta soltanto quando si oltrepassa il contorno, e muta di -h 1 procedendo

dall'esterno all'interno, nel caso opposto muta di — 1, e quindi è per tutto

completamente determinato. Lungo questa linea ogni parte di euperficie che

vi termina, si continua in modo intieramente determinato, finché la linea non

incontra il contorno, poiché non può aversi indeterminatezza altroché in punti

separati, o giacenti sopra la linea stessa, o a una distanza finita dalla me-

desima; quindi limitandoci a una parte della linea / condotta nell'interno

della superficie e, da ambedue le parti della linea stessa, a una striscia di

superficie sufficientemente piccola, possiamo parlare di determinate parti di

superficie che vi terminano, il numero delle quali è eguale da ambedue le

parti, e che noi, stabilita una determinata direzione alla linea, indicheremo,

quelle di sinistra con cii, a%, . . . an, quelle di destra con a\, «'2,... a'n.

Allora ogni parte di superficie a si continuerà in una parte di superficie a' :

e questo in generale avverrà per tutta la linea /, ma per posizioni partico-

lari di / può in uno dei suoi punti essere altrimenti.

Se ammettiamo che al di sopra di un punto a (cioè lungo la parte

della linea l che si avanza) colle parti di superficie a'i, a'ì . . . a'n siano

attaccate le parti di superficie ch , «> , • • -Cin , al di sotto dello stesso poi le

parti di superficie 6fa,, «a,, . • • aa.a , dove «1, «2, ... a^ differiscono da 1, 2, ... ^

solo nell'ordine, un punto che al di sopra di e da «1 passa in a,
,
quando

al di sotto di a ritorna alla sinistra, entrerà in ««^ , e quando gira intorno

al punto <T da sinistra a destra, l'indice della parte di superficie, in cui si

trova, percorre successivamente i numeri

1, «1 1 "«, . . .
. , .«, «u.^ '

.
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In questa serie tutti i teruiini sono differenti tra loro, finché non torna il

ternvine 1, perchè un termine medio qualunque «„, è preceduto immediata-

mente e necessariamente da /t e successivamente da tutti i precedenti ter-

mini sino ad 1 ; ma se dopo un numero di teVmini, che evidentemente è

minore di n e che sia ^^ w, ritorna il termine 1, gli altri devono seguire

nello stesso ordine. Allora il punto che si muove intorno a a dopo m giri

ritorna nella stessa parte di superficie, e resta sempre in m parti di super-

ficie sovrapposte, le quali si uniscono in un solo punto a. Chiameremo questo

un punto di giramento di {m — i)''«'«o ordine delle superficie T. Applicando

lo stesso processo alle altre parti di superficie, se queste non saranno tra

loro disgiunte si divideranno in sistemi di Ui , m-, , ... parti di superficie,

nel qual caso saranno nel punto a anche dei punti di giramento di (Wi — l)<""no^

{m-ì — !)'''*''"«.
. . ordine.

Quando è data la posizione e il senso del contorno di T e la posizione

dei suoi punti di giramento, T o è completamente determinata o limitata a

un numero finito di forme differenti; e questo ultimo in quanto che queste

determinazioni possono riferirsi a diverse parti di superficie sovrapposte.

Una variabile che per ogni punto della superficie T, in generale, cioè

senza escludere una eccezione per linee e punti singolari ('), prende un va-

lore determinato che varia con continuità colla posizione dello stesso, può

evidentemente riguardarsi come una funzione di .?;, y, e dovunque in seguito

parleremo di funzioni di x, y, le intenderemo così.

Prima di passare a considerare queste funzioni, intercaleremo anche al-

cune considerazioni intorno alla connessione delle superficie. Ci limiteremo a

superficie che non si dividono lungo una linea.

6.

Riguarderemo due parti di superficie come connesse o appartenenti a

uno stesso pezzo, quando si potrà condurre una linea che, senza escir dalla

superficie, vada da un punto dell'una a un punto dell'altra; come separate,

quando questo sarà impossibile.

Lo studio della connessione di una superficie si appoggia sopra il suo

(') Questa limitazione non ò imposta certamente dal concetto di funzione in sé, ma
è necessaria per potere applicarle il calcolo infinitesimale : nna funzione che in tutti i

punti di una superficie è discontinua, come, per esempio, una funzione che ha il valore 1

quando x ò commensurabile e y b commensurabile, e altrimenti ha il valore 2. non può

assofjgettarsi nò a differenziazione nò a inte.ijrazione, quindi non può assogjjettarsi (im-

mediatamente) al calcolo infinitesimale in generale. La limitazione fatta arbitrariamente

qui per la superficie T sarà più tardi (Art. 15) giustificata.
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spezzamento per mezzo di trasversali, cioè di linee che partendo da un punto

del conlorno percorrono la supertìcie semplicemente, cioè senza passare più

volte per uno stesso punto, e vanno a un punto del contorno, il quale può

anche essere un punto delle parti aggiunte al contorno, cioè uno dei punti

delle trasversali.

Una supertìcie connessa, quando da ogni trasversale è divisa in due pezzi

separati, dicesi semplicemente connessa , altrimenti molteplicemente con-

nessa.

Teorema I. Una superfi^cie A semplicemente connessa è divisa da ogni

trasversale ab in due p)ezd semplicemente connessi.

Supponiamo che uno di questi pezzi non venga nuovamente diviso in

due pezzi separati da una trasversale ed; secondo che nessuno dei due estremi,

l'estremo e, o ambedue gli estremi cadessero in ab. ristabilendo l'unione

lungo l'intera linea ab o lungo la parte cb o lungo la parte ed della stessa,

si otterrebbe una superficie connessa, che nascerebbe da A mediante una

trasversale contro il supposto.

Teorema IL Quando una superficie T da rty (^) trasversali Qi è divisa

in un sistema Ti di mi pezzi semplicemente connessi, e da n^ trasversali ([%

in un sistema Tg di m^ pezzi, n% — m^ non può esser maggiore di n^ — mi.

Ogni linea qt, quando tutta intera non fa parte del sistema di trasver-

sali (/i, forma contemporaneamente una o più trasversali (^'2 della superficie Ti.

Come estremi delle trasversali ([^ si devono riguardare:

1) i 2^2 punti estremi delle trasversali cpi^ fuori che quando queste

nei loro tratti estremi fanno parte del sistema di linee q^;

2) ogni punto intermedio di una trasversale q^, in cui questa passa

per un punto intermedio di una linea ^i, fuori che quando si trova già sopra

un'altra linea q^, cioè quando un estremo di una trasversale q^ passa per il

medesimo.

Ora sia /t il numero delle volte che linee di ambedue i sistemi s'in-

contrano si separano (dove però ogni punto solo a comune deve contarsi

per due), r, il numero di volte che un tratto estremo di q^ coincide con una

parte intermedia di una linea q^, v^ il numero di volte che un tratto estremo

di una q^ coincide con una parte intermedia di una linea ^1, finalmente r^

il numero di volte che un tratto estremo delle q^ coincide con un tratto

estremo di una linea i[.i ; così avremo

N". 1 : 2nt -— J'o — r3 , N". 2 : /t — r
1

(') Per uno spezzamento mediante più trasversali deve sempre intendersi uno spez-

zamento fatto successivamente, cioè tale clic la superfìcie nata da una trasversale sia spezzata

da una nuova trasversale.
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punti estremi per le trasversali iy'2

; ma ambedue i casi presi insieme ab-

bracciano tutti i punti estremi e ciascuno una volta soltanto, e quindi il

numero di queste trasversali sarà

2 = ^-^ -^ ''

Con un ragionamento del tutto analogo si dimostra cbe il numero delle

trasversali q'i della superficie T?, che vengono formate dalle linee y,, è

eguale a

2 -^1^5.

Ora la superficie T, evidentemente è trasformata dalle 71^ 4 s trasversali q\

nelle stesse superficie in cui T2 è divisa dalle w, + s trasversali
f/'j.

Ma T,

consiste di mi pezzi semplicemente connessi, e per il teorema I. riman divisa

da ?i2 -\- s trasversali in mi -h n^-^ s pezzi; quindi, se fosse mz <i mi -\- n^— rii

il numero dei pezzi T2, per mezzo delle ni-\- s trasversali, dovrebbe essere

aumentato di piti di iii -f- s pezzi, ciò che è assurdo.

In conseguenza di questo teorema, indicando con n il numero delle tra-

sversali, con m il numero dei pezzi, il numero n — m sarà costante per tutte

le divisioni della superficie in pezzi semplicemente connessi: poiché se con-

sideriamo due spezzamenti dati, uno di iii trasversali in m, pezzi, l'altro

di ìli trasversali in m^ pezzi, se i primi sono semplicemente connessi dovrà

essere Ui — mi ^ n-z — m^, e se gli ultimi sono semplicemente connessi dovrà

essere n^ — mz^ ni — /??, : dunque rii — mi=- riz — m^.

Questo numero potrà pertanto chiamarsi oi^dine della connessione di

una superficie: e sarà

per mezzo di ogni trasversale diminuito di 1, secondo la definizione;

invariabile, quando si conduca una linea da un punto della superticie,

che trascorra semplicemente le superficie sino al contorno a un punto di

una trasversale;

aumentato di 1 da una linea che percorrendo semplicemente la superficie

termina in due punti separati;

perchè la prima aggiungendo una trasversale, la seconda linea aggiun-

gendo due trasversali vengono a formare una trasversale.

Finalmente l'ordine della connessione di una superficie composta di più

parti si ottiene sommando gli ordini della connessione di queste parti.

In seguito nel maggior numero di casi ci limiteremo a superficie com-

poste di un sol pezzo, e per indicare l'ordino della loro connessione useremo

le parole : semplice, duplice, triplice, ... chiamando ?«-uplicemente connessa una
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superficie che per mezzo di a — 1 trasversali può essere ridotta in una sem-

plicemente connessa.

Quanto alla dipendenza della connessione del contorno dalla connessione

della superficie è chiaro che:

1. Il contorno di una superficie semplicemente connessa consiste ne-

cessariamente di una sola linea chiusa.

Se il contorno consistesse di pezzi separati, una trasversale q, che unisse

nn punto di un pezzo a con uno d'un altro b, dividerebbe soltanto 1' una

dall'altra parti di una superficie semplicemente connessa, poiché nella su-

perficie si potrebbe condurre lungo a una linea da un lato della trasver-

sale q all' opposto ; e quindi q non spezzerebbe la superficie, contro il sup-

posto.

2. Ogni trasversale aumenta o diminuisce di uno i pezzi del con-

torno.

Una trasversale q o unisce un punto di un pezzo di contorno a con un

punto di un altro h, e allora tutte queste linee prese insieme colla succes-

sione a, q, b, q formano un unico pezzo di contorno chiuso;

unisce due punti di uno stesso pezzo del contorno; allora questo si

spezza per ambedue i suoi estremi in due pezzi, ciascuno dei quali preso

insieme colla trasversale forma un pezzo di contorno chiuso;

finalmente finisce in uno dei suoi punti precedenti, e può esser con-

siderata come composta di una linea chiusa o e di un'altra / che unisce un

punto di con un punto di un pezzo di contorno «, nel qua! caso o da

una parte, e a, /, o, l dall' altra , formano ciascuno un pezzo di contorno

chiuso.

Dunque o - nel 1". caso - in luogo di due pezzi di contorno se ne ha

uno, - in ambedue gli altri - in luogo di uno se ne hanno due, onde il

nostro teorema risulta dimostrato.

Il numero dei pezzi dei quali è composto il contorno di una superficie

72-uplicemente connessa, è perciò o eguale a 7i, o eguale ad n meno un nu-

mero pari.

Da questo ne tragghiamo il corollario :

Se il numero dei pezzi del contorno di una superficie w-uplicemente

connessa è eguale ad w, questa è divisa in due pezzi separati da ogni curva

chiusa che non abbia punti multipli.

Poiché l'ordine della connessione non vien mutato da essa, e il numero

dei pezzi del contorno é aumentato di 2
;
quindi, se la superficie fosse con-

nessa, avrebbe un ?2-uplice connessione, e il contorno di w -h 2 pezzi, il che

è impossibile.
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Se X e Y sono due funzioni di x, y continue in tutti i punti della su-

perficie T distesa sopra A, avremo

TOC

l>x

7 "

^Wt =- — (X cos f + Y cos yì)di.

dove il primo integrale è esteso a tutti gli elementi (H. della superficie T,

il secondo a tutti gli elementi (h del contorno, e in ogni punto del contorno

l'angolo d'inclinazione, che la normale al medesimo condotta verso l'interno

fa coir asse delle x^ è indicato con f , e, quello che fa coli' asse delle y, con )].

Per trasformare l'integrale l -^ clT. dividiamo la parte del piano A co-

j :^x

perla dalla superficie T, mediante un sistema di linee parallele all'asse delle x,

in strisce elementari, in modo che ogni punto di giramento della superficie

cada sopra una di queste linee. Così la parte di T che si troverà sopra cia-

scuna di queste strisele sarà composta di una o più aree trapezoidali separate.

Quindi il valore dell'integrale I _ clT relativo a una qualunque di queste

strisele elementari, che intercetta sull'asse delle y l'elemento dy, sarà evi-

dentemente eguale a dy l — dx, dove l'integrazione deve essere estesa a

J ^^

quella o quelle linee rette appartenenti alla superficie T che si trovano sopra

una normale che passa per un punto di dy. Ora se l'estremità inferiori di

queste rette (cioè quelle che corrispondono ai più piccoli valori di x) si in-

dicano con 0, , 0„ , 0,„ ,
... e le superiori con 0'

,
0"

,
0'"

, . . . e con X, , X„ , . . .

,

X' , X" , ... i rispettivi valori di X in questi punti, con ds, , ds„ ... , ds ,ds'\ ...

i rispettivi elementi intercettati dal contorno sopra le striscio elementari,

con J, , ^„ , . . .,
^' , i'" , . . . i valori di ^ in questi elementi, sarà

^ dx = - X, — X„ — X,„ ^ X' + X" +X"' + • •
•

'òx

Gli angoli ^ saranno acuti nell'estremità inferiori, ottusi nelle superiori, quindi

dy= cos ^, ds,= cos ?„ ds„ = • • •— — cos i' ds'=— cos 's" ds"^ • • •

;

e sostituendo questi valori, si ottiene

— "^X cos ^ ds

.
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dove la sommazione si estende a tutti gli elementi del contorno, che hanno

per projezione dy sopra l'asse delle y.

Estendendo l'integi'azione a tutti i dy si esauriranno evidentemente tutti

gli elementi della superficie T e tutti gli elementi del contorno, e quindi

con questa estensione degl'integrali avremo

M^ f/T =- — l X cos f ds.

Con analogo ragionamento si trova

ilX rfT = — l Y cos /, ds,

e quindi

r (if
~^~
TF)

"^^ ^ ~
r^^

''' ' ~^ ^ '"' ''^'^''

come volevamo dimostrare.

8.

Se rappresentiamo con s la lunghezza del contorno, contata da un punto

fisso come origine, in un senso determinato da stabilirsi in seguito, fino a

un punto qualunque Oq, e con j) la distanza di un punto qualunque della

normale condotta per Oo da questo punto, considerando come positive le di-

stanze contate verso l'interno; i valori di x ^ ài y nel punto potranno

riguardarsi come funzioni di 5 e di p, e nei punti del contorno avremo allora

per le derivate parziali

— = cos f ,
-^ = cos r., — — rt cos r., -^ = qr cos f,

1>'P l>p '^s " ^s

dove si devono prendere i segni superiori, quando la direzione nella quale s

è riguardata come crescente, fa con ;; un angolo, il cui senso è eguale a

quello dell'asse .r coU'asse y, i segni inferiori nel caso opposto. Prenderemo

questa direzione in tutte le parti del contorno in modo che

* 7)s
~

"?jo
'

e quindi

~:>y ~òx

^s~~ itp
'

ciò che non toglie essenzialmente la generalità dei nostri risultati.
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Possiamo evidentemente estendere queste determiuuzioni anche alle linee

nell'interno di T ; soltanto per determinare qui il segno di dp e di ds, quando

è stabilita come là la loro reciproca dipendenza, bisogna aggiungere anche

se è il segno di dp o di ds che si (issa; per una linea chiusa fisseremo

qual'è la parte di superficie da lei limitata di cui deve riguardarsi come

contorno, con che è determinato il segno di dp, ma per una linea non chiusa

daremo la sua origine, cioè l'estremità in cui s ha il minimo valore.

L'introduzione dei valori ottenuti per cos '$ e cos ì] nell'equazione di-

mostrata nel precedente paragrafo dà, estendendo egualmente gl'integrali

Applicando il teorema del paragrafo precedente al caso in cui in tutta

la superficie è

abbiamo il seguente teorema:

l. SeX eY sono due funnoni finite e continue e sodisfano all'equazione

l\x ly

in tutti i punti di T, avremo

X^-4-Y^^Vs-O,
^p '^pì

quando si estenda l'integrale a tutto il contorno di T.

Supponiamo una superfìcie qualunque Ti distesa sopra A divisa in modo

qualunque in due pezzi Tg e Tg, l'integrale

rapporto al contorno di T,, potrà esser considerato come la differenza degl'in-

tegrali relativi al contorno di T, e di Tg, poiché dove T3 ha il contorno co-

mune con T,, ambedue gl'integrali si distruggono, e tutti gli altri elementi

appartengono a un elemento del contorno di T2.

Per mezzo di questa trasformazione dal teorema I. si ottiene il seguente :

26
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II. // valore deWintegrale

X^ + Y^Vs
lip l)p/

esteso a tutto il contorno di una superficie distesa sopra A rimane co-

stante per qualunque distensione o ristringimento dello stesso, quando

non si lasci fuori o non si oltrepassi nessuna parte di superficie, in cui

non siano verificate le supposizioni del teorema I.

Ora se le funzioni X e Y sodisfano in ogni parte della superficie T

alla precedente equazione alle derivate parziali, ma in singolari linee o punti

possiedono discontinuità, si può circondare ognuna di queste linee o di questi

punti con una curva sufficientemente piccola, e applicando il teorema II. si

ottiene allora il seguente:

III. L'inteqrale \ (X \-X ~\ds esteso a tutto il contorno di T è
-^

J V M^ ^PÌ

eguale alla somma degli integrali \ yS^z- ^^ -~\ds estesi ai contorni

delle curve che circondano ciascuna discontinuità, i quali conservano lo

stesso valore comunque piccole siano queste curve.

Questo valore è nullo necessariamente per un punto di discontinuità,

quando, colla distanza q del punto dallo stesso, divengono infinitamente

piccole ^X e qY\ poiché se si prendono rispetto a questo punto come polo,

con un asse polare qualunque, le coordinate polari q e
(f\,

e per la cmTa che

lo circonda una circonferenza descritta intorno allo stesso col raggio (>, il

nostro integrale diviene

I>S-^I>^-
e non può avere un valore k differente da zero, perchè, qualunque sia k, q

può esser preso sempre così piccolo che, astrazion fatta del segno, sia

(X^ +Y^V<#
per ogni valore di y, e quindi

r>i-^m< k.
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IV. Se in una superficie semplicemente connessa distesa sopra A, l'inte-

grale esteso a tutto il contorno di una parte qualunque della superfìcie

^\ds = {(x^'^-yi'Ais

si annulla, lo stesso integrale esteso a una linea che va da un punto Oo a

un altro 0, ìia lo stesso valore qualunque sia questa linea.

Infatti duo linee -Sj e 52, che uniscono i punti Oq e 0, prese insieme

formano una linea chiusa s^. Questa linea possiede essa stessa la proprietà

di non intersecare se medesima, oppure si può spezzare in più linee chiuse

che possiedano questa proprietà
;
poiché percorrendola a partire da un punto

qualunque, ogni volta che si torni a uno stesso punto, si può separare la

parte chiusa così percorsa e considerare la seguente come continuazione della

prima parte che arrivava fino a quel punto. Ma ognuna di queste linee chiuse

spezza la superficie in una semplicemente e in una doppiamente connessa;

perciò forma necessariamente l'intero contorno di uno di questi pezzi, e l'in-

tegrale esteso a tutta la medesima 1 1 X -^ h Y — ps sarà dietro il sup-

posto - - 0. Lo stesso in conseguenza vale dell'integrale esteso a tutta la

linea 53, quando la grandezza s si riguardi sempre come crescente nella stessa

direzione; devono perciò gl'integrali estesi alle linee Si e S2, quando questa

direzione resti invariata, cioè vada in una delle stesse da Oo ad nell'altra

da ad Oo, distruggersi reciprocamente, quindi presi da Oq ad in ambedue

saranno eguali.

Ora quando abbiamo una superficie qualunque T, nella quale sia in

^X ~>Y
generale -— -f -— = 0, si separino primieramente, quando sia necessario, le

discontinuità, in modo che nel resto della superficie per ogni parte della

stessa, sia

e si spezzi la superficie restante per mezzo di trasversali in una semplice-

mente connessa T*. Allora per ogni linea che va nell'intorno di T* da un

punto Oo a un altro l'integrale ha lo stesso valore; quindi questo valore,

che per brevità indicheremo con (Y y — Xi^-joJs, è determinato indi-

pendentemente dalla linea percorsa, e riguardando Oq come fisso e come
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mobile, dipende solo dalla posizione di 0, e quindi può riguardarsi come

una funzione di x e di ìj. La variazione di questa funzione quando si muova

Y-J- — X^ Jc/s,

in T* sarà per tutto continua e eguale dalle due parti di un trasversale di T.

. V. L'integrale Z = l (Y-^ — X — j^/s forma perciò, riguardando

Oo come fisso, una funzione di x e di y, la quale è continua per tutto

in T*, ma oltrepassando una trasversale di T muta di una grandezza co-

stante lungo tutta la trasversale, e ha per derivate parziali

^ = Y,-=:-X.
1)X liy

Le mutazioni che nascono dall' oltrepassare le trasversali sono dipendenti

da un numero di grandezze indipendenti tra loro eguale al numero delle

trasversali
;
poiché se attraversiamo all' indietro il sistema delle trasversali —

le ultime parti prima — questa mutazione è per tutto determinata, quando

il suo valore è dato al principio di ogni trasversale; ma gli ultimi valori

sono indipendenti tra loro.

10.

Se prendiamo u 1^ — per la funzione fin qui indicata con X, e

i^X cX

7)M , oli -IT-

u u — per 1, avremo

quindi se le funzioni u e u sodisfano all'equazioni

sarà

l^x l>y

e i teoremi del paragrafo precedente si applicano all'espressione
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che diviene eguale a

— u — I ds .

{

Ora supponiamo che la funzione u e le sue derivate prime non abbiano

discontinuità lungo una linea, e, per ogni punto dove sono discontinue, colla

distanza q del punto dallo stesso divengano infinitamente piccoli q _ e

Q — ;
potranno allora, in conseguenza della osservazione 111. del precedente

paragrafo, queste discontinuità essere allatto trascurate.

Poiché allora si può prendere in ognuna delle linee rette che parte da

un punto di discontinuità un valore li di q in modo che

al di sotto dello stesso resti sempre finito, e indicando con U il valore di u

per (> = R, con M, astrazion fatta dal segno, il massimo valore di q
-- in

quell'iutervallo, sarà, prendendo sempre le lettere collo stesso significato,

2^_U<M(log (. — logR),

e quindi q{u — U) e anche qu diverranno infinitamente piccoli con o; ma lo

stesso, secondo il presupposto, vale per q — QQ'^', e quindi se u non ha

alcuna discontinuità, vale anche per

dunque siamo nel caso considerato nel precedente articolo.

Ammettiamo ora che la superficie T che forma il luogo del punto

sia per tutto distesa semplicemente sopra A; e imaginiamo nella stessa un

punto qualunque fisso Oq, in cui u, x^ y abbiano i valori u^, x^, y^. La

quantità

\ log \_{x— x,Y -+ {y— y,Y~\ = log r

considerata come funzione di x e di // ha allora la proprietà di rendere

yjogr ~ò'^ log r _

ed ha una discontinuità soltanto per x = Xq e y —- y^ cioè in un sol punto

della superficie T.
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Quindi, secondo l'Art. 9, III., ponendo log r in luogo di lì l'integrale

"lì log r l^u
, \ ,

log r ) cls

esteso a tutto il contorno di T sarà eguale allo stesso integrale esteso a un

contorno qualunque che circondi il punto Oo, e quindi, se prendiamo per

questo contorno una circonferenza in cui r ha un valore costante, e indi-

chiamo con (f l'arco contato in parti di raggio da uno dei suoi punti in una

data direzione sino al punto 0, sarà eguale a

i2Tr

7> log r ,

u——^— r du -

'0

f2TT
ud(f., il qual valore, se u

è continua nel punto Oq, per r infinitamente piccolo diviene — ^nu^.

Colle supposizioni fatte rispetto ad m e a T abbiamo quindi per un

punto qualunque Oo della superficie, dove u è continua.

;— l ( log r -^— — Il
-—— \ ds

,

''TtJ \ ^ Dp ^p I

dove l'integrale è estero a tutto il contorno della superficie, e

1

estendendo l'integrale a una circonferenza descritta intorno ad Oo come centro.

Dalla prima di queste espressioni deduciamo il seguente

Teorema. Se una funzione u neW interno di una ^perfide T , che

cuopre per tutto semplicemente il piano A , sodisfa in generale all'equa-

~Ò^U 1)^U

\) i punti in cui non sodisfa a questa equazione^ non formino un'area;

2) i punti nei quali u^ — ,
— sono discontinue, non formino una

lìx ly

linea continua ;

8) per ogni punto di discontinuità insieme colla distanza q del

punto dal medesimo q ^—
,
q^— divengono in/initamente piccole ;

Ctjc dy

4) per u è esclusa una discontinuità che possa togliersi mutando il^

suo valore in punti singolari ;

zione a derivate parziali z^ -h—i
= 0, in modo che
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questa fimzionc e le sue derivale sono necessariamente per tutti i punti

della superficie finite e continue.

Inflitti, se ric^iiardiaino il punto 0„ come mobile, sono vanabili nel-

l'espi'essione

loof r— — u —
I ds soltanto log r ,

^^—
,

—

Ma queste grandezze e le loro derivate, per ogni elemento del contorno,

tinche Oo rimane nella superticie di T, sono funzioni finite e continue di .To

e di //,), poiché le derivate sono espresse da funzioni razionali fratte di queste

grandezze, che contengono soltanto potenze di r nel denominatore. Lo stesso

vale anche por il valore del nostro integralo, e quindi i»ei- la funzione Uq.

Poiché l'integrale potrebbe avere un valore differente da Uq, per le sup-

posizioni fatte, soltanto in punti separati, nei quali la funzione sarebbe di-

scontinua, la quale possibilità è tolta dalla supposizione 4) del nostro teorema.

11.

Colle supposizioni relative ad ?i e a T fatte alla fine dell'articolo pre-

cedente, abbiamo i seguenti teoremi :

^u
I. Se lungo una linea è u -— e

—
^

=-; 0, u sarà pi^r tutto = 0.

^u
Dimostreremo prima che una linea l dove u -=0 e -^ =: 0, non può

7)J3

formare il contorno di una parte di superficie «, dove u è positiva.

Supposto che ciò fosse possibile si prenda un pezzo della superficie a,

che abbia per contorno una parte di À e una parte di circonferenza, e che

non contenga il centro di questa, il che è sempre possibile. Allora, indicando

con r e y le coordinate polari di un punto riferite ad un punto Oo come

a polo, abbiamo

log '/' -^ ds—
I
u ^^— (/s =: ,

'ì>u , i ^ log r— ds— \ u
^P J ^P

estendendo gl'integrali all'intero contorno di questo p^zzo ; quindi, per la

supposizione fatta, sarà nulla anche la somma di questi integrali estesi al

solo arco di circolo, cioè
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e poiché I
-^

tì(s = 0, sarà l udtp = 0, ciò che contradice alla supposizione

J ^P J
che u sia sempre positivo nell'interno di a.

In simil modo si dimostrerà che l'equazioni z^ = 0, — = non pos-

sono verificarsi in una parte di contorno di un'area /; dove u è negativo.

Ora se nella superficie T in una linea fosse M = Oe-^ = 0, e in una

parte della stessa fosse u differente da zero, questa parte di superficie o do-

vrebbe essere limitata da questa linea stessa, o da una parte di superficie dove u

fosse zero, e quindi sempre dovrebbe aver per contorno una linea dove fos-

sero u e -^ = 0, il che contradice a ciò che abbiamo dimostrato.

IL Se il valore di u e di — è dato lungo una linea, u rimane de-
l>p

terminato in tutte le 'parti di T.

Siano Ui e ih due funzioni date che sodisfano alle condizioni poste per u,

queste saranno sodisfatte anche dalla loro differenza Ui — Uo come risulta,

sostituendo la medesima nell'equazioni relative. Ora se Ui e Uz Q le loro

derivate prime coincidessero lungo una linea, e non coincidessero in un'altra

parte di superficie, lungo questa linea sarebbe

Ui — ^2 = , = •

lip

senza che fosse per tutta la superficie iii — iio = 0, contro il teorema I.

III. / pimti di T, nei quali u è costante^ formano necessariamente,

quando u non è per tutto costante, linee, che separano una parte di su-

perficie dove u è maggiore da un'altra dove u è minore.

Questo teorema è composto dei seguenti:

u non può in un punto di T avere un minimo o un massimo;

u non può essere costante soltanto in una parte della superficie;

le linee nelle quali u = non possono limitare da ambedue le parti

aree nelle quali u— a ha lo stesso segno.

Teoremi, l'opposto dei quali, come è facile a vedersi, trascinerebbe

sempre una negazione dell'equazione dimostrata nel paragrafo precedente

Ua ~- -z— \ u d(f , \ (u — Uo) d(f:
=--

,

e che quindi sono impossibili.
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12.

Torniamo ora a considerare una variabile complessa w= u-h vi, la

quale in generale (cioè senza escludere un'eccezione in linee e punti singo-

lari) ha per ogni punto della superficie T un valore determinato colla

posizione di 0, e che varia in modo da sodisfare all'equazioni

^U ^V 1)U lìV

e come già abbiamo stabilito, diciamo che una variabile io, la quale gode

questo proprietà, è una funzione di s -= x -\- iy. Per semplicità in seguito

supporremo che una funzione di s non debba possedere discontinuità che pos-

sano togliersi per la mutazione del suo valore in un punto separato.

Prendiamo prima la superficie T semplicemente connessa, e per tutto

semplicemente distesa sopra A.

Teorema. Se una funzione w di 2 non ha mai interruzioni di conti-

nuità lungo una linea, e "per un 'punto qualunque 0' della superficie in

cui sia ^ •= / , w{z— /) diviene infinitamente piccolo quando si avvi-

cina indefinitamente ad 0', essa
^
e tutte le sue derivate in tutti i punti

della superfìcie sono finite e continue.

Le supposizioni fatte relativamente alle variazioni di tu ,
ponendo

* — y = (>e*?, divengono relativamente ad « e a y le seguenti :

1) — — -^ — per ogni parte della superficie T;
lix oy

2) — -f-— =0 per ogni parte della superficie T
;

'òy ~i)X

3) le funzioni u Q v non sono discontinue lungo una linea;

4) per ogni punto 0', qu e qv divengono infinitamente piccoli quando

diviene infinitamente piccola la distanza (» di da 0'
;

5) per le funzioni u e v sono escluse le discontinuità che possono

togliersi mutando il loro valore in punti separati.

In conseguenza delle supposizioni 2), 3), 4), per l'Art. 9, III., sarà per

ogni parte della superficie T

J V ~ÒS -oSf
ds = 0,

estendendo l'integrale a tutto il contorno di T; e quindi l'integrale

>0
/ ^x l>y\

,
\ u — — V — ] US
\ :)S 1)8 I

27
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esteso a ima linea qualunque che va da Oo ad (per l'Art. 9, IV.) prende

sempre lo stesso valore, e, riguardando Oo come fìsso, forma una funzione U
di ^ e di y necessariamente continua per tutto fuorichè in punti separati,

la quale (Art. 9, V.) ha in ogni punto per derivate parziali -^ — u,
-— = — v.

Sostituendo questi valori per u e y, le supposizioni 1), 3), 4) divengono le

condizioni del teorema dato alla fine del paragrafo 10. Dunque la funzione U
e tutte le sue derivate sono fìnite e continue in tutti i punti di T , e in

conseguenza lo stesso varrà anche per la funzione complessa io = i
—

uX oy

e per tutte le sue derivate prese rapporto a z.

13.

Passiamo ora a determinare che cosa accade quando, ritenendo le altre

supposizioni dell'Art. 12, ammettiamo che per un dato punto 0' della su-

perficie T, (j — s')ll! = Qe'^' w non diviene più infinitamente piccolo per l'in-

finito avvicinarsi di ad 0'. In questo caso to diviene infinito coU'infinito

avvicinarsi di ad 0', e supporremo, che se io non è dello stesso ordine

di -, cioè se il quoziente di ambedue queste quantità non ha per limite

una grandezza finita, almeno gli ordini delle medesime stiano tra loro in

un rapporto finito, in guisa che si possa trovare una potenza di q, per la

quale moltiplicata w , il prodotto col decrescere infinito di q converga verso

un limite finito o verso zero. Se /t è l'esponente di questa potenza e n il

prossimo numero intero superiore la quantità {s — s'y'-iv = (»"e"^V^ diverrà

infinitamente piccola con q, e quindi (*? — z'y^~hv sarà una funzione di z

poiché -^^^^
j-^

è indipendente da dz\ , la quale in questa parte della

superficie soddisferà alle supposizioni dell' Art. 12, e in conseguenza sarà

finita e continua nel punto 0'. Se indichiamo con a„_i il suo valore nel

punto 0', {z — «')""' tv — «H-i sarà una funzione che in questo punto è con-

tinua e eguale a zero, e in conseguenza diviene infinitamente piccola con (>,

onde per l'Art. 12, la espressione {z — z')"--io — "~^^, è una funzione

continua nel punto ()'. Continuando questo processo, w per la sottrazione di

una espressione della forma

(l\ CI2 (ln—\

\n—\z— z' {z — z'Y '" {z — z'Y

diverrà evidentemente una funzione che resta finita e continua nel punto 0'.
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Dunque se lo supposizioni dell" Art. 12 sono modificate soltanto in

questo, che la funzione w debba divenire infinita per l'infinito avvicinarsi

del punto a un punto 0' della superficie T, l'ordine di questo infinito

(una quantità che cresce nel rapporto inverso della distanza si considera

come un infinito di primo ordine) se è finito sarà necessariamente un nu-

mero intero; e se questo numero è m, la funzione io aggiungendo ad essa

una funzione che contiene 2m costanti arbitrarie, si trasforma in una fun-

zione continua nel punto 0'.

Osservasioiie. Consideriamo una funzione come contenente una sola co-

stante arbitraria, se tutti i modi possibili di determinarla abbracciano una

sola dimensione.

14.

Lo limitazioni, che abbiamo fatte negli Art. 12 e 13 relativamente

alle superficie T, non sono essenziali perchè sussistano i risultati ottenuti.

Evidentemente ogni punto di una superficie qualunque può circondarsi con

un pezzo della medesima che possieda la proprietà che abbiamo ivi supposta,

eccettuato soltanto il caso, in cui questo punto fosse un punto di giramento

della superficie.

Per studiare questo caso, immaginiamoci la superficie T o un pezzo

qualunque di essa, che contenga un punto di giramento di {n — ])«<"«'' ordine,

dove sia j= / =r x' -h iy\ riportata per mezzo della funzione ^ = {z— /)"

sopra un altro piano yi, cioè immaginiamo il valore della funzione ^ = ^-\-iri

nel punto rappresentato da un punto 0, che ha per coordinate ortogonali f

e ì], e consideriamo il punto come l' immagine del punto 0. In questo modo

si ottiene per rappresentazione di questa parte della superficie T una superficie

connessa distesa sopra A, che non ha punto di giramento nel punto 0' im-

magine del punto 0', come passiamo a dimostrare.

Per fissar le idee immaginiamo descritta una circonferenza nel piano A
col centro in 0' e col raggio R, e condotto un diametro parallelo all'asse

deUe X, lungo il quale j — z prenderà i valori reali. La porzione di su-

perficie T compresa da questo circolo, che racchiude il punto di giramento,

quando si prenda R suflìcientemente piccolo, rimarrà spezzata da ambedue le

parti del diametro in n semicircoli separati uno dall'altro. Da quella parte del

diametro, nella quale //
— //'è positivo, indichiamo questi semicircoli con a\ ,

«2, ... a„, e dalla parte opposta con «', , a 2, ... a'„, e ammettiamo che

per valori negativi di ,v — x\ «i , «2 , ... «„ , siano attaccati rispettivamente

con a'i , a'j, . . . «',», al contrario per valori positivi con a», a\,... «'„_,

,
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in guisa che un punto che giri intorno a 0' (nel senso conveniente) trascorra

successivamente la superficie «i , «'i , «, , «2, ... «;„, dn e da dn torni di

nuovo in Oi , la qual supposizione evidentemente può sempre farsi. Se intro-

duciamo ora, per ambedue i piani, coordinate polari, ponendo z — / = qe'^\

X^=ce'^\ e scegliamo per rappresentare il semicircolo «1 quel valore di

j_ _L *.,• ±
^^ — /)«= ^M

e" per cui ^ g^^ tt, per tutti i punti di ax sarà <r "l^ R*"

e ^ «/'^ -
,
quindi le rappresentazioni degli stessi nel piano A saranno

li)

\_

contenute in un settore di un circolo descritto intorno a 0' col raggio R", che si

TX

estende dai/^=::^Oai)P^=— ,ea ogni punto di «1 corrisponde un punto di questo

settore, che si muove con continuità insieme con esso, e viceversa, onde segue

che la iraagine della superficie a^ è una superficie semplicemente connessa di-

stesa sopra questo settore. In simil modo si ottiene per imagine del semicircolo

d X un settore che si estende daU'=-a</^= — ,
per at un settore che si estende

n n

da xV = — a xp = — , finalmente per dn u,n settore che si estende da
^ n n

\p == ^— '
a. xp =^ 2tc, se per ogni punto di queste superficie pren-

tv

diamo (f
successivamente compreso tra n. e 27r, 2n e S/r, . . . [2,ìi — \)tt

e 2nn, ciò che è sempre possibile in un sol modo. Ma questi settori si

attaccano l'uno all'altro nell'ordine stesso con cui si succedono i semicir-

coli a e d , in modo che a punti consecutivi corrispondono punti consecutivi,

perciò formano insieme uniti una imagine di un pezzo della superficie T

che racchiude il punto 0', e questa imagine è evidentemente una superficie

connessa distesa semplicemente sopra il piano A.

Una variabile che per ogni punto ha un determinato valore, lo ha

anche per ogni punto Q e viceversa, poiché ad ogni corrisponde soltanto

un 0, e ad ogni & soltanto un ; quindi, se è funzione di ^ , è anche fun-

zione di C, poiché se -7; è indipendente da ds, anche —tj. è indipendente

da rfC, e viceversa. Da ciò risulta che i teoremi degli Art. 12 e 13 pos-

sono essere applicati a tutte le funzioni tv di z anche nei loro punti di gi-

ramento, purché si considerino come funzioni di {s — z'Y: onde abbiamo il

seguente

Teorema. Se una funzione w di z diviene infinita coli'infinito avvi-

cinarsi del punto a un ]iuiilo di giramento di (n — iy^*'>no ordine 0',

questo infinito è necessariamente dello stesso ordine di una potenza della
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distanza il cui esponente è un multiplo di - , e se questo esponente è

— —
1 aggiungendo alla medesima funzione una esp^ressione detta forma

tv

(l\ ai
_

dn,
-+-••• -t

1

(j— j')"
i^— ^T (- — -')'^

dove tti, az ... am sono quantità complesse arbitrarie, si può trasformare

in una funzione continua nel punto 0'.

Come corollario di questo teorema si può dedurne, clic la funzione w

è continua nel punto 0', se {s— /)" w diviene iuliuitamente piccolo quando

si avvicina intìnitamente ad 0'.

15.

So immaginiamo ora una funzione di j, che abbia un valore determi-

nato per ogni punto della superfìcie T distesa comunque sopra A, e che

non sia per tutto costante, rappresentata geometricamente, in modo che il

suo valore io = u~\- iv nel punto venga rappresentato da un punto Q del

piano B, che abbia per coordinate ortogonali u e v, avremo il seguente

teorema :

I. L'insieme dei punti Q formerà una superficie S, nella quale a ogni

punto corrisponde un determinato punto della superficie T, e facendo muo-

vere con continuità Q sopra S, anche si muoverà con continuità sopra T.

Per dimostrare questo teorema ò evidente che basterà provare, che la

posizione di Q varia sempre (e in generale con continuità) con quella di 0.

Questa prova è contenuta nel seguente

Teorema. Una funzione w =^u-i- iv di z non può essere costante

lungo una linea, senza esser per tutto costante.

Dimostrazione. Se w lungo una linea avesse un valore costante a -f- ib,

si avrebbe in questa linea

Xu — a) '^v
u — a = ,

—^^ = — — - -
,

i\p rts

e per tutto

^[u — a) l>^{u — a)

quindi, per il teorema I dell'Art. 11, si avrebbe per tutto u — a =^ 0, e

. ,. ^u ^v ^u "^y
, , ^ ... L -,

poiché — = ,
-=

, anche v — ^ =r per tutto, contro il sup-^
7^^ 7)^ ^y ^x *

posto.
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II. In conseguenza delle supposizioni fatte in I.,tra le parti di S non

può esservi connessione, senza che vi sia connessione delle parti corrispon-

denti di T ; viceversa per tutto dove in T è connessione e w è continua, cor-

risponde connessione in S.

Ciò presupposto, corrisponde il contorno di S da una parte al contorno

di T, dall'altra ai posti di discontinuità ; ma le sue parti interne, esclusi

punti singolari, per tutto sono semplicemente distese sopra B, cioè in nessun

luogo vi è intersezione di parti sovrapposte o piegature della superficie.

Affinchè si verificasse la prima ipotesi, poiché la connessione di T cor-

risponde per tutto a quella di S, sarebbe necessario che in T vi fosse una

intersezione, contro il supposto. Dimostriamo ora che non può verificarsi la

seconda.

Proviamo prima, che un punto Q', dove —r- è finita, non può trovarsi

in un piegatura di S.

Se racchiudiamo il punto 0', a cui corrisponde Q', in una porzione di

superficie T di forma qualunque e di dimensioni indeterminate, si devon po-

tere (secondo l' Art. 3) prendere le dimensioni della stessa sempre così

piccole, che la forma della porzione corrispondente di S ne differisca di tanto

poco quanto si vuole, e in conseguenza così piccole che il contorno della

stessa sul piano B separi una porzione che racchiude Q'. Ma questo è im-

possibile se Q' si trova in una piegatura della superficie S.

Ora -r;- come funzione di 2, per il teorema I., può essere eguale a zero

soltanto in punti separati, e poiché è continua nei punti di T che si consi-

derano, può divenire infinita soltanto nei punti di giramento; dunque ecc.

come volevamo dimostrare.

III. In conseguenza la superficie S è una superficie, per la quale val-

gono le supposizioni fatte per T nell' Art. 5 ; e in questa superficie per

ogni punto Q la variabile 2 ha un valore determinato, che varia con conti-

ch
niiità colla posizione di Q, e in modo che -7— è indipendente dalla direzione

clw

del moto di Q. Dunque s è nel senso stabilito in principio una funzione

continua della variabile complessa w per il campo rappresentato dalla su-

perficie S.

Da ciò segue inoltre:

Se 0' e Q' sono due punti corrispondenti delle superficie T ed S, e nei

medesimi è 2 ^^- /, w ~ io\ e se nessuno di essi è un punto di giramento,

r coir avvicinarsi infinitamente di ad 0' converge verso un limite
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finito, e le rappresentazioni dell'una per l'altra sono simili nelle parti infi-

nitesime; ma se Q' è un punto di ,<(iraraento di (u — i
)""><" ordino, e 0' un

(^ — 20')'*

punto di giramento di (m — ly^'m,, ordine, ^

f coU'avviciuarsi infini-

(.' - /)-

tamente di ad 0' convergerà verso un limite finito, e per le parti di su-

perficie prossime ad essi si ha un modo di rappresentazione quale risulta

facilmente dall'Art. 14.

16.

Teorema. Se « e (^ sono due funzioni qualunque di x e di y. -per le

quali l'integrale

esleso a tulle le parli della superficie T dislesa comunque sopra A, ha

un valore finitOj facendo variare « di funzioni continue discontinue

soltanto in punti separati, le quali sul contorno siano eguali a zero, l'in-

tegrale acquisterà sempre per una di queste funzioni un valore minimo,

e uno sollanto, se si escludono le discontinuità che possono togliersi colla

mutazione del loro valore in punti separati.

Indichiamo con A una funzione qualunque continua discontinua sol-

tanto in punti separati, che nel contorno è = 0, e per la quale l'integrale

L= '[(^y -(*)•]•"

esteso a tutta la superficie ha un valore finito, con o) un;i qualunque delle

funzioni « H- A, finalmente con ii l'integrale

J L\ ^^ ^y J \ yy ^^cj _\

esteso a tutta la superficie. L'insieme delle funzioni A forma un campo con-

tinuo e chiuso, poiché ciascuna di queste funzioni si converte con continuità

in ciascuna delle altre, ma non si può avvicinare infinitamente a una fun-

zione discontinua lungo una linea senza che L divenga infinito (Art. 17); ora,

posto co = a -f- A, i? prende per ogni funzione X un valore finito, che diviene

infinito con L, varia con continuità colle forme di A, ma non può abbassarsi

al di sotto di zero; dunque Sì ha almeno un minimo per una l'orma della

funzione w.
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Per dimostrare la seconda parte del nostro teorema, sia u una delle

funzioni w, che fa acquistare ad iì un valore minimo, h una indeterminata

costante in tutta la superficie, in guisa che u-\- h X sodisfi a tutte le con-

dizioni alle quali abbiamo assoggettato la funzione w. 11 valore di iì che,

per tó = M -f- A A, diviene

'J[©-(i—yn (IT = M -^ 2N/i + L/i^

deve per ogni X (dietro il concetto del minimo) divenire maggiore di M,

quando si prenda h sufficientemente piccolo. Ma questo esige, che per ogni

forma di A, sia N --
; poiché altrimenti

2N/i 4- L/^2 = L/i'^

2N
diverrebbe negativo prendendo h di segno opposto a — e minore di questa

Li

quantità astrazion fatta dal segno. Il valore di /2 per w =:; z^ -f- A, nella qual

forma evidentemente sono compresi tutti i possibili valori di w, diviene

parciò eguale ad M -f- L, e quindi essendo L essenzialmente positivo, ii non

può avere per alcun'altra forma di co un valore minore di quello che ha

per w = w.

Se per un'altra u delle funzioni w, -Q avesse un valore minimo M', si

potrebbe ripetere lo stesso ragionamento, e avremmo M' ^ M, e M^ M',

onde M = M'. Ma se poniamo u sotto la forma u, -h /', per M' avremo la

espressione M -h L', indicando con U il valore di L per l = ?.\ e l'equa-

zione M = M' darebbe L' = 0. Ora questo è possibile solamente quando per

~òX' "^A'
tutta la superficie siano — = 0,

-^^— =^ 0, e perciò finche l è continua, questa
cx oy

funzione ha necessariamente un valore costante, e quindi poiché essa nel

contorno è uguale a zero e non è discontinua lungo una linea, questo va-

lore potrà differire da zero al più in qualche punto separato. Dunque due

funzioni to, che fanno acquistare ad ^ un valore minimo, non possono diffe-

rire tra loro altro che in punti separati, e se nella funzione u vengono poste

da parte le discontinuità che possono togliersi mutandole il valore in punti

separati, essa sarà completamente determinata.
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17.

Ora bisogna dimostrare, clic riiiianeudo finita L, la funzione / non può

avvicinarsi infinitamente a una funzione y discontinua lungo una linea, cioè

se l è assoggettata alla condizione di coincidere con y ^1 di fuori di una

parte di superfìcie T' che racchiude la linea di discontiiiuitìi, T' potrà pren-

dersi così piccola che L divenga maggiore di una quantità qualunque data C.

Dando il solito significato ad s e a;) relativamente alla linea di disconti-

nuità, indichiamo con k la curvatura corrispondente a un valore qualunque

di s, considerandola positiva, dalla parte convessa delle j) positive, e con py

il valore di p nel contorno di T' dalla parte positiva, e con p^ quello dalla

parte negativa, con y, e y» i valori corrispondenti di y. Se consideriamo ora

una parte qualunque di questa linea a curvatura continua, la parte di T'

compresa tra le normali ai punti estremi, se non si estende fino ai centri

di curvatura, dà per la relativa parte del valore di L

p.r%(:-/,,,»j(f)V(^y^,^j.

ma il minimo valore dell'espressione

J
per i valori limiti fissi di /, e }'> di l si trova colle regole note eguale a

{Yi-Yi)'^^

log (1 — /c]h) — log (1 — k'py)

e quindi questa parte dell'integrale, comunque sia preso A dentro T', diviene

necessariamente maggiore di

{yx — yifkds

log (1 — kpi) — log (1 — kp,)

La funzione y sarebbe continua per ;) = 0,' se il maggior valore che

può prendere {y.—y^f per 7r,>jt},>0 e /r2<;j2<0, divenisse infinita-

mente piccolo con 7ry— n.2\ quindi per ogni valore di s, potremo prendere

una quantità finita m in guisa, che per quanto piccolo si prenda tt,— .t.,,

continuamente siano compresi valori di //, e ;)., tra i limiti espressi da

(dove i segni di eguaglianza si escludono scambievolmente), per i quali

2«
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(j'i
— yo)' divenga maggiore di ììi. Se ammettiamo quindi colle limitazioni

b^tabilite una forma qualunque per T' , dando a;9, e a p^ determinati valori

Pi e Po , e indichiamo con a il valore dell'integrale

mk ds

log ( 1 — /,:P2 ) — log ( 1 — /;P,
)

esteso alla parte che si considera della linea di discontinuità, potremo evi-

dentemente fare

log ( 1 — kp.) — log ( 1 — kp, )

prendendo p^ e p^ per ogni valore di s in modo che siano sodisfatte le dise-

ffuaglianze

C 1 /l /.-D \C

Vi <
j,

—
' P-2 > '—j-, . ()'i — YzY > m .

Ma segue da ciò che, comunque si prenda A iu T' , la parte di L che si ri-

ferisce al pezzo di T' preso in esame, e in conseguenza anche L stessa, sarà

maororiore di C, come volevamo dimostrare.

18.

Secondo l'Art. 16, per la funzione u ivi considerata, e per una qua-

lunque delle funzioni A, abbiamo

J
(\ l>x liy J 1.1X \ ^y 1)X J ~òi/

)

quando si estenda l'integrale a tutta la superficie T. Da questa equazione

dobbiamo ora dedurre altre conseguenze.

Se separiamo dalla superficie T una porzione T' che racchiuda i posti

di discontinuità di u, /?, A, si trova la parte di N relativa all'altra porzione

di superficie T"
,
per mezzo dell' Art. 7

,
ponendo 1

-— — -^ U in luogo

di X e ( -f-
I
/ in luogo di Y , essere eguale a

_ fw 11|

+

1^\ ,,T _ ^>« + 2^W &

.
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Per la condizione relativa al contorno alla quale abbiamo assoggettato la

funzione A , la parto dell'integrale

Xds,

die si riferisce alla porzione di contorno di T" comune a T, si annullerà;

in guisa che N potrà riguardarsi come composta dell'integrale

yu y.,^^^

esteso a T", e dalla somma dei due intoirrali

estesi alla sola porzione T'.

Ora se ——^ + --^ fosse differente da zero in una parte qualunque

della superfìcie T , N prenderebbe evidentemente un valore differente da zero,

tosto che A si prendesse, il che può farsi, eguale a zero in T' , e in T" tale

che A I—^ ~h—-
1
avesse per tutto lo stesso segno. Ma se —^ -+-—- e

nullo per tutto, sparisce la parte di N relativa a T" per ogni A , e la con-

dizione N = risulta allora dall'annullarsi le parti relative alle porzioni

di suDerfìcie che racchiudono le discontinuità.
A.

Per le funzioni -^— — -^^ e —— + —— abbiamo perciò, indicando
7»,/; 1)'/ l>ij l)x

con X la prima e con Y la seconda, non solamente in generale l'equazione

7)X
. n

0,
1x Dy

ma anche

quando si estenda l'integrale a tutto il contorno di una parte qualunque

di T , e quindi questa espressione in generale ha un valore determinato.

Se dunque riduciamo (secondo l'Art. !>, V.) la superficie T, quando

essa è molteplicemente connessa, per mezzo di trasversali in una T* sem-

plicemente connessa, l'integrale

'0

ds
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ha lo stesso valore per ogni linea che sopra T* va da Oo ad 0, e riguar-

dando Oo come fisso, forma una funzione di .2? e di y, che in T* è per tutto

continua e lungo una trasversale offre la stessa variazione da ambedue le parti.

Questa funzione v aggiunta a /;? ci dà una funzione v== t^-\-
»• le cui derivate

pai'ziali sono

1)V IfU llV 1)U

Quindi abbiamo il seguente

Teorema. Se è data una sujjerficie connessa T, ridotta per messo

di trasversali in una semplicemente connessa T* , una fumione complessa

«-{-//? di X e y ,
2)er la quale

esteso a tutta la superficie abbia un valore finito, si potrà sempre, e in

un sol modo convertire in una funzione di z, aggiungendole una funzione

\i-{-YÌ di X e y assoggettata alle seguenti condizioni:

V) li è nel contorno =0, soltanto differente dazerò in jmnti se-

paratij V è dato in un punto qualunque;

2) le variazioni di fx in T, quelle di v in T* sono soltanto discon-

tinue in punti separati, e soltanto in modo che restino finiti gl'integrali

m^m"
estesi a tutta la superficie, e le variazioni di v sono eguali fra loro da

ambedue le parti lungo le trasversali.

La compatibilità delle condizioni che determinano /t -\- v i segue da ciò,

che fx ,
per cui riman determinato v sino a una costante da aggiungersi, dà

sempre un minimo dell'integrale i2, poiché posto u= a-\- i^i , evidentemente

si ha N= per ogni A; proprietà che secondo l'Art. 1(3 appartiene sol-

tanto a una funzione.

19.

I principi che costituiscono il fondamento del teorema alla fine del pa-

ragrafo precedente, aprono la via a studiare determinate funzioni di una va-

riabile complessa (indipendentemente da una espressione delle medesime).

Per orientarsi sopra questo terreno servirà il percorrere il complesso delle
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condizioni clic si ricliiedono per dctcìiiiiuurc uiui tal t'iiii/ione in una data

estensione.

Se prima ci tetiiaiiio iu un caso particolare, in cui la superficie distesa

sopra A, nella quale il campo delle funzioni è rappresentato, è semplicemente

connessa, la funzione io ^u-\-vi sarà determinata dalle seguenti condizioni:

1) è dato per u in tutti i punti del contorno un valore, che per infi-

nitamente piccole variazioni di luogo varia d'infinitamente piccole quantità

dello stesso ordine, ma che del resto sono qualun(iue (*);

2) il valore di v è dato arbitrariamente in un punto scelto a piacere;

3) la funzione in tutti i punti dev' essere finita e continua.

Ma da queste condizioni è completamente determinata.

Infatti ciò si deduce dal teorema dell'articolo precedente, determinando,

come è sempre possibile «-}-/^« in modo che « sia nel contorno eguale al

dato valore, e in tutta la superficie, per ogni variazione di luogo infinita-

mente piccola, la variazione di ((-{-t-^i sia infinitamente piccola dello stesso

ordine.

Dunque, in generale, ic può esser data nel contorno come una funzione

di s interamente arbitraria, e con essa v rimane per tutto determinata ;
ma

reciprocamente può anche prendersi v comunque in ogni punto del contorno,

e ne segue allora il valore di u. Il campo che si ha per la scelta dei va-

lori di w nel contorno abbraccia perciò una varietà di una dimensione sola

per ogni punto, e la completa determinazione degli stessi richiede per ogni

punto del contorno un' equazione, ma non sarà necessario che ciascuna di

queste equazioni si riferisca soltanto al valore di un termine in un sol punto

del contorno. Per questa determinazione potrebbe anche esser data per ogni

punto del contorno una equazione che mutasse continuamente la sua forma

colla posizione di questo punto, e contenesse ambedue i termini; oppure,

riguardando il contorno come diviso in a parti, e ad ogni punto di una di

queste parti essendo associati in un modo determinato >i— 1 punti presi da

ciascuna delle altre parti, potrebbero essere date per questi n punti d equa-

zioni simultanee, che variassero colla loro posizione. Ma queste condizioni,

il cui insieme forma una continua varietà, e che sono espresse da equazioni

tra funzioni arbitrarie, affinchè siano ammissibili e sufficienti per la deter-

minazione di una funzione per tutto continua nell'interno di una data esten-

sione, abbisognano ancora di una limitazione o complemento mediante par-

ticolari equazioni di condizione - equazioni relative alle costanti arbitrarie -

(i) Le variazioni di questo valore non sono veramente soggette ad altra limitazione,

fuori che a quella di non essere discontinue lungo una parto del contorno : abbiamo fatto

una pili stretta limitazione per maggior semplicità.



99,'>,

perchè sino a questo non si estende evidentemente la precisione del nostro

teorema.

Nel caso in cui il campo delle variazioni di ^ è rappresentato da una

superficie molteplicemente connessa, queste considerazioni non richiedono alcun

cangiamento, poiché 1' applicazione del teorema dell' Art. 18, dà una fun-

zione che differisce dalla precedente, solo nei cangiamenti che riceve per

l'oltrepassare delle trasversali, cangiamenti, che possono esser fatti eguali

a zero, se le condizioni ai limiti contengono un numero di costanti dispo-

nibili, eguale al numero delle trasversali.

Il caso in cui nell'interno vi è una interruzione di continuità lungo una

linea si riduce al precedente, riguardando questa linea come una trasversale

della superficie.

Se finalmente in im punto separato vi ò una interruzione di continuità,

e quindi, secondo l'Art. 12, è ammesso che la funzione divenga infinita

in un punto, conservando le supposizioni fatte nel primo caso, per questo

punto potrà esser data una funzione di s, che sottratta renderà continua la

funzione da determinarsi, e perciò rimp,rrà pienamente determinata. Poiché si

prenda a-\- (ìi eguale a questa funzione data, in un circolo piccolo quanto

si vuole descritto intorno al punto di discontinuità, ma del resto conforman-

dosi a quanto abbiamo stabilito, sarà

estendendo l'integrale a questo circolo; ed estendendolo alle altri parti sarà

eguale a una quantità finita, e si potrà applicare il teorema dell'articolo

precedente, con che si ottiene una funzione che ha la voluta proprietà. Da ciò,

per il teorema dell' Art. 13, seguirà, che in generale, quando in punti se-

parati di discontinuità la funzione diverrà infinita di ordine «, bisognerà

aggiungere un numero di 2w costanti.

Rappresentata geometricamente (secondo l' Art. 15) una funzione w

di una variabile complessa s, in un dato campo di due dimensioni, dà una

imagine S, che cuopre un piano B, simile nelle miuime parti, esclusi sol-

tanto punti separati, a una superficie T che cuopre il piano A. Le coudizioni

trovate necessarie e sufficienti alla determinazione della funzione, si riferi-

scono al suo valore, o nei punti del contorno, o in quelli di discontinuità
;

compariscono quindi (Art. 15) tutte come condizioni per lo posizioni del

contorno di S, e danno per ogni punto del contorno una equazione di con-

dizione. Se ciascuna delle stesse si riferisce a un sol punto del contorno,

verranno rappresentate da una serie di curve, delle quali per ogni punto del

contorno, una forma il luogo geometrico. Se due punti consecutivi del con-
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torno, sono assogguttati a due conni ni equazioni di condiziono, nascerà tra

due parti del contorno una tal dipendenza, che prosa arbitraria la posizione

dell'una, ne seguirà la posizione dell'altra. In modo analogo per altre forme

dell'equazioni di condizione risulta un significato geometrico, che noi ora noji

vogliamo indagare più oltre.

20.

L'introduzione delle quantità complesse in matematica ha la sua ori-

gine e immediato scopo nella teorica dello più semplici relazioni tra le va-

riabili, esprimibili per mezzo di operazioni di calcolo ('), cioè se estendiamo

queste relazioni, dando alle variabili, alle quali si riferiscono, valori com-

plessi, si prosenta una permanente armonia e regolarità che altrimenti non

potrebbe aversi. I casi nei quali questo è accaduto, abbracciano finora un

piccol campo - si possono quasi tutti ridurre a quelle relazioni tra due

variabili, nelle quali una o è funzione algebrica (-) dell'altra, o ha per de-

rivata una funzione algebrica dell'altra - ma ad ogni passo che qui si è fatto,

non solo si è dato ai risultati ottenuti senza l'aiuto delle quantità complesse

una forma più semplice, e completa, ma si è aperto anche la via a nuove

scoperte, come mostra la storia delle ricerche sopra le funzioni algebriche,

circolari o esponenziali, ellittiche e abeliane.

Mostriamo brevemente ciò che per le nostre ricerche nella teorica di

tali funzioni si è ottenuto.

I metodi precedenti per lo studio di queste funzioni ponevano sempre

come definizione una esjjressionc della funzione, dalla quale fosse dato il di

lei valore per ogni valore dell'argomento ; le nostre ricerche dimostrano che,

in conseguenza del carattere generalo di una funzione di una variabile com-

plessa, in una definizione di questa specie una parte dei dati, che servono

alla determinazione delle funzioni è conseguenza dell'altra, e li riducono ai

soli necessari. Questo rende essenzialmente più semplice lo studio delle me-

desime. Per esempio, per dimostrare l'eguaglianza di due espressioni della

stessa funzione, si dovrebbero altrimenti trasformare l'una nell'altra, cioè mo-

strare che ambedue coincidono per ogni valore della variabile ; ora basta la

prova della loro coincidenza in una estensione molto minore.

(1) Rigu ariliamo qui come operazioni elementari l'addizione, la soUrazione, la mol-

tiplicazione e la divisione, l'integrazione e la differetftiazione, e una relazione la riguar-

diamo tanto più semplice, quanto minor numero di ojìerazioni elementari contiene. In fatti

tutte le funzioni introdotte fin qui nell'Analisi si possono definire mediante un numero

finito di queste operazioni.

(-) Cioè quelle relazioni nelle quali tra le due variabili esiste un'equazione algebrica.
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Una teorica di queste funzioni fondata sopra questi principi stabilirebbe

la formazione della funzione (cioè il suo valore per ogni valore dell'argo-

mento) indipendentemente da una determinazione della stessa mediante ope-

razioni di calcolo, aggiungendo al general concetto di una funzione di una

variabile complessa soltanto i dati necessari alla determinazione della fun-

zione, e allora passerebbe alle differenti espressioni che possono darsi alla

funzione. Il carattere comune a un genere di funzioni, che si esprimono in

modo simile per operazioni di calcolo, si rappresenta allora sotto la forma

di condizioni relative ai limiti, e alle discontinuità. Per esempio, se il campo

delle variazioni di ^ è disteso sopra tutto il piano infinito A semplicemente,

molteplicemente, e nello stesso la funzione ha soltanto discontinuità in

punti separati, e soltanto acquista infiniti di ordine finito (dove per un in-

finito j si riguarda come infinito di primo ordine questa quantità stessa, e

per ogni finito valore / della stessa la quantità -—
-,) la funzione è neces-

sariamente algebrica, e reciprocamente ogni funzione algebrica sodisfa a queste

condizioni.

Tralasceremo per ora lo sviluppo di questa teorica, il quale, come ab-

biamo osservato, è diretto a porre in luce le semplici relazioni espresse da

operazioni di calcolo, perchè escludiamo presentemente lo studio dellespres-

sione di una funzione.

Per la stessa ragione non ci occupiamo qui di mostrare l'uso del nostro

teorema come fondamento di una teorica generale di queste relazioni, al che

si richiede di provare che il concetto di una funzione di una variabile com-

plessa, su cui qui ci siamo fondati, coincide pienamente con una relazione

esprimibile per operazioni di calcolo (').

21.

Per rischiarare però il nostro teorema generale gioverà un esempio della

sua applicazione.

L'applicazione dello stesso indicata nel precedente articolo, sebbene te-

nuta di mira nella dimostrazione, è però soltanto un' applicazione particolare.

Poiché se la relazione è data da un numero finito delle operazioni di cal-

(') Con ciò intenderemo ogni relazione esprimibile mediante un iiiiiiiir(j fìnilu o in-

finito delle quattro i)iii semplici ojierazioni di calcolo, addizione, sottrazione, moltiplica-

zione e divisione. Distinguiamo operazioni di calcolo da operazioni numeriche, in quanto

che in quelle non si ha riguardo alle commensurabilità delle quantità sulle quali il calcolo

deve effettuarsi.
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colo ivi considerate come operazioni elementari, la funzione contiene soltanto

un numero finito di parametri, la qual cosa per la forma di un sistema di

condizioni ai limiti, o nelle discontinuità fra loro indipendenti, porta la con-

seguenza che tra loro non si possono presentare condizioni che si possano

dare arbitrariamente in ogni punto di una linea. Por il nostro attuale scopo

sembra perciò più conveniente, di scogliere un altro esempio nel quale la fun-

zione della variabile complessa dipenda da una funzione arbitraria.

Per facilitare l'intelligenza ci varremo della rappresentazione geometrica

usata alla fine dell' Art. 18. Si presenta allora come uno studio della pos-

sibilità di fare una rappresentazione di una data superficie, che sia connessa, e

simile all'obiettiva nelle minime parti, e di forma data, dove perciò, nel lin-

guaggio usato di sopra, per ogni punto del contorno della imagine è dato

un luogo geometrico, e per tutti i medesimi sono dati (Art. 5) il senso del

contorno e i punti di giramento. Ci limiteremo alla risoluzione di questo

problema nel caso, in cui a ogni punto di una superficie corrisponde soltanto

un punto dell'altra, e le superficie sono semplicemente connesse, nel qual

caso la risoluzione è contenuta nel seguente

Teorema. Due date superficie piane sempdicemenie connesse possono

sempre riferirsi una all' altra in modo che a ogni punto dell'una corri-

sponda un punto dell' altra che si muove con quello con continuità e che

hanno simili le loro parti minime corrispondenti', e può a un punto in-

terno e a un punto del contorno esser dato comunque il corrispondente ;

ma questo è sufficiente perchè la relazione sia determinata per tutti i punti.

Se due superficie T e R sono riferite a una terza S, in modo che si

trovi similitudine tra le loro parti minime corrispondenti, ne risulta una re-

lazione tra T e R ,
per la quale la stessa similitudine ha luogo. Il problema

di riferire due superficie qualunque una all' altra in modo che tra le mi-

nime parti corrispondenti si trovi similitudine è ridotto perciò a riportare

una superficie qualunque sopra un'altra data simile nelle minime parti. Quindi

se nel piano B nel punto in cui w= descriviamo un circolo K col rag-

gio 1, per provare il nostro teorema, è necessario soltanto di dimostrare il

seguente :

Una superfìcie qualunque T semplicemente connessa che cuopre A può

sempre esser riportata sopra a un circolo K continuamente connesso, e si-

mile nelle minime parti, e soltanto in un modo, in guisa che al centro cor-

risponda un punto qualunque dato interno 0^, e a un punto qualunque della

circonferenza un punto qualunque 0' del contorno della superficie T,

Per indicare a quale dei due punti Oq ed 0'
, appartengono il valore di »

e il punto Q , diamo a queste lettere i medesimi indici, e descriviamo in T

intorno a Oo come centro un circolo qualunque , che non si estenda sino

29
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al contorno, e non contenga punti di giramento. Se prendiamo le coordinate

polari, ponendo 2— SQ= re'^\ avremo

log {s— ^0)= log r+ y i.

La parte reale varia perciò con continuità in tutto il circolo, fuor che nel

punto Oo, dove diviene infinita. Ma la parte imaginaria, se si scelgono per

tutto tra i valori possibili di y i minimi positivi, lungo il raggio dove s— Sq

è reale e positivo, prenderà da una parte il valore zero, dall' altra il va-

lore 27r, ma in tutte le altre parti variera con continuità. Evidentemente si

può prendere invece di questo raggio un'altra linea qualunque l condotta dal

centro alla periferia, in guisa che log(^— ^0), coU'oltrepassare del punto

dalla parte negativa (cioè, dove secondo l'Art. 8, jo è negativo) alla positiva

di questa linea, riceva una diminuzione improvvisa di 2 tt /, ma del resto vari

colla posizione di quello con continuità in tutto il circolo. Ora se noi pren-

diamo la funzione complessa di ^ e di y , «-h /Se, eguale a log(i— ^0) nel

circolo , e fuori dello stesso, prolungando l comunque fino al contorno, in

modo che

1) nella periferia di sia =log(5— s^), nel contorno di T soltanto

imaginaria,

2) nel passare dalla parte negativa alla positiva di l vari di — 2 ni,

ma per ogni infinitamente piccolo spostamento, vari di un infini-

tamente piccolo dello stesso ordine,

ciò che è sempre possibile; l'integrale

esteso al circolo sarà nullo, esteso a tutte le altre parti avrà un valore

finito, quindi a~{-§i, aggiungendole una funzione di ^ e ?/ continua e de-

terminata in tutto fuor che in una costante imaginaria, la quale funzione è

soltanto imaginaria nel contorno, può esser convertita in una funzione di

z, t= m-\~ni. La parte reale m di questa funzione sarà nulla nel contorno,

eguale a — co nel punto Oo , e varierà con continuità in ogni altra parte

di T. Per ogni valore di m compreso tra e — 00 , T rimane perciò divisa

da una linea in cui m= a, in parti nelle quali m<^a e che contengono Oo

nell'interno, e in parti dove m'^a, e il contorno delle quali è formato in

parte dal contorno di T, in parte dalla linea dove m= a. L'ordine della

connessione della superficie da questa divisiono non è mutato è abbas-

sato, perciò la superficie si spezza, poiché questo ordine è =— 1, in due

pozzi dell'ordine di connessione e — 1 , in piti di due pezzi. Ma questo

ultimo caso è impossibile, perchè allora almeno in uno di questi pezzi m
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dovrebbe essere por tutto finita e continua e costante in tutte le parti del con-

torno, quindi o dovrebbe avere in una parte di superficie, un valore costante,

in qualche luogo - in un punto o lungo una linea - un valore massimo o mi-

nimo contro ciò che è stabilito nell'Art. 11, IH. I punti, nei quali m è

costante formano dunque linee chiuse per tutto semplici, lo quali racchiudono

il punto Oo ed m verso l'interno necessariamente decresce, onde segue, che,

per un giro positivo (dove, secondo 1' Art. 8, s cresce) a , in quanto è con-

tinua, continuamente cresce e quindi soltanto nell'oltrepassare dalla parte

negativa alla positiva della linea l ricevo un'improvvisa variazione di —2n ('),

diviene eguale a ogni valore compreso tra e 2 tt una sola volta se astrag-

ghiarao da un multiplo di 2n. Se ora poniamo e'= w, e"^ ed n divengono

coordinate polari del punto Q rapporto al centro del circolo K. L'insieme

dei punti Q forma allora evidentemente una superficie S distosa per tutto

semplicemente sopra K ; il punto Qo della stessa cade nel centro del circolo ; il

punto Q' poi può per mezzo della costante da aggiungersi ad n esser portata

sopra un punto qualunque dato della circonferenza, come volevamo dimostrare.

Nel caso, in cui Oo è un punto di giramento di {n— l)«s''«o ordine, si

arriva allo scopo, sostituendo - log(^— Jq) a log(^— ^o) , in un modo simile, e
II/

che si può facilmente completare colle considerazioni dell'Art. 14.

22.

Ometteremo qui il completo sviluppo delle ricerche del precedente articolo

nel caso più generale, in cui a un punto di una superficie debbono corrispon-

dere più punti dell'altra, e non è supposta per le medesime una semplice

connessione, poiché prese da un punto di vista geometrico, tutte le nostre ri-

cerche avrebbero potuto condursi in una forma più generale. Cioè la limita-

zione, a superficie piane semplici, esclusi punti separati, non è essenziale per

le stesse; e il problema di riportare una data superficie qualunque sopra

un'altra qualunque data, in guisa che l'imagine risulti simile all'obiettiva nelle

minime parti, può trattarsi in modo del tutto simile. Ci contentiamo qui di

riferirci alle due Memorie di Gauss citate all'Art. 3 e alle Dlsquis. gen.

circa sup. Art. 13.

(•) Poichò la linea l va da un punto interno al pezzo di superficie che si considera,

a un punto esterno alla medesima, se essa ne incontra più volte il contorno deve andare

una volta di più dall'interno all'esterno, che dall'esterno all'interno e la somma delle

variazioni improvvise di n in un giro sarà perciò sempre =— 2n.
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XXII.

LA TEORICA DELLE FUNZIONI ELLITTICHE C)

(Dagli Annali di matematica pura ed applicata, serie I, t. Ili, pp. 65-159, 298-510;

t. IV, pp. 26-45, 57-70, 297-556, Roma, 1859, 1860).

INTRODUZIONE

1.

Una variabile complessa w ^= u-^ iv dìcesi funzione di un'altra varia-

bile complessa 2 ^^ x -h iy, quando ad ogni sistema di valori di :c e di y

corrispondono uno più sistemi di valori determinati di m e di v.

Quando ad ogni sistema di valori di .27 e di y corrisponde un solo deter-

minato sistema di valori ài u Q v, la funzione dicesi momdroma.

Chiameremo indice di una variabile complessa 2= x ~{-iy^ il punto di

coordinate ^ e ?/ nel piano in cui intendiamo rappresentate nel modo ordi-

nario le quantità complesse.

Se la funzione w è continua, quando l'indice di 2 percorre una linea

continua, anche l'indice di w percorrerà una linea continua.

La funzione w sarà monodroma, se prenderà lo stesso valore per un va-

lore di 3 che abbia l'indice in un punto Z, qualunque sia la linea percorsa

per arrivarvi.

La derivata di w rapporto a 2

\òx l\xì \7ìy '^yi dxdw __ du -\- i dv

d2 dx ~\- idy ^ . dy
'

dx

(L ij

ha in generale un valore dipendente da -7^, ossia dipendente dalla direzione
0/ X

in cui si muove l'indice di 2 quando « aumenta di dz. AflBnchè abbia un sol

{') Questa teorica ò stata esposta nelle lezioni di Analisi superiore date nella r. Uni-

versità di Pisa nell'anno scolastico 1859-60.
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valore determinato e indipeiideute dalla direzione doU'aumento di j, ò neces-

sario sulliciente che sia

(1) 2^_^==0; (2) ì^^^=:OC).

Le funzioni che godono questa proprietà, e quindi sodisfano alle equazioni (1)

e (2), da Cauchy sono state chiamate monogene.

Dicesi funzione analitica di una variabile complessa j una funzione, i

cui valori si possono esprimere tutti mediante un numero finito o infinito di

operazioni elementari di calcolo effettuate sopra il valore di s. Le funzioni

analitiche sono tutte monogene.

Chiameremo funzioni intere quelle funzioni analitiche i cui valori pos-

sono esprimersi mediante una serie di potenze positive e intere della varia-

bile ^, convergente per qualunque valore reale o complesso di s. Chiame-

remo funzioni fratte quelle funzioni analitiche i cui valori si possono espri-

mere mediante il rapporto di due funzioni intere.

Diremo residuo integrale di una funzione iv rispetto a una linea il va-

lore dell'integrale Jw dz, quando s'intenda effettuata l'integrazione facendo

percorrere all'indice di z tutta la linea.

2.

I principi fondamentali della teorica delle funzioni monogene e mono-

drome saranno il punto di partenza, dal quale saremo condotti naturalmente

alle funzioni che fanno il soggetto principale di questa monografia.

Teorema 1. Il residuo integrale di una funzione monogena e monodroma

IO, rispetto a una linea chiusa C, è sempre eguale a zero, quando w non di-

viene infinita o discontinua in alcun "punto compreso nell'area della linea C.

Siano 0, o\ o", o'" i punti di contatto delle quattro tangenti alla curva C

che la limitano inferiormente, a destra, superiormente e a sinistra, e poniamo

oo'=a. oo'o"=--b, oo'o"o"' = c, oo'o"o"'o = d.

Avremo per il residuo integralo di tu rispetto alla linea C

(1) 1 wds=
I

(m 4- iv) {dx -h idy)

fV dx dy\ .
,

. f'Y dx
,

dy\.

Jo \ ds dsj Jo \ ds ds /

(') Vedi Rieraann, Fondamenti di una teòrica ecc., negali Annali di matematica, scr. I,

t. II, p. 291 (od anche p. 193 di questo volume).
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Prendiamo ora l'integrale

estoso a tutta l'area della linea C. Se v si mantiene per tutto finita e con-

tinua nell'interno di C, avremo

//— dx dy = v-r ds— V'f-ds=\ v-j-ds,
d/ "D-r Jo ds Jd ds Jo ds

{T^u
, ,

r« 6?^ , f'*^'^ da^
, C^^"" d^

1 C'^ dx
,

1 1 — dxdy= \ u—rds— u~r ds =

—

u -r ds-= — u—rds\
JJ ^2j Jt ds Jc ds Ja ds Jq ds

e quindi

Analogamente si dimostra l'identità

quando si estenda egualmente l'integrale doppio.

Le formole (2) e (3) non presuppongono che w sia funzione analitica di ^,

ma non valgono altro che quando tv si mantiene finita e continua in tutto

lo spazio dell'integrazioni effettuate per trasformare gl'integrali doppi in inte-

grali semplici, cioè in tutta l'area C.

Ora se la funzione tv è monogena, gli elementi degl' integrali doppi (2)

e (3) sono nulli durante tutta l' integrazione. Quindi sono nulli questi me-

desimi integrali, e gV integrali semplici che sono eguali a loro. Dunque è nullo

il secondo membro dell' equazione (1) e quindi il residuo integrale, come vole-

vamo dimostrare.

Teorema 2. / residui integrali di una funzione monogena e monodro-

ma tv, rispetto a due linee aperte Z1MZ2 , ZiM'Zj che terminano ai me-

desimi punti Zi e Z2 , sono eguali se in tutti i punti dell'area compresa

dalle due linee la funzione w è finita e continua.

Infatti, per il teorema precedente, abbiamo

\wds-^~
I

wds --=
,

quando il primo integrale si estenda alla linea Z1MZ2 e il secondo alla linea

ZjM'Zi. Ma questo ultimo è eguale all'integrale esteso a ZiM'Z2, preso nega-

tivamente: onde avremo

J»rf.=Jwds
.,
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quando il primo integrale si estenda a tutta la linea ZjMZj , e il secondo a

ZjM'Zi , come volevamo dimostrare.

Teorema 8. IL residuo integrale di una funzione monogena e mono-

droma w, rispetto a una linea chiusa C, che contiene nel suo interno un

sol punto D, nel quale la funzione w cessa di essere finita e continua, è

eguale al residuo integrale di io rispetto a una linea <?, piccola quanto si

vuole, descritta intorno al punto D.

Infatti, se uniamo con una linea s un punto di C con un punto di e,

la linea s più la linea C percorsa da destra a sinistra, più la linea s per-

corsa in senso opposto, più la linea e percorsa da sinistra a destra formano

un contorno chiuso nell'interno del quale w è per tutto finita e continua, e

quindi la somma dei due residui integrali di io rispetto ad s presi in senso

opposto, più il residuo integrale rispetto a C preso da destra a sinistra, più

il residuo integralo rispetto a e da sinistra a destra, sarà eguale a zero.

Essendo nulla la somma de' residui integrali rispetto ad s presi in senso op-

posto, e il residuo integralo rispetto a e preso da sinistra a destra essendo

eguale al valore del residuo integrale rispetto a <? da destra a sinistra preso

con segno contrario, ne risulta che i residui integrali rispetto a C e a (? presi

nello stesso senso sono eguali, come volevamo dimostrare.

È facile a vedersi che se nell'interno di una linea chiusa C vi sono più

punti d, d\ d" ... , nei quali w cessa di essere finita e continua, il residuo

integrale di io rispetto a C sarà eguale alla somma dei residui integrali di io

rispetto alle linee chiuse e, c\ e" ...
,
piccole quanto si vuole, descritte rispet-

tivamente intorno ai punti d, d\ d' ... .

Teorema 4. / valori di una funzione monogena e monodroma w jws-

sono ottenersi mediante una medesima serie di potenze positive e intere

della variabile j, per tutti i valori di z, che hanno gl'indici compresi in

un circolo C nell'interno del quale la funzione w non cessa mai di essere

finita e continua.

Sia il centro di questo circolo il punto A indice della quantità com-

plessa a, e Zq sia l'indice ÒS. 'a-{- Jq- Indichiamo con Wo il valore di ìv nel

punto Zo, cioè per il valore « -|- Jo della variabile s.

La funzione

w — 2^0

a— Zq

sarà monogena, monodroma, finita e continua in tutti i punti del circolo. Poi-

ché tali sono il numeratore e il denominatore, e il denominatore non diviene

nullo altro che nel punto Zo, nel quale diviene nullo anche il numeratore,

e il valore della funzione in questo punto è evidentemente eguale alla dori-
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vata di iv rapporto a 2, la quale è unica e determinata perchè la funzione

è monogena, è finita perchè la funzione è continua in tutti i punti del circolo.

Dunque per il teorema 1, avremo

Ji

quando si estenda questo integrale a tutta la circonferenza C. Quindi

C w , C dz
I

": 7 dz==WQ —
kJ S Ci «0 >J 2 d Sn

Ora la funzione è monogena, monodroma, finita e continua in
e /7 ^ ^
^ U -ìq

tutti i punti del circolo C, fuori che nel punto Zo, dove diviene infinita ; dunque

per il teorema 3, l'integrale del secondo membro non muta valore se invece

di estenderlo a tutta la circonferenza 0, si estende a una circonferenza e de-

scritta con raggio r piccolo quanto si vuole intorno a Z,, . Onde avremo, indi-

cando con (f l'angolo variabile del raggio r coll'asse polare,

s— a — 5o = r (cos (f--\-i sen (f)
= re^' , ds -— ire'^^ dq

;

(2) ; —- = i d(f = 2ni

.

Sostituendo il valore (2) nell'equazione (1), abbiamo

1 r wdz
(3) w, =

2ni ) z— a — ^0
'

la quale è vera per qualunque punto Zq interno al circolo C.

L'integrale che comparisce nella equazione (3) deve estendersi a tutta

la circonferenza C, sopra la quale si ha evidentemente

mod. {s— a)'^ mod. ^0 ;

onde abbiamo in serie convergente

s— a— ^0
^

•^ — ^ (^— d'Y (* — C'Y (^ — (t'Y
'

e quindi

1_ / r_wds_ f wds 2 r_wds__ \

'''-2m\J,-a'^''J{:;-aY'^'\){s-aY~^"' ì'

Indicando con y la quantità a-\- Sq , che ha per indice Zo , e con tv sem-

plicemente il valore corrispondente di iv, finché Zo sarà nell'interno di C,

avremo

1 r ^^^ y — ^ r tvdz (// — aY r wdz

IniJ 2 — a 2m J (2 — aY 27r/ j {2— a)
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e ponendo

z— a= re"^'
,

Questa serie è convergente per tutti i valori di y , per i quali

mod. {y— a) < r. Infatti, se diamo a io la forma oe^', avremo

ìve-"'^' d(p = \ Q cos (6 — ìKp) d(p ~hi \ Q sen (6 — ìicf) dcp
,

ed ambedue gl'integrali del secondo membro sono minori dell' integrale

Qd(f che è eguale a una quantità finita M. Quindi

2^^-"^* d(f<CM. |/2 ,

qualunque sia n. Quindi la serie (4) sarà convergente quando sarà conver-

gente la serie

1 _^ y — ^
-4_ ^y— ^)'

-4_ -, Jy— O'Y
,

cioè quando mod. {y— a) <^ r.

Osservando che la derivata rC^'-'^"- di una funzione monogena di una va-

riabile y, espressa da una serie convergente S, è eguale alla somma di una

serie anch'essa convergente formata colle derivate ?^''«""^ dei termini della

serie S, abbiamo

d^'w 1 .2. 3... ',2 r^^ _.
,

-Y^ 1 il valore

di -7-7, per y^^ a , si ottiene

2;^Oo ^^'
'^^=

1.2.3. ...W^A
e la serie (4) diviene

30
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Dal teorema 4 del numero precedente si deduce immediatamente, che

tutte le funzioni le quali si mantengono monogene, monodrome, finite e con-

tinue per qualunque valore finito di una variabile complessa s sono funzioni

analitiche intere di j, alle quali possono estendersi facilmente i teoremi fon-

damentali relativi alle funzioni razionali intere.

Teorema 1. Uiia funzione intera io diviene semjwe infinita per s= o:.

Una funzione intera tv è sempre monogena, monodroma, finita e conti-

nua per tutti i valori finiti della variabile, quindi potrà porsi sotto la forma

data dalla formula (4) del n. 2,

dove r è il raggio di un circolo che ha il centro nel punto indice di a, di

grandezza arbitraria. Prendiamo questo raggio infinito; se tu non divenisse

per questo valore anche esso eguale a infinito, gl'integrali avrebbero tutti un

valore finito, e quindi tutti i termini della serie, eccettuato il primo, diver-

rebbero eguali a zero, e avremmo

1 f-~
IO ^ X \ w d(f =^ costante

.

27tJ„

Dunque una funzione intera che non diviene infinita per s = '^, non è una

funzione di s, ma una costante.

Se diciamo radice di una funzione intera di .-, un valore complesso di «

per cui questa funzione si annulla, avremo il seguente

Teorema 2. Una funzione intera io ha sempre almeno una radice.

Infatti se la funzione intera to non avesse alcuna radice finita, la fun-

zione monogena e monodroma — sarebbe finita e continua per tutti i valori
IO

finiti della variabile z
;
quindi sarebbe una funzione intera, e per il teorema

precedente diverrebbe infinita per ^= gc, e quindi lu si annullerebbe per

J = co. Dunque una funzione intera o ha almeno una radice finita, o una

infinita.

Teorema 3. Ogni funzione intera, che non ha radici finite, è della

forma e^, essendo w una fundone intera.

Infatti, se W è una funzione intera che non ha radici finite, logW sarà

evidentemente una funzione monogena, finita e continua per ogni valore com-

plesso finito della variabile -. Dimostriamo che sarà anche monodroma. Perciò
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basterà provare che tanto quando l'indice di 2 va da un punto j, a un altro j^

per un cammino finito Zim:;^, quanto quando va da Ji a 2^ per un altro cam-

mino qualunque ditterente ^i^Je ,
pure finito, la funzione W prende sempre

lo stesso valore in *.7. Poniamo W = oe*^', e indichiamo ordinatamente con

Zi , M, Z2 , N gì' indici dei valori di W corrispondenti ai valori di j, che

hanno per indici i punti Ji , m, Zi, n. GÌ' indici dei valori di W che corri-

spondono ai valori di z che hanno gl'indici nei punti dell'area finita Z\ m «2 ii j,,

si troveranno in un'area finita che non conterrà il polo, perchè q non si an-

nulla per nessuno di questi valori di j. Dunque la linea ZiMZjNZ, sarà

una linea chiusa che non conterrà nel suo interno il polo, e tanto quando

l'indice di W va da Z, a Z2 per la linea Zi MZg, quanto quando va da Z,

a Z2 per la linea Zi NZ2 , l'angolo prenderà nel punto Z2 lo stesso valore,

quindi logW ^ log (> -f- ^^ prenderà lo stesso valore qualunque sia il cam-

mino che percorre l'indice della variabile z per andare da 2^ a ^2. Dunque

log W è una funzione monodroma, e quindi essendo anche monogena, finita

e continua per ogni valore finito di s, sarà una funzione intera io, e avremo

log W = z^, e quindi W ^= e^, come volevamo dimostrare.

Diremo che una funzione intera w è divisibile per un'altra funzione in-

tera ìVi ,
quando esiste una funzione intera q, il cui prodotto per Wi è eguale

a IV. La funzione q si dirà quoziente di w diviso per w\ -, Wi si dirà divi-

sore fattore di io.

Teorema 4. Se a è radice della funzione intera w, questa funzione è

divisibile per 1 .^ a

La formula' (5) del numero precedente quando a è radice di w, e quindi

IVa = 0, dà

La serie tra parentesi è convergente per ogni valore finito di z, quindi

è una funzione intera di z; dunque w è divisibile per z— a, e anche per

1--.
a

Se a oltre ad essere radice hi w fosse radice anche delle funzioni intere

dw d^w rf"-^ IV

dz dz^ dzti~i

IO sarebbe divisibile per I 1 — -
j , e si direbbe che a è n volte radice di z.

Teorema 5. Una funzione intera w, che ha un numero finito di radici

finite, e non ha radici infinite, è iena funzione razionale intera.
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Siano «1 , «2, «3 , • • • «n le sole radici di w : avremo

w
\ «l/\ «2/ \ ««/

e Wi non si annullerà per nessun valore tinito o infinito di j, e sarà una fun-

zione intera; quindi per il teorema 2 sarà una costante, e w una funzione

razionale intera.

Teorema 6. Bue fumioni intere Wi , Wz che hanno le stesse radici non

possono differire che per un fattore della forma e^, dove w è funzione intera.

in

Infatti, indicando con q il rapporto — , avremo Wx = lOiq , e q non

avrà radici finite: dunque sarà della forma e^, e iv funzione intera.

Da ciò che abbiamo dimostrato nel numero precedente si rileva, che le

funzioni intere che non risultano dal prodotto di una funzione razionale per

un esponenziale e'"', dove w è funzione intera, hanno tutte un numero infinito

di radici. Dimostriamo che gV indici di queste radici devono sodisfare alla

condizione di non formare una linea continua in nessuna parte del piano.

Lemma 1. Se io è tuia funzione intera di z^= x -\- iy, riguardandola

come funzione di p e di s, essendo p la lunghezza della normale a una

data linea qualunque S, condotta dal punto di coordinate x e y, ed s la

lunghezza dell'arco di questa linea contata a partire da un punto fisso

fino al punto dove la normale incontra la linea S, avremo
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oudtì

~òs~\'òx ?^/\^s 'òs/ \ì>a; ^l/)\^s 'òs J
'

Ma la funzione tu è monogena, e quindi

Dunque sarà

'^ ^ 1^ l_^ _ A

come volevamo dimostrare.

Lemma 2. Se w e w sono due funùoni intere^ avremo

J(w w — I
as = ,

quando si estenda l'integrale a tulio il contorno di una linea chiusa S, e

p ed s abbiano il significato del lemma precedente.

Ponendo w ^=u-\- io , w = u -j- iv , abbiamo

j \ 'òp ^pj J \ ^p i>v) J \ yp ^pJ

. f / l>v' , 7)w\ -
, . Ci ^it , ^y\

,

H- ^ \u V — ids ^ i \v^ — u —ìds .

J \ l>p l^pj J \ ^P ^pj

Ora questi integrali sono tutti nulli quando siano estesi a tutto il contorno

della linea S. Lo dimostreremo per uno soltanto, per gli altri valendo la

stessa dimostrazione. Abbiamo

J \ :)p ^pl J L\ ^^^ l)x)lìs \ ^y ^yì^sj

dx dy

estendendo gl'integrali semplici a tutto il contorno, e i doppi a tutta l'area

di S. Ma w e io' essendo monogene, si ha

yu ^_r, !^_.2!^._o — — — — -i_— ~o-
l>x 'òy ' 'òy ^x~ ' 'òx ~òy ' Ity '^x
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rilogr 1

l'P r

ds = lì tUj
,

e inoltre

onde l'integrale diverrà

re re y^— IV d(f -h i\ogR\ -!—
c/s =

^'0 "^S

Il secondo di questi integrali è nullo, ])orchè nei limiti M, e Mj le

parti reale e immaginaria di iv sono nulle. Dunque il primo integrale sarà

anche esso eguale a zero, e quindi

u d<p = , V d(p =^ 0.

Dunque u e d non possono conservare lo stesso segno sopra un arco e, pic-

colo quanto si vuole, che passi per due punti Mi e Ma della linea S. Se u

e V non fossero nulli nella vicinanza di M, NMg dovrebbero dunque variare

di segno a intervalli minori di una quantità qualunque data, e quindi non

sarebbero continue, e iv non sarebbe una funzione intera. Dunque &q w h in-

tera e si annulla sopra una linea continua, dovrà annullarsi anche nei punti

esterni e prossimi a questa linea, e quindi si potrà condurre un'altra linea

vicinissima a questa, e quindi un' altra, e così indefinitamente, sopra tutte

le quali si annulli. Dunque si annullerà in tutto il piano, e non sarà una

funzione di j', ma sarà zero.

Se gl'indici delle radici non possono formare una continuità, e devono

essere in numero infinito quando la funzione non è il prodotto di una fun-

zione razionale per una funzione intera che non ha radici altro che infinite,

ne segue che le radici di una funzione intera non razionale non potranno

esser mai contenute tutte in una porzione finita del piano.

Il prodotto //il — -
1 esteso agli infiniti valori di « che sono radici

di una funzione intera W, se è convergente per qualunque valore finito di j,

è una funzione intera di j ('), che ha per radici tutte e sole le quantità «;

(') Vedi Briot e Bouquet. Théorie dea fonciions doublemenl périodiques ecc.. p. 135.
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e in questo caso la funzione W può porsi sotto la forma

W= e'"I/(l — -\

essendo tv una funzione intera, come risulta immediatamente dnl teorema 6

del n. 3.

Per istudiare questa decomposizione delle funzioni intere, della quale è

un caso particolare la decomposizione delle funzioni razionali intere in fat-

tori di primo grado, è necessario riferirsi alle condizioni di convergenza dei

prodotti infiniti.

Qualunque sia il valore finito di j, il numero delle radici « di una

funzione intera W che hanno il modulo minore o eguale a quello di s di-

viso per un numero finito qualunque f, sarà sempre finito per il teorema del

n. 4. Quindi sarà finito il prodotto 77 l 1 — -•
i esteso a tutti i valori di a

il cui modulo è minore o eguale a quello di s diviso per f, e perchè sia

convergente il prodotto totale basterà che sia tale il prodotto esteso a

tutti i valori di a per i quali è e mod a ^ mod 5, che indicheremo con

Ora, quando mod 3 <C mod a , abbiamo in serie convergente

l02f

Ma poiché il modulo di una somma è sempre minore della somma dei mo-

duli, sarà

, /l \ z \ z'' \ / 1 1 mod .- 1

mod |--I-T ^K~^^— Xó^~7—J~+ e
\8 4 a 5 «^ / 3 4 mod a 5

(mod zf

5 (mod cìf

<3I
1 r mod z / mod zV ~]

.

3|_ moda \mod«/ J'

ed essendo mod j <^ t mod « , se prendiamo f =^ f , avremo

1 / mod^ ("^Qd ,Y , ... \ ^ 1
3\ mod« (mod«)^ /

e indicando con /»» un numero complesso il cui modulo sìa minore dell'unità,

avremo
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e quindi

V «/ —
li 2 — «^ «' — «^

Se le serie Y -
, T —^ , Y^ sono converfjenti, sarà convercrente an-

a '
— «' — «

che il prodotto infinito. Se ima di esso è divergente, il prodotto infinito avrà

per limite zero, o infinito, e non esprimerà una funzione intera. Dunque la

convergenza di tutte tre queste serie è la condizione necessaria e sufiìciente

perchè il prodotto infinito sia eguale a una funzione intera.

Ora, relativamente a queste serie, abbiamo i seguenti teoremi.

Teorema 1. Se gl'itidici delle quantità a sono lutti sojrra una stessa

linea retta, e la distanza di due qualunque di essi é sempre maggiore di

una quantità finita d , la serie ^— sarà convergente indipendentemeiile

dall'ordine dei suoi termini, quando è ,« > 1 .

Infatti, se 6 è l'angolo della retta sopra cui si trovano gl'indici di tutte

le quantità a
, avremo a= /Je^' , essendo /:? una quantità reale, e quindi

V 1.= ^-,.9i y J_
^- di'- ^ 8\^

Ora i numeri reali /? si possono tutti porre sotto la forma nd H- y essendo

Y <id, Q n \m numero intero ditferente per due valori differenti di /?, per-

chè la dilferenza di due valori di /? è sempre maggiore di d\ onde

yJL=>- \^ ;SP- ^ {nd+ yY
'

ma

y 1 <y-^^ {nd + yY ^ — w:^ d^'
'

ed essendo interi e differenti tutti i valori di a la serie
"^ — sappiamo— n^- d^

che è convergente indipendentemente dall'ordine dei termini quando ,« >> 1 .

quindi sarà convergente anche la serie y -—
. a > —

; quando /t "> 1 , come

volevamo dimostrare.

Teorema 2. Fm serie X" ^ convergente indipendentemente dall'or-

dme dei svoi termini^ quando ,« >> 2 , se gl'indici di tutte le quantità «

31
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sono distrihuiti nel piano in modo che la distanza di due qualunque di

essi sia semjjre maggiore di una quantilà finita d.

Infatti, se conduciamo nel piano degl'indici due serie indefinite di pa-

rallele all'asse delle x e all'asse delle ij , in modo che la distanza di due

parallele successive sia^=, il piano rimarrà diviso in un numero infinito

di quadrati, che avranno la diagonale di una lunghezza eguale a fZ , e quindi

non potranno contenere nel loro interno più di un indice di una quantità «.

Da questa costruzione risulta evidente che tutte le quantità a potranno porsi

sotto la forma

(1) [»z+ £H-(w-4-ry)/]-^,

dove f e /; saranno quantità reali minori dell'unità, ed m e n numeri in-

teri, e il sistema dei valori dì m e n non potrà essere eguale per due dif-

ferenti quantità a . Quindi i moduli delle quantità « saranno della forma

-A
t/2

'
l{m-^ey--h{n-hrjyy

e la serie de' moduli dei termini della serie y —- sarà

\>-

(3) ^yy ^

^"
[(m + 0' + («-+- rify

dove la somma deve estendersi a un numero infinito di sistemi differenti di

valori reali e interi di m e di n, ed t e »y possono variare da un termine

all'altro, ma si mantengono sempre reali e compresi tra e 1.

La serie

(4) ZZ E
(??^^ + n^Y

2"
moltiplicata per— ed estesa come la serie (3) ha i suoi teraiini rispettiva-

mente non minori dei termini della serie (3), onde per dimostrare la con-

vergenza della serie (3) basterà dimostrare la convergenza della serie (4).

Per giungere a questo, decomponiamo la serie (4) in serie parziali, in

modo che in quelle di queste serie parziali, che indicheremo con {ki , k-i), i

valori dì m Q n siano tutti quelli che verificano le diseguaglianze

(5) 2''' ^ m^ 2"'^'
, 2''v<w<2''^-^' .
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Cosi avremo

1 f(,=00fcj=00

(6) 11 -, = 11 {le.
,
/c^) .

È evidente che il numero dei termini di una serie parziale (/Ji , /.,.)

non potrà superare il numero

^2'''"^' 2''') (2'''"^' 2''-) =-- 2''\^'<i :=. 22'f

avendo posto ì>\ H- k-i = 2/c.

Quanto al valore di questi medesimi termini, dalle diseguaglianze (5)

si ricava

22''. -f- 2^'^' <- m^ -h /i^ ^< 2^"'-^^ -j- 2^^*-^^

.

Ma k essendo non maggiore di ima delle due quantità ki e ki . si avrà

anche

2'ih ^^ ^2 _^ ^2
^

e quindi

1 1
<_—

li 2^1*'
'

Ilssendo tutti i termini di (ki , k-z) in numero non maggiore di 2^'', e

,. 1

ciascuno non maggiore di ^ , avremo

ed essendo

sarà
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ft=o 2''^'2'~'^
1

2f-

Dunque, quando jt* > 2

e quindi la serie (4) è convergente, e a più forte ragione la serie (8), e

quindi, essendo convergente la serie dei moduli dei termini della serie T—^;,

questa serie sarà convergente indipendentemente dall'ordine dei termini, come

volevamo dimostrare.

Dato un sistema di quantità complesse in numero infinito, che non for-

mano con i loro indici nessuna linea continua, si può sempre formare una

funzione intera che abbia per radici tutte e sole queste quantità. Conside-

riamo separatamente due casi, secondo che gl'indici delle radici sono in linea

retta, o distribuiti in tutto il piano.

Teorema 1. Dato un numero infinito di quantità complesse « i cui

indici siano in linea retta a distanze finite tra loro, e simmetricamente

disposti rispetto a un punto A di questa retta, si può sempre formare un

"prodotto infinito con i fattori binomi 1 — -, che sia una funzione in-

tera, che abbia per radici tutte e sole queste quantità.

Si può supporre che il punto A, rispetto al quale sono simmetricamente

disposte le radici «, sia l'origine, perchè se fosse indice di una quantità §

mutando ^ in ^— (ì \\ punto A diverrebbe l'origine.

Pertanto per ogni valore di a della forma Qe^\ ve ne sarà un altro

della forza — qc'^'-
,
quindi se nel prodotto infinito

(1) zn('-^)

i fattori che contengono questi valori si dispongono uno dopo l'altro, la serie

^ -
, in cui i valori di « terranno lo stesso ordine, avrà una somma nulla.

'
Ci
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Essendo poi tutti gl'indici di u sopra la stessa retta, la serio ^ —
, ^—

sono sempre convergenti per il teorema 1 del numero precedente : dunque

sarà convergente anche il prodotto (1), e darà una funzione intera, che avrà

per radici tutte e sole le quantità «.

Teorema 2. Dato un sistema di un numero infinito di quantità com-

plesse Ci, che abbiano gl'indici a distante finite tra loro, e disposti comunque

sopra una retta, si può sempre formare un prodotto infinito di fattori bi-

nomi della forma 1 — -
, e di fattori esponensiali della forma 1 1 H- -

j ,

che sia una funzione intera^ che abbia per radici tutte e sole le quantità «.

Infatti, il prodotto

sarà convergente, quando sia convergente la serie

I.og(i-i)+.yiog(i + l)=-fyi-.'i^:-|li,+.y^,

Ora le serie del secondo membro sono convergenti per il teorema 1 del

n. 5, dunque il prodotto (1) è convergente, ed è una funzione intera, che

ha per radici tutte e sole le quantità a, come volevamo dimostrare.

Teorema 3. Dato un sistema di un numero infinito di iiuantità com-

plesse ce, le quali abbiano gl'indici a disianze finite, e disposti egualmente

negli angoli di due assi ortogonali A ^ B, si può sempire formare un prò-

dotto infinito con i soli fattori binomi 1 , che sia una funzione in-

tera che abbia per radici tutte e sole le quantità ce.

Possiamo supporre che i due assi ortogonali siano gli assi delle x e

delle y, perchè se la intersezione dei due assi è indice di una quantità com-

plessa /^, e y è l'angolo che l'asse A fa coll'asse della ,c , mutando j in

e^'j-h/:?, l'asse A diviene asse delle x, e l'asse B asse delle y.

Prendiamo il prodotto

"(>-^)'

e osserviamo le serie y - e V — . Essendo gì' indici delle quantità u di-

sposti egualmente negli angoli opposti degli assi, per ogni valore di « della

forma oe^' , ve ne saranno tre della forma: — Qe^\ qc^^"^!^^ ,

— qe'-^'^l^*

.
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Quindi per ogni valore di «^ della forma g'^e'^'^' , ve ne saranno tre delle

forme :
(>^<?'^' , — (>^e^^' , — o'e^Oi

_ gg dunque nel prodotto si prendono i

fattori in modo che si succedano sempre i valori di « di queste quattro

forme, lo stesso avverrà nelle serie Y - e V -7 , e queste serie saranno

identicamente eguali a zero. La serie Y 1 è convergente per il teorema 2

del n. 5. Quindi il prodotto sarà convergente, ed esprimerà una funzione

intera, come volevamo dimostrare.

Teorema 4. Dato un sistema di un numero infinito di quantità com-

plesse ce, che abbiano gl'indici a distante finite tra loro, disposti comunque

nel piano, si può sempre formare un prodotto infinito di fattori binomi

della forma 1 e di fattori esponenziali della forma (l-j-a)-", (l-l-«)-',

che sia una funzione intera, che abbia per radici tutte e sole le quantità u.

Infatti, il prodotto

sarà convergente, perchè avremo

." ..">

iogp=.^y^-^y-^;-^.y^:-^^y-^,-^^'^y'^:-^3y&^

e tutte le serie che compariscono nel secondo membro sono convergenti per

il teorema 2 del n. 5.

Da questi teoremi si deduce che le funzioni intere potranno decomporsi

in un numero infinito di fattori di primo grado ed esponenziali, e qui com-

parisce una prima divisione delle funzioni intere. Quelle che hanno gl'indici

delle radici in linea retta, e quelle che le hanno disposte comunque nel

piano; le prime che sono espresse da un prodotto semplicemente infinito le

chiameremo di prima classe, le seconde che sono espresse da un prodotto

doppiamente infinito le diremo di seconda classe. Le funzioni di prima classe

si dividono anch'esse in due specie, la prima che comprende quelle che hanno

gl'indici delle radici disposti simmetricamente rispetto a un punto, e che pos-

sono esprimersi per un prodotto infinito di fattori di primo grado, le altre,

che hanno gl'indici delle radici disposti comunque sopra la'retta, le quali si

decomporranno in fattori di primo grado ed esponenziali. Ogni funzione in-

tera di prima classe della prima specie potrà decomporsi nel prodotto di più

funzioni intere della stossa classe di seconda specie, e data una funzione della

seconda specie se ne potrà sempre trovare un'altra che moltiplicata per la
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medesima dia per prodotto una funzione dellu prima specie. Le funzioni di

seconda classe si dividono anch'esse in due specie; la prima comprenderà

quelle che hanno gl'indici delle radici disposti egualmente nei quattro an-

goli di due assi ortogonali, in modo che facendo una rotazione intorno all'ori-

gine di un quarto di circolo, gl'indici di tutte le radici vengano a sovrap-

porsi, le quali funzioni possono esprimersi per un prodotto doppiamente intì-

nito di fattori di primo grado; la seconda compreàderà quelle che hanno

gl'indici disposti comunque, e si decompongono in un prodotto doppiamente

infinito di fattori di primo grado e di fattori esponenziali. Data una funzione

della seconda specie se ne potrà sempre trovare un' altra che moltiplicata per

quella dia una funzione della prima specie.

7.

Le funzioni monogene e monodrome che divengono infinite e discontinue

per valori finiti di s in generale sono funzioni fratte. Per dimostrare ciò

sarà necessario fondarsi sopra le proprietà dei residui integrali, come bisogna

fare sempre quando voglionsi dimostrare proprietà delle funzioni senza sup-

porre per esse alcuna espressione analitica.

Teorema L // residuo integrale di una funzione monogena e mono-

droma w = u-\-iv, rispetto a una linea chiusa S, è eguale azero anche

quando la funzione io diviene infinita o discontinua in un punto D del-

l'area racchiusa dalla linea S, se indicando con q il raggio di una cir-

conferenza C descritta col centro in D, qu e qd convergono indefinitamente

verso zero col diminuire di q.

Infatti il residuo integrale di w rispetto ad S per il teorema 2 del

n. 2, è eguale in questo caso al residuo integrale di w rispetto a C, per

quanto piccolo sia il raggio q di questa circonferenza. Onde indicando con

if> l'angolo che il raggio mobile q fa coli' asse delle x, avremo

( 1 ) j,od. =j^"(» ^f
- . I) <>d.f+ i\"{vI+ n^'^ ,d, .

Ora QU e ov col diminuire indefinitamente di q convergono a zero — e -r;

non sono maggiori dell'unità, perchè sono i coseni degli angoli, che la tan-

gente alla curva C nel punto di coordinate x e y h cogli assi, onde potrà

sempre aversi un valor di o, per cui sia

/ Ita; ^y\ ^ / ^^
, ^\ ^

t
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essendo t una quantità piccola quanto si vuole, e quindi

Integrando i secondi membri di queste uguaglianze, e sostituendo nella for-

mula (1), avremo

mod wcU <C 27rt |/ 2 ,

e dovendo essere s più piccolo di qualunque quantità data, è chiaro che sarà

fivds eguale a zero, come volevamo dimostrare.

Teorema 2. Uria funsione io monogena e monodroma è finita e con-

tinua in tutti i punti dell'area A (// una linea chiusa S, se per ogni

punto P di k , indicando con z^ l'indice di P, il prodotto {z— z^ io con-

verge indefinitamente verso zero coli'avvicinarsi di z a Zi.

Infatti, se nell'area A vi fosse un punto P nel quale w divenisse infi-

nita discontinua, si avrebbe anche in questo punto,' coU'avvicinarsi indefi-

nitamente di ^ a ^1

,

mod(.--.",)-^^^^=^' = ,

^ Z— Zo

indicando con ^o UQ valore che ha l'indice in un punto qualunque di A dif-

ferente da P, e con Wo il valore corrispondente di (O. Quindi, per il teorema

precedente, il residuo integrale di -^; rispetto alla linea S sarebbe sempre
Z— Zo

eguale a zero, e per il ragionamento fatto per dimostrare il teorema 4 del

n. 2, si avrebbe to espresso da una serie convergente per tutti i valori di z

che hanno gl'indici nell'area A ; onde w è sempre una funzione finita e

continua nell'area A, come volevamo dimostrare.

Potrebbe il valore finito dato dalla serie nel punto P non coincidere col

valore che ivi prende la funzione w ; ma allora questa funzione si renderebbe

finita e continua mutandone il valore soltanto in un punto, ed escluderemo

dalle nostre considerazioni questa specie di funzioni.

Teorema 3. Se una funzione w monogena e monodroma si mantiene

finita e continua in tutta l'area A di una linea chiusa S, fuori che in

un punto Zi indice di s^, e se i~i è la massima pMenza di z— Z\ , per la

quale {z— ZxY-io converge indefinitamente verso una quantità di(ferente da

zero coU'avvicinarsi di z a Zi ,
,a sarà necessariamente un numero intero,

e la funzione w i^otrà porsi sotto la forma:

dove W] è una funzione finita e continua in tutta l'area A.
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Infatti, sia n il niimei'o intero siiperiormonte prossimo a /< ; la funzione

{2— ^1)'*-^/^ moltiplicata per 2— Sy convergcrù, indetìnitamente verso zero

all'avvicinarsi di j a Ji ,
quindi, per il teorema 2, sarà finita e continua in

tutta l'area A. e per 5 = j, acquisterà un valore finito cin-i . Quindi la

funzione

{z— z.y-^w — ttn-

Z— Z\

moltiplicata per z — j, convergerà indefinitamente verso zero coll'avvicinarsi

di j a Ji , e perciò sarà finita e continua in tutta l'area A, e per z = Zx

acquisterà un valore finito a„_2 . Onde la funzione

{z— z,Y-^w—
"""-^ """-'

"X

moltiplicata per z— ^1 convergerà a zero coll'avvicinarsi di ^ a ^'i , e quindi

sarà finita e continua in tutta l'area A, e prenderà per z= Zx un valore

finito fl!n-3 . Così seguitando, essendo n im numero intero e finito, arriveremo

a una funzione

Cln—\ (in—2 Clt- dì
IO —

che moltiplicata per z— z^ convergerà verso zero coll'avvicinarsi di ^ a j,

,

e sarà finita e continua in tutta l'area A. Indicacdola con Wì avremo

Z— Zi (z— Zi)- {z— ZiY (« — -Ti)""'

Dunque la massima potenza /« per cui {z— Ziy-iv converge indefinitamente

verso una quantità differente da zero, coll'avvicinarsi di ^ a ^i , è un numero

intero n — 1 , e la funzione w può porsi sotto la forma (1), come volevamo

dimostrare.

Questo teorema ci mostra che le funzioni monogene e monodrome (col-

r esclusione fatta nella dimostrazione del teorema 2) non possono divenire

discontinue senza divenire infinite.

I valori di z per i quali w diviene infinita, li chiameremo, col signor

Liouville, ^infiniti di io.

Se n è il minimo numero intero per cui {z — ZiYw convergerà a zero

coll'avvicinarsi di ^ a ;?i , diremo che Zi è n— 1 volte infinito di ìv.

Teorema 4. Gl'indici degl'infima di una funzione w monogena e mo-

nodroma non possono formare una linea continua in alcuna parte del

piano.

32
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Infatti, se lu fosse infinito lungo una linea continua, la funzione mono-

gena e monodroma — sarebbe nulla lungo tutta questa linea; e quindi nulla

in tutto il piano, per il teorema 3 del n. 4; e in conseguenza io sarebbe

infinita in tutto il piano, e non sarebbe una funzione di g.

Teorema 5. Una fìinzione monogena, monodroma, non intera e che

non diviene mai discontinua senza divenire infinita, è ima funzione fratta.

Infatti, se una funzione monogena e raonodroma io non è intera, ammet-

terà un numero finito o infinito d'infiniti, i quali indicheremo con /?. Ora per

i teoremi del n. 5, potrà sempre formarsi una funzione intera lOi, che

abbia per radici tutte e sole le quantità {i
,
perchè gl'indici di /?, per il teo-

rema 4, sono a distanze finite tra loro. Moltiplicando questa funzione w^ per io

avremo una funzione intera lo^
,
perchè lOtW non potrà divenire infinita e di-

scontinua in nessun punto del piano. Infatti, lOtV) non potrà evidentemente

divenire infinita e discontinua altro che per i valori ^5, che sono infiniti di ?f.

Ma per ogni valore /^, abbiamo in un' area A che non racchiude altri infi-

niti di w, fuori che /?, essendo n il grado di moltiplicità di questo infinito,

a\ a%
,

an .

dove m ha un valore finito per 5 = /?. La funzione iv^ , avendo per radici

tutti gl'infiniti di io collo stesso grado n di multiplicità, sarà della forma

Wì = (^ — §f C02
,

essendo xjs^ una funzione intera. Onde

W^W = VS2 [jCln 4- an-i {Z /?) H h «1 (^ — /?)'*"^] + CiTCiT, {z — ^Y ^

funzione che ha un valore finito per j = /^. Dunque lUìW rimane finita e con-

tinua per ogni valore finito di z ('), ed è una funzione intera iVi, e abbiamo

ossia

IV = —
;

e la funzione iv è una funzione fratta, come volevamo dimostrare.

Pertanto le funzioni monogene e monodrome (escluse quelle che possie-

dono discontinuità che possono togliersi, mutandone il valore soltanto in punti

(') Vedi Journal de Liouville, P'"^ sèrie, voi. 1, pag. 300.
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separati) sono intero o fratte, come le funzioni razionali, e la loro teorica si

dividerà in due parti, nella prima delle quali studieremo le più semplici fun-

zioni intere, e nella seconda le funzioni fratte che si ottengono dai rapporti

delle funzioni intere considerate.

PARTE PlilMA

FUNZIONI JNTERE.

1.

Le funzioni intere si dividono in due classi, come abbiamo veduto

(Int. n. 6) ; funzioni intere di prima classe, le quali hanno gl'indici di tutte

le radici sopra una medesima linea retta ; funzioni intere di seconda classe,

le quali hanno gl'indici delle loro radici disposti comunque in tutto il piano.

Cominceremo dal considerare le funzioni di prima classe, e ci limite-

remo a quelle che hanno gl'indici delle radici a distanze eguali uno dal-

l'altro.

Sia A il punto indice della quantità complessa «, AB la retta che pas-

sando per il punto A fa coll'asse delle x un angolo eguale ali" argomento

della quantità complessa w e siano ^i ,
jOg ,^3 , ... una serie infinita di punti

tutti da una stessa parte del punto A sopra la retta AB, disposti in modo

che sia

AjOi =ihlh = ]hP3 — PsPi = , .
•

.

I punti A., Pi ,p2 ,2h , ' •• saranno indici di quantità complesse tutte

della forma

(1) mw-j-a,

dove m è un numero reale, intero, sempre positivo sempre negativo: lo

supporremo sempre negativo. Una funzione intera, che avrà per radici tutte

e sole le quantità (1), sarà una funzione intera della prima classe e della

seconda specie (Int. n. 6). SuppoiTemo prima che sia a --=
; cioè conside-

reremo prima le funzioni intere che hanno per radici tutte e sole le quan-

tità della forma

(2) — niM
,

dove w è una quantità complessa qualunque, ed m è reale, intero e positivo.
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Queste funzioni non potranno differire tra loro altro che per un fattore che

non ammette radici finite. Basterà dunque considerarne una sola.

Il prodotto infinito

1 \ m~hl/ \ m(ùj

è convergente per qualunque valore finito di s (Int. n. 6); quindi esprime

una funzione intera che ha per radici tutte e sole le quantità della forma (2).

Questa funzione la indicheremo con es -
,

perchè avendo il sistema delle

sue radici egfuale alla metà del sistema delle radici di sen— , la chiarae-

remo emiseno. Pertanto ponendo s invece di - la funzione da studiarsi sarà
0)

ess = s Hi ì.
—

1 \ m-hl/ \ m)

oppure

(3) es. = .^(-^yYl-f-^):

alla quale può -darsi anche la forma

(4) es.^ = lim^(l + .)^l + {^^JZZij^~''

oppure

(5) ^^^-/™
1.2.3.....(/-1) ^ •

La funzione es ^ sodisfa all'equazione

(6) es (5+ 1) = - es ^ .

Infatti, dall'equazione (3) abbiamo

^ ' ^ Wm + \j\m + \j\ m J

es£

2



— 253 —
La funzione es^ sodisfa l'equazione

(7) lim —^^ w' = 1 .

Infatti, dalla (4) abbiamo

. es (^ H- w)w
esw

= lim -^^ ^
; rr^i tt-^ 7^ :—r^ rr^ ^ w ,

,,_ V"^^d;)\^~^e^"^^J\2"^2z^"^^^)l8"^3^<;"^^J'" V—1"^(^— lV"^z^)

e quindi

lim ^^ =: 1 .

Dalla (3) si ricava immediatamente l'equazione

(8) lim^^=l.

L'equazioni (6), (7) e (8), unite all'equazione es = 0, esprimono le con-

dizioni necessarie e sufficienti alla determinazione della funzione es 2 , come

risulta dal seguente

Teorema 1. TiiUe e sole le funzioni intere F(^) che sodlsfano all'e-

quazioni

{a) F(0)=:0, {b) F(^+1) = ÌF(.0,

W= 30

sono necessariamente identiche colla funzione es z.

Sodisfacendo all'equazioni [a) e {b) la funzione intera F(^) avrà per

radici tutte le quantità della forma — m, essendo m un numero reale, in-

tero e positivo; quindi avrà per radici tutte le radici di esj, e divisa per

es J darà per quoziente una funzione intera <f{z) e avremo

Y{s) = (f {z) es z .

Dovendo sodisfare alla equazione (/*), avremo

F(3:H-1)=^9>(^4- l)es(.~-h 1) = -y (j) es(j) ,
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e, a cagione della (0)

(e) (f.{3~hl) = (p{2).

La equazione [e) darà inoltre

lim ^-^—
, . lim w—^^ = 1

;

w=<x, (f {w) .„,='x> es w

ondo, osservando la (7), abbiamo

if) lim ^V -^ ^ 1
;

ma l'equazioni (e) e (/) non possono coesistere, a meno che non sia ^(j)

eguale a una costante C ; onde

P(j) = C es ^

.

Ponendo questo valore nell'equazione (e/), e osservando la equazione (8),

abbiamo

C=:l.

Dunque

p (^)
— es 2

,

come volevamo dimostrare.

Teorema 2. La moltiplicazione dell'argomento per un numero reale e

intero n nella fimdone es j' è data dalla formula seguente

Ves(^-+--)
l-n._0___i__JL^

(9) ^^nz-=^n
^^_^ ^

1 n

Infatti, le radici della funzione intera es nz , sono tutte e sole le quan-

tità della forma

, . 12 n— ì
[a) — m ,

— m — m ' — ' — m
n n n

dove m indica un numero reale, intero e positivo qualunque. Ora tutte le

quantità della prima delle forme {a) sono le sole radici della funzione es s,

tutte le quantità della seconda sono le sole radici di eslj+-j, quelle

della terza sono le sole radici di es p H— l, e così discorrendo. Ondo il si-
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stema delle radici di es ;^« è identico col sistema delle radici del prodotto

/ 1\ / 2\ / n—l\
es j es I ^ H- -

1
es I j -h - I es i j -i 1

,

e a])biamo (Int. n. 3)

n-l / A
(b) es ns = e'^^'^ //< es I j + - 1

,

indicando con i/^(j) una funzione intera.

A cagione della equazione (6), ponendo j H— invece di s, avremo
tu

., ,
es ( j -f- - 1 „ ,

es ( J -h -
I

2 [) nz

onde

e

e integrando

^r,+iì e^''' ( 1\
, , ,

1V.-^J ^ ^ . ^_-_ \ = ^(, ^_ log -
;

ìp{z) = nz\og--^(p{z),
tu

essendo <{ (j) una funzione periodica, cioè una funzione che sodisftì all' e-

quazione ^

{e) yL--f--j = y(^).

Avremo dunque, sostituendo nella equazione {b)

(d) es 713 == u-"' e'^^'' U es L+ -\ .

Ponendo z -f- 7v in luogo di -?, abbiamo

{e) es {ns 4- nw) = /^-"--"«' (??<^+m'> n esU-\-w-^-\.

Dividendo la (e) moltiplicata por n'^^ io'*\ per la (d), dove in luogo di j sia

posto u\ otterremo

/ , ^ , Il esiJH h ir]

es nw
es(,<, +

^)
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Passando al limite per w = oo , e osservando la equazione (7), abbiamo

lim ((f{s-hw) — (fiio)) = 0,

ossia

che è incompatibile colla (e), se ^(j) non è una costante C. Sarà dunque

(f (2) = C, e avremo

es ns = C/i-"^VesU4-^ì

Per determinare la costante C, divideremo ambedue i membri di questa equa-

zione per ns, e porremo ^= 0; avremo, ponendo mente all'equazione (8),

C «-1
i

Ut es-
1 n

onde

/Z^esl^H—

)

i-n- \ ni
es ns= rv-

'^-—-—^ —
/7( es-
1 n

come volevamo dimostrare.

L' integrale definito studiato da Eulero, rappresentato da Legeudre colla

notazione T{x), si esprime per la funzione es ,27.

Infatti, è noto che, finché x è quantità reale e positiva e v un numero

intero e positivo ('), si ha

y^-^ (1 — yy dy = —, rr -, r
,

e ponendo

^ P .- ,/^ A^ ,
1.2. 3.... r

(') Vedi nel volume li delle Commentationes Societatis regue scientiarum Gottin-

qensis la Memoria di Gauss intitolata: Disquisitiones generales circa seriem infinitam etc.
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e passando al limite per v = oo

e/Q es )jc

onde %

Le funzioni intere che hanno per radici tutte e sole le quantità della

forma

(11) — mu)— a,

dove « e w sono numeri complessi qualunque e wz un intero, reale, positivo,

si esprimeranno tutte per la funzione es x. Esse saranno tutte eguali a una

funzione intera che non ha radici finite moltiplicata per la funzione intera

\ m-h 2 / \ moi-^aj

Questa funzione è data per mezzo di es s dalla seguente formula

es ~~~^

(12)
^(?ttl\s/i +^^) =_^(ù

es
'

ù)

Infatti, dalla equazione (3) abbiamo

\ oì / 0) 1 \m-f-l/ \m-hlf \ mo) /

w\ «/ 1 \m-^l/ ym-hl/ \ mo)/\ mio-+-a/

onde

es

« \w+ 2/ V mio -ha/
es - ^

Ponendo nell'equazione (12)

«=2-

33
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si ha

es I-

e quindi, indicando con ec « la funzione 1-

es-

Rappresentiamo con ec^, e denominiamo emicoseno di ^ la funzione
:j

,

es TT

2

perchè il sistema delle sue radici è la metà del sistema delle radici del

coseno di tcs.

Passiamo ora a considerare le funzioni di prima classe e di prima

specie. Ci limiteremo a quelle che hanno tutti gì' indici delle loro radici a

eguali distanze, cioè che hanno per radici tutte e sole le quantità della

forma

ma) ~h ce
,

dove 0) e a sono numeri complessi qualunque, e m un numero intero e reale

qualunque. Supporremo prima a = 0.

Le funzioni che avranno per radici tutte e sole le quantità della forma

(1) meo

non potranno differire tra loro altroché per un fattore, funzione intera che

non ammette radici finite. Basterà dunque prendere a considerare una sola

di queste funzioni.

Il prodotto infinito

(2) rn(i-,-^)(i-^) =rn(i-^\
1 \ mctì/ \ ma)/ 1 \ m^iirj
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è uua funziono intera, porche è convergente por qualunque valore finito di z,

ed ha por radici tutte e sole le quantità (1).

É chiaro che due funzioni (2) che differiscono per il valore di w, si pos-

sono esprimere una per l'altra. Quindi per w potremo prendere un valore

(lualimque. Prenderemo quel valore che fa acquistare alla funzione il valore

eguale all'unità, quando 2 = ^; cioè determineremo w per l'equazione

ossia

ft)_ j° 4m^ 2 2 4 4 6 6

2 1 4ìn-— I 13 3 5 5 7

Ma questa è l'espressione di Wallis per il numero -
;
prenderemo dunque

e avremo

Prendiamo le due funzioni

es-=-/7 —r) (l-h— ),

e^ (— -\ = — - n (—^^\~^( 1 ——\

Moltiplicando tra loro, si ottiene

(5) ^(,) = _|%«ie,(_i).

La funzione intera /(j) sodisfa l'equazione

(6) f{z -ì-7t) = - /(4
Infatti, dalla (5) abbiamo

A.+ ;r) = -j^'-es(i+l)es(-J-l);
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ma dalla equazione (6) del numero precedente, si ha

onde

/(.+ ;r) = ^%s|es(-|) = -/W.

Dalla (6) si deduce immediatamente

(7) f{s-h27T) = f{,).

La funzione f{s) sodisfa all'equazione

(8) lim^^^ = l.

Infatti, avremo dall'equazione (5)

f{z-+-iv) _ _j_ 'H n rH~ ^ /
.

fiw) , ,
^ IV l w\

' ^ ' 1 -h- es- esl Iw n \ nj

Ora, essendo e'^^ — (— 1)^, avremo

f(s-hw) _ ^ \Tr 7TJ /w\^ \ n } / id\~^

Passando al limite per w = co , e osservando la equazione (7) del numero

precedente, si ottiene

come volevamo dimostrare.

Dalla (3) si deduce immediatamente

(9) lira^ = l.

Le equazioni (6), (8), (9) unite alla equazione /"(O) =^- 0, esprimono le

condizioni necessarie e sufficienti alla determinazione di /(^), come abbiamo

dal seguente

Teorema. Tutte e sole le funzioni intere che sodisfano a tutte quattro
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le equazioni

(a) F(0)--0, {b) F(5-l-o)) = — F(j).

(e) lim -è-- = 1

,

id) hm -^' = -
,

^ '
«,=00 '^ ' V / _^ ^ Tj

e''>¥{w)

sono identiche alla funzione fy~\

Infatti, se la funzione F(^) sodisfa contemporaneamente alle due equa-

zioni {a) e {b) avrà per radici tutte le quantità dulia forma mw , e quindi

avremo

F(.) = 9(.)/(^^-),

essendo (f{z) una funzione intera, che sodisfa all'equazione

{e) (f {z -^ oì) =^<f{3)

.

Sodisfacendo la F{^) alla equazione {e), avremo

(f(iv) .^
e'^fiiv)

W=00

ed, osservando l'equazione (8),

hm = 1

,

(f{w)t'Jz^lX)

equazione che contradice alla equazione {e), se (f (j) non è una costante. Onde

e

Per le equazioni (d) e (9) abbiamo C — 1, e quindi

F(.)=/Q,
come volevamo dimostrare.

Ora è noto che la funzione sen 2 sodisfa alle equazioni

^, ^ , , ,. sen(^-l-M;) , ,. sen j
sen = 0, sen(^-l->T) =— senj, lim—rf =1, lim—;- = !,

=30 e'^ senio .~o ^W=X3

quindi

(10) f{z) = sens,
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ed abbiamo
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e sostituendo i valori di es —^ e di eswj —
) dati dalla formula (15),

71 \n n )
^ '

si ottiene

sen «^= 7r(2n-)'^-' Ut es( — H--I esl- h-l
ii \n nj \ii n nf

onde, ponendo mente all'equazione (12),

sen nz = 2"-' 77< scn | j -f-— l

,

V nj

come volevamo dimostrare.

Le funzioni intere che lianiio per radici tutte e sole le quantità della

forma

m<i) -h «

,

dove w ed « sono quantità complesse, ed m è un numero intero e reale

qualunque, si esprimeranno tutte per la funziono sen s. Poiché saranno eguali

a una funzione intera, che non lia radici finite, moltiplicata per la funzione

intera

fiM—~—\.

e questa è data per mezzo di due seni dalla formula seguente

71(sen — (a— s)

1- -—) =
Tca

sen—
(O

Infatti, abbiamo

sen

7T

71 , X ^ /, « "\ /-. " «\= -{a — s) n,A\ IH

) \ ce/
1 \ muìf \ mu)f 1 \ moì — «/ \ nm -f- «/Oì

onde

7l{(t— s)
, sen

00 / " \

/7,Jl--^—)=—
-« \ mw -h ce!

^ 'il
Oì

ira
sen—

co
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7t

Ponendo nella (17) a) = 7r, « = — , abbiamo

» /, 25 \ (ti \
J7,), 1

1 — — —— ) = sen
I
—— « I

^=-- cos ^

ma dalla equazione (12) abbiamo

sen(i;r-.) = «es(i-^)es(| +
f);

onde, per la equazione (13),

(18) cos^ = ec — ecl — —
j.

Passiamo ora alle funzioni intere di seconda classe, e limitiamoci a

quelle che hanno gl'indici di tutte le loro radici nei punti d'intersezione

di due sistemi di rette parallele ed equidistanti tra loro.

Teorema 1. I punti d' intersesione dì due sistemi di rette parallele

ed equidistanti tra loro sono indici di quantità tutte della forma

ma) -+- noi -f- a

,

dove m ed n sono numeri interi e reali qualunque, a , w e a/ sono quan-

tità complesse, ed il rapporto — non è reale; e recipjrocamente.

Infatti, per ottenere un sistema di punti che siano intersezioni di due

sistemi di rette parallele ed equidistanti tra loro, bisognerà prendere un

punto A , e condurre per il medesimo due rette AB , AB' che facciano ri-

spettivamente coir asse delle x gli angoli (f e (f' , la differenza dei quali

non sia un multiplo di tt, prendere sopra AB una serie di punti

A_3 , A_2 , A_i , A , Al , A2 , A3

in modo che sia

• • = A_2 A_i -~ A_i A = AAi = Al A2 = A2 A3 — • • • = r
;

sopra AB' una serie indefinita di punti

....A_3,A_2,A_i,A,Ai,A2 A3,....

in modo che sia

• • • • = A'_3 A'_2= A'_2 A'_i = A'_i A = AA'i = A', A'2= A'2 A'3 = •••=/
,
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e condurre per ogni punto A,» una retta A>„ BV,, parallela ad AB' , e per

ogni punto A'„ una retta A'„ B,» parallela ad Ali. 1 punti A^.n intersezioni

delle rette A^iB',,, e A'„B„ saranno i punti d'intersezione di due sisteini di

rette parallele ed equidistanti tra loro. Ora è chiaro che, ponendo

e indicando con a la quantità complessa che ha per indice il punto A , ogni

punto A,„,„ sarà indice di una quantità complessa della forma

(1) m(ù -f- ww' -f- a.
,

dove m e n sono numeri interi e reali. Non dovendo gli angoli (j> e r/' dif-

ferire tra loro di un multiplo di tt, è chiaro che il rapporto — non potrà
w

essere reale.

Se poniamo w e w' sotto la forma

(!') tfi = a -f- è? , (a = e ~\- di
,

avremo

a>' ac -+- bd -f- {ad— bc) i

0) a?

Il determinante ad— he , che chiameremo determinante del sistema degli

indici delle quantità (1), dovrà essere differente da zero.

È facile a dimostrarsi che il valore di questo determinante preso posi-

tivamente esprime l' area dei parallelogrammi A,„,,, A,„^i,n A^.^^-i A,n^i,n-i :

che si chiameranno parallelogrammi elementari.

Teorema 2. Gl'indici delle quantità

(1) Wft) -+- ww' -f- «

,

ed

(2) M/i-^Ni}'-f-«,

dove m ,n ed M , N sono numeri interi e reali qualunque, formano il

medesimo sistema di punti, quando abbiansi le relazioni

(3) 12 = f.iM -f- rtù , ^ = QU) -^ Cft)'
;

(4) //(T — (>v =3 ijz 1

essendo /' . »•
, ^ e e numeri interi e reali.

34
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Infatti è chiaro che, perchè sia

(5) Mi2 -h Ni2' -f- a = Ww -h «w' -H a

,

è necessario e sufficiente che siano soddisfatte le equazioni

(6) Mfi + N(> = m , Mv~hNa = n.

Ora qualunque siano i numeri interi M ed N è chiaro che esisteranno va-

lori interi per m ed n che sodisfaranno le equazioni (6) e quindi la equa-

zione (5), e a cagione della equazione (4), qualunque siano i valori interi

dì m ed n, esisteranno anche valori interi di M ed N che sodisfaranno le (6)

e quindi la (5). Dunque ogni punto che è indice di una delle quantità (1)

è indice anche di una delle quantità (2), e viceversa.

Teorema 3. / valori dei determinanti degl'indici delle quantità (1)

e (2), quando sussistono le reiasioni (8) e (4), sono eguali ovvero eguali

in valore assoluto e di segno contrario, secondo che nel secondo membro

della equazione (4) si ha il segno positivo o il negativo.

Infatti, il determinante degli indici del sistema (2), a cagione delle

equazioni (3) e (T), sarà

jtta -f- ve
, fib -f- vd

^ Q aQa -\- oc
, gb -h ad

a e

b d
= zìr.{ad— bc);

onde risulta evidente il teorema che volevamo dimostrare.

Pertanto dato un sistema di punti che siano tutti intersezioni di due

sistemi di rette parallele ed equidistanti tra loro, si potranno riguardare

sempre come indici di tutte le quantità della forma (2), e /i e Sì' si po-

tranno sempre prendere in modo che il determinante, e quindi il coefficiente

iè'

di i nel rapporto — sia positivo.

È chiaro che se F(j) è una funzione intera, che ha per radici tutte e

sole le quantità della forma (1), le tre funzioni

F{2) , F(^ 4- (tì) , F(^ ~h «')
,

avranno le medesime radici e quindi non potranno differire altro che per

fattori, i quali non abbiano radici finite. Ma è impossibile che siano tra

loro eguali, come risulta dal seguente

Teorema 4. Una funzione intera F(*;) , che è doppiamente periodica,

ossia che sodisfa a due equazioni

{a) F(5 -h «) = F(^)

,

{b) F(^ -h «') =: F(^)

,

dove il rapporto — non è reale, non è una funzione di z, ma una costante.
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Infatti, se F(j) soddisfa alle due oquazioiii (a) e (b) è chiaro che pren-

derà i medesimi valori nei punti corrispondenti dei parallelogrammi elemen-

tari, e quindi non potrà prendere per qualunque valore di 2 , valori diffe-

renti da quelli che prende nei punti di un solo parallelogrammo elementare.

Ma ogni funzione intera che non è costante diviene infinita per * = co (Intr.

n. 3); quindi F(5), se non fosse una costante, dovrebbe diventare infinita

per un valore di s , che ha 1" indice in un parallelogrammo elementare qua-

lunque, cioè per un valore finito di «, e non sarebbe una funzione intera.

.4.

Le funzioni intere che avranno per indici delle loro radici i punti d'in-

tersezione di due sistemi di rette parallele ed equidistanti tra loro, per

quello che abbiamo dimostrato nel numero precedente, avranno per radici

le quantità della forma

(1) mu) -h no/ -j- a
,

dove nel rapporto — il coefficiente di / è differente da zero e positivo, ed m

e n sono interi reali.

Consideriamo prima quelle funzioni intere per le quali a = , ed n è

sempre negativo, ossia che hanno gì' indici delle loro radici tutti situati da

una medesima parte di una retta AB che passa per l'origine. Queste fun-

zioni che hanno per radici tutte e sole le quantità

(2) rt wù) — n(ù\

dove m ed n sono interi, reali e positivi, non potranno differire tra loro altro

che per una funzione intera che non ha radici finite. Basterà quindi consi-

derarne una sola.

La funzione intera

sen —
0)

ha per radici tutte e sole le quantità della forma

z^ mo).

La funzione intera

e " sen —

^

. ——- + -r-
1 — e '" "
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ha per radici tutte e sole le quantità

nelle quali n ha un determinato valore, ed m prende tutti i valori interi,

reali e positivi (n. 2, formula 17).

Onde il prodotto

(3) Csen — i7f^<« 1 l inT.iiù'

\ — e'^

se è convergente per qualunque valore finito di ^, sarà una funzione intera

che avrà per radici tutte e sole le quantità (2).

Questo prodotto è sempre convergente perchè la serie

00 2^171(1)

è convergente indipendentemente dall' ordine dei termini. Infatti, abbiamo

(O—= a-i-bz,
(O

dove b è differente da zero, e positivo; quindi

TTÌCù'

p w — p—T:b pTiia

•Trio)

mod e "^ = er"^^ < 1

.

Poniamo

q = e '^
,

e prendiamo la costante C in modo che la funzione (3) divisa per — , e

fatto ^= , dia per valore 1' unità, cioè prendiamo C = — , e poniamo

(4) et- = -sen— //
,„
—

,

0) 71 ft) i 1 (/^"

ossia

1 00 1 -ySn g2lTÙ

(5) et ^= — sen nz n •

5T 1 1 (^

'in
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ludichiamo questa funzione colla notazione etj, perchè avendo il sistema

delle sue radici eguale alla metà del sistema delle radici di una tìmzione

che suole indicarsi culla lettera 6>, la chiaiueremo emileta.

Sono tacili a dimostrarsi le equazioni

(6) et(2-M)=— etj,

/ ,
c«/\ i_

-^'(-^-^
j et^ et j

V "^
o) j
~

2
^

san ns ~ q{l — e'"--'')
'(7) etl.' t -| = 4-<^

(8) etO-=0,

(i>) lim — - 1

,

le quali sono le caratteristiche della funzione, cioè sono 1' equazioni neces-

sarie e sufficienti alla sua definizione.

Infatti, se una funzione intera F(j) sodisfa all' equazioni

(a) F(j^ 1) = — F(«-), (/>) F(j -.^ ro) = ^ e-^«<
2 sen 712

(e) F(0) = 0, {(l) lim^^ = l.
..=0 2

sarà identica alla funzione etj, nella quale w'==wcej.

Infatti, se la funzione intera F(j) sodisfa all' equazioni {a) ,
[b) , {e)

avrà per radici tutte le quantità della forma

r

(O

-±im— n —

.

cioè tutte le radici della funzione etj; avremo dunque, (Introd. n. ;J),

(e) F(^)=^ ^(j)età,

dove if{z) è una funzione intera di z . Sostituendo il valore (e) nell' equa-

zioni (a) e (/>) e ponendo mente all' equazioni ((5) e (7), si ottiene

<f{2-h\) = <f{s) , (f{2 ^ m) ---=
ffi^) ;

e quindi per il teorema 4 del n. 3, ^(j) non è una funzione di j , ma una

costante C , e abbiamo

F(^) = C et ^

.

Sostituendo nell' equazione (d) si ottiene C ^^ 1 , e quindi

F(j)= et 2

,

come volevamo dimostrare.
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La funzione e''** et ^ è intera non solo rispetto alla variabile z , ma

anche rispetto alla quantità ^2'^'^, quindi potrà esprimersi per una serie di

potenze positive e intere di questa quantità, che sarà sempre convergente;

cioè avremo
00

e^'^-- et ^ =1 y A„ e«"'^*-

.

A cagione della equazione (7) avremo
00

In aZnivizXAnq"'e

onde
00

y (A„ (1 — ^'-^) -4- Ah-1 q^'^^) é'"^'-' =0
;

dalla quale si deduce

1 ^*"

ossia

l

e quindi

00 / 1 \n ..n(n-n

e^»-- et 2 = A.oX n
e

Ponendo ^= oo
, abbiamo, per la equazione (5),

1 1

inms

ZTTZ

1

onde

27TZ

11/: / 1 \n ^«(«T-D

(10) ^^^"^—TrZ:-- y ^
_ '^ ^ Ql2n-l)iziz

77(1 — ^2*») " 77(1 _^8t)
1 1

5.

La funzione intera et - ha per radici, come abbiamo veduto, tutte e sole
0)

le quantità della forma

nr m(o— ncù
;
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la funziono intora et I — - 1 avrà por radici tutte e sole le quantità della

forma

ZÌI moì -f- n(o
;

onde il prodotto

et- ••(-:)

avrà per radici tutte e sole le quantità della forma

(1) m(t)-\-n(iì\

dove m Q n possono essere tanto positivi quanto negativi, e tutte radici sem-

plici, fuori che le quantità della forma ww , le quali ne saranno tutte radici

doppie; ma queste sono radici semplici della funzione intera sen— , onde
03

la funzione intera

ot-iet(--\

71S
sen —

0)

avrà per radici tutte e sole le quantità della forma (1). Prendiamo la costante C

in modo che dividendo la funzione per 5 , e ponendo quindi j = , si ot-

tenga per valore l' unità ; cioè prendiamo C =— ttm , e poniamo

et — etl — —
I TTwet— etll — — i

(2) ms) == — nw ^ = ^^
.

sen — sen —
(lì (O

Poiché dalla equazione (7) del n. 4, si ha

(---) =
\0) (O /

— Ili

e ^

et_ .

2i sen —
w

alla funziono 6{:) potremo dare anche la forma

(2) e(s) = — 2711(06 "^ et -etl- — -)
^ '

(o \ù) 0) !

^-2mwe "- et-et 1-^ ).
U> \ co (1) J
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Osservando l'equazione (G) del n. 4, avremo immediatamente

(3) e{2-h(o) =— tì{s)

.

Aumentando j della quantità &>'
, si ottiene

et(£ + ^')et(-^-^)
«(,^ „') = -™ V" '"/ V -, j^

sen
1 h I

ma dall' equazione (7) del n. 4, abbiamo

e w et

KIZ ^

et

2?«7 sen—

et

Tri ,
217»'^ 27:i(i>'

s-en,--^— 1 =('tTZ 7l(o'\

f- I

CO M /

onde

ili r

(4) e{z -f- 0)') = — e~ '"
'''^^

' 0{z)

.

Abbiamo inoltre

(5)
• lim?^* = l.

L' equazioni (3), (4) e (5) unite all' equazione

(6) m = ,

sono le caratteristiche della funzione 0{z).

Infatti, una funzione intera F(j) che sodisfa 1' equazioni

TZi
,— — (2;-Mo')

[a) F(«- -^ «) = — F(^)

,

{b) F{z-hco') = — e "^ F{z),

(e) F(0) = 0, {d) lim^ = l,

non può essere altro che la funzione 6{z).
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Poiché se F(^) sodisfii 1' equazioni (e) ,

(a) e (b) avrà per radici tutte le

quantità della forma (1), e quindi sarà

{e) P(^)= <f{s) 6(^),

essendo (f{s) una funzione intera. Sostituendo il valore {e) nell' equazioni («)

e (b), abbiamo

(p{2 -f- tó) = (f{2) , (f{s -h 0)') = (f{2) ,

onde y(j), per il teorema 4 del n. 3, è una costante C, e si ha

Sostituendo questo valore nella {d) si ottiene C =: 1 ; onde

come volevamo dimostrare.

La funzione ©(j) è una funzione dispari, cioè sodisfa l' equazione

.

(7) e{— ^) - - e{,)
,

come risulta immediatamente dalla equazione (2).

Sostituendo nella formula (2) i valori dati dalla formula (4) del n. 4,

abbiamo

ossìa

1 — 2(7^" cos h q*"

(9) e(^) = - sen— /7 ^—; .

6.

Le funzioni intere che hanno per radici tutte e sole le quantità

(1) meo -h nw' ~h te

,

m

saranno della forma

(2) (f{2) e{s — ce)
,

dove y(i) è una funzione intera che non ha radici finite.
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La quantità complessa « può sempre esprìmersi per due quantità com-

pijsse ctì' e oj, se — non è reale, nel modo seguente

1 — .» 1 — V
,

dove fi e V sono due quantità reali. Poiché se

a = Q -i- ai ^ 0) = a-h bi ,
ù)' = e -h di

;

e — non è reale, il determinante ad— ùc sarà differente da zero, e quindi

V equazioni simultanee

1 U 1 V 1 il . 1 — 1>

avranno sempre una soluzione, quando vi si riguardino fx e v come inco-

gnite.

Indicando la funzione (2) con 6,,.,^ , avremo

(3) e,.,, {,) = <;{,) 8(^,
4-^^ o> +-^ «') .

Determiniamo la funzione intera g(j) in modo che l'equazioni caratteristiche

di ^a,/(^') siano quelle stesse della funzione 6(2), che indicheremo con ^i,i(^),

quando /i = 1 , e r = 1 , cioè siano le seguenti

(4) tì,,,,{s -h tó) -= e^^' e,,,,{3)
,

,^K „ ^ .V
— — (2i-(-a(0+a)')

^ ^

(5) d,,,,(^-|-a/)= e - ' 6,,,(.-),

(7) 6„,,(0)=1.

Sostituendo il valore (8) nelle equazioni (4) e (5), abbiamo

. I
TTlU)

C-I)-

e ponendo

•KJZ
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si ha

xp{3-\- w) = if,(2) ,
tp(s -!-«') = ipis) ;

onde i/'(j) ù eguaio a una costante C , e

TTii

liiz I 1
1

\

Sostituendo nella (7) si ottiene

1

C

e quindi

/ /t_i ,1'— 1 A

La equazione caratteristica (7) per le funzioni fi^,.,4J)^ nelle quali \i

e V sono ambedue dispari, non vale, perchè diviene in contradizione colla (<i)
;

allora invece abbiamo

(9) lim ^^^ = 1

.

Le due equazioni caratteristiche (4) e (5) si possono comprendere nella

sola seguente

(10) <9f,,,(5
+ r«+ stó')= (— ir^^"-e '" M^) '

dove r ed 5 sono due interi reali qualunque.

Teorema. Le funzioni <9a,.(^), nelle quali i valori di /t , v sono congrui

rispetto al modulo 2, sono identiche.

Infatti, due funzioni :

dove r ed s sono interi e reali hanno le medesime caratteristiche.

La caratteristica (6) rimane evidente che è la medesima per ambedue,

se si pone mente che le due funzioni hanno le medesime radici. La (7) e

la (9) rimangono invariate quando si aumenti /.i di 2r e » di 2.?. La ca-
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ratteristica (10) tìnalmente, non muta per questo cangiamento, il quale non

fa che aumentare l' esponente di <? di un multiplo di 2ni

.

Pertanto le funzioni fi^.^^,{2) nelle quali (i q v sono interi, si riducono

soltanto a quattro funzioni distinte

e,M. ei,o(^), eo,,(^), M^)-

Queste funzioni le chiameremo funzioni jacobiane, perchè non differiscono

altro che per fattori indipendenti da s da quelle che Jacobi introdusse nel-

r Analisi.

7.

Dalla equazione (8) del numero precedente si deduce facilmente la

equazione

(1) . ^/A+^',V+V' (^)

e,

e,

.(^-^-)''V 2
"-^2~ '°

-(,'.-<:tl><K»«v,)^ / ;„' ,/ A

'[
2 "+^2-""j

la quale insieme colla (8) ora ricordata serve ad esprimere tre qualunque delle

funzioni jacobiane per mezzo della quarta e si hanno le seguenti formule

«... (I)

(3) o,M) =—^
^'

(4) »„,.(«) = e

'' (f)

•

(5)

«.(f-l)
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(8) M^)==-^M(f)^o,.(.'-f),

e

(9) ei,o(^)=
'''(2) — , / a> w'\

(10) 6o,M = --—-Tre- <^o,i --f-x
/ w^ fa) \ V 2/

(r\ ITI / 0) «i)'\ / '\

(12) d,4,)= '

^
f,.

^"^0,0 (^ -r- f ) ,

^M (2-)

e

(13) do,i(^)=-

^1.1

/ (ij -f- fa/ \

" (!)
^

'

Prendendo la formula (2) del n. 5, e sostituendo il valore di ^i.i(-) dato

dalla medesima nelle equazioni (2), (3) e (4), abbiamo

TTùo et — et I
— — 1

ù) \ fa) '

(14) ^mC^)-- ;^,
.

sen—

^

, „^ et(^-f)ot(-i-f)
, ^ TTOÌ

-^
V faJ 2fa) / \ fa) 2fa) '

(15) diJs)=sen--—e'^ r ;

——

.

'^ ^ '
2(0 I7TJ TTOì\

,
fa) ,/ fa) \

\ ùì 2ft) / 2&) \ 2fa) /

(16) ^o..(.')= ^, 1 \ 1.
—

•

cos ^ et - et 1— -
I

0) 2 \ ^'



— 278 —

(17) «o,o(^?)=cos^e-
ITTZ ,

7tm'\ ^I 1,1 \\ J a! \\
""V+ 2^) '^ \T.,-^-^ ^H" 2^ - 2)

Mediante 1' equazioni (2), (3) e (4), richiamando le formule (8) e (9) del

n. 5, abbiamo

(18) «.W=^3en^^<i^'-3=^
277ii ìt:iz

1 — 2^2" cos^ H- r/*»*

=— sen — 77
re (O 1 (1_^2«)2

27TJ2 2TCIJ

ri9ì e (2) - - (i-r-'g" )( i - ry^"--^ g - )

2m.
1 — 2/f

"+i cos ^ h ^""^^

= 77
w

(1— ^^"-^•j^

2—Ì5 27TtS

(20) «,,,(.)= cos -/7 ^
(1 + r/")'

'2tTT2

1 + 2^2n cog __ _4_ ^4n

= COS— 77
« 1 (l + (?^")^

2iri; 2-;Tt^

(21) M^) = ^ (i^,^,„..)

y 7TP*

= 77
co

(l + ^/^«-')'

Da queste equazioni si deduce immediatamente che le funzioni 6>u„>,(^)

sono pari se juv^ (mod. 2), sono dispari se {iv^ 1 (mod. 2) ; ossia

(22) e^,^,{—2) = {-\Y''e^,,{s).

8.

Le quattro funzioni B^,^^ contengono due soli argomenti — e —
;

quindi
W (I)

tra i valori delle medesime corrispondenti allo stesso sistema di valori dei
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duo argomenti dovranno esistere due sole equazioni distinte. Queste sono le

due equazioni algebriche seguenti

(1) «u^-)=e^o,.(-')+

—

7^ n^i^) ,

<.©
(2) ^,oU)-«U^)-^—7--^-7t OU^)-

Per dimostrai'e queste equazioni osserviamo che dall'equazione (9) del

n. 6, si deduce

fl.,j|^/a>4-W-f-yj = (-l)- e
'>

^».'(y)'

onde(\ "1,0 1 9 / / \

2rto + W + y
j ^ ^y... / 2ra; +W -4- yj .-.

,

^- (y)

fl,,o ((2r+ 1)« -4- W -+- y) H- —y^T ^M ((2^+ 1)« -f- •^«' ^y) ^ ^

Dunque la funzione

ha per radici tutte le quantità della forma

dove r ed s sono numeri interi e reali qualunque, u quindi sarà divisibile
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por la funzione ^o,i(^) che ha per radici tutte e sole queste quantità, e avremo

dove (f{s) è una funzione intera.

Ora da questa equazione, ponendo mente alla equazione (9) del n. 6, si ha

_:!ii(2;+w') /oì\
^(-+(»)=— y(^), (f{g^(o')= e

"^ cp{s), 9)(—
j
= 0, y(0) = l;

che sono le quattro equazioni caratteristiche della funzione <9o,i(^); dunque

y(^) = 6o,i(^), e abbiamo

"'' (f)

<' (-2
)

come volevamo dimostrare.

Dall'equazione (9) del n. 6, si ricava ancora:

É'i.o ( ^« + ^<?« H 2"")""^"
^ ^ ^'"V~2~/'

onde

/co -f- to' \

^.(2~ +W +
"-^)-J^^|^^.,.(2.«

+ .<.'+^)= 0,

""'l 2 j

»,

Dunque la funzione intera
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ha per radici tutte le quantità dulia forma

, W -(- 0)'

rw H- s(o H —
,

le quali sono le sole radici di ^o,o(^) ' e quindi sarà divisibile per ^o.oC-^), e

avremo

dove (p{^) ò funzione intera. Ma da questa si deduce facilmente

equazioni caratteristiche di 6>o,o(^) : dunque y(j) = ^o,o(-) , e quindi

come volevamo dimostrare.

Ora osserviamo che i due argomenti delle funzioni jacobiane sono i rap-

porti di j e di 0) alla quantità o)
;
quindi per w si potrà prendere una quan-

tità qualunque, purché si varino contemporaneamente - ed 0/ in modo che

quei rapporti non mutino. Infatti, ponendo —= nr, dall'equazioni (18), (19),
(1)

(20) e (21) del n. 7, abbiamo

(lì / ^ftì \

(3) <^,,i(^,m, wi) =— é^,,i(^— ,0? ,0)),^
co \ù)l J

(4) ^]i.A^ ,
c!* , «1) = ^\t.À^^~ ,

c5
,
w I

,
quando ,a»' = .

Potremo dunque disporre della quantità w come meglio ci conviene, e sta-

bilire tra (') e il rapporto 05, una relazione qualunque. Prendiamo questa

relaziono in modo da rendere più semplice la equazione (1) ; cioè preudiamo

la relazione

(5) ''...(Ì) = ''"»(f)'

36
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la quale, sostituendo i valori dati dall'equazioni (18) e (19) del n. 7, dà

r

Con questa relazione tra w e — , la equazione (l) diviene

(7) exÀs) = (^\M -^ ^\M

-

Poniamo quindi

(8) : 1 -^='^'

e la (2) diveiTà

(9) eus) = di,{,) ~h k' di,{2)

.

La quantità k, sostituendo i valori delle funzioni jacobiane dati dalle

equazioni (18) e (19) del n. 7, è espressa in funzione di q dalla formula

(10) k = Ai/qn-^-^^J^,

e suol chiamarsi modulo delle funzioni jacobiane.

Dalla equazione (9) ,
ponendovi ^= —

, si ricava

1—k' Mi)

Se prendiamo la relazione

(11) k'-^/c'' = l,

avremo

<^o,o(y)

(12) k'= ^^^

0,
"(2)

e, sostituendo i valori dati dalle equazioni (19) e (21) del n. 7,
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La quantità U suol chiamarsi modulo com'plementare delle funzioni jaco-

biane.

Dall'equazioni (7), (9) e (11) si deduce

(14) K.{^) - k'^ e\j,) + k' eiM) ,

(15) Ko{2)= (flM)-h/c''eUj).

9.

Esprimiamo ora i valori delle funzioni jacobiane corrispondenti ai va-

. ù) ù)' li)~+- 0)'
.

lori 77 , o- , —5— della variabile s.

Dall'equazioni (19) e 21 del n. 7, si ottiene »

^0
(y) ^0

(y)
= 1

.

Da queste e dall'equazioni (5) e (12) del n. 8, abbiamo

Dall'equazioni (19) e (20) del n. 7, si ricava

dalla quale, dalla equazione (8) e dalla (7) dove sia posto —-— in luogo

di «, si deduce:

Dalle formule (2), (3) e (4) del n. 7, si deduce finalmente

(0) ''««(y)=^'^-
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Dalle formule (2) e (2') del n. 5, mediante i valori (1), (4), (7), si

ottiene

(10) et|= J, (11) et^= f

(12) et—r ^—=—=^--=.

Ponendo

A, = J7(l - f«)

,

Al = ^(1 — rf-') ,

1 1

Bo =5(1 -+- ^^")

,

Bi = 5(1 + (/«"-!)
;

1 1

abbiamo

1 1 Bo ,
M^ i Al (o' -h M 1 Bi

2 TT Ao
'

2(0 271
l/q

^0
' 2w 27r |/^ Aq

'

onde

T^ -X i/^J- A Ao t^^|/g „ _ . V^!eJIi.

ma

Ao Bo Al Bi = Ao

,

Bo Al Bi = 1
;

onde

^ = 2Ao -r/ 1/-^ , ^ = 2Ao ry ^ 1A ,

[ a[=^"1/^' w,=^']/^-

Sostituendo i valori (13) nelle formule (18), (19), (20) e (21) del n. 7,

abbiamo

(11)

e,,,{,) = 2Ao (/ » J/T^sen- n (l ~ 2q'- cos— -f- qA ,

ei,o(^) = Ao i/t?- 5(l - 2r/^"-i cos— + q'-A
,

»M = 2A. ,/ j/-^ cos f f (l - 2,» cos ?^^+ r) ,

»„,„(«) = A„ l/-^ fl (n- 2?"+> cos^+ fy"'*=) .
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lo.

Se nelle formule (14), (15), (10) e (17) del n. 7, sostituiamo alle

funzioni et i rt — -(- a I le serie di potenze intere di e "* convergenti per

— hc(\ il suo va-

lore in esponenziali, essendo i numeratori divisibili per i denominatori, avrem

evidentemente in serie convergente per qualunque valore finito di s

niziz

«a,>.(-') = y A„ e

Applicando l'equazione caratteristica (5) del n. 6, si otterrà

An+2 = (— l>'*A„(?"-^\

onde

k,n= {-lY^Kr\ A2n.i = (-1).-Airy V/ ' >*

;

e quindi

e^^,{2) = Ao y (— 1)."" if e - -h Al g ' y (— 1).-" q^ ' J e

— 00 — 00

Applicando la equazione caratteristica (4) del u. 6, avremo

(1) e^,.(5) = A„.,. V(_i)-"ry^ ^- ) e

— 00

Poniamo

(2) 0^,,(^) = 2;(— i)""r ' ^^ ";
— 00

ossia

00 /2U+1\2 ^,
(3) 0,,i(^) = 2i^ (— 1)" ^/ ^ ^ sen {2a -f- 1) — ,

''

<»
'ìlìTtZ

(4) 0.,o(-') = 1 + 2 X (- 1)" ^'^ cos—-

,

1
"^

0)
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=0 (ìn±i\ jrz

&oA^) = ^yr ' ^cos (2/^+ 1)—,

(6) 0o,o(^) = 1 + 2 y ^^' cos
;

i

avremo

(7) <'a,v(-) = Aa,N 0a,v(2) ,

dove Aa,N sarà soltanto funzione di q. Jacobi indicò colla lettera H la fun-

zione ©1,1 , colla lettera & la funzione 0i,o

.

Dalla (2) si deducono immediatamente l'equazioni

(8) Oa^zrA^) = 0^.,v(^) , (9) &,.,.M^) = (— 1 Yi'- &.M) ,

(10) 0a^^a^.w(.~) = e-^ ' ' ^0^,vU + -^4--^i.

Dalle formule (2), (3) e (4) del n. 7, sostituendo i valori dati dalle

equazioni (1), (4) e (7) del n. 9, abbiamo

(11)

M^) =-- /l/^ ^^^M (^+Y+ y) ,

e sostituendo in queste i valori dati dalla equazione (2), osservando la (7),

e ponendo

si ottiene

A-1,1 —
• 1/ j.jf 1 Al — AI/

, ,
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e quindi

(12)

\
«'(-' ==

f- l//Ì^
®-<-"*

•
''»<^' = ^ l/^,

^'•"<'-' •

/ «.,.W = Aj//^0o,.W, »o,o(--) = A l/^ 0,- Oo,M

Confrontando le equazioni (12) colle (11) del n. 9, e osservando che A
ed Ao sono funzioni soltanto di q, e che quindi il loro rapporto si potrà in-

dicare con (f{q), avremo

co

(13)

0i,i{2) ^ 2i(f{g) q^ sen ^ 5l 1 — 2q^'' cos^ + 7

0,^,(2) = (f{q) uh— 2q^"^' cos

..),

co

,4H-f-2 l

0oM) =- 2(f{q) q' cos — // 1 + 2q^"' COS hq
''

1 \0) ùì r
0o,o(-o^) = 9>((Z)-^(l + 2!/2'-'

2/r^
COS + q

ù)

4H+2 I

Per determinare (f{q) osserviamo che ponendo x in luogo di

—

—, si hanno

le due identità

(14) y (— 1)" f^"^'^ s^" (2'^ + l)-^"= VÌQ) sen .r //(l — 2^2"cos2a;+(?^")

,

1

(15) 14- 2 y (— 1)" q''' cos 2nx= (f{q) n{\— 2^'"-^' cos 2^ -h q*"^"")
•

Ponendo in queste identità q'^ in luogo di q, moltiplicando una per

l'altra, e osservando che si ha identicamente

77(1 — 2q"' cos 2.2? -h q''') //'(l — 2q"'^'' cos 2a: + f?^""'')
1

= n{ì— 2^2" cos 2.2; -h q*")
,

1

si ottiene

^V y (— 1)'* Q"'"^'' sen (2;? -4- l).r

00 / 00 \

= y (— 1)'* ^2»(«^i' sen (2w+ l)er (1 + 2 y (— 1)" q^"' cos 2M.r |

.
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Riducendo il secondo membro, mediante la formula

2 sen^J^ cos q.x -~ sen(2J -f- q)x -h sen(j; — (ì)x ,

ed eguagliando i termini che contengono sen x , nei due membri, si ha

,f1{f,1\
co ce ai

ffi'l) T T-

Ma ponendo nella (14) x=-^^ abbiamo

^ 00

1

Onde

77 (1 _ fiin\

^i^ =-- n{l -I- q^-y
,

^^ = 7/(1 -I- ry^») = '

00 00 (X

//(l — (/2") 77(1 — ^/") 77(1— ^/»)
1 1 I

Ma essendo mod q <C^ , ed avendosi dalla (14) ^(0) = 1 , sarà

1

onde

<f{q) = n{l-q'-) = A,.
1

Sostituendo questo valore nelle equazioni (13), e confrontando colle (11)

elei n. 9, si ottiene

00

77(1-
1
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(19) 0,,.^-^—j - ^ry '|/-, (20) ^->.,o(0)= j/—

,

(2S) 0,,(o)=.j/^, (24) r.„,(|) = ,r')/^

(25) «,,,('-i3:i^)=-ùr'j/f.(2tì) 0.,.(O)=j/^,

11.

Passiamo ora alla determinazione delle relazioni che esistono tra le fun-

zioni jacobiane della somma e della dirtereuza di due quantità qualunque e

le funzioni jacobiane di queste medesimo quantità.

Teorema. Qualviique siano i numeri interi ,u , v ,
/«' ,

)' e le quantità

z e w abbiamo sempre

(1) 2('),,M: -^- tv) e,y,A^ — IV) 0y.--.',o(O) ©„.•--/(<>)

dove

Le radici delle funzioni intere 0a,v(o H- w) e 0.y/,-/(-J — ^t») sono rispet-

tivamente le quantità delle due forme

— lu -^ {2r -h 1.1 — l)-2 -^ (2s-f r — ì)- .

r

IV + (2r-h //— 1) l
-^ {2s -f )•'— 1) ^ .

Ora queste quantità sono tutte anche radici della funzione intera

(3) F(j) .- l\,(j) H- P,,o(.-) -i (- 1 y- Po,,(-) -f- (- 1 v- P...(^0

.

:J7
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Infatti, dalla equazione (10) del numero precedente, riducendo colle equa-

zioni (8) e (9) dello stesso numero, abbiamo

P,,e (^10 + (2r+ /»' - 1
) I + (2s -+ .' - 1 ) l)

-3-- (— 1
)s(;V-n ^r,

0,^_,^_,^.^^^, ,^_,^,^,^^(^^) ©r,+i,=+i(^^) &,j.-,j.'^r..z{w) (àr.,-,-^r^.{lv) ,

Pr„3(-^^+ (2/--f-^. -l)|-f (25 + r-l)|')

dove e e a' sono quantità indipendenti da f e da >^

.

Sostituendo questi valori nel secondo membro della equazione (3), si

ottiene in ambedue i casi per risultato il prodotto di un fattore esponen-

ziale moltiplicato per la somma

0;,.-a'-Hi,•.-/+ 1(?^) ^l,l(^^) &y.-iJ.'.o{lO) (=>„,-;-v'(<!y)

0,,._,,/^l, .;-./( ?^) 6/i,o(/y) Ou.-u.'A(tu) 6>0:v--/+i(zy)

Ora, se jtt — n' è pari il primo termine è eguale e di segno contrario al

quarto, il secondo è eguale e di segno contrario al terzo ; se /t— ,u' è di-

spari il primo termine è eguale e di segno contrario al terzo, il secondo è

eguale e di segno contrario al quarto
;
quindi questa somma è sempre iden-

ticamente eguale a zero, e abbiamo

Y(^to^{2r~+-/x'-\)~ -4- (2s+ r' - 1) I)
=

,

F^_.r; + (2r-f-^t-l)|-+-(26 + r-l)^) = 0,

e tutte le radici delle due funzioni intere 6>y.,.,(j ~h ,.o) e Gu/yi^s— w) sono

anche radici della funzione intera F(^).

Dunque, avremo

(4) F(.r) = Cf(i) &,,M2 H- IV) &,,ry{B— w) ,

essendo (p{^) una funzione intera.

Ora, rammentando l' equazioni caratteristiche delle funzioni jacobiane,

si ottiene

F{2 -4- w) = (— 1)^'+"'' F(^) , F(i + o/) = (
— 1):^+:-' e~^ '''^"'

'

F(^)

,

nelle quali sostituendo il valore (4), e riducendo coli' equazioni caratteristiche

delle funzioni jacobiane, abbiamo

g(^+ w) = (f(^) ,
ij^{2 -h w') = c/(j)

,
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e quindi f/(«) eguale a una costante C; e

(5) F{S) ^ C 0a,v(^ H- IV) C-),jr,Aj — IV) .

Per determinare la costante C
,
poniamo nella equazione (5)

0) 0)'

Poiché dalla equazione (lU) del numero precedente, si ottiene

/ (lì (iì'\ — —fv'^w'—u.(N-(-v')w) „

e

^^ / Oì , ti)'\ ^^ / W ,
ù)'\

_ ( _ 1
).'(..-..') , 2.^ .

0..-,/,o(O) 0o,v-/(O)

avremo

C0.._./,o(O) 0o,.-/(O) = ©L./,o(0) ®^-v'(0) + 0La..,o(O) ^^?,,_v(<J)

-4- (^.-..'.^ (0) ©^ò,v-v^i(0)+ 0l.-,v..,i(O) 6>^..-. .. (0)

.

Ora se /< — ,u' — 1 , r — r' =^ 1 , si annullano il secondo e il terzo termine,

e il primo è eguale al quarto; se ,u — a' := 1 , v — r' —
, si annullano

il terzo e il quarto termine, e il primo è eguale al secondo ; se /i — a' = .

) — r' = 1 , si auaullaiio il secondo e il quarto termine, e il primo è eguale

al terzo. Dunque in questi tre casi, abbiamo

C0,._^/,o(O) 0o,w(O) - 20^,_,., ,(0) 0f,,_.,(O)

,

ossia

C--2é>a_,v,o(O)0o,w(O).

Se poi n — II' —-' e V — r' = , il solo quarto termine si annulla, e si ha

C ©UO) = OUO) + 0t.o(O) + 01.(0)

.

Ma dall'equazioni (20), (23) e (26) del n. 10, abbiamo

0S,.(O)-4-01,o(O) = 0U<^)'

onde

C - 20^,0(0 )

.

Dunque, qualunque siano ,u — /«' e 1— »•'
, avremo sempre

C^-- 20a-..'.„(O)(->„.._./(O).
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e quindi

20;.,.( J -f- ìv) Ouryi^— io) 0{..-./,o(O) 0o,.-/(") = P{^)

come volevamo dimostrare:

Preudendo nella equazione (1) per /t , r
,

,«' e v' le IG differenti com-

binazioni dei valori e 1, e sostituendo alle funzioni 0,j..., i loro valori

espressi per le funzioni ^a,^ dalle equazioni (16) del n. 10, abbiamo le se-

guenti formule di addizione per le funzioni jacobiaue

(6) e,,,{2 -h tp) e,,,(^— w) = bl,{^) tiloi'w) — ^i%(-) (^IM ,

(7) e,,,{.^-hw) tì.,o(« — iv) = el,{s) ei,{io) — k'eU{:) eUiv),

(8) e,,,{, -\-iv) 6/0,1(5 — to) = Ol,{s) 6l,{iv) — 0l,{3) 6l,{tu) ,

(9) d,.oU H- «^) ^0,0(5 — iv) = ei,{z) eijw) — /j-^ tìi,i(j) oW(^) ;

(10) ^i,,(^+ w) 0,,,{s — w) = e,,,{z) 6,,o(5) 6^0,1(2^) ^o,o(m;)

4- ^o,i(^) ^^À^) ^hM (^i,oM '

(11) ^,,o( 2 4- lu) 0,,,{s— W) = «i,i(j') ^i,o(s)'^o,.(ii^) ^o,oO(^)

— ^o,i(^) (^oM Oi,iM ^i.oO^)

,

(12) 0,,,{3 + io) 0,^,{^ — w) =^ 0,^,{z) #o,o(^) f^o,.M ^0,1(2^)

— ^'-^i,i(^)^.,o(^)<'i,i(«i')^i,o(«y),

(13) <>o,o(^ + zy) ^o,i(-' — IO) = &o,.(^) ^o,9(.0 ^o,o(<^) <^..,i(^^)

^-A'^^i,.(^)^i,o(-i^i,i(^^)^i,o(^^);

(14) &i,,(j + m;) 6o,i(.' — '^6;) = ^,,,(^-) <^o,i(^) ^i,o(^^) ^o,o(^^')

-r- 0^^,(2) 6,,,{s) ^1, ,(?/;) 6>o,i(?/j) ,

(15) 0,J^ — ^t;) tì,,i(j— ty) -_-. tì,,,(,-) tìo,i(.') É/,,o('^^) eo,o(z^)

— ^i,o(^)M^i ^1,1(^^)^0,1(2^),

(IG) 6y,,o(^+ 2^;) tìo,o(j— IV) = 6,,,{^) tì,,o(^) ^o,o(^^) (^iAio)

^-/^'<'o,,(^)^l,l(^)^o,l(^^)^),l(^^),

(17) ^,o(i ^- iv) «,,o(-: — w) = eo,o(«Ì ^i,o(«'') OoAii^) Koiio)

— k'(^o,iU) tì,,,{2) eo,,{w) e,,,{w)
;

(18) &,,,(.^+ io) tìo,o{2— W) = e.,,(^) e,,,{s) tì,,,{iv) tì,,,{w)

4- «i,o(^) ^o,i(-Ì ^m(z6') 6/o,o(w) ,

(19) ^o,o(^. -+- W) <i,,,{2 — IV) = e,^y{2) e,,,{i) d,,o{w) f*o,iUo)

— (^U^) (^oa{2) tìi,M ^oA^) ^

(20) e,^,{s ~h w) tìo,,{: — iv) = 6y,,o(^) «o,i(^) ^i,o(«') (i.aUo)

-^«o,o(^)^,i(-')^o,o('^)«i,i(w),

(21) ^o,,(j+ io) tì,^,{z— w) = 6,,o(^) 6/o,i(^) ^i,o(«^) ^o,i(«^)

— ^o,o(^") ^i.i(^) ^o,o(«'0 '^i,i(«^) •
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12.

Ponendo nelle ronniile (10) e (11) del uuniero precedente 2 -h iv in

luogo di j, si ottiene

/>,.,(j -i- 2^y) 0,,o(-) -- «,,,(5 -+- w;) fl,,o(2 -h 2^) #o.o(tt') «o.i( w)

onde

tì,,o(^) ) «,,,(„- + 2?^) - ^>,,,(«) ;
— «,,,(j) ; 6^,,o(^+ 22^) — «,,o(j) (

r= 26^o.o(^ -+- ?^) ^„,,(J+ M^) É'i.iCw;) «i,o('w)

.

Dividendo i due membri di questa equazione per 2w , e passando quindi al

limite per w — , si ottiene

Analogamente dall'equazioni (12) e (13), abbiamo

(2) 6U^)-^ _^,.„(.)A^ = /,.,,^^(,) e,A^>^ ,

e dall'equazioni (14) e (15)

(3) ^o,,(.')-^-^.,.(.')^^T^ = ^.,o(«)«o,o(-);

e dall'equazioni (IG) e (17)

(4) «o.o(^) ^^%^- «:.,o(-')^^^= /C^O.M) e,M) ,

e dalle ultime quattro

('=>) M^i ^%^ - ^v.(.^) -^^^ - «.,o(.') ^o,.(.')

,

(0) ^.(.i^%^ -e.,o(-)^^^ = «o,o(-') «.a(-) .

l'a ilo

Di queste sei equazioni tre sono una conseguenza delle altre tre, come è

facile a verificarsi. Basterà dunque considerarne tre sole. Prenderemo le tre

(1). (4), (6) che contengono ^i.o. e le scriveremo sotto la forma
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^
^

7^- :)^ M-)^i.o(«)*

Derivando queste tre equazioni, e riducendo colle altre equazioni di questo

numero, si ottiene

^^logMfì

_

^^MhAll _ _,,KAil ,
7,2^mM .

(12)

onde

La funzione (f{2) sarà una funzione intera, non potendo divenire infinita

per nessun valore finito di s
;
perchè le quattro espi-essioni eguali a ^(j) non

possono avere infiniti comuni, non avendo le funzioni ^i,i , ^i,o , ^o,i , ^o,o ra-

dici comuni.

Ora, poiché

Vv(^+ oO = (— i)"''V'(-~)'

Ou.A^ -+- 0)') = (— 1)."- r ^'''""
'

ff,,As) ,

sarà

'ònogtì,j.A2-ho)) _ y\ogfi,j.A^) y\og6^.A^~^oì') __ y log fi^j s)
.

1.1» i'^- e'* t'o

e quindi

q{s -hù))=- 9(j) , g(^ + fi/) = g(^-) ;

e perciò (p{s) dovrà essere eguale a una costante C, e avremo

yhge^A^)
,

^f.o(.-) _ ^!]ogiVil£l _^ <!M= r

(14) /

T^Mog^oC^i
, ,.2^U£) _ p ^Mog^.o(.-)

. ,, ftU^ _ p

Per determinare la costante C poniamo

(15) -^
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e sostituendo noUe equazioni (14), avremo

Dalla equazione (15), ponendo mente all'equazioni caratteristiche delle

funzioni 6^_^., , si ottiene

log /,, ,(- + ^0 = — ^''^- — e — -J^ rrli -f log
x,^ ^^. , .

H X,,.,.(- ^ w' ) ^~ / Cw' +^j
/ j -f-y \ ^ ;f z/i -h log x,^^( J) ;

onde

(20) ^1 2l!MÌi+_»') 1 iJfedi __, _ o„

,

(21)
' ^x,A^+ -Ù 1 l2!ivÌ£).,_(c„.+ 2^\

Prendo nella equazione (20) /t :^ 1 , v , 3 = — -, e osservando che
CI

Xi,o('3') è una funzione intera pari, e quindi la sua derivata è dispari, ottengo

2/„»(f)— c« =
Zi
•»(f)

M Oì

Nella equazione (21). pongo ^=1, r = , J =^—^^— , ed osservando

che dalla equazione (20) si ha

2 / ^
^''4 2 )

1 = KjOÌ
1(0 Oì \ / &) -h 0/ \

X\,^y
2 ) ^'"v 2 I

ottengo

2.T/
(22) ^ -—r- -: — Co) — Co)'—
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Pongo

Al
(f) -'{

2

ed ho

(24) C = — ^ .

w

Sostituendo nella (22)

(25) rjoì' — r/b) -- 2ni
,

e le equazioni (20) e (21) divengono

XV,(^H-w) _ n,.,(j) __^
r^,v(^ + o/) X',,,(.-) _ ,^

/,.,, (^ -^ «) X^. , (j) ''
'

%^, {i -4- w' ) zj. , (j)
^ '^ '

onde

.orix X'u..v(^+ W2ft)+ W) >^V.^(^)

13.

Le funzioni intere Jfu„-<(^) sodisfano ad equazioni differenziali di secondo

ordine che ci permettono di calcolare i coefficienti delle serie di potenze po-

sitive e intere di 2
,
per le quali si possono esprimere. Ripeteremo qui il

processo di calcolo impiegato a questo modo dal sig. Weierstrass (^).

Se poniamo

l'equazione (1) del n. 12 darà

(2) •^^y=:(l_.:,2)(l_^:3,,2,.

onde

Si derivi la equazione (2) riguardandovi x funzione di k : avremo

MJ^ = /_
( 1 + /t^) ^ -4- 2k'A^ - kx' (1 - x') ,

1)S 1)3 ^k \ ^ ^ ì l)k ^
'

(1) Vedi Journal voti Creile, t. 52. La funzione Xi.o{^) ^ ^^ funzione A\(s) del sig.

Weierstrass.
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1)2 D2 :)/c 7)/t 1)S^

— /cx'{ì -x'),

Ti/c
'

:^j / — /iO;

—
1 — k^x^ ~ k \ 1 — k^ x' )

'

Ma dall'equazione (12) del n. 12 si ha

1 y\og{l— k'a;') _ , kHì—x')
2 l>2' 1— /cV '

e a cagione della equazione (17)

1 yiogd — /^^^') y\ogx^A^) l — k' _
2 ^s'

"~
D2' 1 — k'x'

onde

^ / MogzUf) ,
1 ^ log( I - kW) \

l— k^x^ 1^2

Confrontando colla equazione (3)

Jì^.ì^\ / ^logXi.o(.-) l 7)log(l— /jV) \

Integrando rispetto a 5', e osservando che annullandosi per 2 = 0, -^ , z'i,o(«),

^'o.o(-) 1 13, costante dell" integrazione deve essere eguale a zero, si ha

m _ kn^ . }£. ^ _ll2gXM(£) _ 1 ^log(l— A\y^) _ ^^^^

ed essendo

1 ^log(l— /i;lr2) TiA-

2 -^j

si ottiene

(4) k{\ - /.^)

Il
= k\t{\ - x^) - (k^, + ^^^^^^^) |t •

Moltiplicando per 4/j^r, e osservando che dall'equazione (17) del n. 12 si ha

(5) *',.' = - ÌÌMl^
,

38
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e perciò

otteniamo

onde, poiché

M ^^ '_2/2
2^iog/i,o(^) :^Hogxi,o(-i __

'
\ :^~- ' o / ^^^ogy '."(-•A'

avremo

/MogiKofiiy

+ 4/^2(1 ^ /^.2) ^2 _ 6/,4 ^4 ^ Q _

Ma dalla (5) si ha

onde

= — 2/^2^— 2/fc=^ (—V := — 2k'^4/c'{l-i-k')a:'— 6k'a;' ,

y J2A(i - k^) iMi^^ ^ 2A-.
1Mxm(£) ^ /2iogiU£)\

1

l'-a

Integrando, e osservando che si ha

e quindi

5f i,o(0) = ,
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ed anche

x';;,(o) = ,

perchè Xi.oC-?) è pari, e che perciò non deve aggiungersi alcuna costante, si

ottiene

Ve ^
"

1\2
2 -h 2/*;{ 1 — k-") \%: ' -h 2k' j

/ Mogx..o(>-i
y -^/c^s^ = 0,

(7) —— h 2/r 2—— h 2A-(1 — /f')
—
—

^

h A-^ .'^
Xi.o(^) ^ .

Analogamente si trova

(9) ^^^^+ 2/t^5^^^^+ 2/^(1 -A--^)^4^V (1 -f- k^s^) Xo,.(^) - ,

o2 oS ole

(10) '^^^^-^2k''z^-^^-^2k{l -A:'')^^^V(/.-*+ /r--^)Xo.o(^)=- 0.

Ora Xi,o(^) è una funzione intera pari che diviene eguale all'unità per j= 0,

come risulta dall'equazione (15) del n. 12; dunque avremo

X,_o(5) = 1 + Al .-2 + As j^ + A3 5° H

Dall' equazione (7) si deduce

Al = , 3.4A2 -h A;'' = , 5.6A3 + 2Ak^ k. + 2A-(1 — k^)^ = 0,

2r(2r— 1) A,. + 4(r — l)k^Ar-, H- k'Ar-2 -f- 2/ì:(1 — k') ^^-7^= ;

Oli'

onde i valori dei coefficienti in funzione di k. Analogamente per le altre

funzioni Xy-A^) •

Ottenute l'espressioni analitiche delle funzioni Xy-,'(") possiamo riguar-

dare compiutamente determinati mediante 1' equazioni (23) del numero pre-

cedente i valori di rj e di »/ , e quindi il valore della costante C, che com-

parisce nelle equazioni (14) dello stesso numero, e abbiamo

( Vlog^,.(;)_ V (fU^) yiog</.,o(j)_ /, .2 ^m(-)

f ^z' (o dlj2)
'

7)J* ft> ' àl,{j)
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Sostituendo alle funzioni Ou.,^ le loro espressioni per mezzo delle 0u.r,U),

abbiamo le quattro formule

^^^^ "^^ ^~^'^^'eU^)'

HAì ^Mog0o,.(^) _ r; 0Us)

14.

Le funzioni 0,^.,^ sono a due variabili — e g, e sodisfano a una equa-
'

'

co

zione a derivate parziali molto semplice. Poniamo

(1) -f
= ^;

co

avremo

e quindi

/>^ <r/i -r- '*) ice

7>.r^
y (_ !)."•" ^2n -^

ì'Y ry
^ 2 i ^nn+^)ix

^

^5 4 — (— l>^»(2«+r)''yV ( 1 Y".» (9.Y)~l- vY ,, • ' n(^n-h'l)ÌOC

onde

M-^) . M"^)
<3) -^^—'^

,,

Le quantità k ,
/^' e w sono tutte funzioni di /j , delle quali facilmente

determineremo le derivate, valendosi delle equazioni differenziali che abbiamo

trovate.

Prendiamo 1' equazione (10) del n. 12, cioè

k
KA^\ ^^< 1 eiu) eu,)
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Ora, abbiamo

1 y-<>..i(j) _ 1 :)-<^i.o(.-) ^ 1 ^''fe>...(j) _ 1 :)'&iA-)

7^ lOfr -

^ /_JL_ y^U^) _ 1 ^!®m(1)\ _ _ 4, !!^

'

''"\ TI ì

a cagione dell'equazione (1) del n. 12

Onde r equazione (1) diviene

Ti log

= k

Poniamo x = -z , e quindi 2=^ — , ed, essendo
Ò Ci

avremo

ossia

(5)

e poiché

r/' :ì log
t

/.• ,0 ,

^'l ^—T"^ = /,- — ],

"?A' AV*;'^ (•>
2/.,2

Ti:^D5' 2^

k— + A-
—--^ 0,

liq lìq
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sarà

Dalla equazione (15) del n. 13, abbiamo

0o,o(^) ^^'

Ora a cagione della equazione (3), è

onde

Ponendo ^ = , e osservando che si ha

si ottiene

;^logt/-

4^yzi—e— = 7: + ^^^

(7)

15.

«2

Passiamo ora alla determinazione delle formule che danno la moltipli-

cazione dell'argomento nelle funzioni jacobiane per un numero reale e in-

tero, cioè alla determinazione delle espressioni delle funzioni 0^^,,(ii2) per

mezzo delle funzioni O^^^s)

.

Le radici della funzione intera tì^x,v{ns) sono tutte e sole le quantità

(1)
{2r -^ fi — 1) 0) -^ (2s -h r — ì)(i)

2/1

Qualunque siano i numeri interi reali r ed s potranno sempre porsi sotto

la forma

r^nr'-^(^-^yfc-l)-r-cc. s = ns -h {^^^) {v - l) ^ {i
,
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dove a e /? sono interi reali minori <ii n. Quindi le radici di fi^^.-X^^) sa-

ranno tutte e sole le quantitJi

(2) r oì -h s 0) ~\ —
1

i--
.

2 n

Ma il prodotto

' V '« /

ha evidentemente anch' esso per radici tutte e sole le quantità della forma (2) :

dunque avremo

(3) e,.,,{n3) = (f{^) II, n^ e,Jz -i
—^-^

)

,

' V n I

dove y(j) è una funzione intera che non ha radici finite.

Mutando j in ;r -f- w , e osservando 1' equazione (4) del n. G, si ottiene

(4) (f{s + tó) --- ^{z)

.

Mutando j in j -h w' , e osservando 1' equazione (5) del n. 6, si ha

\ n )

n—1 1—1

— Ì(i>'

«PL,4^^) = ^{^ -^ « )^ '^ n n e,jA ^ -+ ^— )

,

' \ '^ /

e, dividendo per la equazione (3), si ottiene

n(n— n
(5) (f){2 -^ (a') = e '"

(f{;:)

Ponendo

TTIi
n(rt— 1)

l'equazioni (4) e (5) danno

ip{2 -h(o) = ipiz) , (A'(« ^- "^') = ^Ì2) ;

onde </'{'^) che dev'essere una funzione intera, non può essere altro che una

costante C, e si ha

a^À'iz) = Ce ^ lì U hA Z -- ^
) .

' \ 1^ }
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Per determinare la costante C , se fiv = pongo 2 = 0, se /(v = 1

divido i due membri per js e poi pongo ^= , ed ho

e

''' \ n /

dove gli apici alle lettere IT indicano che si deve escludere il fattore che

corrisponde ad a = ^ ^ . Pertanto abbiamo

»i(n-l) V-^\ ^ f

"^^ \ n ]

Trasformiamo il secondo membro di questa equazione in una funzione razio-

nale di tìx,\{z) e tìi,o(-).

Osservando 1' equazioni caratteristiche delle funzioni jacobiane, e la equa-

zione (6) del n. 11, si ha *

— e

«;„(2^)

_?«4 <,(—-2-

Onde sostituendo nella equazione (6) dove sia ^t = )• •= 1 , si ottiene, per n

dispari,

dove il segno //« /iTp indica che il prodotto deve estendersi a tutti i valori

n-\-\
positivi di a minori di —-— , e a tutti i valori positivi di /? minori di h ,

Il -{-\
ma per a = si devono prendere per § soltanto i valori minori di —-—
escluso /? = .
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Analogamente per mozzo delle equazioni (7), (8), (9) del n. 11, si ha,

sempre per u dispari.

(10) #„.(«--)=»...(-) njif, »\,,U)-k'—;„„
"

, . »;..(»)
I , / «"' + 1*"' \ 1

( ''A—^^ì )

16.

Le funzioni jacobiane sono in generale funzioni di tre quantità j , o/

e f) , e quando tra oì e oj non esiste la relazione (5) del n. 8, le indiche-

remo colla notazione B^^^^{s , oì
,
w) , e quando esiste questa relazione essendo

funzioni delle sole due quantità ^ ed — le indicheremo colla notazione
0)

^ij..v(
^ 1
—

)
, e con ^ji.vC-) semplicemente nei casi nei quali non possa cader

dubbio sul valore del rapporto — . Quindi essendo
(ti0)

Oì
1

Oì

Wi Oì

r equazioni (3) del n. 8, daranno

1 Oì \Oìy Oì I
(A)

,

'J J

Fin qui abbiamo considerato le relazioni tra le funzioni jacobiane nelle

quali era eguale il valore della seconda variabile —
. Passiamo ora alla de-

Oì

terminazione delle relazioni che esistono tra le funzioni jacobiane ^^.v(- ,

-'
- ^i)

6 ^|ji,v (
^'

1
—

)
quando sia

( 1 ) oì = aSi -f fin' , Oì' = yii ^ òii'
,

39



— 306 —
dove a

, fi , Y ^ ^ sono numeri interi e reali. La risoluzione di questo pro-

blema costituisce ciò che suol dirsi la Irasformasione di queste funzioni.

Il numero a cui è eguale il determinante ct3— §y dicesi l' ordine della

trasformazione. Cominciamo dalle trasformazioni di primo ordine, cioè sia

(2) ad — ^y=\.

Le radici di B\i.,»{s , Sì' ^ ii) sono evidentemente tutte le quantità

(2m + ili
— 1 )-+ {2n + r — 1) y ,

le quali, sostituendo i valori di -Q e iì' dati dall'equazioni (1) e ponendo

(3)
V. / V // . ^ 2),

prendono la forma

(4) {2m' -f- ;t' - 1) I
4- {U H- V - 1

) |^ •

Osservando che a cagione dell' equazione (2) non possono essere contem-

poraneamente numeri pari J e / , « e /? , si ha

((J-M)(/ + 1)= 0, («-l-l)(/:?-hl) = (mod. 2),

e le congruenze (3) possono scriversi

a' ^ nò -\- vy -\- ày
(5) , ^ ' \ (mod. 2).

V ^ va+ jtt/5 H- ap

Ora le quantità (4) sono tutte le radici di tì„/,v^ ( ^ ,
—

| ;
quindi

(6) 0j,,,(^,^',.Q)= ^(^)V,.'(-^.^),

dove if{z) è una funzione intera che non ha radici finite.

Mutando z in j H- w , abbiamo

(_ l)a.^fia Q ll'- '"
tì,.,,{s , Si' , -Q) = (— 1)^' e,,,yh ,

- U(5 ^ a>) .

Dividendo per la equazione (6) , e osservando la seconda congruenza (5), e

la prima dell' equazioni (1) si ottiene

(7) ^(„-+ <«) = r ^^
'''^"'

q{z).

Mutando j in j -h w' nella equazione (tì), si ha

, _~%Z+Òi2') _^(2J+«') / 0}'\
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Dividendo per la equazione ((3), e osservando la prima delle congruenze (5),

e l'equazioni (1) e (2), si ottiene

(8) (f{2-hoy') = e~~^''"^'"''(i{^) .

Ponendo

l'equazioni (7) e (8) danno

ip(s -h m) = ip{:)
, «/'(- -^- «') = ip{^)

;

onde ip{2) essendo necessariamente una funzione intera, sarà una costante C,

e avremo

Se /tv — 1 , sarà anche fi'r' = 1 , e dividendo per s e ponendo j= , si

ha C ^-^ 1 . Se fiv = sarà anche fi'v' ---
, e ponendo s --- 0, si ha C — 1.

Dunque

(9) d,„,{s,fi\n) = e ojiì e^^M.'^y

Ponendo

(10) ^ = f, «,„(f,.',^)
=

«,..(f,
.,.). ^-=M

avremo dall' equazioni (A)

Per determinare M e il modulo X delle prime funzioni per mezzo del

modulo k delle seconde, poniamo nell'equazioni (11)

Sì óo) — /?&)'

Dividendole una per 1' altra, e osservando le congruenze (5) e 1' equazioni (10),

si ottiene

(Ili

/óoì — 8u)' (o'\

<'m(—/-,-)
/ ÓOÌ (JO) &/\

(12) M= j —, ^
^ ^ ÓOÌ — (io) ù)')
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Poniamo poi nelle medesime equazioni (11)

X2 -f- ii' ,
,

. dì ,
,

, Cf/

^=^-=(<'-r)2+<«-'^)2-
Dividendole una per l'altra, e osservando le congruenze (5), l'equazioni (10)

e r equazione (8) del n. 8, si ottiene

(13) A2= M2
tì'ò(7+i),ri(a+i)^(f)— /)| + («— /^)|- , ^j

' '

.

Considerando ora separatamente i sei casi distinti che possono darsi per

i valori di « , ft , y , ó rispetto al modulo 2, e rammentando 1' equazioni del

u. 8, si ottiene

1° caso.

e
1,1

(14)
'a,v

2° caso.

(15)

'1.1

^a.-;

3" caso.

(HJ)

^M

tì'X,;

«= 1
,

/t?= 1 , Y= , ó=] :

M-^^)

- -)Al e "<
(»n,u+,+, (-")

/2 =
k''

a=l . /!?=1, y=l, () = 0:

1'=:= —
k^

'

« = 1 , /?= . >' = 1 ,
()' = 1 :

/^'
, A kW^z

g i»A e,j_

'\''l)'

(-"f).+V4-1,V

lìW



(17)

(18)

— :{()0 —
1" caso. « ^^ 1 , /? H3 , y ^^ , f) =^3-1 :

5" caso. a ^ , /? -^ 1
,
y^^\, f)' = 1 :

6" caso. «= 0, ,:/ = !, y = l, «Jr^HU:

! A^ — //*

.

17.

Passiamo ora alle trasformazioni di secondo ordine, cioè determiniamo

le relazioni che esistono tra le funzioni tì^^^{2 , fi' , Sì) e Oa,v(-) .
quando è

( 1 )
oì = i(ii + fiSi' ,

0) = yn -+- ai2'
;

(2) ad— ,-ìy = 2.

La funzione <?,,,(j , /2' , i2) ha per radici tutte le quantitìi della forma

(3) mSÌ -^ nn' = (mó — ìiy) ^ -+- {nu— m.,-i )
-^

.

Se prendiamo per r ed s i valori od 1 , non ambedue eguali a zero,
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che sodisfallo alle congruenze

(4) _,
'

^ (mod. 2
,

il che è sempre possibile a cagione della (2), e indichiamo con s zero o

r unità ; avremo contemporaneamente

mó — ny^ er
(raod. 2)

,

m< — m(i^ ts

e le quantità (3) prenderanno tutte la forma

(5) MM -\- nw -+- 1 (
1

.

Ora le quantità (5) sono evidentemente tutte le radici della funzione intera

dunque avremo

dove q{s) è una funzione intera che non ha radici finite.

Osservando 1' equazioni caratteristiche di ^i,i(6) , e le congruenze

che sono conseguenza delle congruenze (4) e dell' equazione (2), ottengo per

determinare ^(^) 1' equazioni

(p{s H- 0)) = e w-"^ g (s) , (){g~hM') = e w-'^
(f (^)

,

dalle quali deduco nel solito modo

onde

«,,,(j , Si' , Si) r= Ce o>L> d,,,{j) 6,^,,,^,{2) .

Dividendo per ^ , e facendo ^ = , ottengo C = 1 . Quindi

(6) e,js , Si' , Si) = r '^^^ 6,,.(.-) e,^r,i-.s{2)

.

Poniamo

(7) |=4:,:?==M.
«y,,(f^',^)

= e,,,^f^',^),i2 ^ ' ^
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ed avremo dall' oquazioui (A) del n. 10

Le radici della funziono intera (iy^,^{j , Si' ,Si) sono evidentemente tutte

le quantità della forma

fi' ' V

(9) mSì -h hSÌ' -i-~ = {7nó — ny) | -4- {nu — m(i) ^ -*- j <'^'— 7 "^ •

1° caso. Se «^y^^O (inod. 2) le quantità (9) hanno la forma

, l 7(à-A- S(xì \ U (lì y (O^„+ ;,a;+.|
j
+ - --- -,

dove r , s ed « hanno il siguitìcato che loro abbiamo dato precedentemente.

Quindi si dimostra in modo analogo la equazione

(10) eu^,n',.Q) = e -ii «.^?:,,,i^(^-)«,4^,,..«^,(^),
2 2 2 ' 2

e per le equazioni (7)

2° caso. Se «= 1 , y^ sarà J= (mod. 2), e le quantità (9), po-

nendo 7: ^ f" , avranno tutte la forma
9

(t) (ù

(12) m'u) -]- ri (o' -h a - ^.
-j

Ora dall' equazione (7) del n. 11, ponendo mento all' equazioni (18) e (19)

del n. 7, abbiamo

e\4-4) . <'(-r) <'(!'- r)

onde

li, , >
M (it\

/i2 / "'
\

«,,ol w w -+-yioj -f- ^2 ^ 4") '"U/
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e le quantità (12) sono tutte radici della funzione intera

e quindi potremo dimostrare nel solito modo 1" equazione

(13) 0,,,U,n\S)=e <.ii .<„(„-) _(_1)» 11_!
9f ,(.,)'

,

e per le posizioni (7)

(
Hi) \

3" caso. Se «^ , y^ 1 sarà ^^ (mod. 2), e le quantità (9), po-

nendo - = s
, prenderanno la forma

r

,, ^> , , ,
0) CO

(15) tnoì ~h ìi'm + 6 — =t -
.

a 4

Ora dall' equazione (8) del n. 11, si ricava

^•42-4)
1

2 / Ctì'_ft)\ 1

^^H 2==4J
+ (-1)^^"

"^'"V'2-4;
onde

^2 / / r r W &j\ 1 + {-\yk'

e quindi le quantità (15) sono tutte radici della funzione intera

si dimostra nel modo solito

(10) eu^^ ,
//'

, i-i) --3. tì,J^ ,
^^=. e~^i^[«f,o (.')-(!+(—i)v/)<i(.-)]
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4° caso. Se a=^Y^=^ (mod. 2) sarà (ì^ò ^t , e lo quantità (9)

avranno tutte la forma

(17) m'io + ,ùo' - {''^-{-ly ^) .

Ma dall'equazione (9) del n. 11, si ottiene

onde

(^i ,0 m'(o -f w'o)' —
( !
—

(
— 1 )' 7 )

Il,

e le quantità (17) sono tutte radici della funzione intera

e quindi si dimostra nel solito modo

(18) «.,o(^,i2'.i2)= »,,„(^ , ^) - g" ^(^l> (--)- / _ (Ìi)s,y,> ^M (-O) •

Le relazioni delle altre due funzioni ^o,i(^ , i2' , /2) , fio^o{z ,Si\S2) con

le <9a,-<(^) si possono ottenere in modo analogo, oppure si possono dedurre da

quelle ottenute per le due funzioni ^:^i,i ,^i,o.

Per la determinazione del moltiplicatore M e del modulo / della fun-

zione trasformata ci limiteremo ai soli casi ai quali si riducono come ve-

dremo tutti gli altri (n. 19).

Sia « = 1 ,
(? = , / = , (f = 2 ; avremo <? = 1 ,

/ = o , ^ = () , e

quindi

(19) Md.,.(^
. ^)= «..>(^0«.,o(.-), f^u.(~^ , ^)= <n(j)-^/^<,(.:).

Pongo 3 = - =^ —— , divido queste equazioni una per 1' altra, e po-

nendo mente all'equazioni (1) e (8) del n. 9, ottengo

IO
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onde

Sia a = 2, ,:? = 0, y— 0, ó = 1; avremo r =: 1 , s = ,

(22) MdM(^ < ^') = ^m(-Ì ^.(^) , «i,o(^ , ^) = «m(5)M-);

quindi, a cagione della equazione (10) del n. 11

Pongo j= - =— , ho

(23) l=fM!==,F.

Fo ^ = — := —^r- ed osservando che si ha —- -=— , dalla prima delle
2 2 A (X)

equazioni (22) ottengo

Dall' equazioni (23) e (24) si ricava

(25) M = j-^, (26) A=-_}^.

18.

Determiniamo ora le trasformazioni di ordine primo dispari p ; cioè

essendo

(1) ft) = a/2 -f- /?^'

,

o/ = ytó + óSÌ'
;

(2) aS— §y=p;

p numero primo dispari qualunque, cerchiamo la relazione che esiste tra la

funzione 6,j,^Js ,S}\SÌ), e le funzioni ^[j.,>,(^) .

Le radici della funzione ^fj.,v(- ,
^'

, -Q) sono tutte e sole le quantità

(3) (2^^_/,_l)|-^(2;^+r_l)|-=

({2m-i-ii—l)d— {2n-hv— \)y\~^l(2n-hr—l)a— {2m+ii—l)ts\~.
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Se prendiamo por r ed s i valori minori di /) , ma ambedue non eguali a

zero contemporaneamente, che sodisfano alle congruenze

( r« -f- 5y^ ^ , ,

(4) : (mod. p) ,

il che è sempre possibile a cagione dell' equazione (2), e indichiamo con /'

un numero intero minore di p , avremo

(mod. li) ;

na —m§^ts

ed essendo /" uu numero intero minore di p , sarà

(„ — i)ò— (v — 1)y = (2/ + Al' — 1);) + 2t"r

(
,. — 1 )« — (n— 1 )/?= (21' -hv' — l )p -I- 2/"s

;

e quindi le quantitù, (3) prendono tutte la forma

(5) meo -h ìlM + M I "f o
'

dove

,„'_i^(,,_i)<)_(,_i)^

l^(,._l)„_,,„_l)^
("""" 2).

ossia

/i'^ óu -4- 17 -f- y<3'

V ^ «i' 4- /l/J-f- «/J

e per / bisogna prendere tutti i p residui differenti rispetto al modulo p.

Ora le quantità (5) sono tutte le radici anche della funzione intera

quindi avremo

(7) e,,,.{z .n\sì) = cfi^) 'Ti\ d^ry
]^,

4- 1

(

''"

^

'"'

y\

dove (pis) è una funzione intera che non ha radici finite.

Mutando 3 in j H- w nella equazione (7), ottengo

{—ly^-y-^e ii ^"\,(j/2V2)=(— i)-'>(j-f «) 17, e^'y\j^t\^—-^—
)J

Dividendo per la (7), e osservando la seconda congruenza (6) e 1" equazioni (1),

si ottiene

(8) (f{2-^U)) = e wi^ gj(-)

5(0
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Mutando 2 in j -+- io' la equazione (7) diviene

( 1);^-' e '•'
^ \ p J J

y (.e -f- «') // ^ìx',.' I^J
+ /i^——

)J
;

onde

TTJSW'
!-— (22+(ij') — (p—ì)

e dividendo per la equazione (7)

,(.+„/)V«,,.[.-+/(?:^)]

(0)

Ponendo

si ha dall' equazioni (8) e (9)

ii<{^ + w) = V'(^) , v^(^ -^ tó') = V'(^-)

.

onde ip{2) essendo funzione intera, per il teorema 4 del n. 8, sarà una co-

stante C , e quindi

e^,,(s J/ . n) :^ Ce
-— (''"'-

(p-i)sz'] P—
m\ J ri

^-1 r~ Irù)~^^i<ì'\

Se /«!' ^a fi'v' ^ 1 . divido per s e pongo 5 = , se ,ur ;^^ n'v' ^^e^ pongo

^ = , ed ho

w \

e

dunque finalmente

(10) e,,,,(^,/2',/2) = r-^^

Pongo

\~%^..[j(^Y\

7ri/'P£^_ _(jj-i

/'-'
I

/rw-f-W\~l

6,^M,yi\A\^-tì,^,{^,A\AY
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ed lio

/tr= fi'v' = (mod. 2)

.

Qiialimque siano i numeri interi (c
,

^i
, y , ò e in conseguenza i iiii-

mcri /' ed s , le trasformazioni differenti di ordine primo dispari p non

possono essere in numero maggiore di /» H- 1 .

Infatti è facile a vedersi che quando s ^ , sono identici i secondi

membri delle equazioni (12) e (13) qualunque siano i valori di r, e che

quando s è differente da zero sono identiche tutte quelle trasformazioni per

le quali lo stesso valore di e rende

(a) sa ^r (mod. p) .

Quindi, quando è sodisfatta questa congruenza ponendo

ù)' -h (fO)

p
e quando s ^- i)

(a

P

avremo soltanto p 4- 1 trasformazioni differenti corrispondenti ai p valori

di a eguali ai differenti residui rispetto al modulo p , e a e — oo

.

Le formule (12) e (13) divengono

(14) M.tì.J^, -/ =. "^^^-^^ ^-^;rì .

1

(,,) .«,^ÌJ_
,
4A = ,-?(=^,— ) "Il biA^!^ ,

<^«' «'"-fe-è)
Q M»w.lx —

l

^
' ^' \Moo A^] ^a,v(^OJac)
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Queste formule possono trasformarsi in modo che contengano nel secondo

membro soltanto razionalmente funzioni jacobiane tutte dello stesso arcro-

mento j

.

Infatti r equazioni caratteristiche delle ^jj.,., danno

^IvO + 0^ — ^K^] _ /_ jy,., %v(j — /OT-,)
.

quindi sostituendo nei secondi membri delle formule (14), (15), (16) e (17)

ai fattori nei quali t > —-— i valori dati da queste equazioni, abbiamo,

per quahmque valore di e,

Ma dall' equazioni (6) e seguenti del n. 11, si ha

e^M-^t^<^)^iA2— t^^) _ ^lo(/^a) .2 , , .2
, ,

^li(/^.) "el,(^m,)^'''^^^^-^^'«('^'

0cj2-^Ì^^)(Ì0AU—t^<:) ,,2 , , 6^|^o(^^2 . .

^o,o(^£^a) ^5,o(^i^c)

onde l'equazioni (18) e (19) daranno

;t)—

1

(^2'
"«•te

' ^)=^--^"'...(.) À («u.)-g^jg«u.,),
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19.

Prima di passare alla determinazione del moltiplicatore M^ e del mo-

dulo A, delle funzioni jacobiane trasformate, converrà osservare che relati-

vamente ai valori di «,,:/, y e e) basta limitarsi a due soli casi distinti,

come risulta dal seguente

Teorema. Orpii Irasformazione di ordine primo p equivale a due tra-

sformazioni successive, una di primo ordine, e l'altra della forma

(1) Oì = iì
,

M --= QÌi -t- pii'
,

oppure della forma

(2) m=2)iì, co'=fà\

Infatti, sia una trasformazione qualunque di ordine primo p

(3) 0) = idi -4- /?// , ft/ := y/2 + ón'
,

(4) ct(ì — Ì^Y= P

Essendo p un numero primo, a e i:i o saranno primi tra loro, o avranno p
per massimo comun divisore.

Se (c e (i sono primi tra loro, potrà risolversi in numeri interi, rispetto

a y' e ò' V equazione

aò' -/?/ = !,

e quindi y e (J avranno la forma

y = y'p-j-Qa, Ó' = Ó'p -f- (>/* ,
•

essendo q un intero qualunque <C'P ^ che sodi sfera le due congruenze

(5) ^« — y = 0, (»/S— () = {mod.])).

Ora è chiaro che le due trasformazioni successive, la prima di primo

ordine

w, = aii -^
fifi' . 0)', = /Sì -+- Ó'SÌ'

;

la seconda di ordine p e della forma

equivarranno alla unica trasformazione (3).

Sq a e fi hanno per massimo comun divisore il numero p , sarà

a=pa', ^=p^'. a'ó—^y=l,

e le due trasformazioni successive

u), = a'S2 -h ,i'SÌ'

,

o)\ = yfi -h àSì'
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di primo ordine, e

OD =^ft)i
,

ù) = aì\
,

di ordine p , equivarranno alla unica trasformazione (8).

Dunque nelle trasformazioni di ordine primo p , relativamente ai va-

lori di «
, /^ , / e (? basterà limitarsi ai soli casi seguenti

« = 1, /i = 0, y<p, f^ = p,

a=^p, /!? = 0, y = 0, ó = l.

Confrontando le congruenze (4) ed (a) del numero precedente colle con-

gruenze (5) abbiamo

(6) (>=— (T (mod. p) ,

e le congruenze (6) del numero precedente danno

v' ^ V (mod. 2)

,

fi'^ fjL , se 1=1; {x^
A* + e se »' ^^ .

Poniamo nelle formule (18) e (19) del numero precedente

w

Per la trasformazione (1) avremo

^~
2 '

e per la trasformazione (2)

pyiyo Meo

2

Quindi dividendo 1' equazione (18) per la (19) in cui sia posto /x- = ^ii' ^^ 1

,

r =^ !>' = . avremo supponendo q pari,

ì2^'-7r^^ /. > <^i,i(^ + '^^(t| «i,i(|-— ^^aj

M. = (-l)^ ^^.oi^

9

l ^m(^OToo)

'
"''<"'"'

«„.(f
+ ^-,)«.,.(f-<«.)

a.'.,(te,) »M(f + to.)«,,,
(|

-to.)
^

ed essendo

"'(2 "^•"l _»„.,();)

«,,„(f
= ^)

*»»**>'



— 321

sarà

n—

1

(7) M,=(-i)'^/y, ;r<;'-|:r'ri .

£=1

iQ\ M — h ^_1M^^*IM^-)

Poiché il segno del moltiplicatore non muta le formule (18) e (19) del nu-

mero precedente quando /J =^ , potremo per uniformità prendere

M.=(-l)^ ^,

e cosi avremo M dato sempre dalla medesima formula

Ponendo nella equazione (19) del numero precedente ,a = , v = 0,

e quindi /i = 1 , i- == o , dividendo 1' una per 1' altra 1' equazioni ottenute,

e osservando la equazione (12) del n. 8, abbiamo

(10) ^"=^-'"'^'S^/?T-

Prendendo nell'equazioni (18) e (19), dove j[t = l, v = ,

ùù ~\- to'

e quindi

dividendo l' equazioni ottenute una per l' altra, osservando 1' equazione (8)

del n. 8, e prendendo q pari, si ottiene

(11) xl = /c'pnt
' OUtc^.)

Il moltiplicatore M^, e i moduli X^ e X'^ della funzione trasformata

mw'

si possono esprimere facilmente per mezzo della quantità q = e '^
.

41
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Infatti riprendiamo dalle formule (6), (10) e (13) del n. 8, e ricaYiamo

dalle formule (4), (5), (6), (21), (23), (26), (27) deln. 10 i valori di « , A; e yt'

espressi per la quantità q :

.12) tA-^ a + v"")(i-g") ^Ì,>n.

y q "
^

(13) ^A=2Ì/jffJ^^^= =^ •

l

0000

Z(-ir?/ I Il ry

_ 00 n ^,2n-l\2

2m— 1 \2 oc

— 00

Ora se poniamo

qa= e ^a = e ^a
,

sarà

q^=e ^P'^ P^^qPa^ qoo=e '^ =^ qP

,

essendo « una radice immaginaria jf^^"^"' dell' unità ; ed essendo o" un nu-

mero pari, e quindi - un intero h , avremo che i valori di q per le fan-

zioni jacobiane trasformate saranno della forma qP e a''g^, quindi

2n—l 2w

/// 00 (-[ -\- a P «(2«-1)7jW1 ^jp fy2nh\ 00 ^
(15) yi^ = JJ ^ ^_^

—^^ l ^ ^yg^^"^'^
•^

^ (1— g^ a<2»-"'') (l + ^Pa^n;.)

Hf)^ -f/£^ _/]r-LL±_£ liii—2—L^y^tn^i,

00

(17) i/r,=2Ì/,i.-.^
(i.-^^«»..>)' ^j

1 f 2m-^-\ \ì /' 2W+1Y
2n \~«\2/\2/

^5' a

, ^ 00 n _1_ //2«^\2 .ii— ^

(18) j/i; = 2

1

V ff^^ij±i_L =

(H_j P „<!.-..»). f^Ta'^n
— 00

/2m+l V
\-T-)P

2<^
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m'

(19) ^/r:=ffi^J;;;^,i! L_^

00

2
00

(20) i/X'.=n
] , ^,,^,4 ^ „

— 00

I moltiplicatori M^r saranno dati dalle formulo

onde dall'equazioni (12), (15) e (16) avremo

Ziz^
«-^'^ /^ |/(-i) ^ i^Ir'i

— 00 — 00

Per mezzo dell'equazione (5) del n. 14, considerando A^ come funzione

di /i;, /t di (7 e ;/ di </ct5 si ottiene facilmente la relazione

20.

Le due trasformazioni corrispondenti ao' = ed ao' = oo effettuate

successivamente danno la moltiplicazione dell' argomento.

Infatti, sia

« ^=M',
«.„(f,^',.)=«.,.(f,^',^).

avremo dalle formule (14) e (15) del n. 18

(2) \ / >r\ ^i*„ ,<9u^,v(^+—

)

4y)
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Dalla equazione (1) abbiamo anche

A pio
'

quindi dalle formule (16), (17) del n. 18 si deduce

'^Hm:)=?^ , /^ ^\ ' ^^ = ''

Moo=(— 1)^ —

•

Ponendo nell' equazioni (3) — invece di z , sostituendo nei secondi membri

i valori dati dall' equazioni (2), e osservando che si ha

(— 1) *

MoMoo=^^ -^— , Mo^= ft),

P

otterremo

8_1)^ /--i ;^-l / aw'-h^M

\ P '

6Up^) = ^-^ -^ ^

(4)

p(.p-\)

e
o) IT TTn fi I !? U !—i—

\ z'
'

^

?*-(y':7)k"V(y)|

Confrontando 1' equazioni (4) coli' equazioni (6) del n. 15, abbiamo

M;.,.(-^)._Hr'?,..(^^,f)j'f.,.(«f)f,
(5)
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Ponendo

"Hy:^; "..«(y.iF) My-:^)
e indicando con X q X' ì moduli di ^h-,J^,-t). e con k q li! quelli di

tì^^^{2) , si ha dalle formule (9), (10) e (11) del n. 19

Mo = ^, |/I=t/^^|, V^ = ^-^

Q Q
^"-PK' y^^-y^ R'

»^^'- R ' ACPR

onde dalle (5) si ottiene

(-1)^

P

' ^;;'. ^'^V ;» / _ (zJ_) V^/7'a//
\'kp'-'

(6)

P )

(
gay' -4- ^co \

n'a n^—^ .^.

//'a n
^1

/ a(o' -r- ,:?co\

= y/e'i"-'
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PARTE SECONDA

FUNZIONI FRATTE.

Il quoziente di due emiseni, gli argomenti dei quali differiscono di una

data quantità costante, dà origine a una funzione fratta che indicheremo

colla notazione /, cioè porremo

A
^

Aes—

e-)es

Determineremo la costante A in modo che sia

(1) lim^^ = l.

Rammentando l'equazione (7) del n. 1, Parte I, avremo

,. fiz) A ,. a^ a A
lim '-^ = -y lim -^ — r = — ;

onde

e

A=:a\

a^es —

(2) m

=

es(f-)'

Per mezzo della equazione (6) del n. 1, Parte I, si ha

(3) n^-ha)='-^m,
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dalla quale, ponendo a= Js , si deduco

^
^

n^) ~
^

'

equazione alle differenze finite, analoga alla equazione differenziale

dy , ds

y 2

che definisce la potenza y=^z^.

L' equazioni (1) e (4) sono le caratteristiche delle f{z) considerate come

funzioni di una sola variabile z.

Infatti dalla equazione (4) presa sotto la forma (3) si ricava

' ^ ^ {s -\-ab) {2 -\-ab-^a) .... [j+ aè + («— 1)«] ^ ^
"^ ^^^

lim w~^ — (-+1 )... X (-H-W— 1) j-r , \ / , \h
= :

—

: r~/ r^—; rli^i t zi lim ( 1
;

lim»-Ì-'^+A(^+J+lV..(i+ *+»-lV=»(^+'"')«='V " >

«=00 \a /\a / \a )

onde, ponendo mente alla equazione (5) del n. 1, Parte I, si ottiene

2
es —

f{2)==a}>
^

es (t-)'

Noi riteniamo a q b , q quindi anche a^ , come costanti. Se a si rite-

nesse variabile, per valori non interi di Z* , la funzione / cesserebbe di es-

sere monodroma, e occorrerebbero altre considerazioni per la determinazione

della medesima.

Quando è è un numero intero e reale n , sostituendo agli emiseni i

loro valori espressi in prodotti infiniti e riducendo, si ottiene

(5) f{s ,a ,71) = z{: + a) (^+ 2a) ... [j + {n— \)a\ .

Mediante le formule (15) del n. 2, Parte I, si ottiene la moltiplicazione

dell' argomento nelle funzioni f{2) , e si ha

es— „ 1 es I 1

I

f{ns)= a^ r- = n'' a^ Ut

es
\a / \a n n]
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onde

«-^ / ai h\
(6) f{nz,a.h) = 'n!> H, fls -h- , a . -) .

\ n il )

Le funzioni f{z .,
a ,b) considerate come funzioni di tre variabili sono

note nell' analisi sotto il nome di facoltà analitiche, e sono state soggetto

dei lavori di molti geometri, tra i quali citerò una Memoria del sig. We-

ierstrass pubblicata nel voi. 61 del Giornale di Creile.

I tra quozienti, che si ottengono dividendo tre funzioni jacobiane per

la quarta, danno origine a tre funzioni fratte, per le quali adotteremo la no-

tazione seguente

(^) --t§y --'t^r --èg-
Jacobi le indicava colle notazioni senam s , cosam s , ^am ^ , e le espri-

meva seno amiMtudine di z , coseno amplitudine di z, delta amplitudine

di z. Queste tre funzioni si chiamano funzioni ellittiche.

Le funzioni ellittiche sono tutte tre doppiamente periodiche. Infatti,

rammentando le formule (4) e (5) del n. 6, Parte I, abbiamo

(2) sn (j -f- co) = — sn ^ , sn {z -h 2m) = sn -j
,

(3) sn {z -j- w') = sn 5 ,

(4) cn (5 -f- tó) == — cn ^ , cn (^+ 2w) = cn ^

,

(5) cn (^ -I- 0)') ==

—

cn^, cn (^-f-2w')=r cn^
,

(6) dn (^ -I- <w) = dn ^

,

(7) dn(^+ &/)=:— dn^, dn (^+ 2«') = dn^ .

Le quantità 2w e 2w' sono periodi comuni a tutte tre le funzioni ellittiche.

Per mezzo dell' equazioni (16) del n. 10, Parte I, si esprimono le fun-

zioni (1) per le ®^^x,^{z) nel modo seguente

Dalla formula (10) del n. 10, Parte I, si deduce

©,.(^+5)
VTCl

= e ^ 0ui+i,n(-).

Quindi, rammentando 1' equazione (8) dello stesso numero, 1' equazioni (8)

daranno
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(10) ^^(--+-y)

onde

(12) sn(-2— .-) = 5;^, » ^y—) = /' j^. • ^°\Y—) = d^-

Per analogia colle funzioni circolari, queste tre funzioni si chiamano seno

coamplitudiiiej coseno coampliiudlne^ delta coampliiudine di s j e si scrivono

,, , cn^ k'sìì2 , /e'

(13) snc^=i— , cncj=-i— , dnc^^;^—

.

^ ^ dn ^ dn ^ dn ^

Dalla formula (10) del n. 10, Parte I, si ha

©p.,v ( - + "^ I
= ^ ®<w>^\ («) ;

onde, ponendo mente alla equazione (9) dello stesso numero, abbiamo dal-

l'equazioni (8)

(14) ^K^+f) = T^'

(15) cn(^+ |)
=

-. / w'\ cn^
(16) ^\:^^-j^'

Dall'equazioni (9), (10), (11), (14), (15) e (16) si deduce che quando

siano determinati i valori di tutte tre le funzioni ellittiche corrispondenti ai

valori dell'argomento j che hanno gl'indici in un parallelogrammo elemen-

tare, i cui lati siano ^% ^ si hanno i loro valori in tutto il piano.

Dalle medesime si ricavano anche le seguenti formule

tw -h w'\ du z
•+-^-) = /7^-

/ CO -f- ctì' \ /*;'

(18) «-i'^^)^^*^-'
42

dn^

ik sn z
'
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(19) dnl^H — = .

Osservando le formule (6) del n. 5, e (7) del n. 6, Parte I, si ha

(20) snO = 0, cnO^l, dnO = l,

e quindi dalle precedenti

(21) sn^ = l,

(22) sn I
= 00

,

(23) sn(^-^j = -, cn^^-j = -, dn ^-^-j = .

Dall' equazioni (7) e (9) del n. 8, Parte I, si deducono le seguenti re-

lazioni algebriche tra le tre funzioni ellittiche

(24) sn*^ -f- cn« ^ = 1
,

(25) dn^^ 4- A'^sn^^ = 1 .

cn- 0,
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Dall'equazioni (1), (4) e (G) del n. 12, Parte I, dopo averle divise per

6^,o(«). si ottiene

(7) —;— = cn^dn5,

don:: ,

(8)
—

-r—=— sn 5 dn 5 ,

(là

(9) —j—=— A,'^ sn 5 cn 5 .

Ponendo nell'equazione (7) snj = y, od osservando l'equazioni (24) e

(25) del n. 2, si ha

(10) (fy=(i-2/^)(i-/^v).

Questa equazione differenziale e la proprietà di annullarsi per 2 — possono

riguardarsi come le caratteristiche della funzione ellittica y = sn ^,

Dall'equazione (10) si ricava

(11) .^r, '^^

J. j/(i-/)(i-Ay)

quindi sn ^ è il limite superiore di questo integrale che ne rende il valore

eguale a 2. La quantità 3 riguardata come funzione di y si chiama ampli-

tudine, anche integrale ellittico di prima specie.

Poiché sn- = 1, avremo
Ci

ed essendo sn—-— ^= -
, sarà

u te

\_

(ù-\~ ù) r h dy/_ ri

2 Jo |/(i_y^)(i_/,y)'

onde, a cagione dell'equazione (12),

dy
1

(o _ C n dy_ r^

2-Jo |'(1_^^)(1-/jY)'~Jo |/(ri-y^)(l_/,Y)

p dy



Ponsro

ed ottengo

(13)

Pongo
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g A ' i- OC

(O

~2

ed ho

(15) ft) = 2E, a/ = 2?K' .

Le funzioni ellittiche che hanno il modulo k reale e ^ 1 , si esprimono sem-

plicemente per quelle che hanno il modulo reale e <C 1. Infatti dall'equa-

zioni (14) del n. 16, Parte I, abbiamo

(16) sn I ks ^ T ) — k sn(s

,

k) , QViik: ,-\~ dn(5 , k) , dn
|
ks ,

-W cn(^ , k).

Le funzioni ellittiche che hanno l'argomento immaginario si esprimono per

quelle che hanno l'argomento reale. Infatti dall' equazioni (19) dello stesso

numero si ricava

(h(:.k) (:T\{:.k}
^

cn(i',/^)

Per int'/y.o fltìir t'(|ii;r/,iuiii (I). ('!). (:'.), (Iti) t; ( I 7) di (ino.sto iiumcro, le fun-

zioni eUitticlH' (111' a)»biaijii mi argoiinvuto *olllples^lo .e f ///, si tìspi'imeranno

per mezzo delle funzioni ellittiche dei due argomenti reali a^ ed ij

.

4.

Le derivate delle quattro funzioni jacobiane sono anch' esse funzioni

intere. Dividendole per le respettive loro primitive, avremo quattro nuove

funzioni fratte, per le quali, scrivendo le derivate al modo di Lagrange,

useremo la seguente notazione

^^
^'-^'^-M^)-^.(.)'

L' equazioni (8) e (9) del n. 10, Parte I, daranno immediatamente

(2) Zjj.+2r,v+2s('S') = Z[j.,v(^)

,

cioè le Zp.,v che hanno gli indici dongrui rispetto al modulo 2, sono eguali.
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L'equazione (10) dello stesso numero dà

(3)
, / , (o , (a'\ r ni .

Prendendo /*' — 2m , v = 2m' ed osservando l' equazione (2), se ne deduce

(4) Zjx,v(^ 4- Jww+ m'ot)')= f- Z(x,v(^)

.

Per mezzo dell' equazione (3) si esprimono tre funzioni Z.j.,., por la quarta

nel modo seguente:

m
(ù

ni

0)

(5) Zm(-) = Z.,o(j +
|^

(6) Zo,i(^) = Z,.o(«'-h^^^^)

(7) Zo,o(^) = Z.,o(^^ + ^).

Quando n e v non sono ambedue congrui all' unità rispetto al modulo 2,

essendo Z[a,v(^) il quoziente di una funzione intera dispari divisa per una

funzione intera pari, avremo

(8) Z^,.(0) = .

Poiché Zi, 1(5) è il quoziente di una funzione intera pari divisa per una fun-

zione intera dispari, sarà

(9) /,.,(()) =x>.

Ma dalla fonmilji (;'.) do! n. ]•», Part-- 1. n,ltl»i;mi(.

7

ni
2;(— l)VyV « >'sen(2/e-M)

w

onde

X /2n-H \2

V(_i)n^2«-f-l)r/V 2 Jcos(2/^-^l)

^Z.,.(^) = -^ ^

n2

(lì

X(-l)»(2,i+l)4(cf)
ly sen(2/i-f- 1)

ns

ù)

(2;^^-l) —
^

(lì

e quindi

(10) lira .'Zn(j) = 1
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Quando non sono contemporaneamente

'^=
? (mod. 2)

dalla equazione (3), osservando la equazione (8), si ricava

(11) V(f) = 0'

ed a cagione della equazione (10)

(12) lim.'Zo,i(.'+|Wl.

Quando non sono contemporaneamente

/i=l
v^O^"^'^'^^

si ha egualmente

(13) V(2)=-^-
e per ju = 1 , v =

(14) lim^Z,,o(5+ |') = ]

Analogamente si trova

(15) Z,..{^)^-

quando non siano

m

e

(16) lim^Zo,o(^H-^^^) = l.

Per mezzo dell'equazione (11) del n. 13, Parte I, si ottiene

(17) ZV,.(^) =- ^ - .t^ sn^
(^.

4- (1 - /*) I + V
l')

,

dalla quale abbiamo

Z'^,.{^-^2v) = —^-/c'sn'L-hw-h{l—i.t)^^v^\,

ZV,v(^ — w) =— ^— k' sn^(2— w ~h {1 — i-i) ^ ~+~ r '^Y

e sottraendo
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sdM ^ -h m; + ( 1 — /O -^— »•

^ j

. — sn^L-— 2^ + (1 — ;it) -|-{- V |-H

Moltiplico per dio , ed integrando ottengo

Z,..v(^+2^)+Z,.,.(.-z^)=C-— , -.

Pongo M? ^ ed ho

2cn(^H-(l-/0|+r|)dn(5^-(l — .u)|H-r|)

C= 2Z,,(.) +^
/ ^/ ' ^A '

snl^H-(l— ^)-+ v-j

onde

(18) Z^,,(^+ MJ)+ Zj,,.(^— M>) = 2Z,u.,.(j)

sn'z^l-/^^sn^^^-^(l-.a)|+r|)s

Pertanto avremo per le quattro funzioni:

. , X ^n, / X
2/i;^sn^cnjdnJsn*e^

(19) Z.,o(j+ m;)+ Z,,o(.- - 2^;) = 2Z,,o(j)
1 _ /j^sn^j sn^^^

'

V r, , X „ . X ^n, / X 2A''^dn^sn5sn''M;
(20) Z.,,(. + «,) + Z,,(.- ») = 2Z.,,W-

e„,-(en'.— dD'.sD',.)
'

(21) Z«..(.+ «,) + Z.,,(.- ») = 2Z.,.(.)+
dD.(dD'.-Vcu'.su'^.)

•

,^^K r^ / N rr / X ^rr / X 2cn j dn :^ SU^ ^ó^

(22) Z,,,(.+ »)+ Z,,,(.- to) = 2Z,,,(.-)+
3„,^3,.,_,„,„^

.
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5.

Integrando l'equazione (17) del numero precedente nel caso di ju. = 1

,

r = , ed osservando che si ha Zi,o(0) = , si ottiene

(1) k'' f sn^^ dz^ — '^z— Z, 0(5)

.

Ponendo sn ^ = ?/ , si ha

essendo

s
n dy_

X 1/(1 — y^Hl

L' integrale che comparisce nell' equazione (2) suol chiamarsi integrale

ellittico di seconda specie. Legendre ha dato questo nome ad un altro che

facilmente si esprime per mezzo del precedente.

Ponendo ^ = — e quindi
i»'
= 1) ottengo dall' equazione (2)

Li

v_ 7,2 f y'dy_
(3) i =- k

<^V{i-y'){i-kY)

w + m' 1
Fo ^ =—-—

, e quindi y ==. —
^ ed ho

a rC

2 2w « ^0 1/(1

y'^y

Jo |/(l_^2^(l_/,y) ^J, 1(1

|/(1-|/^)(1-AV)

y^){ì-k^y^)

onde, osservando la (25) del n, 12, Parte I, si ricava

i ^_ ;,2 r^ y'^y

2 "Jl |/(1 _y2^(l _ 7,2^2)-

Ponendo al solito

1 — k'^x^
f = k
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ottengo

(4)

Pongo

(r>)

( H =--/<:* r'-==£Ì^=,
j

Jo |/(l_^«)(l_/j2^2)

H^ = /,'2 f— ^'^•^ .^,

ed ho

(6) ry = — 2H , 7?' = 2/K' — 2zn'

.

Sostituisco i valori (6) e i valori (15) del n. 3 nell'equazione (25) del

n. 12, Parte I, ed ottengo

(7) KH'— HK'— KK' = 5 .

Dall'equazioni (19), (20), (21) e (22) del numero precedente si deduce facil-

mente

(8) Zi,o(5 H- 2^) = Zi,o(-6') + Zi,o(m;) — k^^xs,z^-^io^-h[z^w)

(9) Zo,i(.- -^w)^ Zo,i(^) + Zo,,(w) — h ' 7—

—

'-

,

^ ^
'

^ ^
' ^ '^

' ^ "^ cn^cnw cn(^-l-w)

,,^x r, ^ ^ n, / X rr / X , „ , „ Sn « SU Z^' SUf- -4- ?^'

)

(10) Zo,o(.+ ^) = Zo,o(.) + Zo,o(e.) + ^^^ ^

dn.dn..dn(.4-.0 '

(11) Zi,,(«-+ z^;) = Zi,,(.-) -f- Zi,i(m;)

1 /sn^w cn 5 dn 2 sn^ s cn z^ dn w\

— sn'^zd^V sn^ snw /
'

sn^

Moltiplico per dw e integro l'equazioni (19), (20), (21) (22) del n. 4,

ed, osservando l'equazione (1) del n. 4, ho

r^ sn ^ cn ^ dn j sn''?^ G??^; rj . . 1, 0i.o(«-l-w

"
^ , , ,o,,or^ sn^ cnjsn''^^ f/w r/ / \ li 0o.o(« + '^'

'^
'^ Jo dnj(dn^j— /.-^cn^j sn^/^;) 2 «>o,o(-^ — "'

^cn z àn 3 sn^iv dw rr , \ ,
^ ^ ®i.i (- -^ wC^Qnzàws^n'^w dw rj ( \ , li t>,,, j-f-w

43
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Le funzioni n^^^{w , j), possono comprendersi tutte nella unica formula

(18) n,A>o . .) = (- 1)^" (- »z..(^)+ \ log 1^1^)

.

Ponendo smo = y ,
prendono la forma

?/' dy
(14) A f—-^0 (1(l-^hf)y{l-y^){l-kY)

e si chiamano integrali ellittici di tersa spìccie.

È chiaro che le funzioni 77jj.,v non sono monodrome, e quindi la loro

teorica non troverebbe -luogo in questa monografia. Ma essendo composte di

una funzione Zp.,^ e di logaritmi di funzioni jacobiane non costituiscono pro-

priamente un genere particolare di funzioni, e la loro teorica è una imme-

diata conseguenza della teorica delle funzioni Z e delle jacobiane.

6.

Ponendo nella equazione (13) del numero precedente u-\-v'm luogo di w,

si ottiene

n,s.,'>{u -^v ,s) = n^,;{u , s) H- n^,'^{v , s)

(1)
, /_ 1 w+v iw ^H^.-^^-

— u) &u.A^ — v) &u.,.is -hu-i-v)
~^^ ^'2 ^0a,v(--+ w)0^,.(^H-y)0a,.(«-— z^ — e;)*

Ora abbiamo l'identità

(2) Aa,, 0p.,,(^-— u) 0a,.(«- — v) = &i,o(u) 0i,o(y) 0p.,N(^) €)...,.(«< -^v — 2)

— <^u\{li) 0l,i(y) 0,u.,i+v(^) 0a,i+N(?< -hV —2),

dove

.oN A _ Ql,o(?^)<9l.o(^)Qa,.(O)Qa,.(?^+^^)-<9l,lOO01,l(?^)0a,l-H.(O)Qa,l^.(?^+?^)

Infatti, il primo membro della equazione (2) è una funzione intera di s che

ha per radici le sole quantità della forma

u-i-{2m-hl — fi)^-h{2n-^l — r)^,

z^+ (2m + 1 — iu)-^ -h (2^ -h 1 — r) ^ ,

le quali tutte sono radici anche della funzione intera di s che forma il se-

condo membro della equazione (2) ;
poiché a cagione delle formule (8), (9)

e (10) del n. 10, Parte I, abbiamo
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0.,o(^*)0,,o(y)0(..,/" -^ {2w -+ 1 - /t)| + {2u -f 1 - r) |\

X &^,,^v - (2;« + 1 - /Of - {2,1 4 1 - r)
l')

0.,i(M)0M(y)0,.,i^vf w -f- (2w. + 1 — .u)| + (2« -f- 1 — »')^'\

X 0^.,,^, (v — {2m H- 1 — /i)^ — (2;^ -f- 1 — r)|'\

2

Quindi per il teorema 6 del n. 3, Introduzione, sarà

indicando con f{s) una funzione intera. Ma per mezzo della formula (lu)

del n. 10, Parte I, si trova

f{2 -j- mo) -f nco') f{:} ,

onde la funzione f{s) è intera e doppiamente periodica, e per il teorema 4

del n. 3, Parte I, è necessariamente eguale a una costante. Quindi si ha la

identità (2). Per determinare A,^.,.^ che è indipendente da s , basta porre 2 = 0,

con che si ha il suo valore dato dalla formula (3).

Mutando, nella identità (2), ^ in — ^, si ottiene

(4) A„.,^0,x,^(j H- u) &,j.,^{z -h v)

= (— l).-^^
I
0,,o(«O 0,,o(y) 0y.,v(j) O^M -^v-hs)

— (— lY 0.,,(m) 0,,,(y) 0a,,^.(^) 0-x,i^. (?^ -f- y+ J) !

.

Dividendo le identità (2) e (4) una per l'altra, abbiamo

0.,o(^^) ^uv) ©,,.(-') - &uM &uv) 0,.u-) ^r'7l'^''~:^^
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Sostituendo nella equazione (1) questo valore, si ottiene

(5) ì7[j.,.(m -^v ,2) = n^,^{u , 2) -+-
/7ix,,(y , 2)

_L (_ ivv.+n1 ify„
Qi,o(?<) Qi,o(?^) &v.A^) &i,.Mt -+-V — 2)

^ ^' 2 =•
^ .

^Y
^^A^i) <^^^{v) (-h^^À^) &,.,iMu -}-V^2)

^ ^' &^M 0,,o(y) %A^) ^V,.(m -hV-h2)

Quindi, esprimendo per mezzo delle formule (8) del n. 2, i rapporti delle

funzioni jacobiane per le funzioni ellittiche, abbiamo

(6) //i,o(m -^v,2) = n,,^{u , 2) -h J7i,o(y , 2)

1, 1 — A'^sn 2<; sn y sn j' sn(M+ 1;— 2)
log i '

2 \~\- kh\ì u sn 4) sn j sn(z(;+ z; -f- ^)
'

(7)
' Ih,x{u ~^v ,2) = no,i{u , 2) ~h i/o,i(y , ^)

K cn ? cn(?/- -+- z; — ^)+ sn ?^ sn z; dn j dTì{u -f- z; — 2) Gn(u -+ v~h2)

2 * cn ^ cn(?^ -I- e; 4- ^) H- sn w sn y dn ^ àn{u -h v -h 2) Gn{u -hv — 2)'

(8) no,o{u ~i-v,2) = 7/o,o(y , 2)+ i7o,o(y , ^)

1 , dn 2 dn{u -^ v— 2) -\- /chn u sn y cn ;? cn(«i5 H- y — ^) dn(«^ -\-v-^ 2^

2 ° dn ^ dn(M + y + j) -+- /t^sn m sn y cn j' cn(M -f- y -h ^) dn(M H- y — f)
'

(9) 77i,,(zi -f- y , ^) = 77i,i(m , ^) -I- /7i,,(y , ^)

, 1 , sn ^ sn(?i! -hv — 2)— sn Z(! sn y snfw H- y -J- ^)
-j loff

^ ^ —^

2 sn ^ sn(z<; H- y + ^) + sn z< sn y %Vi{u -\- v— 2)'

Dalla formula (13) del numero precedente, si ha

;7,,,(„ , .) = (- xy^^ |- «z,„(.) + 1 log ||±^ j

,

/7„,(. ,„) = (- 1).^' j- .-z,„(«) + \ log
|;|±!S I

,

onde

^;x,n(m , ^) — Tl^,{2
, z^) =3. (_ l).---' / 5Z[,,,(m) — mZ..,,(«') —^\ ,

^Zi.,v(y) — vZ^A2) —^j ,

IÌ^,{u-^v,2)— U^A2, M+ y)= (— l)f-+^L-Zi,,,(M-fy)—(z<+y)Zfx,.(«-)-^^j ,

quindi

//[x,.(^,M-F y)= n^.A2,u) -+- /7jj.,,(j,y)+ /^^p.vl?^+ y ,i?)— 11^.^11,2)— 11^^0,2)

- (- 1)^"^

I

^^(z^,.(^^ -hv)- Z^M- Z^,.(y)) +^1
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Sostituendo il valore (5) e i valori (8), (9), (10) e (11) del numero pre-

cedente, si hanno le Ibrraulc per l' addiziono del parametro 2 delle fun-

zioni n{w , ^)

.

Passiamo ora a determinare snwj, cn/ej, e dn «^ in funzione di snj,

cn^, dn j ,
quando n, è un numero intero e reale, ossia determiniamo le for-

mule per la moUiplicasione dell' argomento delle funzioni ellittiche.

Dall'equazioni (1), (2) e (3) del n. 3, si ricava facilmente

, ,. , ., 2sn W2J cn 5 dn j
sn {hi -\-l)s= — sn {m — 1) « -f-

cn (m+ 1) ^ = — cn (m — 1) « H-

dn(w-f-l)^==— dn(??z— l)j +
1 — k^ sn^m2 sn^j

onde, ponendo successivamente w ^^ 1 , 2 , 3 , ... , abbiamo

1
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Le formule (7), (8), (9) e (10), che valgono per n dispari, danno:

1 — sn^^

„ a(o -+- Sui'

sn^ —
(4) SD n;s = n sn « //» Tì[^ -—r-, ,

1 — k^ sn^ — sn^j
n

dn^
"" + ^"^

1 — ——7 sn'^^
„ «w -f- tfw

cn^ —
(5) cn nz= cn j //« Hr ———,—— >

1 — k^ sn^ — sn^^
n

7 2 2««+/^«'

1 ^ 2

dn^
"" ^ ^"

(6) dn «^ = du 5 /7a //r ^ —, •

1 — k^ sìr sn-^
71

Ponendo

(7) u = ^fk sn j
,

r equazione (4) prende la forma

(8) sn w^ = sn ^
1 + Al e^2 + A2 M* -^ ••• H- A„2_i m»»-'-!

essendo

(9) «n^ An^-i = ?z

.

2 2

Sostituendo ^ H- — a ^ nella equazione (8) ed osservando che si ha

sn ( /^^ -4- -—
)
=

, sn ^ 4- - =
,

quindi m diviene -
, avremo

u

A^.-i -i- An»-3 M^ H h Al ?/"'-3 + M"'-'

sn /2j = su
j/2 _i_ ... _a_ /» ,/n-^_3 _i «„n'-i '

fl!n2_, -h rt„2_3 M'' -f- —h a, i^»
-3

-f- nu
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onde confrontando colla equazione (8), si deduce

~T~ 2 2 '' 2 2 '^ 2

quindi

2 2 2 **

e indicando con t V unità positiva o negativa, la equazione (8) prende la

forma

u""'-' 4- A, w'"-=* + A2 u'''-^ H h A„._3 u^ -f- m
,,«»»»-! *(10) sn «^= f sn 2 :;—;—r

—

r-,
—

i T— ;—

7

„=_3 ,

—

2

Per determinare £ osserviamo che, mediante la formula (2) del n. 10, Parte I,

abbiamo 8?+i

/ft)' ft)'\ (—1)"^

( 1)- (—1)^
quindi ponendo -^ = ^, snj diverrà ^^-7=—, sn>2^ diverrà ,- , u pren-

derà per valore la radice quadrata dell' unità negativa, e la formula (10) darà

M-l

*= (-!) '
,

e la (10) prenderà la forma

M-l

. .^^ ^^"'-'H-Ai^^^'-^-^Ag/i^'-^H h(— 1) ' n

(11) snwj = (— 1) ^ sn^ ^3T

1 + Al u' -h A2 M^ H h (— 1) ' w^"'->

Per determinare i coefficienti A, , Aj , ... , osserviamo che ponendo

n-l

(12) \] = l-hA,ic'-hÀ.zU*-i h A..-3 u"'-' -I- (— 1) ' nu"'-' ,

2

abbiamo dalla equazione (8) del n. 15, Parte I,

ed a cagione delle formule (16) del n. 10, Parte I,

(13) e, ^(,,,) = ^^^y^©;-; (,)U .
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Derivando due volte rapporto a z questa equazione, si ottiene

(H) ^-^%^«'

-Uw '''> ^ ^
( L ©u^-) \ ^^^ / ©mW X- J

e derivando rapporto a (/ si ha

(15)

1
(« log 1/ 1?-

Ora dall' equazione (3) del n. 14, Parte I, abbiamo

e dalla equazione (13) del n. 13

L TT^ 'J)log0

e quindi, ponendo ^ = 0,

7.'

(18) l!!!l^=_j^
dq 4qn~'

Sostituendo i valori (14) e (15) nella equazione

e riducendo coli' equazioni (16), (17) e (18), si ottiene
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ossia

^
''

71^/.^ \ X- / ;>?« \ 7)J^ ©,,o(.') ^- 71^ ^ or >y /

-^ ^^/n' ^ TT T^+ ^^'('^' - 1) ^^' «n'- U -= .

Ora dalla equazione (7) si trae

(20) Y = \/k cn.- dn j ^- \/k j/l — //j -+- -\ il" + 2<^ ,

^u 1 ^ ©,,,(--)
(21) T-= 7

;)(/ e ^(7 0i,o(j) ^'0?,

«2

- Ucirt^&XMV''-^ ^^'
-Om(^)

^,. )

__ w^ p'^^
,

2 7^01.0^-) ^"
4^7r2\7).'2 0,,o(.-) 7).- -is)'

e la equazione (5) del n. 14, Parte I, ci dà

,„_,. dk kk'^u)'^

Sostituendo nella equazione (19) i valori (20), (21) e (22), abbiamo

—7 1 — \k+ -\u^-\-u^ \-^\n-—\)u\k-^-— 2^ri V-lii-k-—r
l^u- \_ \ k] J ^ ' \ k / ^li ~òk

Pongo

onde

ed ho

k-h-7 = c(.

dcc__k2^ k^_ ^_
dk~ k'' k'~''

^2TT -\Y\

(23) (1 - cai- -h u'ì^-h i'i' — 1) {un — 2m^)— -^ n"- {ìi'— \) irW
fi/ V tv

= 2/iH«' — 4)— .

44
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Sostituisco il valore (12) in questa equazione, ed, eguagliando a zero i coef-

ficienti delle diverse potenze di u, ottengo per la determinazione dei coef-

ficienti Al , A2 , A3 , ... , le seguenti equazioni :

I

Ai = 0,

^Aki~^n\ii- — l) = {),

5.6A3 H- 4(/i2 — 4) Agft -^
,

7.8A4 -f- 6(;ì2 _ g) A^^ _^ /^^2 _ 4) /,^2 _ 5) A, = 2?^2 («2_ 4)^ '

du

(24) \ 2r(2r— l)A,.+ 2(r— l)(?i^ — 2r+ 2)«A,._i

-4- (71'— 2r + 4) {,1' — 2r+ 3) A,,_2 = ^n^a^— 4) '"'

(/.

n-l

2.3A,^3 + (— 1) ' /i(?z' — \)a = .

Così per n = 3 abbiamo

Al = , A2 =— 6, A3 = 4a,

e quindi dalla equazione (11)

3 — Acm^ -f- 6;ì* — u^
sn 3;r = sn^

1 — Qii' + 4«M«— 3w«

* L'equazione (23) fu data da Jacobi senza dimostrazione nel volume IV

del Giornale di Creile.

8.

Se poniamo nella equazione (11) del numero precedente p in luogo

di w e - in luogo di ^, abbiamo

j^ /ì; 2 snP'-i - 4- Ag/i; ^ sn^'"-^ -+ - 4- (— 1) ^ w

(1) (-1) ^ sn^= sn-
'^- 1

V , y-i jo°—

1

l + Aj/t'^sn^-H h(— 1)' ;j/^ ^ sn^'-^-
p ^ / -i

^
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z "

llisolvendo questa equazione di grado //'- rispetto a sii -, otteniamo sn -
2» p

espresso in funziono di sn 2 . ossia avremo le formule che danno la diviaione

dell' argomento delle funzioni ellittiche per un numero intero, reale e dispari p.

Le radici della: equazione (1) sono le ;>* quantità che si ottengono pren-

dendo nella espressione

(2) sn

P

per r ed s tutti i valori interi e reali minori di p.

Infatti, mutando j in ^ + 2wzw 4- 2/iw', essendo m ed a due numeri

interi e reali qualunque, il primo membro della equazione (1) non muta,

quindi non deve mutare neppure il secondo, e per ciò, se sn ^ è una ra-

,. , ,, . V j- i,
s -h 2mo) -\~ 2iiM _.

dice della equazione, ne sarà radice anche sn . Di questo

numero infinito di radici soltanto ]f sono differenti, essendo necessario e

suiliciente, aflinchè sia soddisfatta 1' equazione

2 -h 2mo) -+- 2/10)' z -\- 2rw -^~ 2s(a'
sn = sn

P V

che si abbiano le due congruenze

(mod p) .

Quindi avremo tutte le radici della equazione ( 1 ) prendendo per r ed 5 nella

espressione (2) tutti i residui differenti rispetto al modulo p , anche tutti

i numeri interi e reali minori di p.

Dalla equazione (1), per mezzo delle noto relazioni tra le radici e i

coefficienti, si deducono immediatamente le formule

VV 5H-2m-l-2W
(3) 2-, A ^^

~r,

=^ '° ^ '00^ p

(4) Tir Hs sn = (— 1 )
2 —-—

.00 P 121^

k '

Supponiamo ora che p sia un numero primo e passiamo alla risoluzione della

equazione (1). Per determinare algebricamente le ;>' radici (2) di queste

equazioni basterà trovare il valore della nota funzione di Lagrange

dove Ci è una radice immaginaria j/*'»»» della unità.
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Sostituendo alle funzioni ellittiche i loro valori espressi per le funzioni

jacobiane dalle formule (1) del n. 2, riducendo allo stesso denominatore,

sommando ed indicando con N,n,n(^) il numeratore che sarà una funzione

intera di ^, si ottiene

Tir Ilg ^lol )

\ 1^ I

Ma, ponendo mente alla equazione (6) del n. 15, Parte I, si ricava

'2 -A- 2ro) -I- 2sw'^p-\p-\ /r

nrn,b,À-
\ p

= e°--^^ «i.oC^)

,

dove a Q h sono indipendenti da z . Onde includendo la funzione intera e""-"''-

nella funzione intera N,»,,,, avremo

(6) ^m,ìi\^) —
^i,o(^)

Ora dalla equazione (5) si deduce facilmente

(7) L,„,n(j-l-w)=— « ' 2 L,n,«(^), L,„,„(^ + w') = « ^ L»i,n(^)

Sostituendo nelle equazioni (7) il valore (6), osservando l'equazioni (4)

e (5) del n. 6, Parte 1, e ponendo

(8)

si ottiene

Ponendo
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dovo A„,,„ ò indipendente da u. Quindi avremo

N,„,„(j) = A^,,. e 1"-^ o,,.b H j ,

/ 2moì'— 2n(»\

(10)L,„,„(j) = A,,,,^ v- ^

-^j-^ sn|^j-f j.

Per determinare A,„,„ pongo nella equazione (lU) s ~\~ -^ in luogo di j, ed

osservando che si ha dalla equazione (5), ponendo mente alla equazione (14)

dei n. 2,

L„,„(.+'f') = t'/|,
fyYar+ns

, ,
2/'to-f-2W'

'

e dalla equazione (10) del n. 10, Parte I,

'T^

—

J
—^Y )=(-!) '^

"^
^ ^©1,.^^-+

—

-—
y

ottengo

/)-i p_i

2Lr Z-s „_! Ov.,., I Oo../
— •^»'." '^

/ 2mw' — 2;?cd\

, pw ^ L

V-T-', j-+2ra)-4-2W "''"

0i,o(-') sn
bll

Moltiplico i due membri di questa equazione per -, pongo j= 0, ed lio

1 — A — ^

linai 2/^tó\

V /

;^0.,o(O)

onde

7>Q..o(0) VA

^ / 2mw' — 2;2oA ^ / 2m&/ — 2/jw\
'

e quindi

/ 2mo)' — 2ìm\
4»lTriz "1,0 1 5 "+

) / r» ' >T \

U„.W=;«^—5^

.,
/' „ \ su .-^

^"'°'--"°'

)
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Prendoudo per o" il minimo intero positivo che sodisfa alla congruenza

m(r ^ n^O {moà.p)
,

e ponendo

ù)'+ (Tft)

(11) ^' = ~ir"'
avremo

irmeli
<?j,o(^-^2moT^)

(12) L.,„(.') - l>e -
,,;(2,»..,) .,.^..)

™<'-+ 2»-») •

Ora sia

(13) co = i3, 0)' ^-pii' — f^iì
, -^=^' :/^^'

dalla equazione (21) del n. 18, Parte I, avremo

£-1

(14) e,,,U
, ^\ = tiP^,{s) fi, (1 - ìe sn^ 2/m, sn^.-) .

Le equazioni (11) e (13) danno

oy^= i2' == A'ÌK
,

quindi

(15) ,-— (m"'"^

=^ tìi,o (.^ + 2??20Ta) ni]\— ìz" sn^ 2/at,jSn2 (j + 2^^^); ,

e, ponendo ^ = 0,

4m t:xA —;,—

(16) e A =(9l,o (2maya)//«(l— /i:'sn2 2/uTasn2 2woffa).

Dividendo la equazione (15) per il prodotto dell'equazioni (14) e (10), ot-

teniamo

(9i,o(.-+ 2fflaTa) -'-^tyV(l—/^'sn^2^aTcSn'^2moga)(l—/:^sn^2/aT.sn^.^)
^

_i2!^-i / 2 (i_/^2sn22

1 JL —

,

<9,,0(^)^1,0(2^075) ' ' / 1— ^2sn2 2/ar5sn2(j-f-2maya)

quindi, ponendo

P-\

A. (1 — k"^ sn^ 2/(^0 su^ 2/;zctr^) (1 — k'^ sn^ 2i!! ot?g sn^ ^) „ . ^

1' 1 — A^ sn^2^o55 sn^(^'-h2mcfT(j)
»w,nvy?
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avremo

(17) L^,„(,')= ;j Ì/T,„,4.-) sn b -f ^

j

^'-^ ''^ /j+ 2roH-2W\

Dalle 2^' equazioni che si ottengono dalla equazione (17) dando ad w e ad w

tutti i valori interi e reali minori di jì , si ricava facilmente

(18) psTiy j

= y y a-
.m '•r-n

/ 2mdì — 2noì\ pi-

che dìi le p^ radici della equazione (1) espresse algebricamente per sn z
,

e per le jo^— 1 quantità sn , le quali sono radici della equa-

zione di grado jr— 1 , che si ottiene dalla equazione (1) ponendovi j =
e della quale tratteremo in seguito.

La formula (18) è dovuta a Jacobi che la pubblicò senza dimostra-

zione nel voi. IV del Giornale di Creile.

Passiamo ora a determinare tutte le funzioni ellittiche che sono razio-

nalmente esprimibili per una funzione ellittica data, colla sola condizione

che r argomento di quelle sia una funzione lineare e intera dell' argomento

di questa ; cioè proponiamoci di determinare M , N , A e le funzioni razio-

nali e intere [ od F in modo che sia

La risoluzione di questo problema costituisce la trasformazione delle

funzioni ellittiche.

Mutando z in ^ H- 2w oppure in j + &/ non muta evidentemente il se-

condo membro dell'equazione (1); quindi non dovrà mutare neppure il primo.

Pertanto 2Ma) ed Mw' dovranno essere periodi di sn(j , A) , e indicando

con A Q A' ciò che divengono oj ed &/ quando si cangia /.: in A , avremo

(2) 2Mw = 2c(A 4- ^A' , Moj' = 2yA -f- ÓA'

.
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Mutando ^ in w — 2 il secondo membro della equazione (1) non muta, quindi

non dovrà mutare neppure il primo, ed avremo

sn(M« — Mi + N , A) = sn[Mo) -4- 2N— (M*- + N) , /] == sn(Mj -+- N , A)

,

onde

Mu) -h 2Ì^ = {2p ~h 1)^ -h qyi'

,

e sostituendo il valore di Mw tratto dalla prima dell' equazioni (2), si ottiene

(3) N = (2;)-}-l-«)|-4-(2^-/?)^,

dove p G rj sono interi e reali qualunque.

Risolvendo l' equazioni (2) e ponendo

aÓ ^y ^nz J
^

abbiamo

2^ 2S(ù — ^(tì A' aw — 2)'w

(4) M ^ ' M J

Ora tutti i valori di 2 per i quali non muta la funzione sn(M^-f-N,A)

sono dati dalle due espressioni

^ A ,A' . mS— m' Y m'ci — m8 ,

^+ 2mj-jH-mjj = .+ 2 » + ^— »,

/o -, N
-^

, r

^' 2N
,

^ nS— n'y n'a — nl^ ,

(2„+ l)- + « --__, = „_.+ 2-^^», + ^^—.,.

Quindi le radici della funzione intera

(5) F(^)sn(MjH-N, ;.) — /' (.'i?)

saranno date tutte dalla formula

/ ^ mS— m'y m'u — m^ A
(6) ^= sn I ^ H- 2 —- ù) -i

—- (tì \ .

Osserviamo ora che ponendo le congruenze

mó— m'y^ t , m'a— m^^s (mod. J)

abbiamo

ccl-hys^O

,

e prendendo

se y è primo con J, si ottiene
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Duiiquo i valori dati dalla formula (<>) si riducono ai soli J compresi iit'llu

formula

X = sn
(

^^ -h -^ (2w -4- m') , /A

dove a / si diano successivamente i valori 0,1,2,..../— 1. Quindi le ra-

dici distinte della funzione intera (5) sono ^ , e poiché questa funzione

finche j conserva un valor generale non può avere radici eguali senza che f{.c)

ed ^{x) abbiano fattori comuni, che si suppongono tolti nella formula (l),

J sarà precisamente il grado della funzione (5), e quindi tanto / quanto F

non potranno essere di grado superiore a ^, e una di esse sarà certamente

di grado J.

Cominciamo dal considerare il caso in cui si ha

(7) «J — y5)' = ^=l.

Le due funzioni /' ed F saranno di primo grado, cioè, ponendo

(8)

'

y — sn(Mi' -f N ,
A) . x = sn(j , k) ,

avremo

Qui occorre distinguere due casi, secondo che nella relazione (2) /? è

pari dispari.

V\ Sia /9 un numero pari eguale a 2/. Poniamo

^ -= M/2 , A' ^^ M/}'
;

avremo dall' equazioni (2)

(10) M--=aii~\- li'ii' , w' = 2ySÌ + àSÌ' .

Se l'i' è un numero pari, dall' equazione (7) si deducono facilmente le con-

gruenze

(11) a=l, /?'= 0, 2y= 0, J=l(mod.2).

Quindi togliendo dal valore (3) di N i multipli di 2A e di A' che non mu-

tano il valore di ?/, resteranno per N soltanto i quattro valori essenzialmente

distinti

N = 0, N = ^, N = y, N=^-+-^.

Quando N = 0, l'equazioni (10) e le congruenze (II) ci pongono precisa-

mente nel caso 4" del n. 16, Parto I. e quindi dalle formule (17) di quel

numero si ricava facilmente

X^ — /c^ , sn(j , A) — sn(i: , /.;)

.

45
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Per gli altri valori di N basterà rammentare le formule (2) e (14) del

n. 2, e avremo nelle formule (8) e (9)

N = 0, y = x,

N = ^
, y = — :c,

2' '^~-kx'
(12) J A = /j, M = l, N= ^, y

N =- + ^, y = -Y^.

Se ^' è un numero dispari, avremo le congruenze

(13) a=l, /^' = 1, 27 — 0, <f=l (mod.2),

e le relazioni (10) colle congruenze (13) ci porranno nel caso 1" del n. 16,

Parte I; onde, prendendo N ^=
, dalla formula (14) di quel numero si

ottiene

A = — ; M = ^ ; N --
, y = kx

,

A/

(14)

1

2° Sia (i un numero dispari. Togliendo dal valore (3) di N i multipli

di 1A e di ^', con che non si muta il valore di y, avremo i soli quattro

valori distinti

(15) N = (l-«)|+ f , N.-(l-«)|^+f + .^,

N= (l-«)|-f, N = (l-a)f-^ + ^.

Ora la funzione

sn^M^ + (l-«)y^^, /y

si annulla prendendo

N — ^,
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e diviene infinita quando sia

quindi nella formula (9) avremo

(16) C--B =-— -^!-- —^.
sn|^^y-f J(«-l))| + ^;^(l-rO--|^J

Dalle formule (2) del n. lo, Parte 1, si ha:

o, (2»-H)(M-t-p-*-l)

snl —

-

(Ci)' Qù)' (fùA e*'-' ^L^:—j \ = -__=£
M(2>l-t-2f-H)

z

c^ (2>l-HU"-^p-H)

a-1 Z(-ir^'*"(z

|//C « (2»-l)()l-p-l)

y / 2\()i-p-i)((j-(-i)^. 2

quindi

,,^, /cr/ oci/ (ToA ^--T-acp + ixa+o-i

Ponendo

(y= y-i-c)'(« — 1), () =

1

e osservando che si ha /? H- 1 ^0 (mod. 2), l'equazione (16) diviene

(18) C = — B = /y^

dove

s= l — y-hó{ì — a){^ + 2) (mod. 4)

e la equazione (9) prendo la forma

1 + 2'.2;|//^

Pongo ^ = 0, ed osservando la formola (17), ottengo

(20) A = e«

1
>^
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Facendo -^ ==^
2
"" 2M "^ 4M '

^'''"®"'*^

t'A 1 + 2^17^

,^+1 .

onde quando —^^— è pan sarà

j/A 1 — /^jZ/j' 1 — 2-t/7<;'

e quando ^—^^— e dispari
Ci

1 .1— ?M/^ , -jal— ^''t^^—= =^ ? —zz A = 2
^-=

]/X 1 + i' \/k
'

1 + ^^ j/'^

'

e quindi in generale

l'A 3±i _ - 'hi ^
1 — (— 1)2 2^|//j . 1 — (— 1)2 r\/k

Per determinare M derivo rapporto a j l'equazione (19), ed ottengo

(22) M cn^M^ + (1 — «) |+^ , X\ dn^M.- + (i _ «) | + ^ ,
/\

— -=-— cn ^ dn ^ .

(1 + ^^,:^r|//t)

Pongo i? = , ed osservando che dalla equazione (17) si ha

-((i-«)2+T'^)=7r
e quindi

((i-«)f +f ,^) = t'T^7^^;

la equazione (22) darà

M(l — f « A) = — 2i-2a+3+i
I

'7.
^

e riducendo colla equazione (21), ottengo

(23) M = (- 1r^A 1^1
+ (_ 1)^ ,=- j/Z-y;

cu

dn
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(24)
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3-M

1— {—
1) '

«M//"*

Quando N ha gli altri tre valori (15) valgono sempre le stesse for-

mule (21), (23), e soltanto nella formula (24) si deve sostituire — //

,

Pertanto quando ^ è dispari avremo quattro sole trasformazioni lineari

differenti, cioè

/

2

(25)J
(
i-i\/7cy

~\\—i\7cì
'

M-=t-(l-t7o^ y-^

(l+2j/>t)% y =

M=±-(l-/t'/:)% y =

iOc ì^xik

— \/k Ir^^ \/7c

-hi'/e \^x\/k'

-hi]/7c Iztjxl/Jc

— i\^k Iz^ùfk

-+-i\'k lz^ix]'k

Le formule (12), (14) e (25) danno tutte le possibili trasformazioni lineari,

e se ne hanno soltanto 6 differenti per i moduli, 24 peri valori di // e 12

per quelli di ?/^.

10.

Consideriamo ora il caso in cui è

(1) ad—§y=p,

e ;; numero primo. Poiché la sostituzione (2) del numero precedente, come

abbiamo dimostrato nel n. 19, Parte 1, equivale a due consecutive, una di

primo ordine e 1' altra di una delle due forme

(2) w—pn, o)'^-n';

(3) o) = n

,

w' T= 2qQ + pSÌ'
;

dove Q è un numero intero e reale minore di p , si potrìi sempre riguardare

una trasformazione di ordine p come risultante da una trasformazione lineare

e da una trasformazione di ordine p nella quale l'equazioni (2) del numero

precedente abbiano la forma (2) o (3). Pertanto ci dovremo limitare sol-

tanto a queste ultime p -h l tra^.formazioni.
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Sia p = 2. Per la trasformazione in cui ha luogo la sostituzione (2),

dalle formule (22), (24), (25) e (26) del n. 17, Parte I, si ricava facil-

mente

^A^ r/t ,
j'\ ì-1 n • ,.>x

sn(.-,/^) CMJz Jc) . 1— k'

(4) sn[(i + /0^%AJ = (l-t-/0—^^(—^^— , '^=m'-
Per la trasformazione nella quale si lia « = 1, /? = )/ = 0, J = 2,

dall'equazioni (8), (14), (20) e (21) del n. 17, Parte I, si ottiene

' r/1 , /^. in
{l -^ k) &\ì{s Jc)

Sn[(H-/0.%A]= n_ ;,,,.(,, ;,^
,

(5)

cn[(n-A)^,/] = y:^ri^^^-(7;^

1 — /*; sn^ {s , k)
dn[(l + /.-).% A]

1 -I- k sn^ (.- , /ì;)

^ 2t^ jr_lz^
1 4- /e

'

1 -h /^

Ora sia p un numero primo dispari qualunque. Le jo -f- 1 trasformazioni

di ordine p corrispondenti alle sostituzioni (2) e (3) sono date immediata-

mente dalle formule dei numeri 18 e 19, Parte I.

Dall'equazioni (14), (15), (16) e (17) del n. 18, Parte I, abbiamo

0—1

III sn(j+ t(Sc)

MaSn |-^, Arri =(m/N~ °'^'

(6)

1

Cn I rt- , /Va I
^= JJt •

VMa ' / cntcsa

dn
dn^oTa

e dalle formule (20), (21), (22) e (23) dello stesso numero

;>—

'

1 -

•UT I » 1 1 « sn^^oTa
M(j Sn I z-r- , /(j I = Sn J //< :;

——— —
,

\Ma 7 1 1 — /^^sn^^ixjasn'^

„ , ,
dn^/oTa 2

j / \ 2 — —2^

—

cnl^Tj-, Ac) = cn^ /7(- —
:rr—T'

2=1 1— sn^j

dn j //(
——

r-

,

1 l — k^anUcSa^n'^'"fe'^')
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essendo

o) uì -\- 2 Ci/)

(8) ar„=-, m, =
;

e dalle equazioni (9), (10) e (11) del n. 19, Parte T

(9) M, = (-l) ' Ih
1

' sn^^aJadn'^/oTg
'

CO) '^-A'^^,'

(11) n=''"M''dzrk'
dalle quali si trae

2 ;?=:1 ;)-l i^
M^ // sn^^oj^ = (—1) ' Ma /7 sn icsa = (— 1)

'^ r
kP'

£-1

(12) // cn^ iai„= n cu taf^ = y -^f-^,

,

2 /)-l ///P

JTdn^/or^— 77 dn ^gt^ = 1/ V •

1 1 [' ^ <3

Onde r equazioni (6) divengono

!
0" (m, • ^') = l/l f.M^+^-.).

Kidiicendo 1' equazioni (7) colle formule (12), e ponendo

u = sn^ , y =^ cn ^ , m; = dn ^ ,

abbiamo

u h, (U-- - sn'te,) - ^^ sn
(^^^

,
A,) //, («' - ;^T^J=» •

(U)U/7.(.^-cnc^/.r,)-
/^.j^j^ «°(m-^-) YT^^^wT^H^'

;)—

1

;i—

1

;'—

1

l'V CnUcOa / Ma \Ma /l \ Sn-^OJa/
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Ora poiché queste equazioni non sono altro che l'equazioni (13) poste

sotto altra forma, è chiaro che avranno rispettivamente per radici le quantità

sn(j -f- toSa) , cn(^ -\~ t^a) , cln(^ -i- t(js^)
,

dove per t si prendono tutti i valori interi non maggiori in valore assoluto

p— 1
di -—-—

. Quindi per le note relazioni tra i coefficienti e le radici, avremo

\ 9

/i'"(i;'^°)= i; «»(-+''-»).

p-i

(is) <-i'"'''è'"(i^''°)= t»»'^^ -'«')•

(-i)V

_2zii
2

dn(^,A<,j= J^^dn(^+ ^ay^)

Dall' equazioni (20), (21), (22) e (23) del n. 18, Parte I, abbiamo

ti

«1,0 i—-^ ,Ù=
0l^{2)

IT, (1 — /e' sn'/m, sn^j)

,

«... (t . ^..) = -".'..W k^ (ca'.<». + -^^^^i^)
.

dn^^

Derivando logaritmicamente queste equazioni, a cagione dell'equazione (1)

del n. 4, si ottiene
p-i

2 cn j" dn ^ sn^^oD^r

M;^'''fe'^0=^^^'''("^)-^|'

m;^'''^(m;''^')=^'^«''("'^)-^'

./ t

1
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e ridiicendo coli' cquazioui (19), (20), (21) e (22) del n. 4, si ha

Eni

(1<3)
M~^'^'AM~

' '^')~ ^« V^(* + ^^'') '

"~
2

dove n e V sono eguali a zero o all'unità.

Denotiamo con Yr, e Y', le quantità alle quali divengono eguali t^ e >/,

quando si muta /e in A,, e determiniamo le relazioni che esistono tra Y,,

Y', e »; , r/.

Sostituendo nella equazione

sn^ /or.
2 „„2

il valore di Zi,o che si trae dall'equazione (15) del n. 12, Parte I, abbiamo

Y,2

•" (m, ' ^7

»)—

1

JIA^ , ^ XVo(--) o ;,2 ^„ . V «11' ^^=- ^^ +;) ^^^ - 2/c' sn .^ cn s dn^ >
^^ Xi,o(^) T' 1 — k^ sn^ iccfg sn*5

*

Dividendo per «, ponendo ^ = 0, osservando l'equazioni (12) e l'altra

che si desume dall' espressione di /, ^(j) trovata nel n. 13, Parte 1, si ottiene

(17)

onde

(18) Y. =pM, rj + (- ly '

2/.^ « |/^ ,

(19) Yco = (-l)^^M..^ +— j/-j

•Ili
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Sostituendo i valori (19) e (20) nella equazione

Ya A', — r. A, =r ^ni
,

abbiamo

(20) Y-, = M, (,/+ <r,, ) + (- 1y Vf i:^-—^) )/|

(21) y;^ = (_ i/.' {^^pl+ 2/-0/ j/il
^

La prima equazione (7), ponendo

(22) u = \'k sn {z , /^ ,

prende la forma

\ll^ sn(^,A<j\ = 2^ 77,

£-1

2 2^^— k sn- /oTa

1 1 — kii} sn'^ ^ofr<j

(2o) t^aSnl— ,A,| = M ^ -^^3^r

1 -f- B', e^2 + B;' u*^ h B,v 2 ; 2^p-i

dove

Ora, dalla equazione (21) del n. 18, Parte I, abbiamo

«1.0(^ , Aaì- 0f,,(.-)
(l ^- B', 16' + B^' z^* H h bI'"^) upA ,

la quale equazione, osservando la seconda formula (IG) del u. 10, Parte L
e le relazioni

(25) ^^ = T-' ^^ = {-iy-^,
Aa jJ^x

e ponendo

Pzil

(26) Uà=]/^ (l H- B'a ^^^ H- - + Br^
')

M^'-l
)
= ir Af 2^^'',

darà

(27) e„.(^^,x.)^{^y &:/,,,c)V,,

(28) l/(-
1)-, 0„.(£ , A„) =

(^^)
'

0r„(. , /.) 0. ,
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Dalla equazione (3) del u. 14, Parte I, ponendo mente alle relazioni (20)

e all' equazioni del n'. 19, Parte I,

abbiamo per tutti i valori di o*

^'Mw,-'-) .
-' ^®''»(jì; • '-)

4«r/— =0.

*

Sostituendo il valore (27) o (28) secondo che a è finito o infinito, effettuando

le derivazioni e le riduzioni come nel n. 7 e ponendo

(30) a :^ /^ + 1

,

si ottiene

(31) (1 - au^ ^u^)^^-^(p-l) (ccic - 2u^) -^

-hpip -l)u^ U. --= 2p(cr - 4)^ .

Sostituendo nella equazione (31) il valore (20) di Uà , si ricava

1.2k'a = 2p{a' — i)^,
da

dk'
3 . 4 a;' + 2{p - 2) aM, +p{p-l)k, = 2pia* _ 4) -^ ,

dA"
5.0 a;" + i{p-^) aA.'^+ip-2) (p-S) A'a-- 2p{a'—4.) -^ ,

(32)'

2r(2/^-l)A|:'-f(2r—2)(?)—2/'-l-2)aAi:-')+(/)—2r-|-4)(;)—2r4-3)A<:-=^^

/7 A <'-')

= 2i-(«'-4)^.
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Dalle formule (11) del d. 13, Parte I, ponendo mente alla formula (3)

del n. 14 e all'equazioni (16) del n. 10, Parte I, ed osservando che ^^o = (/,

si ricava

'o
dlocr ' ' "

^ a -^(s 1 a-^a

dq 4qn^
'

dq Apqn^
'

d log t/ 7~
/ , \ ^ log f

X^Ag (Ya + -^0)^0

dq AqTi^ dq ipqTi^

(a
'""Sl/r

(,,+ A^, '^^^, (Y,+ A%^,W.
dq 4qn^

'

dq 4pqn^ '
•

onde, sottraendo queste equazioni una dall'altra, e sostituendo il valore di

Yo^d tratto dalla formula (19), abbiamo

dlogl/ yr^ r-i 7 2

2
0' ./ h

° (/ kM, , , ,^ k'a}^ i/ ^-^
,

yi\—pM'

dq 2pq

d losf

2 '

ed, osservando che si ha

d d dadk k'^o)^ d («^— 4)kor d

dq da dk dq 2kqn" da 2qn^ da
'

si ottiene

/ /'e

(/ /^'i\T P±l"^ V //M,,(.2_,)_^^^(_,^2 l^^^lij^^^

d i/-T^ p+i

k 2 Mat/Ma

(/

l

1

l^'("'--^)^-=(-'"l//^k+IO'-^)l/ì:'
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Modificando conveiiientemento la dimostrazione si trova che questo for-

mule valgono anche per o" = co

.

Ora, essendo

r equazioni (oo) ci danno il modo di esprimere le derivate successive di A^

e di Aa ^ prese rapporto ad « per mezzo di |//c
, f k'

, ^/^a , |/A'a ed M,.

Quindi dall' equazioni (82) potremo trarre i valori di A', , A'<,' , ... espressi

razionalmente per queste quantità, ed una equazione algebrica tra le mede-

sime, essendo 1' equazioni una di più dell' incognite.

11.

L' equazione (23) del numero precedente, ponendo

^ = sn(^ , k) ,

ed osservando l' equazioni (22) e (24), diviene

(>) -' ''^' -^'iw-,-') ''-' +— I ^ - (li .
^«) =

Poiché questa equazione equivale alla prima delle equazioni (15) del nu-

mero precedente ed in esse è lecito mutare / in 21, le sue radici saranno

(2) sn^, sn(j -f- 20^5) , sn(^-(- 4aT(j) ... sn[^ -h 2(^j — l)aj<j]
,

ed avremo

?, sn(-- + 2™.) =^ sd(j|-
, k) .

Prendendo i ^) -(- 1 valori di a , sommando e rammentando il valore di or,

,

abbiamo

^ p-J , ^ ,
P-^Pr-} ( 2mo}-^2)iw\V \ sn(^ -f- 2rarg) =p^ns-\- >_ 2_ sn I 5 H-

|

ed, a cagione della formula (3) del n. 8,

(3) ^"''•=-«"'+l.]M^^"(s;'^'')-
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Per risolvere algebricamente 1' equazione (1), basterà determinare la fun-

zione di Lagrange delle radici (2)

jì
—

1

8lli'l~t"

(4) Lcx,„(^) = Zm ^~ '' s^(-' + ^moy,)

.

Esprimendo le funzioni ellittiche per le funzioni jacobiane, ed osservando la

formula (15) del n. 18, Parte I, abbiamo

(5) L.,»(j) -
'{m^ ' ^)

dove Nff,„(j) è una funzione intera ài i.

Ora tra i periodi corrispondenti al modulo Xo e quelli corrispondenti al

modulo k esistono le relazioni

ft)' A\ „ ,^ oì (lì A'^ (ti

-=p-r-— ^'^^ ^^=-r^ ~ = r7~' ^" = :;;:7"'
(0 ^ Aa Aa (O jjAca pAoa

Ma A'a^= ^a ,
Moo A'^ = (x)\

Mg Aa = c)

,

Moo ^00 = «Joo
;

ossia per valori qualunque di e finiti o infiniti

(6) Ma ^'(T = itt c?a -+- i' «'
, M^Aa = viSc-ì- fico

,

dove [.i e r sono eguali uno a zero e l' altro alla unità, e /i = soltanto

per (7= co . Potremo anclie scrivere in generale

ro) -h s(iì'

(7) STff =

dove r= 2o', s = l quando e è finito, ed r = l,"s = 0, quando cf = ce

Pertanto dalla equazione (4) avremo

4Nnivi

^
La,n(^+Ma^a) = — ^ ^' La,„(^) ,

(8)
4ii-n7rt

La,n(^ + Ma^'a) = e ^ U,n{^) ;

e dalle formule (4) e (5) del n. 6, Parte I, si rileva
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Mediante le formule (8) e (9), dalla equazione (5) si ottiene

4n')iti

(10) \ _5' r2/'-i--^"i'-'^5'\+ f'i

Poniamo

(11) njff
—

, ^ff,„ — TT- 4- 2wnj a ,

^ ^ Na,4j) = e?'"-^-V'(^a,n)

e dalle equazioni (10) avremo

VC-^a.n H- ^a) = — ^{^<J,n) ,

V'(^a,n -h A' a) --= — -h^' '" '^
1/^(^<T,») ;

e quindi

Sostituendo questo valore nella equazione (12), e il valore ottenuto per

Na.^-^) nella equazione (5), si ha

Ora, per determinare Cj,„ , osserviamo che dall' equazione (4) si ottiene

Smnici

T / «'\ 1 '^' e P

e quando s = l, ed r = 2o', essendo ^j un numero dispari, ^-—r— o -^——
sarà intero, e quindi nel secondo membro della equazione (4) vi sarà un ter-

mme in cui vi= —-— oppure m ^^ -^— , e poiché si ha
4 4

'V "^ K"4 )
^' ^- ¥J = 'i'

-^—2-) -T^ '

sarà

'4'+i')=^i^-+'''<^^'
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essendo T{2) una funzione che non diviene infinita per « = 0: e poiché dello

due quantità /i e r sempre una è nulla e una eguale ad uno, ed r è pari,

ed s = 1 quando v è nulla, avremo in generale

lanTCì

Ma dalla formula (10) del n. 10, Parte I, si ricava

(15);

j«.,.(i±^+2w,,A,)=^4=r.^^i^'""^*-)«,,.(^+2„.vA.),

e quindi ponendo nella equazione (13) ^ -h 1 M^ ^'a invece di J, mediante

le formule (14) e (15) si ottiene

(- D' r^ + T.(.) - c.,n
^'"'-^^ ^^

, , ^ .

Moltiplico per ijTj- , e ponendo ^ = , ottengo

C(j,„ = (— 1)*^

/cMa dt^o{2nm'a , Aa)

e quindi

(16) L».4^)H-i)°irt""-"-
/ .- ; X

,, ,

-
^"k ^ '""'- '" •

'4m; )
'

Ora abbiamo sempre

(17) 0,,(^u , /O - ^'o(j^, ^^) f.[l - K ^^' t^r. sn^(^, A,^] .

Infatti quando o" — : co , essendo — =—^ , se facciamo sopra ^i.o(t7~ì^<j )

la trasformazione corrispondente alla sostituzione

avremo tt = — , il nuovo moltiplicatore sarà Mo = -^, e quindi MoMoo=-,
a 0) (0 p
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il modulo dolla trasformata sarà k, e dalla formula (21) del n. 18, Parte T,

avremo la equazione (17).

Quando a è un uumuro finito, essendo — = w—^ — 20", se facciamo in

^•'Mi^ ,A<j| la trasformazione corrispondente alla sostituzione

e poi la trasformazione lineare corrispondente alla sostituzione

Si (ù\
, „

77 = — -}-2(r,
il (ù

che è quella del 4° caso del n. 1(3, e non muta né il modulo nù l'argo-

mento, avremo

ù)i A „ oì~=p— 20-==-,
(O yla (o

e quindi avremo anche in questo caso la formula (17).

L'equazioni (6) e (11) danno

e quindi la formula (17) dà

(18) d,^,{ps-h2npMa<Jc) = e
"'

^i,o(;^-,/0

= ^m(j^+ 2wa>',, A^\ ht fi — A- sn- tai, su' (~ 4- 2Wa ,
A, H,

e, ponendo ^= ,

«ni

(19) l = e •- ef J2%aT'a,A,) Ì7, h — A"^sen2/aT<,sn-(2/iaj'a,A,)j.

Dividendo la equazione (18) per il prodotto delle equazioni (17) e (19) e,

ponendo

l

1 — Aj sn'(/oT, , /•) snM v^-+- 2/iro'a , XA

47
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avremo

4nV7m "1,

e quindi

(20) L,,„ - (- 1)'^ sn(|j^ + 2nw\ , ).}j\'kZ,,

(21) (—l)<^i^ sn(.-+ 2mar, , k) =7^^ e i' sn( ^^4- 2/iro',
, XMk,,n-

sn

12.

Passiamo ora alle trasformazioni di ordine n, quando n è un numero

intero dispari e reale qualunque, cioè determiniamo 2 ed M in modo che

m
( 1^ 1 -^

) sia una funzione razionale di sn(^ , k), nella quale il numeratore,

e il denominatore siano di grado non ^ n, ed uno di essi eguale ad n.

Abbiamo già dimostrato che, se denotiamo con ^ e ^' i valori dei pe-

riodi corrispondenti al modulo A, dovrà aversi

(1) ^ = 2a^+ /?^', '^ = 2yA^ÓA';

(2) aÒ— §y = n,

e non esistono fattori comuni a tutti i quattro numeri interi a
, (ì , y e ó.

Sia II' il massimo comun divisore di « e /5; // sarà un divisore di n,

avremo

(3) n^-ri ìf , a= c^ li
, ^=^^'n\

(4) cc'd— §'y == n"
,

e si potranno determinare due numeri interi e reali e q d che sodisfino alla

equazione

(5) a' ci — c^'^l.

Dalle equazioni (4) e (5) si ottiene

eco ^n" / „i ^.. 8'y ^E^ — n" / j f.

udii" ^ n"
(•^^'^- ^ ) ' /cri!'^- n"

^'^'^' " ) '
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ondo, essendo u e ^' jM-imi tra loro,

ò — dri"= (mod. ft') , y — oi"= (iiiod. «')
,

ed, osservando l'equazioni (4) e (5), abbiamo

3 = dn"-hlii' , Y = c>i" -h Ict'

;

ed il numero / non ha fattori comuni con n' ed //'
; perdio questi sarebbero

evidentemente comuni ai quattro numeri u
,
/i ,y e ó.

Dividendo / per /i" si ottiene

l = rpi" -f- t ,

e quindi ponendo

Ó' = d-\-q^'
, y' = c-h qcc'

,

si ottiene

(6) a'ò'- ^'y' = 1
;

(7) ò = ó'n" ~hi^' , y = yd' + y ,

e se ne deduce che la sostituzione (1) equivale alle due successive

(8)

(9)

(10)

la prima delle quali è di P ordine, come risulta dall'equazione (6), e la

seconda è di ordine n\ t ò preso relativamente al modulo n\ e non esistono

fattori comuni ai tre numeri li , n' e l.

Potremo supporre sempre t primo con/i'; difatti nelle sostituzioni nelle

quali / ha fattori comuni con lì, i quali non dividono ?^", si prenderà

t' = t-\- Oìf e si disporrà del numero intero 6 in guisa che t' riesca primo

con n'.

Se n è una potenza di un numero primo dispari ;/."•, le trasformazioni

differenti di ordine p^- saranno i\p^--'^{p -\- 1).

Infatti le trasformazioni ditferenti di ordine n sono in numero eguale

al prodotto del numero delle trasformazioni di 1" ordine per il numero delle

sostituzioni ditferenti della forma (9). Il primo di questi numeri è eguale a G

come abbiamo veduto nel n. 0, il secondo è eguale a ;k"-'(;j + 1). Poiché

si hanno p^ trasformazioni corrispondenti a n' = \ , n =2^^ ' ^ '^P''''\ t^°^^

trasformazioni quanti sono i numeri inferiori a p'-'-'^ e primi con ;/."-', cioè

^,<j.-i —p'^-\ col-rispondenti a n ^p , n' =p)''"^
» Kip-'-^ e .primo con;)."-';

2wi
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se ne hanno i)."*-^ — jo"-"^ corrispondenti a n'= p^^ ìi"=^J)^~^i i<Cp''~' e

primo con py---,...; p— 1 corrispondenti a n=p''-~^ ^ n"=^p , i <^p \ 1 cor-

rispondente ad rL=p'^'-^ 72" = 1 , e quindi si ha in tutto un numero di

trasformazioni differenti dato da

p\'- -hpv-' —pV-^'-^p)'"' —p'-~^ -^-"-hp- —p-^p—l~i-l=p'-\p-^\).

Se n ^= pj\'p^.^- — p\['' Q Pi ,p-i, ...pr numeri primi dispari differenti, il

numero delle trasformazioni di ordine n sarà

Q/r'A'~' "-A"" (ih + 1) ip-^ + 1) - (^-^ !)•

Infatti poiché dev' essere n n" = n , avremo

P-l-^l yi'-i-^i
n ^p,p.,:-p; , n =p\' 'i P

[X,.-V,.

e t sarà primo con 7i
;
pertanto si potranno sempre determinare r numeri

interi e reali ^ , ^2 , ••• ^r in modo che sia

•'1 - 'J-l--^!

P2 Ps —Pr Ì^-^PiP\ -Pr h^P.Pz'PV '"Pr ^3
+'

~+-p]'Pl'-PlLTÌr = t,

e (i sarà primo con ^/j' , tz con ;>2'—5 ^»- con ;/,'" . Quindi la sostituzione (9)

equivarrà alle r sostituzioni successive

1 ''i 1 l-^i— ''1 ' , Ci 1J-'-i-Vi r

(11)

#7=K'«- |^-=;r"-!2'« + 2<=fi-

0) (" IX —V

K»-) Pr '^'^»'-i ' TV/IO-) *'
-?

1

M' M" ... M"-' == M2

/2',-i + 2/,i?,_.,

Dunque il numero delle trasformazioni differenti corrispondenti alla sostitu-

zione (9), saia eguale al prodotto dei numeri delle trasformazioni differenti

che coriis^jondono a ciascuna delle sostituzioni (11), ossia sarà

N -i^'f" (P^ + 1)7^^^"' O^.-M) -P^'-" Ov+ 1)

,
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che moltiplicato per il numeio G delle trasforma/ioni lineari (8) dà preci-

samcute il numero che volevamo dimostrare.

Per determinare tutte le trasformazioni dilVerenti di ordine dispari qua-

lunque Il , basterà considerare quelle corrispondenti alle sostituzioni della

forma

(12) <ù = g'UA, a)'^g"MA' — 2aU,

dove

e i tre numeri g'
,
g" e t non hanno fattori comuni.

Poiché abbiamo

g n

le radici della funzione sni^,/| saranno date tutte dall'espressione

= mitiA -f mìHA =— ^^ ^^—^—

n

nella quale m ed m' sono numeri interi e reali qualunque.

Poiché t è primo con g' si potranno determinare due numeri interi e

reali s ed / che soddisfacciano all' equazione

m= sg' -+- 2tl
;

onde avremo

ossia, jTonendo

Q = s(o — /w' + {m -]-lg )
-

n

-= Xf5,jii , m -\~ Ig = r
,

II

sarà

(13) Qz=r SOÌ Iw -h '/"(S.j'i ,

dove per r si dovranno prendere tutti i residui dilterenti rispetto al modulo a
,

e poiché il è dispari si potranno prendere per residui tutti i numeri della

forma 2sr nei quali r è positivo e minore di n ed s è qualunque.

l{eciproca:iiente, tutte le quantità della forma (13) sono della forma

mìHA -^ m'ìlA'

,

e quindi radici di sn
(i • ')
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Ora le quantità q sono tutte radici semplici della funzione

w—

1

(14) /7m sn (^ -h 2mm,j't , /e)
;

poiché per ogni valore di r esiste un sol valore positivo di m <C n per cui

si ha

2m-\- r^O (mod. n)

.

In modo analogo si dimostra che la funzione (14) e sni^jAi hanno

i medesimi infiniti. Quindi avremo

sn ( ^ , ^
J

= (f{s) n,n sn(^ -f- 2mui,,<t , k) ,

dove (f è una funzione intera di s.

Aumentando s successivamente di 2o; e di w' si ottiene facilmente

(f{z+ 2M) = (f{z), (fis ~h (»') = (f{2) ,

e quindi <j{2) sarà eguale a una costante C .

Dividendo per ^ e ponendo ^^0, si ottiene il valore della costante C,

ed abbiamo

Hm sn{2 -h 2muigft , k)

(15) M sn (^ , a) = »—

1

lini sn(2may^'i , k)
1

Analogamente si dimostrano le altre due formule

(z \ "-^ cn(^ + 2mui,n , k)

(17) dn(4,A) = '^:^f-^^^^.^ ^ \M / dn(2??za5-^rj , A;)

Ponendo ^= 77 = ^^^^— , abbiamo

M-i lf?'n
^"c(2mc^,. , k) ..^-^-^ "^ snc^(2m^,/., A-)

,

.VI - ^
i) Um

gn^2may,., , /^)
" ^

'^
1
" sn2(2^/2ay„,, , /^

e in generale, poiché il segno di M può prendersi comunque nelle formule

precedenti, potremo porre

n—\

'^ ^ sTiG'{2mcSyrt , k)M = (— 1) 2 77,

1
"^

su^{2mijs,yt , k)
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Ponendo

ft) -f- w M^ , , ^ , Ila"
A'

avremo
«—1

yXr= k^ Ilm iiììG^{2)nm,jri , k)
I

e ponendo nella equazione (17) ^ = 77 — —
2 2

w—

1

>l o!i 2 1

t/A'=//^ ^« cln^(2^«aT,., , /e)

*

13.

Se poniamo

(1) -=w, e'''^ = q,

1- s ,

"" 1-4- ^2m7riro _ . _ oo 1 i_ ^jm

(2) »(a,) = 1/2 ,/«"'"' /f„
^
^^.L,,..-. = t^2 Ti f.» i_;:^L- .

dalla formula (13) del n. 19, Parte I, abbiamo

(3) 'fk= ^(m)
;

e, poiché dall'equazioni (12) del numero precedente si ricava

ji '^ 9'

accennando con X,j't il modulo corrispondente sarà'

8/ -21

/A,, = ± |/2 Vqo" a- 77,, J_±ll_fL_L_ •

1 ì:!

1 -+- (q'J" a^^y^-'

dove « è una radice primitiva della equazione

Determiniamo quale dei due segni bisogna prendere, se vogliamo avere

quello dei valori di ]''^;,'i che è dato anche dalla formula

(4) i/X„rj = \t' //,„ snc m .
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I numeri m si possono porre tutti sotto la forma

m = Ig" ztz r
,

dove

onde la equazione (4) potrà scriversi

(5) |/A.r( = //j" 77; snc—r ^r ] sne r 1 -77 H )

K/ ^ r /« 2/tó\
,
2//«

I r /"
,

2;'«\ 2itor\)

Sostituendo alle funzioni ellittiche le loro espressioni in prodotti infiniti,

abbiamo

g'-l f)'—l iltTzi 4lfKi

Ui snc —r- = 2 ^ 'A— 77^ cos —^ n,n ~

1 g {//c^'"' 1 9 1 iU-Ki _ iutzi

{l-^cf"^-' e ?' )(1 ^(f""-' e 9'
)

Moltiplichiamo per la equazione (3) che può scriversi

ed osservando le note relazioni

VI 1 i-f-?^--^'

2 2ltTt (—1) «

77; cos —7- =
1 9 /-i

:

u'-i

{l-hx) Ili (1 + 0)6 0'
) (1 + ^e~ / ) ^ 1 + x'J'

,

1

abbiamo
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Con riduzioni analoghe si ottiene

/^-i f/-i

I ^l _|_ ^^p" f^2(^2(m-l) ;/"-+-2r-] ["2 _^ ^^^;/" ^2<^2(m-l) iy"-2r-J

Sostituendo i valori (<j) e (7) nella formula (5), abbiamo

ossia (0
n-l

(8) |/ A^r,= ,^ /j« 77^ snc -^^^^—^^ -= (— 1 ) ' y (

—

-r,— I

n—\

4,^/7 ^ m(g'(o' -h2to)) ,/T—
//ì: = e^ T/^snc—^ — tr^'t , yz-n't = Vg't ,

1 n

onde

(10) Vg't^^U'^Xgfl.

Abbiamo dimostrato nel numero precedente che se « =ff'./>2'' •••7^^'i

il numero N dei valori differenti di '( X,j<i è dato dalla formula

(') Essendo n numero dispari la congruenza

t ^=^ 8f I
(mod. n)

ammette sempre soluzioni. Sarà quindi lecito porre

t= Stx-\- sn

con s numero intero. Ma

m{f/w'-\-2t(>j) / m((/(o'-{-lGtiio)
\

ni(<i'(o' -\-h>t,w)
snc = snc I

; + 2ms(t) I= snc

"

n \ n '

/ Il

perciò, mutato semplicemente ti in /, la (8) può anche essere scritta così:

V. C.

48
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quindi le due equazioni che hanno per radici tutti i valori di Xy't e di f)g>t

saranno di grado N. Sia la prima

(11) a;" -f- A, .27^-' H h An -=
,

la seconda, a cagione della relazione (10), sarà

(12) y^ 4- A, vT y^"' + Az u'''
y^"-^ H h An m"^ -= .

4 /.

La equazione (12) che ha per radici tutti i valori differenti di |'V«'

si dice V equazione modulare dell'ordine n.

Le quantità Ai , Aj ... An sono tutte funzioni razionali di u^ . Infatti

dalla prima delle formule (2) del n. 7 si ricava che, considerando sn ^ come

incognita, la equazione

(13) Ni = 0,

ha per radici le «' — 1 quantità della forma sn , dove r ed s

sono minori di n, ed ha i coefficienti funzioni razionali di k"^ ^= u^

.

Ora le radici di questa equazione si potranno dividere in due classi, nella

prima delle quali si comprendano quelle nelle quali r , .s ed n non hanno

fattori comuni, e nella seconda quelle nelle quali r , .s ed ii hanno un fat-

tore comune. Le radici della seconda classe sono anche radici di equazioni

di grado inferiore, le quali hanno pure i coefficienti funzioni razionali di w*,

perchè essendo ,u il massimo comun divisore dei tre numeri r , s ed >2

,

ed / , 8 , ti i quozienti che si ottengono dividendo r , s ed /x per [x , esse

prenderanno la forma sn ;:
. Dunque la equazione (13) sarà ridut-

tibile, e potrà ottenersi una equazione

(14) N7 = 0,

la quale abbia per radici soltanto quelle della prima classe, e i coefficienti

funzioni razionali di u^.

Ora tutte le radici della prima classe della equazione (13) sono della

forma

(Io) sn^^^^ ,

n

dove (J è un divisore di n, t è preso relativamente al modulo g" , essendo

n=^ g' g" , e q è primo con n

.

Infatti se s, r ed a non hanno fattori comuni, e g è il massimo co-

mune divisore tra s ed n^ avremo

s = s'g\
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e denotando con t' il minimo numero intero che sodisfa la congruenza

s' t' ^ r (mod. a) ,

il clic può sempre l'arsi perchè s è primo con n (') : avremo

' S(//-f-2ni) , ffoì A 2t'o)
sn ^= sn s .

n il

Se t' è eguale ad Uj" -4- 1
,
prendendo il numero z < g' che sodisfa la con-

gruenza

^^= /s'(mod.^')(2),

avremo

sns — sn s ^-^ — ^- snfj'r/ '-hs )

g'ùì' -f- 2lfii= sn r/
,^

il

dove t^ t' (mod. g") , q^ g"z -f- s' (mod. ri) o primo con /z , perchè abbiamo

5 ^ s' (mod. /')
, 7/^'r(mod. «). r primo con /, ed 8 primo con /'.

Il numero dei sistemi differenti di valori di ^' e ^ nei quali g' è un

divisore di « , e ^ è preso relativamente al modulo g" è precisamente eguale

ad N, e il numero dei valori di q primi con n ed inferiori ad n essendo

^('0=K"'' fr" -fr" (ih
- 1) iih - 1) ... (/'.- 1)

,

(') Qui l'A. commetto un errore, giacché s' può aver fattori comuni con n. Però

se questo avvenisse, si sostituisca s' -|- 6g" ad s scegliendo 6 in modo che s' -{- 6g" sia

primo con g' e con g" il che è sempre possibile. Con questa sostituzione la congruenza

precedente diviene possibile, senza che la eguaglianza seguente cessi di essere soddisfatta.

V. C.

(2) L'A. suppone implicitamente di prendere t primo con g\ il clic ò sempre pos-

sibile. Infatti se t avesse un fattore comune con g', questo non sarebbe comune a g'',

altrimenti questo fattore dividerebbe anche t' e, a cagione della congruenza

s' t' ^ir (mod. n),

dividerebbe anche r, onde s, r, n avrebbero un fattore comune, contro l'ipotesi fatta.

Dunque se i e </' avranno un fattore comune, questo non sarà comune a g" onde (Vedi

pag. 371, linee 21, 22, 2.3, 24 ove il testo dell'A. è stato leggermente modificato) si pren-

derà, invece di t, ti ^=t-\-dg" e si disporrà del numero intero'» in guisa che ti riesca

primo con g'. Essendo t primo con g' la possibilità della congruenza tz^ls' (mod. g')

resta giustificata.

V. 0.
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il numero delle radici (15) sarà

,. = N*(») =pT'
-' pT-' ... pT'-' (pì-i){pì~i)...ipì-n,

e r sarà il grado della equazione (14).

Ora dalle formule (1) del n. 7, denotando con ipoi-c) , i/'sC^) ^^^^ ^^^^'

zioni razionali di ^ e di it^ e ponendo

^,fi = f/(o' ~h2t(o

^g't

n

abbiamo

cn 2rm,j't = ip^i^n^^o'i) , dn 2rc5grt = ip:i{8\i-{j^g't) '•

onde prendendo nella seconda formula (9)

2r^ in (mod. n) ,

avremo

n—l ,

^^,j = 1 /? snc 2raigft) = f{%^'^m,yi) ,

denotando con f{x) una funzione razionale di x e di z^^

.

Ora ponendo cica^f^ in luogo di c^y^r^, se (^ è primo con n, i fattori

di xl,t si permuteranno uno nell' altro : abbiamo dunque

a _ J5_/[sn^£ro^)

e quindi

y , y ^a _ £.7-Zt Zr//'(sp''7^g^0

Ma il secondo membro di questa equazione è una funzione razionale e

simmetrica delle v radici della equazione (14), dunque è una funzione ra-

zionale di «*, e le somme delle potenze simili delle radici della equazione (11),

e quindi i coefficienti Ai , A2 ... A^ sono funzioni razionali di it"^, come vo-

levamo dimostrare.

Se poniamo

(16) 5?2^ (>s (mod. 8)

,

è chiaro che la equazione (12) potrà porsi sotto la forma

(17) Bo y^ -f- B, 2^P. y^-i + B2 mP»z;^-2 h 1- B^ ?<?- =
,

dove Bo . Bi ... B^• indicano funzioni razionali e intere di u^

.



— 381 —
L'equazioni modulari (12) godono di molte importanti proprietà. Le

principali sono contenute nei seguenti teoremi.
««-1

Teorema 1. Malaado u ut v e v in tu, essendo t (— 1) " L'equa-

none modulare di ordine n dis])ari non varia.

Infatti, denotando con u e v' ciò che divengono tó, -^ mutando fn io — ,

n

abbiamo

u' = (pi — \ = vio , v'no = ^g(f^) — tu
;

le quali equazioni dimostrano evidentemente il teorema.

Teorema 2. Mutando u in - e v in - V equazione modulare di or-
u V

dine n dispari non varia.

Infatti dalle formule (14) del n. IG, Parte I, abbiamo

/, 1\ Lsnci ICS ,71 =—-,
—

\ kj snc(^, le)

e nella funzione di modulo -r , w ed o/ divengono A q A' determinati dal-
li

r equazioni

(18) kw -^^ nA ^ §A' , kix^=yA^ÒA'\

dove

« = /!?
= () = 1, y = (mod. 2).

Quindi denotando con v,.,^ ciò che diviene ihyi quando si sostituisce - a /j,
•^

lì,

avremo

' 1 ^ r </'-^'+2^^ 1

g't = — firn snc m , — n-l
2 rm/q'A' . 21A\ ,

~1

Ma dall'equazioni (18) si ricava

—— = 0(1) — poì ,
—— ^= aoì — )'(iì

,

k k

onde

M" n snc— l{afj' — 2^1) dì' -h {2t<) — yi/')w]
1 n

essendo rj, il massimo comun divisore tra ay' — 2,:^/ ed ii . Dunque mu-
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taodo u in — , una radice Vau diviene estuale all' inversa di un' altra, ossia
u

y o

V diviene — .

V

Teorema 3. Mutando t(^ in 1 — u^, v^ diviene 1 — y*.

Infatti, mutiamo wMn 1 — u^ ossia k in k', e denotiamo anche con v'grt

ciò che diviene Vg't. La quantità co' diverrà ìm , ed w diverrà — iw'. Quindi,

a cagione dell'equazioni (17) del n. 3, avremo

K-l lui
-r r .Q'(o—2tco' ,n ,2 1

.;. = .-» 7Zsnc^^^^^—,^J-^^"fy-^r-^,>>, ^

1/^ z^r/t

,

denotando con g, il massimo comun divisore di 21 ed n (0-

In UQ termine della equazione modulare (12), nel quale l'esponente di v

è N— s, quello di u è ^sn (mod. 8); onde se abbiamo

W --:^ 8« + ry , N — 1 — 8/ + 0-
,

denotando con /* e v i rispettivi esponenti di z; ed w , sarà

;ii^ 0- -I- 1 — s ,
r ^ s/y ^ i;(<y 4- 1 ) — '/A* (mod. 8)

.

Ora, osservando che quando 79 è un intero dispari, si ha

/'(j? -H 1) = j) + 1 (mod. 8)

qualunque sia il numero intero h, si ottiene

Ni;= N (mod. 8)

,

e quindi

/^((y + l)= (r+ 1 (mod. 8)

.

(') L'A. dava qui un teorema relativo a ciò che diviene l'equazione modulare nel

caso limite m = 1. Ma nel caso generale in cui n è un numero dispari qualunque, il

teorema è inesatto. Esso sarebbe stato vero soltanto quando si fosse supposto n primo

dispari. Ciò conduceva FA. ad un errore nella espressione dell' equazione modulare per

« = 9, mentre per w = 3, 5, 7 i resultati da lui trovati erano esatti. Questo teorema è

stato perciò soppresso, ed il calcolo delle equazioni modulari per w ^ 3, 5, 7, 9 (quest'ul-

timo opportunamente corretto) è stato tolto da questo paragrafo e portato in calce del

paragrafo seguente, nel quale le proprietà delle funzioni 7~(ro) e yp{vì) permettono di otte-

nere i valori limiti delle radici dell'equazione modulare per m=1. (Vedi la nota del

paragrafo seguente).

V. C.
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Dunque, denotando con /• il minimo residuo^ positivo di /t rispetto al mo-

dulo 8, nei termini nei quali l'esponente di y è ^r(mod. 8), l'esponente

di u sarà

= (<r + 1 — rir) (mod. 8)

,

dove (e -h 1 — r;r) indica il minimo residuo positivo di e -! - 1 — T;r rispetto

al modulo 8, o la equazione (12) potrà scriversi nel modo seguente:

7 l_ l

(19) ^,. ?<('-^ •-''•'
V' y_^ Xt Kt

^^'' ^" "" ^ •

Mutando u in v e 2) in f-u questa equazione diviene

7 / / 7 / /

Confrontando questa equazione colla (19) si vede che i termini che hanno

per coefficienti le quantità bit nelle quali

(20) o(»;4- l) = (r+l (mod. 8),

ditferiscono soltanto per il fattore éP; dunque tutti i coefficienti delle me-

desime potenze di u e di y non ditferiranno, a cagione del Teorema 1, altro

che per il fattore tP, e avremo

(21) K. = ^^ bir""''

•

Mutando u in — e v in — l'equazione (19) diviene
u V

7 / / 7 / /

Ora in questa equazione il termine che contiene v^ ha il suo coefficiente

eguale a bi^; mentre nella equazione (19) questo coefficiente è ^ó/"^'^ = *? ^w ;

dunque, per il Teorema 2, tutti i coefficienti delle medesime potenze di a e v

ditferiranno nelle due equazioni per il solo fattore f?, e avremo

(22) b''u = ^nt:!iz?.

Sostituendo nella equazione (10) à valori

i termini dello stesso ordine rispetto a q dovranno annullarsi tra loro, e

avremo tante relazioni lineari quante occorrono dopo quelle che si possono
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ottenere dal Teorema 8, per determinare tutti i coefficienti ^^j. I termini

di ordine minimo danno immediatamente
n-l

(24) ^00= b1o = -=- b'a-^,0 = , blo =— ^2'blo.

Teorema 4. Gli '^ valori dei moduli trasformati X^= v^ sono radici di

una equazione di grado N che ha i coefflcienti funzioni razionali di k^^=u%

Ki

Infatti, se poniamo nella equazione (19) successivamente v , ve'^ ,

2ivi n-Ki

ve^ , ...,ve ^ in luogo di y e facciamo il prodotto dei risultati, otteniamo

una equazione la quale contiene soltanto potenze intere e positive di ì)^=^X-,

che è di grado N e ha per radici i moduli trasformati

(25) ^,{X\k') = ^.

Ma queste sostituzioni successive, e questo prodotto equivalgono a porre sue-

2T,TrÌ 77)7»i

cessivamente u , ue~ ^
, ne *

, ... uè ^ in luogo di u e moltiplicare i

risultati. Dunque 1' equazione (25) avrà i coefficienti funzioni razionali di

k^ = u^ , come volevamo dimostrare.

14.

La funzione (f{vo) definita dalla espressione analitica

00 1 i_ ptmiTzm

(1) 9(^) = t/2 [/é-- nYz^^^i^ '

la quale ha un significato soltanto per i valori complessi di w che hanno

la parte immaginaria differente da zero e positiva e che serve a determi-

nare in questo campo le radici dell'equazioni modulari, gode molte impor-

tanti proprietà che passiamo a dimostrare.

Alla funzione ^(tn) conviene aggiungere la funzione i/'(ro) la quale è

definita, nel medesimo campo delle funzioni g(ro), dalla espressione analitica

(2) ip{w)^n
I — e

(2m-i)7rinT

l 1 + g(2'»-i)-<ro

Denotando con K e K' gì' integrali ellittici completi di prima specie, abbiamo

y7.=,(f), VF.-.(f).



Ora mutaudo k iu //, K e K' si convertono rispottivamentu in K' e K, e

quindi

Dunque sarà

(3) y)^— -lj=,/.(a)),

(4) xp(^- ^-) ^ <f{^) .

Dall' equazioni (1) e (2) si ottiene immediatamente

<^)
^(. ± 1) = r? 'f'''

1

(6) xi>{m-^U= ^ ,.

Mediante queste relazioni si possono esprimere

in funzione di (f{ai) e i/'(w)
,
quando i numeri interi e reali a

, ^^ . y , ó sod-

disfacciano alla equazione

(7) aó— ^y=l.

Primieramente se cc'^ y possiamo sempre determinare due numeri, a ,
/?'

congrui rispettivamente ad « e f^ rapporto al modulo 2, e cc'<^y, iu modo
che si abbia

Infatti, se « >> y avremo

a = 2ly-i-c('
, ^ = 2ió-h^ , a'd — ,S'y = 1 ,

ed «' <^ y . Quindi, a cagione dell' equazioni (3), (6) e (4), sarà

/y-hàm \ / y-+-doy
\ ,„ / q/ _ ^^'+ /=^'^

\
^\a-+-,^os} ' ^\2t{y-\-Òa})-ha-h(i'cs} ^\

"
y -{- àos )

49
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Se « = 1

, y e /? sono pari e ó dispari, avremo:

Infatti, essendo ó— /?/ = !, avremo

co

Ma è facile a verificarsi la congruenza

y= y(,?y+ 1) -+- (/5y + 1)^— 1 (mod. 16)

,

la quale, poiché ^ e y sono pari, conduce alla congruenza

^Y(Y-h2) = (mod. 16),

che evidentemente è sempre soddisfatta. Dunque avremo

Cr$f:)--"^'^^-%<^).

come volevamo dimostrare.

Se a'ó' — /Sy =: 1 , Ó— ^Y = 1, y', /?'
, y e /? sono pari, «'

,
<)' e (J

sono dispari e

ponendo

1 -\- pai

sarà

Infatti abbiamo
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e la congruenza

cd^tl' — l^ (/ -h yÒ'Y {(i -f ^t?-) -f ( / -4- y^)')()'
( 1 + 2,'i)

-f- t)' - — 1

= y'd' -f- J'2 -4- y_ 1 = y'd' -| J'^ -4 /() + J* — 2 (lllOd. 10).

Se c(ó — /?/ = 1 „ y e ,i pari, « e r)' dispari e « < y , avremo sempre

. Y -\~ f^i^ _ Xi -+-f)'inTi ^ _ /g -4- ()i,ro.,
_^ ^3 -+- JaOTa

^^ «-f-^ar ~ l-f-z^icn. ' '^^ ~~
1 -+-/?,m, ' "^^ " "

1 + /i/aOTj
'

1 -f- ^fOJr
'

dove /s e /?« sono pari e àg— /^s^s
•" 1-

Infatti, essendo (( <Cy ^
potremo porre

e quindi

y -4- Jro
,
/ + f^'^ 1 Xi -h «^lOfTì

a-|-/Jaj a + /?ro " . 1 1 + /*,off,
'

/r, + —

e saranno "' <C /» / e t^' pari e «' e ó' dispari, ói — /?,y, = l. Analoga-

mente otterremo 1' espressione di oTa , di ars ... e poiché i valori di « sono

interi e vanno continuamente diminuendo, arriveremo finalmente ad uno che

sia eguale all'unità. Onde la serie di equazioni (8) sarà finita come vole-

vamo dimostrare.

Da tutto questo si deduce facilmente il seguente

Teorema. Se <xó— /?y = 1
, (ì e y sono pari, « e ó dispari, avremo

sempre

Se ce Q ò sono pan e ^ e y dispari, avremo

Infatti a cagione dell' equazione (9), abbiamo

^( TT 1
= 5" '/(^).
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e ponendo — — in luogo di w :

firn

Se /? è pari e «, y, e (^ dispari, sarà

Infatti, dalla equazione (9), si ha

Mutando cff in oej — 1, si ottiene

Se c( è pari, ;:?,}' e () dispari, avremo

Poiché dall'equazione (11) avremo

(f{m)

e mutando co in , otterremo l'equazione (12).

Se (}' è pari e t< , ^ , y dispari, sarà

(13) g>

""'iY^ + f-D
'y -j- Sm\ e

^

Infatti, dall' equazione (10) abbiamo

= e
^ tp{w} ,

e mutando or in m — 1 si ottiene l'equazione (lo)

Se y è pari e a , ^ , ó dispari, avremo

(14) jy + ^^\ =
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Infatti dall' equazione (IH) abbiamo

' ym — ()\ ('
**

4>(m)

e mutando m in — ^ si ha l'equazione (14).
OH

Le sei formulo precedenti sono dovute al sig. Hermite.

Dalla equazione (9) si ottengono le radici della equazione

(f{x) = (^(ct)

che saranno date dalla formula

y -f- fToT

^ —

—

.a^ (ics

dove

aÒ _ ^y = 1 ,

)' e /? pari, a e J' dispari, e y^ (raod. 16), «^ J^rt 1 (mod. 8), op-

pure y^8 (mod. 10), a^J^:±;o (mod. 8).

Determiniamo ora l'equazioni modulari degli ordini dispari più bassi (').

(') ror questo calcolo FA. ricorre, nel caso (iei,'li ordini 5,7,9, alla forma che as-

sumo l'equazione modulare quando si faccia M = l. Egli si serviva perciò di un teorema

del § 13 che venne soppresso perchè inesatto (Vedi nota al § 13). Peraltro la forma dol-

l'equazione modulare nel caso limite in cui M =: 1 si può ricavare dai corrispondenti va-

lori limiti delle radici dell'equazione modulare e questi si possono ottenere nel modn se-

guente, mediante le funzioni (]p(ra) e »/'(ro) studiate in questo paragrafo.

L'espressione liciierale delle radici dell'equazione modulare è (Vedi nota a' piedi dell;i

pagina 377)

(1 ) v,'t= e « n (
-^-—^^

1
, >./ Il"= n .

Ricordiamo che posto —^ -r-= m si ha:
w K

(2) { ^

/ 1 V , ,
1 z Iv

d'onde, per essere (f{p) =zxpi — — | = i/;(ro), rD=— — =-^, , si trae

(3) cf{m) = xì,(-^] = il,{m') = n
(am— OTTK

1 - e~ "'

(2m— I )TIK

1 -f e~

Se k=-l, (luindi K = oo, K'= -r-, nT = 0, viene 9'(0) = 1 ; con che dalla (1) si



— 390 —
1°. Sia n -— 3, avremo

N— l=(y = 3, w= ^= 3, ^ = 0, a = 0;

quindi i sistemi dei valori [r
,
((r + 1 — ì^r)~\ nei quali non entrano numeri

maggiori di N sono

(0,4), (1,1), (3,3), (4,0),

deduce
Q 2

iKi^cj' — 1) g' —

1

(3') yp'o = e ^ =("1) ^

Resta da considerare il caso di t diverso da zero. Intanto si osservi che è

0, ponendo per compendio (*)

più semplicemente

(4') Vg't^e 8 ^(^)

.

Consideriamo la funzione \])\—~-—^i, dove «
, j3 , v , tf sono numeri interi soddisfa

\ « -]- [ir] /

centi alla condizione uS— i^/ = 1; si ha

Tra i numeri a,ii,y,ó che, salvo la condizione posta dianzi, sono arbitrari, stabiliamo

la relazione (**)

pg" = ì6tc(:

dovendo a
,

^i essere primi tra loro, sarà g" divisibile per « e 16 Z per p-. quindi

g" Ut
« (i

~^
con Q numero intero, ossia

aQ = g", pQ = 16t;

essendo g" numero dispari, tanto « quanto q saranno dispari, e ^ sarà numero pari: di

pili sarà q , il massimo comun divisore fra g" e t. Essendo « dispari e ji pari, di ne-

(*) Qui per w' = 00 si ha »; = — —-

(**j Cioè facciamo in maniera che ad w = — ——
, cioè ro' = oo , corrispon

16 t

y ~\~ ^v
rji = = 00 : con questo artificio il caso ora contemplato viene ridotto al precedente.
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e la equazione modulare sarà

^00 u'^ + blo itv -+- bla u^ V^ ~\- btn V* = ,

e l'equazioni (21), (22), (24) del § 13 daranno

''00 -^ ^(M 1 ''00 — ''OO 1 ''00 ^"00

onde dividendo per bl^ l'equazione diviene

u* — v'~h 2wy(l— M^y^)^ 0.

cessità sarà (f dispari. Quanto al ;' afjgiungiamu cx-<r. la condizione di essere pari. Dopo

la condizione imposta ad et e § la (5) diventa

\ ft -|- />'? / \(( («/ / \ c( ' ((ij / Va' n r

D'altro lato per « , cf dispari; ^,y pari si ha

ma nel nostro caso è «j3 ^ (mod. 16): dunque

v,(,)=. « •/^(^+V)-
Quindi, sostituendo nella (4'),

i7r(o'"—a'"') / „„<

(6) , Ve = e « «^i^+V)-
Ora osservando che («=" - 1) {q'^ — 1) = (mod. 16), verrà «^^^ = «^ + e" — 1 (mod. 16),

ossia

g"^ = «2 _j_ p2 _ 1 (,nod. 16) , cioè ««= g"" — q"^! (mod. 16).

(,*) Il Betti non dà per la funzione ip le sei formule analocrhe a quelle trovate ]iiù

sopra per la funzione q>; esse si possono ricavare molto facilmente e le riportiamo qui:

1". «,(f dispari; ^,ypari: ipi
'

)
= g

«

^(nr);
> « -j- pw /

2°. « , o pan ; ^ ,y dispari : m ) = e * 9)(w)
;

3°. /^ pari ; «
, y , J dispari

; ^p
( ^^3^^ j

= e « ;^ ;

4. «pan; /i,;^; e; dispari: «A(-:p^)=^« ^ •.

5°. cF pan ; «
, ,^ ,

;^ dispari : ^-
( ^;q^ j

= . ^^ ;

6°. rpan; «...S.Jdispan:
«/' (;7:^j ='- « ^^ •
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2°, Sia II= 5, avremo

N — l = (r = 5, n = ri = h , / = 0, « = 0;

onde i sistemi dei valori [r
,
(e -f- 1 — r^r) nei quali non entrano numeri

maggiori di 6, sono

(0,6), (1,1), (2,4), (4,2), (5,5), (6,0),

r equazione modulare sarà

% u^ ^bluv-h blo u* v^ -h bto u" o' ~h b^ u^ v^'-h btov' =
e le equazioni (21), (22) e (24) del § 13 daranno

ffi AG 1.2 _ ;.4 7 1 75 7 1 „_ AjLO
^00 ''00 ì '^00 ''OO 1 ''OO C^UO » ''00 — ^^00 »

e quindi avremo

U^ — V^~h 4:UV{\1— ?i*V*) -h bw'v^U^ — t;2) =r ,

e poiché per u = l questa equazione deve prendere la forma (i)

{v-^lf{l — v)=^l — v''-^ 4y(l — v^) -+- hv\l — v^)
,

Per cui possiamo ancora dire che

l«+ n )'

iK(.g' —g" -t-p^— 1)

od anche

"»" = " "

'M^+V)-
Ma 2(/'2 - 1) = (mod. 16), g'^^ g"^ - l={g'"g"^ = n") (mod. 16); quindi si avrà

definitivamente

i7T(ra^-i-P^—a) „ ,

(7) Vt = ^ ' «
V'(^-+ ^^).

\ « 71 /

Facendo ora crescere indefinitamente il modulo di w' , evidentemente

mod ©'sax y^ Ti J

per cui

(8) lim ?;3't = e « =(— Ij *
mod G)'=x

Di qui si deduce il teorema: Se neWequasione modulare si pone m = 1 (nel caso

in cui n è wi ìiumero primo dispari) una delle radici diventa eguale a -\-l e le rima-

nenti a (
— 1)

2
n —1

V. e.

(') Vedi il teorema della nota precedente.
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sarà

e per 1' equazione modulare di ordine 5", avremo

3°. Sia n = 7; saranno

N— 1 1=^ (T = >i = ly — 7 , ^ = , a = ,

e i sistemi [r
, ((7 -f- 1 — /^r)] :

(0,8), (1,1), (2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (G , 0) , (7 , 7) , (8 , 0)

,

onde r equazione modulare avrà la forma

% it^ + ^Jo uv -h blo u" v^ -f- *o'o W" v^ ~h bl u' V* -h hi, it'' v"- H- 1%, m« y"

e sarà

Ifi 1,8 ti 7,7 ;,2 — ;,G t3 t5 ;,i aio
foo — t/yo 1 t'oo — ''00 5 ''00 — ''oo 1 ''00 — ''00 ) ''00 — — o'^oo

e quindi

Ponendo ?(! = 1 deve prendere la forma (')

(y_l)8 = H-t,8_8y(l+ 2;'')-^-28y-(H-2;^)— 56y3(H-y2)+ 70y< = 0,

e per ciò

è = 28 ,
è' =— 56 ,

^^" = 70
,

e l'equazione modulare di ordine 7° sarà

M«+ 1;«— 8My(H-wV)-f-28?i-y*(l+?*V)— 562<='y3(l 4- M*y«)+ 70z^*y*= 0.

4°. Sia « = 9, avremo

N = 12 , (7= 3, »^ = 1 , /= 1 , « = 1 ,

e i sistemi [r ,
(e H- 1 — /;r)] saranno

(0,4), (1,3), (2,2), (3,1), (4,0), (5,7), {C,,Q), (7,5),

e r equazione modulare sarà

ii*{bl +- b\, u' + bl v' + ^?, 2<« y*) -f- 2^3 v{blo-hb\o it' -h bU v'-hbU u^ V)

-^ii'v'{blo-hblou'-i-blv''-hblu'v'')-\--uv\bl,-hbioii'-hbli?j'-hblu'i)')

+ v*{bto -h èto u'-hblv'-hbi, u'o') -+- b^ it' v'+% u' y
« 4- é^o m'^'= .

(') Vedi il teorema della nota a pag. 389. V. C.

50
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Dall'equazioni (21), (22) e (24) del § 13 si rileva

AO U4 1,0 A4 A LO 14 10 L*
Oqo — ^00 — ^11 — ^n — '-' 1 <^io

—
•
t/Qi 1 t'oi — o'io 1

bU --=
^'^o
= b\, = Pu = - 16 *?o , /;lo = bl , bl, = b% ,

t'eo— ^11 ' ^10 — ''01 1 t'oo — ^00 ?

onde avremo

(15) b%u'' — v{16b% u'— b\ou'') ~h v\blou' + b% u'')— v%16 b% u — b\, ?0.

-f- ^01 M^ y
' + ^00 u' v^ + ^^0 u^ v^ + ^00 u^ y ' + ^01

'^'^ V^

-^v\b\,u^— \^h\u'^)-^v'\b\,iì'-^bl,u'^)^v'\h\,u— \U\,u')

^blv''= (0-

Per u= l essa deve ridursi a {v— 1)"^ (v -{- ly- = o {^), ossia a

(16)
yi- — 8y" + 26y»o — 40y^+ 15y« + 48y^ — 84y« + 48z;s

+ 15y* — 40y3 4- 26^^— 8y + 1 = ;

ma per u = l la (15) diventa

(17) b%v''-h{bU-16bl)v^^^{bl,~+-bl)v''>-i~{blr-lQb%)v'

+ bl V' + ^^0 V' + Z^^o ^^^ + bl V' -h bl V' - (16 bl - è^) V'

+ (^00 ^- ^!o) V' - (16 C - ^io) v^bl = 0.

Paragonando la (16) colla (17) si trova

^;o = l , ^ìo = 8 , bl~i-bl, = 26 , bl,=-24. , bl = lò,

^00 = 48 , ^^„ =— 84,

(•) A partire da questo punto il calcolo dell' A. è stato modificato (Vedi nota al

§ 13, p. 382). V. C.

(2) Riportiamoci infatti ai calcoli sviluppati nella nota della pag. 389. Se suppo-

niamo n = 9, i casi possibili sono

g' = l , ^" = 3=
, f = 0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8;

^' = 3 , ,9" = 3 , t= l,2;

onde, facendo sempre uso delle notazioni adoperate nella nota suddetta, si trova

Wio^l , yii=:l , Vi2= l , ^13= — 1 , Vn — l, yis= l , UiG = l , y,7 = — 1 , Ui8 = 1
;

t'ai = 1 , Vaa = 1 ;

«91 = 1

cioè flJteci radici sono eguali a -|~ 1 o due eguali a — 1 .

V. C.
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con che la equazione (15) prendo la forma

(18) u'' — 8 y u\2 — u^) H- y^ u\bl, +- b], u"") — 8 y^ ^(2 -I- 3 m«)

-I- 15 e^^ v\u* -f- y') -f- 48 v'' u^u" -h y«)— 84 m" v'' — 'òv'' //'(3 -f- 2 m«)

+ y"'w2(^?o-f- ^5oM') + 8y'iM(l _2w«)-|-y'2 = 0.

Ora

2* = t/2 W (1 — ^7 H- 2r/ H )

,

yo,. = I'
2 ]/f{\ — f -+- 2y'« + •••).

Sostituendo questi lavori per ic e per v nella (18) essa deve riuscire iden-

ticamente soddisfatta; in particolare annullando il coelHcieute di (,/y''° si

trova

^00 = 16 e in conseguenza ^^^ = lo .

Pertanto l'equazione modulare diventerà

(19) u'^ — ^vu\2 — li'') + 2y^ u\% 4- hu"") — 8y^ w(2 H- ^u"")

-+- 15y* m*(m* -i- y') -I- 48y=^ ^^(z^^ 4- y^) — 84i^« y« — 8y^ u'i^ -h 2m«)

+ 2y'° u\h + 8m«) + 8y"z/(l — 2m«) 4- y'- = ;

e questa si riduce facilmente alla forma

(y— uY' (y -f- z^)'^ -f- IGy^^l — u"") [y'"— v^u-hv^u^— (y^— iw -}- w^)] = o ;

ma
yio — z;'J M -h y^ z^^ = y^ (y- — iw -h u^) :

quindi la nostra equazione sarà finalmente

(20) (y — uy'{v-{- lif — muv {ì — u') {ì — v') (y^— iw -+- u^) = 0.

15.

Allorché la equazione modulare di ordine dispari 7ì ha radici eguali, il

numero delle trasformazioni digerenti di ordine n è minore di N. Le fun-

zioni ellittiche particolari, per le quali ha luogo questo abbassamento nel

numero delle trasformazioni dilferenti di un dato ordine godono importanti

proprietà, che le rendono meritevoli di speciale considerazione. In duo modi

si può procedere a determinarle, o colla ricerca dei loro moduli ponendo a

zero il discriminante della equazione modulare, e risolvendo la equazione

così ottenuta, oppure colla ricerca dei valori dei rapporti co dei loro periodi

che sodisfano a una equazione

(1) .^[^^)^.,,,i^-j-).
r'-i

dove f^ — (— 1) « e gg' = gig^
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Teorema. // discriminante della equazione modulare di ordine dispari

n ha la forma

(2) D = M^(l — u^y^ (Ao -+- k^u^+ AsM^o H h ApM«P)
;

dove

(3) i; = r„+ 2^n, v, = r^-h2J'n. 4(> = N(N — 1) — r — 4r,;

donotando con Fn la funzione numerica

dove la somma deve estendersi a tutti i divisori di n , e {g)n indica il

numero dei numeri incongrui rispetto a g e che non hanno fattori co-

muni con g e con — , Jn esjjrime la somma dei prodotti ~^{gn){g\)n

estesa a tutte le combinazioni di due divisori diseguali dì n dove g'^ gì,

e J'n la medesima somma dalle quali sono esclusi i prodotti per i quali

non è

^9 — ^9i '(4)

e Aq , Al , ... Ap sono quantità numeriche.

Per dimostrare questo teorema osservo che abbiamo

(5) D = n{v,, - v.jj- = u-^--^'- n{x,jt - x,j,t,Y ,

dove
n—\
2

Xjt = nsncm
1

/g(o' -h2t(o\

Ora le quantità Xgt sono radici della equazione (14) del n. 13, la quale ha

i coefficienti funzioni razionali di u^, quindi il prodotto n{Xgt — .r^^t,)^, che

è una funzione simmetrica, sarà razionalmente esprimibile per u^, e avremo

(6) D-^2<^<^'-i>'Y(«^')'

deootando con f{x) una funzione razionale di a^.

Ma D è anche una funzione razionale e simmetrica delle radici della

equazione modulare che ha i coefficienti funzioni razionali e intere dì u , e

il coefficiente del primo termine eguale all' unità, quindi il secondo membro

della (6) dovrà essere una funzione intera di u, il denominatore di f{u^) non

potrà essere altro che una potenza di u^, e denotando con r un numero che

sodisfarà alla congruenza

r= N{N— l)/« (mod. 8),
avremo

(7) D = u^(ao -h ai u^ -^ •• -h ai u^^).
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Per determinare r sostituiamo nell' espressioni (5) e (7) i valori

(8) u= i/2 V^(l — rj -h- 2q' )

(9) V,t = e,i/2 1
qf' «'(1 -qo' «' + .••),

e confrontiamo i minimi esponenti di y^.

Il minimo esponente di Vq in Vni — v,uf è evidentemente -^ = -r; , e
g g-

quindi in ffu'iv.jt — v^f)^ sarà -^^(o'ìniio'U — A e in //y,j,(/),^, — y^^^f

sarà r,,. II minimo esponente di
j q in v,jt— yy,(, dove g<COi « -7^ e

2/i
quindi in /JuXoot— ^uih)^ sarà -F^(g')n{g'i)n e per tanto sarà 2//„ nel prò-

dotto n,j,j^i^{v,jt — v.j^i.f in cui g non è ij/i. Dunque in //(.-,„ — ^y,!,)'

sarà

n H- 2./„
;

ma neir espressione (7) il minimo esponente di '\/q è v, quindi avremo

Ponendo u ^=11' equazione modulare acquista radici eguali, dunque D
deve annullarsi per u^ =\, e quindi deve essere divisibile per 1 — u^

.

Denotiamo con r, la massima potenza di 1 — u^ che divide D, avremo

(10) D = iC'{\ — u^)'^ (Ao -f- AiM« H h Ap w«P)

= v:\\ — M«)"'' [Bo -+- B,(l — M«) H h Bp(l — M«)?] ,

e Ao e Bo differenti da zero.

]\Iutando u in li = |

' 1— u^ , D diverrà

(li) D' =-- M'^'. (1 — w^)«"(Bo + B, II* H h Bp?^«P).

Per determinare Vi, sostituiamo il valore (8) nell' espressione (li) e i valori (!»)

nell'espressione che si deduce dalla (5) mutando u in u e confrontiamo i

minimi esponenti di q

.

Mutando it in u' , or diviene — —
;
quindi denotando con iL ciò che

diviene %, avremo

Ora se prendiamo l multiplo di 1(5, il che può sempre farsi, perchè v.jt non

muta valore quando a / si sostituiscano dei numeri congrui rispetto al mo-

dulo g\ e se denotiamo con go il massimo comun divisore di / e di g\ e

poniamo
t = goto. g = go g\
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sarà

tvs
f/

g'm

n-A-t ^'



— 399 —
dove g è differente da y^ . Pertanto il minimo esponente di q in D' sarà

Ma dall'espressione (11) si rileva che questo esponente deve essere eguale

a Vi , dunque

r, = r,.-|-2^'„;

come volevamo dimostrare.

Mutando w in — , sappiamo dal Teorema 2 del n. \'ò clic v si con-
et

verte in —
,
quindi dall' equazioni (5) e (9), osservando che il quadrato del

prodotto di tutte le radici nelle equazioni modulari è uguale ad u-^, si

ottiene

„2v+8Vj-(-8p(12) //(-i_-U'^-£^

e quindi

4(. = N(N— 1) — r — 4vi,

come volevamo dimostrare.

Confrontando l'equazione (12) colla (10), si deduce

( l Ó) A.y =^ A.p_>' •

Quando n ha i fattori primi tutti differenti, N è eguale alla somma dei

divisori di w e {g')n= g'
,
quindi

r„ = y(w— ^) = wN' — N,

dove N' indica il numero dei divisori di n. La funzione numerica ./„ diviene

eguale a ^ggi , dove la somma deve estendersi a tutte le combinazioni di

due divisori di a il prodotto dei quali è <C « , e J'n è la funzione Jn di-

minuita di tutti i prodotti gg' pei quali non è Sg = Sngi.

Allorché ìi=pi'- e p è un numero primo dispari abbiamo

rp-={p-\) Ùip''-' - (iti - 1 );>"-==]
, J^^= /<;>— - (/( - 1 )py-'

;

z/^iA = Jp\>. se fp ^= 1 ; se poi fp = — 1 , si ha

(,a — 1) pi"-' ( p' — l ) + 2( pi'-'-h ì, )
J'p^ =

{p-^iy
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dove ^ '-

{

— l)^- Quindi in questo caso avremo

(14) r^=Ìp^.,K,p.-^.-i,.A)p.-^^Ml-J^^^

( 4q = ;}f*-i (p-hl) {pV-+ j;."-i _ 1)_ r — 4r,

.

Se n=p numero primo, ponendo ,tt=^l, r; = — 1 nelle formule (14), si

ottiene

(15) r = «H-l, ri=w+ fn, (>=^—;;— — n — e^.

16.

Passiamo ora alla determinazione dei valori dei rapporti xm dei periodi

delle funzioni ellittiche per le quali 1' equazioni modulari di ordine dispari n

ammettono radici eguali.

Teoreiìia 1. Affinchè sia

(1) *"'n^"-)=^'-n^-)'
dove xxs è un numero complesso che ha la parte imaginaria positiva, (t ,a'

sono multipli di 16 e g" g' — g\g'\ =n , è necessario e sufficiente che us

sodisfi ad una equazione

(2) km'' + 2Bc5 -I- C = ,

dove A, B e C sono numeri interi e reali e il determinante

J =.-.W— AC

è negativo e della forma

(3) ^=— 8% — 8/0;

oppure

(4) ./' r= — [n — 2h) (Sh— U)
,

e quando J ha la forma (3) si hanno le congruenze

(5) B= (mod. 4) , C= (mod. 8) ;

oppure

(6) B= 2 (mod. 4) , C= 4 (mod. 8)

,
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e A dispari quando k ù dispari: quando j)oi il delerminaate ha la [(/ma (4)

si kaano le congruenze

(7) B= 1 (mod. 2) , C= 2 (mod. 4)

.

Infatti, allìnchè sia veriticata la equazione (1), ò iiecussario e siillicicnte

che si abbia

. g[w— a' _ yg" — ()a -4- dg'm

g" " ag'— ^a^iìg'm'

(9) uò - /^y ^ 1
,

« e f)' dispari, y e /? pari, e siano sodisfatte le congruenze

(10) y= (luod. 10) , a = 6= ± g'g[ (mod. 8)

,

oppure

(11) y= 8 (mod. 16), a^ó= ±:gg[-{- A {moà.^)

Alla equazione (8) può darsi la forma

(12) §gg[ u5^~-^lag[g"- òg' g'I - ,\ag\ ^ a'g')-\ m

+ ^aa' - aa'g"+ òag'(— yg" g'; = .

Quando sono verificate le congruenze (10) abbiamo

(13) ag[g"= óg'gr= ±:n (mod. 8),

e, quando si hanno le congruenze (11),

(14) ag[g" = dg'g['^±n-i-4: (mod. 8) ;

e quindi il coefficiente del secondo termine della equazione (12) è sempre

multiplo di 8. Pertanto potremo porre

(15)
^^ = A,

«^9" - ^O'f/'^' - (^M -+- <V^) _ j.
^

§aa' - an'g" + Òag'^ - rg"g'; _
2

~^'

e la equazione (12) prenderà la forma (2) ed A , B e C saranno intori.

Se poi z^^^O (mod. 4) e y ^ 8 (mod. 16), porremo

(10)
^^ = A,

«ó^:.^"- ^'fnh - A^("-.v- -^ ^'f/' ) _ , e
4 o

,iaa'— aa'g"-h-ó(rg['-Yg"g[' _^
4

"-^'

e avremo sempre una equazione con i coefficienti interi della forma (2).

51
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Facendo

(17) 2S= ag\g" H- $g'g; -h ?{<s'g'— ag\)
,

colle posizioni (15) avremo

(18) 4:J = S- — n^:

e colle posizioni (16)

(19) UJ'^S'— n''.

Quando sono verificate le congruenze (10) abbiamo

ag[g"= Sl±n, óg'g[' = Sl'^.n,

e quindi, moltiplicando e osservando la equazione (9), si ottiene, se /?^0 (mod. 4),.

Sn{l -hl') = (mod. 64)

,

/+ /' = (mod. 8)

,

2S= c(g[g" -h àg'g[' = ± 2n (mod. 64) ;

onde

S = 16/i±:w,

e h pari.

Se poi /?^ 2 (mod. 4) avremo

/ -^ r = (mod. 4) , 2S= -i= 2n (mod. 32) , S = 16A ^ n ,

ed h potrà essere dispari.

Quando sono verificate le congruenze (11), se /?^ee2 (mod. 4), avremo

ccg\g" = 8/ =t w -I- 4 , ^g g'i = 8/' =!= /i -t- 4 ,

e quindi

i^Yn'= 16 = 3fc= U{1 + r+ 1) -+- 16 (mod. 32)

,

ossia

/-+-/' + 1 = (mod. 4)

,

e quindi

2S= ±2w (mod. 32), ^ = \Q>h±n,

ed h potrà essere dispari.

Se poi /S^ (mod. 4), avremo

/ + /' + 1 = =;i 2;z (mod. 4),

onde

2S= =t Un (mod. 32) ,

e quindi

S = 16A:±:7w.



Duiiqiiu il (letormiuaiite i dato dalla equazione (18), nella quale dovrà

sostituirsi

S = l(j/i — li,

sarà

.-/ = — .S/4(/^ — SA),

e avremo nei primi due casi le congruenze (5), nel terzo le congruenze (fi),

ed A^ 1 (mod. 2) quando h è dispari.

Il determinante^' dato dall' equazione (19) nella quale dovrà sostituirsi

sarà

J' = — {>i — -Ih) ( 8A — -òn)
,

ed essendo

O

e

C= ^= 2 (mod. 4),

saranno sodisfatte lo congruenze (7) (').

Ogni equazione (2), per la quale sono sodisfatte le condizioni del

Teorema 1, dà un valore di vs per cui l'equazione modulare di ordine a am-

mette radici eguali, e quindi determina una radice Ur -= (f{^r) del discrimi-

nante. Diremo che una tale equazione a'piKirtiene alla radice iir del discri-

miuante.

Ora abbiamo trovato per il discriminante

(20) D = w''(l — M^)"'' /(««),

dove f{u^) è una funzione razionale e intera di m"; quindi avremo

(21) f{u^) = aI1\_ii— g(fV5r)]-

essendo a una quantità numerica ed i valori nr,. dovendo essere determinati

mediante tutte 1' equazioni che appartengono alle radici del discriminante, e

che non danno valori identici per (f{^r) .

Teorema 2. Se la equazione

(2) Aaj2+ 2BaT+ C =

(1) A questo punto l'A. faceva seguire uiia|(limostrazione, errata in parecclii Inojjlii.

che le condizioni espresse nel teorema sono anche sufficienti. Poiché per renderla ri-jo

rosa' occorrevano delle mutazioni radicali, parvo mii^lior consififlio sopprimerla. V. C.
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aiìimrtiene a una radice Ur del discriminante, e la forma (A' , B' , C) è

equivalente alla forma (A , B , C) e se questa si trasforma in quella me-

diante la sostituzione

y -f- Sw'
va =^ ; ,

a -h /Sor"

dove c(ó — /^y = 1 e y è pari, anche la equazione

(22) AV- -h 2B'm' 4- C =

apparteì'rà a una radice del discriminante , la quale sarà identicamente

eguale ad Ur o ad.— moltiplicato pter una radice ottava dell'unità.

Infatti, se il determinante della equaiione (2) ha la forma (3) dovrà

aversi

(23) C= 45 (mod. 8) , B= 2^ (mod. 4)

,

dove s è eguale a zero o all'unità. Se il determinante ha la forma (4)

avremo

(24) C= 2 (mod. 4), B= l (mod. 2)

,

Ora poiché abbiamo

A' = AfP+ 2^d^ + C§^
,

(25) B'= kyó+ B(,5y -4- ad) -f- Ga^ì
,

C = ky'- + 2By« -I- C«2
;

sarà

C = C + 46' (mod. 8) , B'= B+ 2e (mod. 4) ;

e quindi

G'= 4(6+ e') (mod. 8) , B'= 2(f 4- t') (mod. 4)

,

se il determinante ha la forma (3), e se ha la forma (4)

C' = 2 (mod. 4), B'=l (mod. 2)

.

Dunque la equazione (22) apparterrà a una radice del discriminante,

la quale sarà

»(- ' = ^ (=?T^)

.

che e identicamente eguale ad u,- o ad — moltiplicato per una radice ot-

tava dell'unità.
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Teorema 8. Se la equazione

AcìT2-f-2Bm 1 C =
appartiene ad una radice tir del discriminante, la forma (A' , B' , C) è

equivalente alla forma (A , B , C) e questa si trasforma in quella mediante

la soslitusione

a^ (tm"

dove ad — /^y = 1 , e y è dispari, la equazione

A'o5'2 ^ 2B'aj' -4- C =

apparterrà a una radice del discriminante, la quale sarà identicamente

Ur
eguale a j/ 1 — ul o ad g . —- o ad una delle loro reciproche molti-

l/ul— 1

plicata per una radice ottava della imita, soltanto se A.^C (mod. 8) es-

sendo il determinante della forma (3), oppure A hh C (mod. 4) e il deter-

minante ha la forma (4).

Avremo anche in questo caso 1' equazione (25) e le congruenze (28) se

il determinante ha la forma (8) ; onde sarà

C = A H- 46(« + 1 ) a= A (mod. 8) , B'= B -I- kyò (mod. 4)

,

quindi soltanto, se C ^ A (mod. 8) ('), avremo

C= 4f (mod. 8) , B' = 2f (mod. 4)

.

Se poi il determinante ha la forma (4), saranno sodisfatte le congruenze (28),

e quindi

C= A -f- 2a(a -M) = A (mod. 4) , B' = 1 -f- kò (mod. 2)

(*) Qui sembra utile uno schiarimento. Perchè l'equazione

A'w'-+ 2B'ro'+C' =
nel caso che 'il determinante sia della forma (3). appartenga ad una radice del discrimi-

nante, dovranno verificarsi le condizioni:

B' = 2£' (mod. 4) , C = 4e' (mod. 8)

con £' uguale a zero od all'unità. Tenuta ragione de' risultati precedenti segue allora che

A = 4e' (mod. 8) , B' = B = 2e (mod. 4)

,

ossia

2(e' — e)= (mod. 4),

cioè e'= 6, od infine

A = C (mod. 8) ,

come trova l'Autore. Nella stessa maniera si giustifica l'enunciato del teorema relativo

al caso, in cui il determinante abbia la forma (4). V. C.
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e perciò soltanto se A ^ C (mod, 4) avremo

C= 2 (mod. 4) , B'= 1 (mod. 2)

.

In questi casi soli i valori di g(ro') saranno radici del discriminante,

ed essendo della forma

dove Y è dispari saranno identicamente eguali ai 32 valori che si ottengono

moltiplicando per le radici ottave della unità le quattro quantità

come volevamo dimostrare.

Pertanto se prenderemo tutte le classi differenti delle forme (A , B , C)

i determinanti delle quali sono dati dall' equazioni (3) e (4) e sono nega-

tivi, e quindi in numero finito, ciascuoa classe darà 16 o 48 (^) equazioni ap-

partenenti ad altrettante radici del discriminante in generale non identicamente

eguali tra loro. Le classi che danno 16 equazioni le diremo di prima specie,

quelle che ne danno 48 le diremo di seconda specie.

Ad ogni classe di prima specie corrisponde evidentemente un fattore

del discriminante della forma

(26) Ls _^8(j^)\ /,^^S _ _1 \ ^ ^^,6 _ ^^8 _^ 1

,

Ad ogni classe di seconda specie corrisponde un fattore del discrimi-

nante della forma

(27) («.-^.) (.»-
i.) ^u'-l+,') (««-^){u'-^)(W-2^)

= 2*^« — 3m^« -h biù^^ -h (5 — 2b) u^' + bii^^ — 3?^^ -4- 1

.

Bisogna però eccettuare quelle classi che danno equazioni per le quali

alcuni dei 16 o dei 48 valori precedenti sono identicamente eguali tra loro.

(1) Quando sono soddisfatte le condizioni del Teorema 3, oltre le 16 equazioni cor-

rispondenti a y pari, si lianiio ancora le o2 corrispondenti a y dispari. Quindi in tutto

lG-|-32= 48 equazioni. V. C.
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Affinchè alcuni di questi valori siano identicamente eguali, è necessario

e sufficiente che sia

quindi queste classi eccezionali saranno le sole classi derivate dello classi

che corrispondono all' equazione

(28) ^^^^2(^-^) uì — y=^0;

se cc^à (mod. 2), o delle classi che corrispondono all' equazione

(29) 2^m' + 2(a — ó) m — 2y = ,

se cc^ó -j- 1 (mod. 2).

Il determinante dell'equazione (28) è I —^— | — 1 , e deve essere ne-

gativo: quindi « = ^(f; e il determinante è ^ — 1. Ma vi è una classe

di determinante — 1, rappresentata dalla forma (1 ,0,1). Dunque le classi

che corrispondono all' equazione (32) sì riducono a questa sola.

Il determinante dell'equazione (29) è (a -ho)-— 4. Dovendo essere ne-

gativo ed a -h à dispari, sarà cc = — ()' =r- 1 , e quindi il determinante sarà

eguale a — 3. Ma vi è una sola classe di determinante — 3 rappresentata

da (2,1, 2). Dunque le classi corrispondenti all' equazione (29) si riducono

a queste sole. Ne segue che quelle classi che, essendo di prima specie, danno

nonpertanto meno di 16 radici del discriminante, e quelle, che, pure essendo

di seconda specie, danno meno di 48 radici del discriminante, sono soltanto

le derivate delle classi rappresentate dalle due forme (1 ,0, 1) , (2, 1 ,2) (').

Le classi derivate di (1,0,1) s'incontrano soltanto nei casi seguenti:

1". Quando il determinante J ha la forma (3), ed essendo ì)i il mas-

n
Simo comun divisore dì u e 1/ — J ,

— ha la forma 16a^-hl^^ e b è dispari.
* m

2". Quando il determinante J' ha la forma (4), ed essendo m il mas-

Simo comun divisore di n e l/— J' ,
— ha la forma -ia^-hb"^ od a e b sono
m

numeri dispari.

Infatti le classi derivate di (1,0,1) hanno il determinante della forma

— Q-
;
quindi nel primo caso dovremo avere

^2 = Sh{n — 8/0 ;

(') Il testo originale di questo capoverso essendo alquanto oscuro venne qua e là

rimaneggiato per renderlo pienamente intelligibile. V. C.
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onde

Sìi=ì6a^m, n — S/i = h^m

sommando

n = m{16a^ -h b"^)
, q = 4abm ,

b ò dispari ed m è il massimo comim divisore ài n q q .

Nel secondo caso avremo

Q^ --^- {n — 2h) {Sh — 3n)

e quindi

n— 2A =^ a'^m , 8h — Sn = b^m

onde

n = m{Aa^ + <^^)
, (> = abm

;

a Q b sono dispari,, ed m è il massimo comun divisore di ìi e q.

Nel secondo caso una equazione che appartiene a una radice del discri-

minante è data dalla classe derivata q{1, — 1,2), ed è

^03^ _ 2qv5 h- 2(! = ,

ed essendo q dispari, la classe è della prima specie: ma, essendo

2— or
w = -

1 US

abbiamo

e quindi i 16 valori di u si riducono ad 8 soltanto, e sono dati dall' equazione

U^ -4- 1 r=
,

che sarà un fattore del discriminante.

Avremo lo stesso fattore nel primo caso, se q^A (mod. 8). Se poi nel

primo caso q^e^O (mod. 8) la classe derivata (>(1, — 1,2) apparterrà alla

seconda specie : ma i 48 valori di it si riducono a 24 soltanto, perchè i va-

lori di u^ distinti sono tre soli, corrispondenti alle tre equazioni

05- + 1 = , co^— 205 + 2 = , 2052 — 2aj -M -=
,

le quali danno

e si hanno i fattori del discriminante

2^8 — 1 , M** + 1 ,
11^ — 2.
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Le classi derivate di (2,1,2) liauuo il determinante della forma — 3q*

e s' incontrano soltanto allorché, essondo m il massimo comun divisore tra n

e p, si ha — = 'òa^-hb''. L'euuazioni che danno queste classi, apparten-
m

gono alla seconda specie, ma danno soltanto !(> valori distinti per u ,
perchè

abbiamo

quindi per il discriminante abbiamo il fattore

m'" — ?<«-l- 1 = 0.

Teorema 4. Il sistema dei oalorl delle radici eguali della eqiia-

zioiie modulare è eguale al sistema dei valori di u per i quali essa

acquista radici eguali.

Infatti sia us un valore per cui l' equazione modulare acquista radici

eguali; avremo

(30) Aro^ + 2Bay+ = 0,

e questa equazione apparterrà a una radice del discriminante. Siano le ra-

dici che divengono eguali

Poniamo

onde

/g'cs — a\ (g'\^ — <^'\

V!P('-7^) = V.!P(^^)-

g'co — a g\us — g'

7, ~^ly TTT =«^2,
g 9i

g"cSi -h a g'/Ws -f- o'
w = '

}
— -

;;
•

g 9i

n

Sostituendo nell'equazione (30) avremo

(31) ^a>;+ 2(y^+B)a,,

(32) Ìì.|+2(4+ b).. + ^2:^±^'-^±^ = 0.

Tanto nel caso dell'espressioni (15) quanto nel caso dell'espressioni (10)

per A, B, C si rileva essere:

Aff- -f- 2Ba(j' -h Cg'^ -s (mod. )t) ,

Aa'^ -t 2Ba'g[ -f- Cg? = (mod. n) ,

ed essendo A multiplo di g\y , è chiaro che le due equazioni (31) e (32)

avranno coei5ìcienti interi. Hanno il determinante eguale al determinante

52
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della equazione (30) come è facile a verificarsi, e, poiché a e a' sono mul-

tipli di 16,

Aff2 + 2BGg' + Cg'^= C (mod. 8)

,

fi- 4_ B = B (mod. 4)

.

Dunque appartengono ambedue a una radice del discriminante, e quindi ^(cfti)

^(oTo) sono radici del discriminante.

Poiché (f''^{(^i)
-^==

g^^i^ì) le radici del discriminante saranno tutte mul-

tiple e dello stesso ordine pari di multiplicità delle radici dell' equazione

modulare, quindi abbiamo il seguente

Teorema 5. // discriminante della equazione modulare di ordine di-

spari n è il quadrato di una funzione razionale e intera di u^ moltipli-

cata per una potenza intera e positiva di u.

Quando n è un numero primo, 1' equazione modulare non può avere ra-

dici multiple che non siano soltanto doppie altro che quando u = , op-

pure u — 1 . Infatti affinchè sia

deve aversi

Aw^ -h 2Bco 4- C --=
,

e 0" , e' debbono essere radici della congruenza

Ac^+ 260- -f- C= (mod. n)
,

la quale non ha più di due radici, e affinchè sia

(p{nm) = €ng)l
—

—

I
,

deve aversi

A^ (mod. n) ,

2B(r-rC= {mod.n),

ed è chiaro che a ha un sol valore, e quindi abbiamo il seguente

Teorema tì. // discriminante delle equazioni modulari di ordine

primo è il quadrato di una funzione razionale e intera di u^ che ha tutti

i fattori disuguali moltiplicata per potenze intere e positive di u e

di 1 — u^.

Costruiamo alcuni discriminanti più semplici.

3--1

P. n -- 3 ; avremo f^ = {—\)% = — 1;^ = 2 — 2 = 0,
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2". w = 5 ;

fj = — 1 , ^ = (1 — 4 2 ; onde

In questo caso le classi di determinante

non esistono; quelle di determinante

J' = — {ó -2A)(8/i — 15)

danno soltanto il determinante

quindi si ha la sola classe (1,0,1) che dà il solo fattore l -h W^ , e do-

vendo D essere un quadrato perfetto, abbiamo

D = w'^(l — M8)*(H-Z^8)2.

3<». M =^ 7; é, = 1 ,
o = 12 — 8 = 4 ; onde

In questo caso le classi di determinante

j = -.SÌi{7~8h)

non esistono. Quelle di determinante

^' = — (7 — 2/i)(8^ — 21)

si riducono alla sola (2,1,2) che dà il fattore u^'^ — m* -f- 1
;
perchè l'altra

classe (1,0,3) non appartiene ad alcuna radice del discriminante. Quindi

D, = u'il — M«)« (1 — M» -+- ii'^y .

4°. w = 9 ; ég = — 1 , N= 1 2 , r = 20 , l'i = 12
,

e = 33 — 5 — 12 = IG
,

In questo caso le classi di determinante

j^ — Sh{9 — 8/i)

corrispondono soltanto a ./= — 8. Le classi di determinante —8 sono tre,

ma una di queste è derivata di (1,0,2) e in tutte le forme che le appar-

tengono abbiamo A ^ 2 (mod. 8) ; e B ;:^ (mod. 4) e non dà equazioni che

appartengono a radici del discriminante. Ne rimangono due le quali sono

rappresentate dalle forme

(1,0,8), (3,4,8)
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le quali appartengono alla prima specie, e danno due fattori di secondo grado

rispetto ad u^.

Le classi di determinante

^' = — (9 — 2/0(8/^ — 27)

corrispondono soltanto ad /i ^= 4 ,
^' =— 5. Ma queste sono due sole rap-

presentate dalle forme

(5,5,6), (3,1,2),

le quali sono di prima specie
;
quindi altri due fattori di secondo grado in u^.

Quindi l\iif') sarà eguale a un polinomio reciproco di ottavo grado inalzato

a quadrato (').

(') Il lavoro, che nella mente dell' A. doveva essere continuato, rimase interrotto a

questo punto. V. C.
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