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Absztrakt

A forgacsolas az ipar szamara elengedhetetlen megmunkalasi eljaras, részben az elérheté nagy
gyartasi pontossagnak kdszonhetden és a tomeggyartasban hasznalt hatékonysaga miatt. Azonban
gépgyartastechnolégia egyik problémdja a  forgdcsolasi folyamatok sordn  fellépd
szerszamgéprezgés, amely nagyban korldtozza a termelékenységet. Ezen rezgések el6fordulasanak
egyik oka a forgacslevalasztas soran a szerszdm ¢és munkadarab kozott fellépd forgacsold erd
karakterisztikajaban keresendd. Leggyakoribb ilyen rezgés a szakirodalomban mar kozel 70 éve
feltart regenerativ hatasbol szarmazo ongerjesztett rezgés (chatter) [1]. Ezen modellek altalaban
nem veszik figyelembe a forgacsold erdkarakterisztika sebességtdl vald fliggését. Jelen
tanulmanyban a forgacsold erd vagasi sebességtol valé nemlinedris fiiggését vizsgaljuk egy
gyalulasi példan.

A tanulmanyban elészor a folyamatot leirdé mechanikai rendszer egyensulyi helyeit és stabilitasi
tulajdonsagait adtuk meg, azaz, a kialakuld rezgések el6forduldsat abrazoljuk tgynevezett
stabilitasi térképen. Majd az egyenstlyi helyek globalis stabilitasi vizsgalata soran a forgacsol6 erd
nemlinedris hatasara 1étrejovo periodikus palydkat tanulmanyoztuk. A kialakuld periodikus palyak
kovetésére pszeudd ivhossz modszeren alapuld peremérték megoldd algoritmust alkalmaztunk.
Kimutattuk, hogy létrejohetnek bistabil tartomanyok, ugynevezett ,,veszélyes zonak” (unsafe
zone), amely esetében a stabil fix pont egy megfelelden kicsi perturbaciora attérhet egy nagyobb
amplitadoju periodikus palyara, ezzel karos rezgéseket 1étrehozva. Ilyen esetben az egyensulyi
helyzet Hopf bifurkacios pontjabol ledgazd instabil hatarciklus egy fold tipust bifurkacion
keresztiil stabilizalodik, ezaltal 1étrehozva a bistabil tartomanyt. Tehat az esetlegesen kialakulo
instabil periodikus palyat egy stabil hatarciklus veheti koriil. A periodikus palyak stabilitasi
tulajdonsagainak meghatarozéasa a periodikus palya koriili linearizalassal tortént.

Tovabba, munkank soran elemeztiik a nem-sima dinamika hatdsat is, megadtuk a ,,csuszé régio”
(Sliding region) 1étrejottének feltételét és eléforduldsanak tartomanyat. Azaz a kapcsoldvonal azon
szakaszat, ahol az uralkod6 dinamika ratapadhat arra.

Kulcsszavak: Forgéacsolas, stabilitasvizsgalat, nemlinearis dinamika, nem-sima hatas
1. Bevezetés
A forgacsolas egy széles korben hasznalt gyartasi és termelési eljards. Azonban ez a fajta

megmunkalasi folyamat kéros rezgéseket idozhet eld, amely csdkkenti a megmunkal6 szerszamok
¢lettartamat €s a kialakitott feliileti mindséget [1]. Ezen rezgések korlatozzak az elérhetd
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1. abra. Forgacsolo ero sebesség fiiggése. Forgacsolasi paraméterek: w = 2 [mm],
h = 0.1 [mm], homlokszog f# = 10°, F,,x = 110 [N], V.« = 60 [m/perc].
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2. 4bra. Alkalmazott mechanikai modell, mei{ben a szerszam egy szabadsagfoki
lengérendszer, a munkadarab pedig v, sebességgel haladé merev test.

anyaglevalasztadsi hanyadot, ezaltal csokkentik termelés hatékonysagat [2]. Fontos feladat a
kialakuld szerszdmgéprezgések megbizhato eldrejelzése a termelékenység novelésének, a
pénziigyi koltségek és a veszteségek minimalizalasanak szempontjabol egyarant. A fellépd kéros
rezgeések eléforduldsat igynevezett stabilitasi térképeken szemléltetik a technologiai paraméterek
fiiggvényében [3].

Ebben a tanulméanyban egy olyan mechanikai modell hozunk létre, amelyben forgacsolési erd
sebességfiiggd hatdsat [4] mutatjuk be. Ravilagitunk, hogy ezen hatas jelentdsen befolyasolhatja a
megmunkalas stabilitasi tulajdonsagait, amivel akar novelhetové valna a termelés produktivitasa
[5].

Az els6 fejezetben az alkalmazott mechanikai modell keriil ismertetésre, amelyben merev
munkadarabot és rugalmasan megtdmasztott forgacsold szarszamot vesziink figyelembe, amelyet
tomeg, rugo és csillapitasbol allo egyszabadsagfokt lengérendszerként irunk le.

A kovetkezd fejezetben a stabilitasi térképek elkészitéséhez az egyensulyi helyzet kortili lokalis
stabilitasi tulajdonsagok vizsgalatat kovetden a nemlinedris forgacsolo erd karakterisztikdnak és a
nem-sima rendszer globalis dinamikara gyakorolt hatasat vizsgaljuk [6].

A kialakulo periodikus palyadk kovetésére és vizsgalatara pszeudd ivhossz modszeren alapulod
peremérték megoldd algoritmust alkalmazunk. A periodikus palyak stabilitasi tulajdonsagainak
meghatarozasa a periodikus palya koriili linearizalassal tortént [7].



2. Mechanikai modell

Forgacsolast leird modellekben gyakran eltekintenek a forgacsold erének sebesség fiiggd hatasatol.
Ezt a hatast szemlélteti az 1. abra, amely kiilonb6z6 forgacsolasi sebességekre, de azonos egyéb
technologiai paraméterekre illesztett forgacsolasi erd értékeket szemléltet. Jol lathato, hogy a
forgacsolasi sebesség novekedésével az erdkarakterisztika novekszik egy K., maximalis erd
értékig (v helyen), majd ezt kovetden, tovabb novelt forgacsoldsi sebességeknél csokkend
tendenciat mutat. Tehat a forgacsold erd nagysaga nemlinearisan fiigg a pillanatnyi forgécsolasi
sebességtdl, amely az eldre beallitott forgacsolasi sebességgel mozgd munkadarab és szerszdm
rezgési sebességébdl adodo relativ sebesség [S5]. Tovabba lényeges megjegyezni, hogy nem
torténik forgacsolds abban az esetben, amikor a szerszdm nagyobb sebességgel tavolodik a
forgacsfronttol ("el-rezeg"), mint annak elére beallitott forgacsoldsi sebessége, azaz a relativ
forgacsolasi sebesség negativ. Ebben az esetben nincs kontakt a forgacsoloszerszam és a
munkadarab (forgacsfront) kozott, ezaltal nem 1ép fel forgacsold erd, azaz a forgacsolo
erOkarakterisztika 0 értéket vesz fel. Vagyis a forgacsolési er6karakterisztikdban szakadas van. Az
igy kapott dinamikai rendszert ugynevezett Filippov-tipusu nem-sima rendszer [8]. Ezen hatasok
figyelembevételével a mozgasegyenletiink egy nemlinedris autondm madasodrendli nem-sima
differencialegyenlet [9].

2.1. Mozgasegyenlet felirasa

Ezen nem sima sebességfiiggd forgacsolast leird legegyszeriibb mechanikai modell egy tomeg,
rugd és csillapitasbol allo egyszabadsagfokt lengdrendszer (lasd 2. abra):

mx(t) + cx(t) + kx(t) = F.(t); ha vag a szerszam, 1
mi(t) + cx(t) + kx(t) = 0; ha nem vag. (1)

A gerjesztést a sebességfliggd F.(t) forgacsold er6 adja [2]:
Fe(t) = KchowoV (v(¢)) )

ahol K. a forgacsolasi egyiitthatd, hy a forgacsvastagsag, w, a forgacsszélesség. A forgacsolasi
erd sebességfiiggését leird hatas a V(v(t)) nemlinearis formafiiggvénnyel (lasd 3. abra) adhato
meg

V(v(®) = o (3)
\/(Vmax_v(t)) +v(t)?

ahol v(t) a relativ forgacsolasi sebesség az x(t) sebessége és v, beallitott forgacsolasi
sebességgel mozgd munkadarab k6zott (v(t) = vy — x(t) és v, alegnagyobb forgacsolasi erét
(Fhax) felvevo sebességérték (lasd 1. abra) [10]. Ezzel a formafiiggvénnyel kelldéen pontosan
leirhaté a forgacsolési erd sebességfiiggd hatdsa forgacsolas esetén. Megjegyzendd, hogy ez az
erdmodell linedrisan ardnyos a forgacs keresztmetszetével (howy) és nemlineédrisan ardnyos a
relativ forgacsolési sebességgel.
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3. abra. A forgacsolasi erd sebességfiiggését leiréo V(t) nemlinearis formafiiggvény,
paraméter: v, = 60 [m/perc].

Az (1) mozgasegyenletet elosztva az m tomeggel és attérve (x(t) = F(x)) elsérendii alakra, a
rendszert leird nem-sima differencidlegyenlet az alabbi médon adhat6é meg:

.~ _ Fi(x); ha H(x) >0
X® = E,x0; ha HR) <0 )
ahol  x(t) = [x(t) x(t)]T A4llapotvaltozok vektros alakban, F;(x) differencialegyenlet
novekménye forgacsolas esetén, F,(x) a differencidlegyenlet novekménye abban az esetben,
amikor nem torténik forgécsolds, és H(x) = vy — x(t) a kapcsolofiiggvény, amely megadja a
rendszer két allapota kozotti valtast.

~ x(t)
F,(x) = I_ng(t) — 2{wyx(t) + HcV(v(t))

_ x(t)
Fo(x) = [—wﬁx(t) — Z(a)na'c(t)]

()
A rendszerben szereplé paraméterek: w, = ./k/m a csillapitatlan sajatkorfrekvencia, ¢ =
c¢/(2vVkm) arelativ csillapitasi tényez6 és H. = K. how,/m a fajlagos forgacsolasi egyiitthato.
Megjegyzendd, hogy abban az esetben, amikor forgacsold szerszam eltavolodik a forgdcsfronttol,
azaz v(t) > v,, akkor sziikséges egy kevés id6, amig visszatér addig. Jelen nem-sima modell ezen
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azokban az esetekben, amikor ez a visszatérés ido kicsi. Ez a szamitas az egyensulyi helyzet koriili
vizsgalatot nem befolyésolja.

Az (4) egyenlet x,;-vel jeldlt egyenstlyi helyeit az F;(x.;) =0, i = 1,2 egyenletrendszer
megoldasai adjak (azaz X.; = 0,X,; = 0):

HCVO 0 T
wf ,(vo_vmax)z"'vg (6)

Xe2 = [0 0]"

Xe 1
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4. abra. Linearis stabilitasi térkép. Paraméterek: m =1 [kg], { = 0.05 [-], w, =
260 [Hz], K. = 1200 [MPa], hy = 0.2 [mm], vy = 300 [m/perc], v;p,x = 60
[m/perc]

A nem sima dinamikai rendszer vizsgalata eldtt az egyes rendszerek stabilitasi tulajdonsdgai
kerililnek bemutatasra a 2.2. alfejezetben.

2.2. Linearis stabilitasvizsgalat

Kezdjiik az egyensulyi helyzet korili lokalis stabilitasi tulajdonsdgok vizsgalataval. Az x(t)
altalanos megoldasa a (4) egyenletnek felirhatd ugy, mint egy &(t) kis perturbacio az X,
egyensulyi hely koriil [6]. Visszahelyettesitve a (4) mozgasegyenletbe, majd a nemlinearis
erOkarakteriszikat hatvanysorba (Taylor-sor) fejtve a magasabb rendii tagok elhagyésaval
linearizaljuk a mozgéasegyenletet. Az igy kapott variacidés egyenlet (masodrendli kdzonséges
homogén lineéris differencidlegyenlet, lasd (7) egyenlet) stabilitdsdnak, azaz az egyensulyi
helyzetek lokalis stabilitdsanak sziikséges és elégséges feltétele, hogy a differencidlegyenlet
egylitthatoi pozitivak legyenek [11],

f(t) +| 20w, — HcVmax(Vo—Vmax) f(t) + wr%f(t) —0. )
\/((170_17ma\x)2+vg)3

=V (v(t))

E(t) egyiitthatoja 1, £(t) egyiitthatoja a sajatkorfrekvencia fizikai tartalma miatt mindig pozitiv,
igy a stabilitast az £(t) egyiitthatoja donti el az alabbi feltétellel

chn _ Hc”max(”o‘”max)3 >0 (8)
\/((vo_vmax)z‘H’g)

Minden olyan paraméterkombinacidra, amelyre a fenti egyenlet teljesiil, az egyensulyi helyzet
lokalisan aszimptotikusan stabil, ellenkezé esetben instabil. Ezt a kvalitativ tulajdonsagot
ugynevezett stabilitasi térképen szemléltetjiik a 4. 4bran a két legfontosabb technoldgiai paraméter
fliggvényében, amelyek a v, forgacsolasi sebesség és w, forgacs szélesség (amely atszamolhatd
a H. fajlagos forgacsolai egyiitthatora az m tomeg leosztasaval).



A 4. 4bran lathatd, hogy jelen erdkarakterisztika esetén, az adott vy, sebességnél alacsonyabb
sebességtartomanyon barmilyen forgacs szélességre stabil lesz az egyensulyi helyzet. Tovabba, az
instabil egyensulyi helyzet legalsd6 pontja 80 mm/perc forgacsolasi sebességnél és 4.5 mm
forgacsszlességnél talalhat6. Ez alapjan 4.5 mm forgéacsszélességnél kisebb fogasok esetén az
egyensulyi helyzet mindig stabilnak mondhat6. Ezzel egy robusztus tartomanyt kijeldlve (v, < 60
m/perc €és wy < 4.5 mm) az egyensulyi helyzetre nézve. Valamint lathatd, hogy az instabil
esetekben (példdul vy, = 150 m/perc és wy = 15 mm) az egyensulyi helyzet stabilizalhato
nemcsak a forgacsolasi sebesség csokkentésével, de novelésével is. Megjegyzendd, hogy a linearis
stabilitasi hatar relative magasabb forgacs sz¢élességeknél talalhatd, azonban a tovabbi fejezetekben
talalhat6 nemlinedris vizsgélatok soran kimutatjuk, hogy egy robusztusan stabil hatar mar joval
alacsonyabb forgacsszélességek esetén fordul majd csak eld.

3. Bifurkacio analizis

A rendszeren tovabbi vizsgalatokat végziink el a nemlinedris és a nem-sima hatasok feltarasara. A
nemlinedris hatis kovetkezménye egy esetlegesen kialakulod periodikus pélya létrejotte lehet az
egyensulyi helyzet koriil [12], amely vizsgalatara bar 1étezik analitikus szamitasi algoritmus
(normak formak, hopf bifurkacié analizis), azonban ezen periodikus palydk tovabbi vizsgélata a
nem sima rendszeren mar nechezen kezelhet6 analitikusan [14]. Ezért ezen vizsgalatokat numerikus
algoritmusok segitségével oldjuk meg. Ehhez elészor definialunk egy kapcsolévonalat — melyet
jeloljon £ = {x: H(x) = 0} — amely jol elkiiloniti a két allapotot, azaz hogy torténik forgacsolas
vagy nem torténik forgacsolds. A fizikai tartalma annak az esetnek amikor nem torténik
forgacsolds az, amikor a szerszdm nagyobb sebességgel tavolodik a forgacsfronttol "el-rezeg",
mint annak v, forgacsolasi sebessége. Ebben az esetben nincs kontakt a forgacsoloszerszam és a
munkadarab (forgacsfront) kozott, ezaltal nem 1ép fel forgacsold erd. A kapcsolovonal fizikai
tartalmanak szemléltetése: ez az eset akkor Iéphet fel amikor a szerszam "rezgési" sebessége és a
munkadarab (forgacsfront) vagasi sebessége megegyezik, azaz a relativ sebességiik 0. Ebben az
esetben a szerszdm pontosan egylitt halad a forgacsfronttal.

Jelen modellre igaz az, hogy a ¥ kapcsolévonalon uralkodo dinamika megegyezik az F; (x) (vag)
¢és F,(x)-vel (nem vag) jelolt dinamikai rendszerekre, tehat az alabbi egyenléség teljesiil, mivel
V(0) = 0, tehat az atmenet F; és F, kozott szakadasmentes [8]:

Fi(X)|x=x = F2(X)|x=s- )

Ez azt jelenti, hogy ilyen forgécsolasi erOkarakterisztikat feltételezve nemalakulhat ki tgynevezett
"Cslisz6 régio" (Sliding region), amelynél a megoldas (trajektoria) nem metszi, hanem rajta marad
a X kapcsoldvonalon.

Ettdl fliggetleniil vizsgaljuk meg a nem-simasag hatasat a periodikus palyakra. Ehhez a mar eldbb
emlitett okokbdl kifolyolag numerikus szadmitdsi algoritmusokat alkalmazunk. Mérnoki
szempontbol célszerli lehet megvizsgalni, hogy adott technoldgiai paraméter(ek)nek milyen hatésa
van nemcsak az egyensulyi helyzetel lokalis tulajdonsagaira, hanem a globalis dinamikai
viselkedésre is. Ennek érdekében a vizsgélatokhoz eldszor sziikséges megtaldlni a periodikus
palyakat, majd ezen palya valtozasat kovetni egy vagy tobb technoldgiai paraméteren. Ezen
vizsgalatnak egy lehetséges megoldasa az ugynevezett "nyers er6" (brute force) modszer, amikor
numerikusan integraljuk a differencidlegyenletiinket és minden szamunkra érdekes technologiai
paramétert végigsopriink a mérndkileg realis paramétertartomanyon. Azonban ez a modszer
szamitasigény szempontjabdl gazdasagtalan, ugyanis egy periodikus palya megtaldlasahoz



"elegendden sokaig" kell szimuldlnunk (integralnunk) az adott rendszert, hogy a tranziens hatasok
teljesen kihaljanak és ténylegesen periodikus palyat talaljunk. Ezért a szimulaciok elejét eldobjuk,
amelyre nagy mennyiségli szdmitasi eréforrast kellett forditani. Tovabbi probléma lehet a
numerikus szimulacidval, hogy nemlineéris rendszereknél a megtalalt megoldas fiigg a kezdeti
feltételtdl, valamint instabil periodikus palyak megtalalasara egyszabadsagfoku modelleken kiviil
nehézkes.

Ezért mi a periodikus palydk kovetésére egy pszeudo-ivhossz modszeren alapuld kollokacids
peremétrékmegoldo eljarast alkalmazunk. A kovetni kivant paraméter a H. fajlagos forgacsolasi
egylitthatd, melyet a tovabbiakban bifurkaciés paraméterként kezeliink, melyre a szokasos u
jelolést hasznaljuk.

3.1. Peremerték feladat

Legyen x,(t) egy periodikus palya T periodusidével, (azaz x(0) = x(T)). Tovabbiakban az
egyszerliség kedvéért elhagyjuk a p alsdindexes jelolést. Vegyiik észre, hogy x(t) = x(t+T) is
igaz tetszbleges t-re. Peremérték feladatként megfogalmazva a fenti feladatot az alabbi formaban
adhat6 meg

X() = F&@®),w

xO) = x(T) (10
ahol a T periodusidd ismeretlen.
Bevezetve egy T = t/T dimenzidtlan id6t, a dimenzidtlan id6 szerinti derivalast jeldje
r_ddty _1da o m=4
Tt tTam (o dt.) (11)

Ezzel a peremérték feladat (1asd (10) egyenlet) dimenziotlan idGvel atirva az alabbi modon alakul

X'(1) = TFX(1), 1)
x(0) = x(1) ' (12)

Tovabbi sziikséges feltétel hogy a peremfeltétel rajta legyen a periodikus palyan, azaz, x(0) = x,
feltétel teljesiiljon, ahol X, a periodikus palya egy pontja. Ezt a folyamatot "inicializalasnak"
hivjuk, amely soran egy periodikus palyat numerikus szimulcaio segitségével allitunk elo.

Ezt kovetden a (12) egyenletrendszer megoldhatd peremértékmegoldd algoritmusokkal. Mi a
MATLAB programcsomag bvp5ca beépitett fliggvényét alkalmazzuk.

3.2. Paraméter kovetés

Bifurkacios paraméter kovetésére egy hasznalt modszer a paraméter léptetés, amikor ismert a (12)
egyenlet megoldasa (x; és T;) adott y; értéknél, és keressiik p;, 1 = y; + Au-nél. A peremérték
feladat az alabbi modon fogalmazhaté meg

x{(1) = Ty 1 F(Xi(7), i)

xi41(0) = x11(D) =% ’ (13)



ahol T; és x;,; a keresett ismeretlen mennyiségek, valamint p;,; megvaltozott bifurkacios
paraméter ismert. A megoldashoz sziikségiink van még egy "Fazis feltételre" (Phase Condition),
amely az alabbi mdédon definialhato:

(Xi+1(0) - Xi(O)i F(Xi(O), :ul)) =0, (14)

ahol (m, m) két vektor skalarszorzasat jeloli. A peremérték feladat szamitasanak inicializalasa,
azaz kezdeti becslés megadasa az x periodikus palyara és T periodisuddre torténhet az eldzo
palyabol, azaz

Xi+1 = Xj
1
{Ti+1 ~ T (19)

vagy extrapolacioval az el6zé két ismert palyabol, ahogy azt az 5. dbra szemlélteti. Ezen
modszernek is megvannak a maga hatranyai, igy mi a vizsgélatunk soran egy pszeudo6 ivhossz
modszeren alapul6 eljarast alkalmaztunk a periodikus palyak kovetésére.

3.3. Pszeudo ivhossz modszer

A pszeudd ivhossz alapgondolata, hogy a keresett megoldds az eldzdleg kiszamitott
megoldasokbol szarmaztatott v irdnyra merdleges irdnyban keresi. A v irany definidldsa az
alabbi mddon torténik

— Yi—Vi-1
yi=yi-1ll’ (16)

ahol y; az el6z6 1épésekben szamitott megoldasokat jeloli. A feladat megfogalmazasa az alabbi
egyenletrendszerrel adhaté meg

(Vi+1 — Yo V)—h = 0
Gy = O, (1n

ahol G(y) egy implicit formaban megadhato fliggvény és h a szamitasi 1épéskoz.

Alkalmazzuk a modszert periodikus palyak kovetésére. Jeldlje y; = [w; T;]T az ismeretlen
allapotvaltozok paramétereit, ugymint y bifurkacios paramétert és T periddusidét az adott i-dik
megoldasi 1épésben. Tovabba, definialjuk a G (y;) implicit egyenletet az alabbi modon:

G(y) = T; — Teve (1t0), (18)

ahol Tgyp(u;) a 3.1 fejezetben definialt peremérték megoldod algoritmusbol szamitott T
periodusido egy adott u paraméterre. Ezaltal az (17) egyenlet modosul az alabbi modon

(Yit1 —YoV)—h= 0
19
Tit1 — Teyp(Uiy1) = O. (19)

Nem-sima rendszerek esetén el6fordulo tobb szegmensdl alld periodikus palya esetén, azaz amikor
a periodikus palya metszi a ¥ kapcsolovonalat, kibdvitjiik a megoldando rendszeriinket az alabbi
modon:
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5. abra. Periodikus palyak kollokacidjanak szemléltetése

T, F,(Y)

M =r,Rm)

(20)

ahol Y = [x; x,]T a periodikus palya szegmenesei az F; és F, rendszerekben, valamint T; és
T, az arra a szegmensre vonatkoz6 periodusidd (T =Ty + Ts).
A modosult peremfeltételek:

{Xl(o) = x3(1)

x,(0) = x,(1)

{H(Xl(O)) =0 . (21)
H(x2(1)) =0

3.4. Alkalmazas egy teszt-példan

Tovabbiakban realis paraméterek mellett vizsgaljuk a nemlinearis és nem-sima hatasokat az (1)
egyenleten. Egyensulyi helyzetek linearis stabilitasi térképét a 3.3a 4dbra szemlélteti. Egy adott
forgacsolasi sebesség esetén (v, = 300 [m/perc]) periodikus palya valtozasat kovettik a u
bifurkacidos paraméter mentén, az elobbi fejezetben targyalt pszeudod ivhossz modszer
alkalmazasaval. A periodikus palyak valtozasat a 3.3bc diagrammok szemléltetik 2 és 3D
abrazolasban, amelyeket részletesebben kovetkezd fejezetben targyal. A kialakuld periodikus
palyak stabilitasa a kovetkez0 alfejezetben bemutatott modszerrel hatdrozhatd meg.

3.5. Periodikus palyak stabilitasvizsgalata

A periodikus palya stabilitdsat az in. monodrémia matrix kiszamitasaval lehet vizsgélni [7], amely
a
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6. abra a) Linearis stabilitasi hatar, fekete vonal: nemlinearisan vizsgalt tartomany; b)
bifurkaciés diagram vy = 300 [m/perc| forgacsolasi sebességnél. Zold és piros
szaggatott vonal: stabil és instabil egyensulyi helyzetek, zold és piros gorbék: stabil és
instabil periodikus palyik, c) periodikus palyak 3D-ben torténé abrazolasa; d)
karakterisztikus multiplikatorok; Paraméterek: m = 1 [kg], {=0.05 [-], w, = 260
[Hz], K. = 1200 [MPa], hy = 0.2 [mm], v, = 60 [m/perc]}

§ =F.(x,()¢ (22)

variacios egyenlet fundamentalis megoldasa t = T-ben. Periodikus palya koriili linearizalas soran
F, a differencialegyenlet Jacobi matrixa Fy,; ; = 0F;/ dx;), amelybe az x,(t) periodikus palya

van behelyettesitve, ezaltal idofiiggd T periodusidovel. Kiszamitandd &(T) a T helyen ugy,
hogy az egyes iranyokba vett egységvektor van eldirva kezdeti feltételként.

Jelolje &;(t) a (22) egyenlet megoldasat az &, = [0 ...0 1 0 ...0]T kezdeti értékrdl inditva,
amelyben csak az i-dik tag nemzérus elemii. Ekkor az M monodrémia matrix megadhatd

M=[$(T) &(T) ... &(D] (23)

amelynek sajatérétkei az tgynevezett A karakterisztikus multiplikatorok. Az x,(t) periodikus



palya stabil, ha
;1 <1 i=12,...,nittn=2 (24)

azaz minden karakterisztikus multiplikator abszolutértéke kisebb mint 1 (jelen esetben n = 2).
Megjegyzendd, hogy ezen monodrémia matrixnak egyik sajatértéke mindig 1, amely a fazis
eltolhatosagat jelenti.

Ezen szadmitasi algoritmust alkalmazva az el6z6 fejezetben bemutatott periodikus palya kovetési
algoritmusra, meghatarozhatd6 a periodikus palydk stabilitdsa, ahogyan azt a 3.3bcd abra
szemlélteti.

A 3.3b bifurkaciés diagrammon lathato, hogy az egyenstlyi helyzet (szaggatott piros és zold
vonal) stabilitasi hatarabol u = 10760-nal ledgazik egy instabil hatarciklus (piros folytonos
gorbe), amely szubkritikus Hopf-bifurkacié jelenlétére utal. Tovabba, ezen instabil periodikus
palya "visszafordul" és atvalt egy Fold tipusu bifurkacion keresztil (u = 5870 ) stabil
hatarciklussa. Ezaltal a fazisportrén pu = [5870,10760] tartoméanyon a stabil egyensulyi helyzetet
egy instabil hatarciklus 6lel korbe, amit egy stabil hatarciklus burkol.

Ezen bistabilitast (1 stabil egyensulyi helyzet és 1 stabil hatarciklus) a szerszamgéprezgéssel
foglalkozo szakirodalom "nem biztonsagos zonanak" (unsafe zone [13]) nevezi, ugyanis a kezdeti
feltételektol fliggden a rendszer a stabil egyensulyi helyzetre vagy a stabil periodikus palyara all ra.
Masképpen megfogalmazva, a stabil egyensulyi helyzetrél egy megfelelden kicsi perturbacidval
"letérithetd" a megoldas és ezaltal egy rezgdmozgas alakulhat ki (stabil periodikus palya).
Megjegyzendd, hogy a u bifurkacids paraméter kdvetése soran a periodikus palya még irredlisan
nagy értékek esetén sem érte el a X kapcsolovonalat, azaz a rendszer vizsgalhatd lenne sima
rendszerként. Ennek oka a forgacsolderd karakterisztikdban keresendd, mégpedig, hogy 0
forgacsolési sebességekre az alkalmazott karakterisztika 0 erdt ad. Ennek érdekében a kdvetkezd
fejezetben egy modositott erékarakterisztikat alkalmazunk, amely bar kis fordulatszamon nem
megfelelden irja le a mért forgacsolderd karakterisztikat, de 0 forgacsolod sebességre nem 0 erdt
eredményez, amely esetben ugynevezett Filippov rendszerrél beszélhetiink, ugyanis szakadas lesz
az erékarakterisztikdban azaz C° folytonossag sem teljesiil.

4. Modositott mechanikai modell, nem-sima vizsgalatok

A kovetkez6 fejezetben modositjuk az els6 fejezetben hasznalt V(t) forgacsolderd sebességfiiggd
hatasat karakterisztikat és a gyakorlatban és szakirodalomban széles korben publikalt formulat
vizsgaljuk, amely a kdvetkezdképpen adhaté meg

Pt = v(t)™°L (25)

Ezen fliggvény karakterisztikdja magasabb forgacsolasi sebességtartomanyon megfeleléen jol
kozeliti a mérési eredményeket, azonban alacsony forgacsolasi sebességeknél nem mutatja a
forgacsold erdkarakterisztika jellegét (lokalis erémaximum; lasd 1. dbran). Tovabbi probléma
ezzel a formaval, hogy a V(t) fiiggvénynek v(t) = 0-ban szingularitdsa van (limv(t)_ﬂ)V(t) =
inf), amely fizikai szempontbdl sem redlis (végtelen nagy erdt feltételezne nulla forgacsolasi
sebesség mellett, 1asd 6. abran kék gorbe).

Ezt a problémat feloldandd, vezessiink be egy j V(t) formafiiggvényt (Iasd 6. abran barna
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gorbe), amely a V(t) fliggvény eltolassal torténd modositasa, ezzel kikiiszobolve a szmgularlta51
problémat, vagyis V-nek v(t) = 0-ban vett hatarértéke egy konkrét érték hm,,(t)_,OV(t) = const.

Tehat a modositott ¥V erékarakterisztikaban toljuk el a fiiggvényt egy offset értékkel. Az
egyszeriiség kedvéért az eltolast valasszuk 1-nek.

V() = (v(t) + 1)L, (26)
4.1. Filippov rendszer

A valasztott er6karakterisztikinak 0-ban szakadasa van, azaz C° folytonossag sem teljesiil, ezéltal
ugynevezett Filippov tipusi nem-sima rendszert kapunk, amelynél a kapcsoldévonal altal
elvalaszott fizisportrén mar a sebességekben torés (C° folytonos), a gyorsulasokban szakadas van.
Az €l8z6 modell esetében a gyorsuldsokban térés van (C° folytonos), mig a sebesség C?!
folytonos.

Alkalmazva a 2. abran bemutatott modellre ezen modositott erékarakterisztikat, a (3) egyenletben
szerepld V(t) formafiiggvényt kicseréljilk a modositott V(t) formafiiggvényre. Igy a rendszert
leiré modellt a tovabbiakban jeldlje F;(x) és F,(x).

4.2. Cuszo régio, ,,Sliding region”

A dinamikai modellen alkalmazott erdkarakterisztika esetén a ¥ kapcsolovonalon uralkodo
dinamika nem egyezik meg az F;(x) (vag) és F,(x)-vel (nem vag) jeldlt dinamikai rendszerekre,
azaz:

Fi(X)]x=s # Fo(%)|x=x- (29)

Definidljunk a kapcsolovonal gradiensét, amely a kapcsoldovonalra merdleges, a novekedés
iranyaba mutat6 vektormezo:
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8. 4bra. Csiisz6 méd szemléltetése; Bal: kapcsolévonal kékkel jeloltrésze, ahova az F,

dinamikai rendszer trajektoriai kozelitenek; Kozéps6: kékkel jelolt része, ahova az

F, dinamikai rendszer trajektériai kozelitenek; Jobb: kapcsolovonal zélddel jelolt

része, ahol a mindkét oldalrol hatirolé F; és F, dinamikai rendszerek trajektériai
kozelitenek, azaz létrejon a csuszas

T
VH=HX=[6—H o - oA . (30)

dxq 0xy Oxn

Csuszo6 régionak ("Sliding region") nevezziik a ¥ kapcsolovonal azon részét, amelyre igaz, hogy

8]

(Hy By <0 (31)
(Hy,F,) >0

A cstsz06 régid a kapcsolovonal azon része, ahol a két szomszédos fazistartomanyok at akarjak
"lokni" a dinamikat az egyik oldalrdl a masik oldalra, azaz esetiinkben mindkét iranybol vonzo.
Ahol mindkét fazistartomany oldalardl teljesiil ez a jelenség, ott a dinamika "ratapad" a
kapcsoldvonalra. Masképpen ugy is megfogalmazhatnank, hogy a kapcsolévonal azon része, ahol
a hatarolo fazistartomanyokat jellemz6 iranymez6 kozeledik a £ kapcsolovonalra (1asd a 7. abra).

Jelen dinamikai modellre a (31) egyenlet alapjan az alabbi tartomanyon alakul ki cstiszo6 mod a
kapcsolovonalon

—2v00 < x(t) < 25 — 2% (32)

Wn

A kapcsoldvonalon uralkodé dinamikat jeldlje Fy, kiszamitasi modja a kapcsolovonalat hatarold
két dinamikai rendszer sulyozott ardnyabol torténik az alabbi modon:

FE = (1 - a)ﬁl + an, (33)
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9. abra. Numerikus szimulacio; Paraméterel;: m ¢ =9100[N/m], { =
0.05 [], w, =260 [Hz], K. = 1200 [MPa], hy = 0.2 [mm], vy = 300 [m/perc]

ahol az aranyossagi tényezd

_ _ FHy
T M (R -Fy) (34)

(34) egyenletet visszahelyettesitve (33)-ba adodik a csuszo région uralkodo dinamika
Fs =[v, O]T. (35)

amely megfelel a fizikailag elvart képne, azaz egyiitt mozog (X = v). A cslisz6 mdd 1étezésérol
numerikus szimulacioval is meggy6zédhetiink a (27) egyenlet id6beli integralasaval. Ezt egy
tesztpéldaran az 8. dbra szemlélteteti. Lathaté hogy a x, = [—0.003 0]T kezdeti feltétellel
inditott szimulacié soran a trajektéria atmegy ¥ kapcsolovonalon az F, dinamikéaval leirt
tartomanyra, majd rament a vastag z0ld vonallal jelolt csuszo régidra. Itt "ratapadt" a
kapcsolovonalra ¢és a (35) egyenlet altal leirt dinamikaval haladt tovabb a (32) egyenletben
megadott tartomanyig, majd letért réla és egy stabil periodikus megoldas formajaban allandosult.
Megjegyzendd, hogy a cstszas kifejezés matematikai értelemben vett csuszast jelent, amikor a
trajektoridk egy meghatarozott kapcsolévonalon mozognak. A matematikai értelemben vett
cstszas fizikai jelentése gyakran pont egy ellentétes jelenség, fizikailag itt ugyanis a szerszam és
munkadarab sebessége azonos, tehat mintha dssze"tapadva" egylitt mozognénak.

5. Osszefoglalas

Jelen tanulméanyban a legegyszeriibb forgacsolasi folyamat sebességfiiggd erékarakterisztikajat
vizsgaltuk egy egyszabadsagfokii lengdrendszeren. Ezen erOkarakterisztika nemlineéris és
nem-sima mivoltabol adodéan bemutatdsra keriilt két kiilonbozd sebességfiiggd hatdst leird
erokarakterisztika. Ezen modelleken bemutattuk, a nem-sima mozgasegyenleteket. E16szor az els6
modell egyensulyi helyzeteinek linearis stabilitasi tulajdonsagait, majd egy adott tesztpéldara
nemlinearis viselkedését tanulméanyoztuk. A kialakuld periodikus palydk kovetésére pszeudo
ivhossz mddszeren alapuld peremérték megoldo algoritmust alkalmazéasaval kimutattuk, hogy még



a sima rendszeren is létrejohetnek ugynevezett "veszélyes zonak" (unsafe zone). Azaz, az
egyensulyi helyzet Hopf bifurkdcidos pontjabol kinovd instabil hatarciklus egy Fold tipust
bifurkacion keresztiil stabilizalodik, ezaltal létrehozva egy bistabil tartoméanyt. A periodikus
palyak stabilitasi tulajdonsaganak meghatarozasa a periodikus palya koriili linearizalassal tortént.
Tovabbd, ezen modell vizsgilata ramutatott arra, hogy fizikai értelemben realis
paramétertartomanyok esetén nem jon létre kilépés (valtas kiilonb6z6 dinamikai rendszerek
kozott). Az esetlegesen kialakuld instabil periodikus palyat egy stabil hatarciklis veszi kortil,
amelynek sebességamplitidoja nem ¢éri el a kilépés/kapcsolas feltételét. Ennek a Fold tipusa
bifurkacionak az oka elképzelhetd, hogy a nemlinedris karakterisztika lokalis maximumanak és
infelcids pontjanak tudhato be.

Tovabba, a masodik bemutatott mechanikai modellen, bemutattuk, hogy a "Csusz6 régio" (Sliding
region) johet létre olyan esetekben, ahol a kapcsolovonal mindkét oldalrél vonzza a hatarold
dinamikai rendszereket. Megadtuk, a csuszd régid létrejottének feltételét és elddordulasanak
tartomanyat. Azaza kapcsolovonal azon szakaszat, ahol a dinamika ratapadhat arra. Ezt a
hogy igy egy stabil hatarciklus keletkezik.

Tovabbfejlesztési lehetdségekként szerepel, hogy az elsé mechanikai modellen a periodikus palya
Fold bifurkacidés pont kovetésével meghatdrozhatova valna a "veszélyes zona" a stabilitdsi
térképen. Ez két paramétert kdvetd pszeudo ivhossz modszerrel megoldhatd abban az esetben, ha
tovabbi egyenleteket adunk a megoldand6 egyenletrendszerhez. Illetve, a masodik mechanikai
modellen szeretnénk megvizsgalni egy grazing bifurkacid esetét, amikor is egy periodikus palya
érinti a kapcsolovonalat.

Tehat, a bemutatott modellek alatdmasztottak, hogy a forgacsolasnal 1étrejovd sebességfiiggd
hatasnak jelentds szerepe lehet a stabilitasi tulajdonsagokra, amely elkeriilése érdekében fontos
alaposan vizsgalni. Megjegyzendd, hogy a két alkalmazott modell koziil egyik sem fedte le
tokéletesen a mérési eredményeket. Valdsziniileg a legmegfelel6bb alkalmazott erdkarakterisztika
a két formafliggvény kombinalasabol adodna, azaz teljesiiljenek az alabbi feltételek: alacsony
forgacsolasi sebességeknél lokalis maximuma legyen a forgacsoloerének (Ezt az elsdként
bemutatott modell teljesitette). Valamint, 0 forgacsolasi sebességnél konstans forgacsolo erd
adodjon, ami a surlodasbol keletkezd jarulaékos erd miatt fizikailag is redlis elgondolés (ezt a
bemutatott modellek koziil a mésodik teljesitette).

Koszonetnyilvanitas
A kutatas az Orszagos Tudomanyos Kutatasi Alapprogramok (OTKA PD112983) tdmogatasaval
késziilt.
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