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Eloszo

Ez a jegyzet els6sorban gépészmérnok hallgatoknak kivan segitséget nytujtani a rezgéstan
alapvetd Osszefiiggéseinek és modszereinek ismertetésével. Az itt kozolt tananyagot a BME
Gépészmérnoki Karan oktatott Rezgéstan (kordbban Lengéstan) tantargy tematikdja alap-
jan allitottuk Ossze. A jegyzet irasa soran a gépészmérnoki gyakorlat szamara legfontosabb
témakorokre helyeztiik a hangsilyt. Terjedelmi korlatok miatt nem volt lehetéségiink a nap-
pali képzésben megszokott mennyiségii szemlélteté példa bemutatdsara, de bizunk abban,
hogy mind a hallgaték, mind az esetleg érdekl6do szakemberek haszonnal forgatjak majd ezt
a kiadvanyt.

Eztaton mondunk koszonetet Takacs Dénesnek, elsésorban az dbrak atgondolt, pontos
és esztétikus megrajzolasaért, de azért is, mert a jegyzet irdsa soran mindig szamithattunk
hasznos, 1ényeglatd megjegyzéseire.

Koszonetet mondunk a BME Miiszaki Mechanikai Tanszéken dolgozo kollégainknak is,
akik a tantargy oktatasa soran folyamatosan segitették a tananyag alakuldsat, fejlodését.

Budapest, 2012. november 30.

Cserndk Géabor, Stépan Géabor
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. A Rezgéstan jelentOsége

A Rezgéstan targy keretében tanultakra tobb mas tantargy is épit. A rezgéstan — mint
tudomén — jelentésége azonban messze tiulmutat a mechanikan. Az aldbbiakban felsorolunk
néhany olyan teriiletet, ahol alkalmazhatdak a rezgéstan eredményei:

o Az elektroméagneses rezgdkoroket ugyanolyan jellegti differencidlegyenletek irjak le,
mint a mechanikai lengérendszereket.

e A linedris szabélyozasok (pl. PD szabélyozds) miikodése is targyalhaté a rezgéstan
megkozelitési modjat hasznalva.

e A hangok forrasa is rezgés.

o A molekuldk, kristalyok elsé kozelitésben modellezhetok rugdkkal dsszekapcesolt tomeg-
pontokként — ez a modell tobbek kozott a fajho szamitasara is hasznalhato.

Természetesen a rezgéstan a gépészmérnoki gyakorlatban is kiemelt fontossagu:

o A legkézenfekvibb alkalmazasi teriilet a rugalmas felfliggesztések, ezen beliil is a jar-
miivek rezgéseinek dinamikai vizsgalata.

e Rezgéstani ismeretek a szilardsagi méretezéshez is sziikségesek faraddsos igénybevételek
esetén.

e A gépalapozasok tervezése, precizids miiszerek, egyéb szerkezetek rezgésszigetelése is
egyszerl rezgéstani modelleken alapul.

e A gépek karbantartdsa, ellenérzése is torténhet un. rezgésfeltigyelet alapjan — ennek
egyszeri hétkoznapi példaja, hogy a meghibasodas gyakran felismerheté a gép hang-
janak megvaltozasarol.

A Rezgéstan tananyag elsajatitasdhoz szilardan megalapozott elismeretek sziikségesek.
Tekintsiik a4t egy egyszerti példan keresztiil, hogy a mechanika és a matematika mely ered-
ményeire tamaszkodunk a lengorendszerek vizsgalata soran.

Ttt és a kovetkezOkben a tantdrgy nevét nagy, a tudomanyteriilet nevét kis kezdgbetiivel irjuk.
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Szabadtest abra:
8)

egyensulyi helyzet - - F. = sy

L

mg

1.1. dbra. Egy egyszerii lengérendszer.

Az [I1] abran egy rugéra fliggesztett hasab lathatd. Ha kisérleteket végziink egy ilyen
mechanikai rendszerrel, a kovetkezoket allapithatjuk meg: 1) Taldlhat6 egy egyenstlyi hely-
zet, melyben a rendszer mozdulatlan, a rugd pedig megnyulik a hasab stlya kovetkeztében.
2) Ez az egyenstlyi helyzet stabil, hiszen akar felfelé, akéar lefelé téritjitk ki a testet, a ra
hato erdk eredoje mindig a kitéritéssel ellentétes értelmii, az egyensulyi helyzet felé mutat.
3) Ha kitéritett helyzetébdl elengedjiik a lengérendszert vagy megiitjiikk a hasébot, akkor a
kialakul6 rezgés a stabil egyensulyi helyzet koriil szimmetrikusan torténik.

A fenti megfigyelések ravilagitanak arra, hogy a vazolt lengérendszer vizsgalatahoz a
mechanika mindhdrom — korabban tanult — részteriiletének ismerete sziikséges:

e a stabil egyensilyi helyzet meghatarozasahoz a Statika keretében tanultakat,

e a rugalmas elem deformécidja és az azt okozd erd kozotti kapesolat (rugdémerevség)
meghatarozasahoz a Szildrdsdgtan keretében tanultakat alkalmazzuk,

e a mozgas leirdsdhoz pedig a dinamika alaptételét hasznaljuk.

A rezgéstani feladatok megoldasa soran a cél nem csupan a mozgas jellemzdinek egy adott
pillanatban valé meghatarozédsa (ezzel foglalkoztunk a Dinamika keretében), hanem a moz-
gas folyamatdanak leirdsa alkalmas fiiggvényekkel. Ehhez a matematika szamos teriiletén is
jaratosnak kell lenni:

e A rezgéstanban a dinamika alaptételét differencidlegyenlet alakjaban irjuk fel, ezt ne-
vezzilk mozgasegyenletnek.

e A mozgésegyenlet megoldisa a mozgdstorvény. Un. harmonikus rezgések esetén (ha
linedris a differencidlegyenlet), ezponencidlis- és trigonometrikus fliggvényekkel irhato
le a mozgas.

e A mozgasegyenlet felirasa néha elég bonyolult feladat a dinamika alaptétele segitsé-
gével — gondoljunk példaul a Dinamika targy keretében vizsgalt forgattyts mechaniz-
musra. Az un. mdsodfaji Lagrange-egyenlet megkonnyiti az egyenlet felirdsat. Ennek
alkalmazasahoz azonban sziikséges a kinematika ismerete, a kinetikus és potencidlis
energia megfelel kifejezése és a tehetetlenségi nyomaték szamitasa, valamint helyesen
kell alkalmazni a differencidldsi szabalyokat (pl. dsszetett fuggvény derivildsa).
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A fenti példaban lathattuk, hogy mozgas (rezgés) csak akkor jon létre, ha kitéritjik a
rendszert a stabil egyensilyi helyzetébdl és/vagy kezdeti sebességet adunk a hasabnak. Ez
utobbi gyakran titkozéssel érheto el.

1.2. Utkozés

1.2.1. Utko6zési modell, alapfeltevések

Az utkozés soran megvaltozik az tkozo testek sebességéallapota. A legegyszeriibb modell —
amit ebben a fejezetben ismertetiink — nem foglalkozik az titkozés idotartama alatt lejatsz6do
folyamatokkal, csak egy szamitasi algoritmust ad, mellyel az titkozés el6tti sebességéllapot és
az ltkozést jellemz6 Cp litkozési tényezd ismeretében kiszamithatéd az iitkozésben résztvevd
testek titkozés utani sebességéallapota. Csak két test sikbeli itkozésével foglalkozunk, kizarjuk
azt az esetet, amikor harom vagy tobb test egyszerre vesz részt az titkdzésben.

A tovédbbiakban [€2,cg1]s, és [Q2,Csals, a két test iitkozés el6tti, mig [wi,vei]s, és
[wa, Vo, a testek titkozés utdni sebességallapotét jellemz6 vektorkettdst jeldli, ahol Sy és
Sy a két test silypontja. Akkor johet létre titkozés, ha a két test érintkezik és a testek
érintkezési pontjainak a sebessége eltéro.

1.2. dbra. Két test iitkozése. Az abran a testek iitkozés elotti sebességallapotat abrazoltuk;
n a kozos érintére merdleges titkozési normalist jeloli.

A modell feldllitdsa soran az aldbbi feltevésekbdl indulunk ki:

1. Az iitkozés olyan rovid id6 alatt jatszodik le, hogy a testek kozben nem mozdulnak el
(hdrom vagy tobb test egyiittes litk6zését is ezért zarhatjuk ki).

2. Az utkozés soran olyan nagy erék lépnek fel, hogy kozben minden méas er6 elhanya-
golhato. Kivételt képezhetnek a test valamely pontjat a helytalldé kornyezethez rogzito
kényszerekben ébredd reakciderok.

3. Az itkozo testek az érintkezési pont kornyékén (lokélisan) deformalédnak. Ettol a
ponttdl tavolabb mar elhanyagolhaténak tekintjilk a deforméaciokat és ezért alkalmaz-
hatjuk a sebességallapot szamitasara a merev testek kinematikdja keretében tanult
Osszefiiggéseket.

4. Az utkozést a Cg ttkozési tényezdvel jellemezziik, amibdl kovetkeztetni lehet az titk6zés
soran bekovetkezé mechanikai energiaveszteségre. Az titkozési tényezd a testek anyagi
tulajdonsagaitdl fiiggden a kovetkezd értékeket veheti fel:
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e rugalmas testek: C'r = 1, tokéletesen rugalmas titkozés,
o képlékeny testek: C'r = 0, tokéletesen rugalmatlan iitkozés,

e részben rugalmasan, részben képlékenyen deformalédo testek: 0 < Cr < 1.

5. Az érintkezési pontban nincs surldédas, a kozos érinté sikkal parhuzamosan tehat nem
adddik at erd, csak az érinté sikra merdleges n utkozési normdlis irdnyaban.

Az iitkozés utdni sebességallapot szamitdsi algoritmusa kiillonboz6 iitkézés tipusok esetén
mas és mas lehet. Fontos, hogy még egymassal 1itkozo testek esetében is eléfordulhat, hogy
a két test szempontjabdl killonbozo tipusu az ttkozés! A legegyszeriibb iitkozés tipus a
centrikus 1itkozés, az 0sszes tobbi titkozési problémat is erre vezetjiik vissza.

1.2.2. Centrikus uitkozés

Egy test szempontjabol centrikus az ttkozés, ha a test egyik pontja sem rogzitett és a
siulypontja rajta van az titkozési normalis hatasvonalan.

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor mindkét test szempontjabél centrikus az titkozés.
Ilyen pl. két szabadon mozgd homogén golyd vagy korong iitkozése, amit az abra
szemléltet.

Utkozés elétt Utkozés kozben Utkozés utan

1.3. abra. Két goly¢ iitkozése. Csak az n irdnyu sebességkomponensek valtoznak, a k6zos
sulypont cg sebessége viszont allandé marad.

Mivel az titkozés erejéhez képest minden méas er6 elhanyagolhaté, az iitkozés ereje pedig
bels6 erd, két test centrikus tutkozése soran a teljes impulzus (lendiilet) megmarad:

miVs1 + MaVga = M1Cg1 + MaCgs. (1.1)

A két testbél allo rendszer kdzds sulypontjanak helyvektora definici6 szerint

mirgy + Malgo
rg =

my1 + Mo

tehat a kozos sulypont sebessége az iitkozés elott, illetve az iitkozés utan ennek id6 szerinti
differencialdsaval kaphato:
_ M1Cg1 + M2Cs2 és ~ MyVg) +MaVge

Csg = Vg = .
mi + Mo my1 + mo
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Ebbdl kovetkezik, hogy
cs(my +mg) = micgy + macga  és  vg(my +mg) = mivg + mavgs. (1.2)

Tehéat (L)) miatt a két test kozos silypontjanak a sebessége nem véltozik az titkozés soran:
Cg = Vg.

Az 1itkozo testekre hatd erd nem ismert. Feltéve, hogy ennek az erének a nagysaga egy
F(t) fuggvény szerint valtozik és az itkozés a ty pillanattél a ¢y + 7 pillanatig tart, az egyes
testek impulzusanak megvaltozasa — ami szintén parhuzamos az n itkozési normalissal, az
feltevés miatt — az erdimpulzussal vagy mas néven erdlokéssel fejezhetd ki:

to+7 to+T
AL, = myvg, — mics; = —n/t Fdt é Aly=movgy — maCgy = n/t F dt. (1.3)
0 0

A fenti egyenlet felirasa soran feltételeztiik, hogy az n itkozési normalis az 1-es test felol
a 2-es test felé mutat. Természetesen forditott iranyban is felvehet6 az titkozési normalis; az
n vektor tulajdonképpen a sebességek szamitasdhoz hasznalt koordindta-tengelyt definialja.
Az tutkozés erejének hatasvonala egybeesik az n titkozési normalis hatasvonalaval, ezért a
testek sulypontjainak n irdnyd sebességkomponensei megvaltoznak. Centrikus iitkozés esetén
a sulypontok rajta vannak n hatasvonalan, tehat az iitkozés soran fellépé eré nyomatéka
mindkét test sulypontjara nulla. Mivel a modellben elhanyagolhatonak tekintjiik az titkozés
ideje alatt haté més erdket, a testek perdiillete megmarad, szogsebességiilk nem valtozik:
Wi = Ql, Wo = QQ.

A kisérleti tapasztalatok szerint a a sulypontok sebességeinek n iranyt komponenseibdl
képzett

Cp= im0 19 (1.4)
Usn — CSin
litkozési tényezo egy adott anyagparra mindig kozelitoleg ugyanakkora értékii, barmelyik test
sebességeit helyettesitjiik is be. Itt vg;, és csin az S;, © = 1, 2 stlypont sebességének n irdnyti
komponensét jeloli, mig vs, = cg, a kozos stulypont sebességének n iranyt komponense.
Tehat az titkozési tényezonek egy adott anyagparra torténd kisérleti meghatarozasa utan az
ilyen anyagokbol késziilt testek titkozés utani sebessége az alabbi képletekkel szamithato:

Usin, = Usp T CR<USn - CSln) és (15)

Vson = Usn T CR(vSn - CSZn)~

A fenti képletek megjegyzése helyett javasolt egy egyszeriien attekinthetd grafikus szerkesz-
tési eljaras alkalmazasa, az an. Maxwell-dbra rajzolésa.
A szerkesztés 1épései az [L4] abra alapjan a kévetkezdk:

o Felvesszitkk az n iitkézési normaélist és egy O pontjabdl (mint origébol) felmérjik a
sulypontok titkozés elétti sebességvektorait: cg1, cga. A vektorok végpontjait M;-gyel
és My-vel jeloljiik.

e (L2) alapjan kiszamitjuk a kézos silypont cg = vg sebességét és szintén berajzoljuk
az abraba. A vektor végpontja az S pont.

® Cg1 68 cgy vektorok M és M, végpontjain at parhuzamosokat hitzunk n-nel, az S
ponton keresztiil pedig merélegest allitunk n-re. A behtzott egyenesek metszéspontjait
jeloljik Pj-gyel és Pp-vel.
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M,

O, Vsin Q

Csn

02 M2 Vson

1.4. Abra. Maxwell-abra és egyszertisitett Maxwell-abra szerkesztése.

e Az ttkozés soran a sebességvektorok n-re merdleges iranyd komponensei nem val-
tozhatnak, tehat az titkozés utani sebességvektorok végpontjai is rajta lesznek az n-
nel parhuzamos egyeneseken, a ()1 és (o pontokban. Mivel PiM; = vg, — cs1n €S

1P = v, — vsn, az Utkozési tényezo értelmezése alapjan Q1P = CrPi M, és
Q2P = CrPyMs, tehat az iitkozés utani sebességvektorok végpontjai meghataroz-
hatoak.

A szerkesztés fizikai tartalma a kovetkezo modon szemléltethetd: a testek az iitkozés
elso szakaszaban benyomodnak. Ez addig tart, amig el nem érik a kozos silypont sebességét
(P 2 pontok). Az titkozés méasodik szakasza soran a benyomédott testek részben visszanyerik
eredeti alakjukat. A testek kozott az utkozés teljes idOtartama alatt csak nyomoerd hathat.
Ebbdl kovetkezik, hogy a sebességiik tovabbra is ugyanolyan értelemben valtozik (né vagy
csokken) mint az itkozés els6 szakaszaban, de a nem tokéletesen rugalmas deformécié miatt
mar nem kovetkezik be ugyanakkora sebességvaltozas, csak annak a Cr < 1-szerese.

Mivel a sebességvektoroknak csak az n iranyt komponensei valtoznak, gyakran csak egy
egyszertsitett Maxwell-abrat rajzolnak. Ehhez az n titkozési normaélissal parhuzamosan két
segédegyenest kell rajzolni, melyeken a két test megfelelé sebességkomponenseit tiintetjiik
fel. A szerkesztés lépései megegyeznek az dltalanos eset lépéseivel. Ha a két segédegyenes
n-t6l mért tavolsdga aranyos az my és my tomegekkel és a cg1,, Vg1, sebességeket az mo-vel
(1) ardnyos tavolsagban felvett egyenesre, a cgo,, Vso, sebességeket pedig az my-gyel ardnyos
tavolsagban felvett egyenesre rajzoljuk fel, akkor az titkozés elotti- és utani sebességvekto-
rok végpontjait 0sszekotd egyenesek éppen a kozos sulypont sebességét megadd vektor S
végpontjaban metszodnek.
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1.2.3. All6 tengely koriil elfordulé test iitkozése

Szamos litkozési problémaban az egyik — vagy mindketto — test egy rogzitett tengely koril
képes elfordulni. Ebben az esetben nem alkalmazhaté kozvetleniil az (LX) képlet, hiszen az
iitkozés soran a csukloban is az titkozési eronek megfelel6 nagysagrendi eré alakulhat ki, ami
nem hagyhato figyelmen kiviil. Ezt az esetet is szeretnénk visszavezetni centrikus titkozésre.
Tegyiik fel, hogy a vizsgalt test az O csukld koriil tud elfordulni, titkozés el6tti szogsebessége
2, — ez meghatarozza sebességallapotat, hiszen vp = 0 —, az O ponton atmend, €2;-gyel
parhuzamos tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatéka pedig ©,;. Célunk az iitkozés
utani szogsebesség meghatarozasa.

/
mri

S TTE() dt

1.5. dbra. All6 tengely koril elfordulé test iitkozése.

Ha az titkozésben résztvevo masik testrol az abranak megfeleléen F(t) eré adodik
at az utkozés 7 ideje alatt, akkor a perdiilettétel miatt az O pontra szamitott perdiilet
megvaltozasa az F(t) eré O ponton dtmend tengelyre szamitott nyomatékanak az idé szerinti
integralja

to+T1
AHOI = @Olwl — @olQl =1 F(t) dt, (16)
to
ahol | az F(t) eré hatdsvonaldnak (azaz az n iitkozési normadlisnak) az O csuklétél mért
tavolsdga. A levezetés egyszertisitése érdekében vegyiink fel egy Ti-gyel jelolt, un. tutkozési
talppontot, melyet az O pont n-re torténé merdleges vetitésével kapunk, tehat OT) = 1. Az
(CH)) egyenlet atirhaté a kovetkezo alakba:

Oct (1) — 221 1)) = /tWF(t) dt. (1.7)

l2 12 to
A zéardjeles kifejezések a talppont titkozés elotti és utani sebességét adjak meg, hiszen ¢y =
lQl és V1 = lwl. Az

C'_')01
mry = 12
mennyiséget redukdlt tomegnek nevezzik. Igy az
to+T1
mmri1vry — mriCrp = — F(t) dt

to
egyenletre jutunk, ami ugyanolyan alakd, mint a centrikus titkzésre kapott (L3]) egyenletek.
Kovetkezésképpen, az allé tengely kortl elforduld testet egy T; pontban 1évé, my; tomegii
pontszeri testtel helyettesithetjiik, ami mar centrikusan titkozik. A fentiek alapjan a feladat
megoldasanak algoritmusa a kdvetkezo:
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—_

. A T talppont meghatarozasa: az O tengelytdl merdlegest bocsatunk az n tlitkozési
normalisra.

2. Az mp; = O, /1% redukdlt tomeg meghatarozdsa, ahol [ a talppont tavolsdga a ten-
gelytol.

3. A talppont iitkozés el6tti sebességének meghatarozasa: cpp = €.

4. Ha a masik test is allo tengely koril tud elfordulni, akkor értelemszeriien meg kell
hatarozni a megfelel6 T5 talppontjat, mps redukalt tomegét és a cpry sebességet.

5. Most mar visszavezettiik a feladatot két mq illetve mpy tomegti, cpy illetve cry sebes-
ségli test centrikus titkozésére. A kozos silypont sebességét a

mr1Cr1 + MraCra
Cg —
mr1 + Mro

képlet segitségével hatarozzuk meg.

6. A centrikus iitkozési feladat megolddsa Maxwell-abréaval vagy az ([LH) képlettel. Ered-
ményként megkapjuk a talppont titkozés utani vy sebességét.

7. Az utkozés utdni szogsebesség szamitdsa: wy = vy /.

A tovabbi titkozési tipusokkal — példaul az excentrikus titkozéssel és a hirtelen rogzitéssel
— ebben a jegyzetben nem foglalkozunk, ezek targyalasa megtalalhaté a szakirodalomban

[, @17

1.3. Mechanikai leng6rendszerek

A fizikai vilag bonyolultsdga miatt a jelenségek leirasahoz modelleket kell felallitanunk, me-
lyek a vizsgalataink szempontjabol lényeges tulajdonsagokat ragadjak meg. A mechanika
kordbban vizsgalt fejezeteiben szamos modellt ismertiink meg, pl. a rud-, lemez-, anyagi
pont- és merev test modellt. A rezgéstanban talan még absztraktabbak a modellek, mint a
mechanika mas teriiletein, ezért altalaban a mozgasegyenlet felirasa — azaz a modell paramé-
tereinek a meghatarozasa — a legnehezebb a feladatok megoldasa soran. A mozgasegyenlet
megoldasa mar szamos — a gyakorlatban fontos — modell esetében egyszerti végképletekkel
megadhato. A fentiek alapjan a rezgéstani feladatok mérnoki megoldasa az alabbi 1épésekben
torténik:

1. Az adott gép, szerkezet mechanikai modelljének felallitasa.

2. Matematikai modell felallitasa, azaz a mozgasegyenlet felirasa differencidlegyenlet alak-
jaban a Newton-Euler médszer vagy a mésodfaji Lagrange-egyenlet segitségével (lasd
fejezet).

3. A mozgésegyenlet megoldasa a kezdeti (inditasi) feltételeknek megfeleléen.
4. A megoldas értelmezése, dbrazolasa.

5. Kovetkeztetések levondsa, a vizsgalt gép (vagy a terv) modositasa.



1.3. Mechanikai lengérendszerek 9

Gép Mechanikai modell Matematikai modell
AN
‘6 Méré F(t) Newton
eres - .
i = f(x,2,t)
‘ ) )
M —> —> + inditdsi feltételek
— - Lagrange
| Megoldas
Gyértas || Médositas VM
MBD
Tervezés Ertelmezés Eredmények

@ <_<x’”’\ N A~ < a(t)=...

W/ v t Abrézolas

cap || Kovetkeztetés

1.6. dbra. Rezgéstani feladatok mérnoki megoldasanak folyamata. VEM: végeselem mod-
szer, MBD: multi-body dynamics (tobbtest-dinamikai) programcsomag.

1.3.1. A lengo6rendszer alapvet6 elemei

A modellezés soran jelentOs egyszertisitést jelent, ha a vizsgdlt szerkezet szétvalaszthatd me-
rev, tehetetlen testekre és rugalmas, de elhanyagolhaté tomegil részekre. E targy keretében
altaldban alkalmazhaté ez az egyszertisités. Ennek értelmében a modellek egyes elemeit csak
a lengérendszerben betoltott szerepiiknek megfelel6 paraméterekkel jellemezziik, pl. a rugal-
mas elemeket tomeg nélkiilinek, a tehetetlen elemeket pedig tokéletesen merevnek tekintjiik.
A valésdgban természetesen egy adott alkatrész tobb szerepet is betolthet: figyelembe vehet-
jik a tomegét, rugalmassagat és belso csillapitasat is, de ezeket a tulajdonsagait kiilon-kiilon
elemekkel vessziik figyelembe a modellben.

Tehetetlen elemek

e Halad6 mozgas esetén a tehetetlen elem mértékadd paramétere a tomeg: m,

e forgd mozgas esetén pedig a tehetetlenségi nyomaték: O.

Rugalmas elemek
A rugalmas elemeket merevségiikkel jellemezziik, ami a deformécié és a haté eré (vagy nyo-

maték) kozotti kapesolatot adja meg. A rugalmas elemek az alabbi médon csoportosithatok.

1. Rugok

l.a) Csavarrugdk. Egy egyik végén rogzitett csavarrugoét F' erével terhelve, a rugd
egyensulyi z megnyuldsa (vagy 0sszenyomddasa) és a haté erd kozott kozel linearis
kapcsolatot talalunk.
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1.7.

1.b)

Iﬂf
S i F
F M
U U
1 T ¥Y1 ¥
a) b)

abra. Csavarrugék (a) és torzids rugdk (b) dbrazoldsa és karakterisztikaja.

Az F(x) fiiggvény meredeksége kis deforméciok esetén allando érték, melyet ru-
gomerevségnek neveziink:

F

s = — = allando. (1.8)

x
A rugbémerevség azt adja meg, hogy egységnyi hosszvaltozas eloidézéséhez mek-
kora erd szitkséges. Mértékegysége N/m. Gyakorlati szempontbdl fontos a rugé-
merevség reciproka, az un. rugoéallando is:

@}
Il
W | =

A rugdallandé — melynek mértékegysége m/N — azt adja meg, hogy egységnyi erd
mekkora deformaciét okoz.

A fentiek alapjan F' = sx és F' = x/c a rugd megnyujtasahoz sziikséges erd, de a
rugd altal kifejtett er6 (rugderd) a kitéréssel ellentétes, azaz F, = —sz. Szabadtest
abrakon a konnyebb érthetéség kedvéért a negativ eléjel kiirasa helyett megfeleld
iranyban felvett, F,. = sz rugberdt tiintetiink fel.

A csavarrugoban felhalmozott potencidlis energia (rugalmas energia, alakvaltozdsi
energia) x; megnyujtas vagy Osszenyomads hatdsara

i

- (1.9)

T 1
U:/lsxd:p:—sx%:
0 2

Torzids (spiral-) rugdk. A spirdlrugdkat az s; torzids rugomerevséggel jellemez-
ziik, melynek mértékegysége Nm/rad és az egységnyi szogelfordulas el6idézéséhez
szitkséges nyomatékot adja meg. Bevezethet6 a ¢; = 1/s; torzios rugédllandd is,
rad/Nm mértékegységgel. A rugé altal kifejtett nyomaték ¢ szogelfordulds esetén
M, = —sp.
A torzids rugéban felhalmozott potencidlis (rugalmas, alakvaltozasi) energia

¥t

#1 1
U:/ do — 5,02 — 2L 1.10
, s de=omer =g (1.10)

2Csak kis deformacidk esetén tehetjiik fel, hogy az anyag linearisan rugalmas [12].
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A tengelyek, rudak, lemezek — vagy barmilyen alkatrész — rugalmassagukbdél eredéen
szintén viselkedhetnek rugdként. Ennek a jegyzetnek a keretében csak a rugalmas
rudakkal foglalkozunk.

. Rugalmas tengelyek, rudak, mint rugdék

2.a) Hajlité lengést végz6 rud. A rud befogdsatol, alakjatél és a terhelés helyé-

tol fliggben végtelen sokféle eset lehetséges, de ezek lényegében azonos mddon
kezelheték. Vizsgaljuk azt az esetet, amikor egyik végén befogott egyenes, priz-
matikus (teljes hosszéban azonos keresztmetszetii) homogén rid mésik végére m
tomegli pontszerii testet rogzitink az [[8/a dbranak megfeleléen. A rad hossza

IE m //—N : l|i>|
ﬁr Szildrdsigtan: Wm
l ' F
= . " Jw Egyenértékii modell
ILIE

z z
T| S Szilardsagtan:

W v J ’ ¢
l I_/——--b(l '
O, | M M
l,1,G

Y

Egyenértékiit modell

1.8. abra. Rugalmas rudakat tartalmazoé lengérendszerek egyenértékit modelljei.

[, hajlitomerevsége [E. A hajlité lengések vizsgalata soran a rud tomegét elso
kozelitésben elhanyagoljuk. Kis kitérések esetén az m tomegi test jo kozelitéssel
a rud egyensulyi helyzetére merélegesen mozog.

A lengorendszerhez talalhaté egy egyenértéki modell, melyben a rudat megfeleld
merevségli csavarrugdval helyettesitjiik. Az egyenértékli modell rugdjanak pa-
raméterét a rugodallandé definicidja alapjan hatarozhatjuk meg. A rugdallandd
az egységnyi er6hoz tartozd elmozdulast adja meg, tehat meg kell hataroznunk,
hogy a rud végére hato egységnyi eré hatasara mekkora elmozdulas kovetkezik be.
Ezt pl. a szilardsdgtan munkatételei (Betti- és Castigliano-tétel), a rugalmas szél
differencidlegyenlete vagy az tun. jarulékképletek segitségével szamithatjuk ki. A
vizsgalt példdban a lehajlas [12]:

FI3
3IE’

tehat egységnyi erével

3 3IE
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2.b) Csavaré (torziés) lengést végz6 rad. Ez az eset is az el6z6h6z hasonléan tér-
gyalhatd, de most a rud végének egységnyi nyomaték hatdsara torténé elfordulasa
adja meg a torzios rugoallandot és annak a reciproka a torzios rugémerevség. Pl.
az[[.g/b dbran lathato, [ hosszisagn, [,G csavarémerevségi, egyik végén befogott
rud esetén a rud szabad végének elfordulasi szoge M csavarényomaték hatasara

[12]:

Ml
()0 - [pG’
amibol egységnyi nyomatékot véve adodik a torzids rugoallando- és merevség:
l , LG
= Ip—G és s = pT. (1.12)

Természetesen szamos egyéb elrendezés is elképzelhetd, minden esetben az egy-
ségnyi er6 vagy nyomaték hatasara bekovetkezd elmozdulas vagy elfordulas szam-
értéke adja meg a rugdallandot. Szamos specidlis eset targyalasa megtalalhaté a
szakirodalomban [12]. Ttt jegyezziik meg, hogy tobb szabadsigi foki lengdrend-
szerek esetében tobb kiilonbozé helyen hatd, egységnyi erchatas kovetkeztében
bekovetkezd elmozduléds kiszamitasara lehet sziikség. Az igy kapott elmozdula-
sok az Un. rugodllando mdtriz elemeinek a szamértékét adjak meg, amirdl a [3.4]
fejezetben lesz sz6.

Rugdkapcsolasok

Elofordul, hogy egy lengdrendszerben tobb rugd Ossze van kapcsolva, de az egyes rugok
megnytldsa, valamint a benntiik ébredo eré érdektelen, csak arra vagyunk kivancsiak, hogy
hogyan hat a rugdkbdl allo rendszer a rendszer mas elemeire. EbboOl a szempontbdl az
osszekapcsolt rugdk egyenértékiien helyettesithetok egyetlen rugéval, melynek ered6 rugo-
merevsége meghatarozhaté. Az aldbbiakban két specidlis rugékapcsolast vizsgalunk meg.

a) Rugék parhuzamos kapcsolasa. Ebben az esetben a rugdk deformécidja megegye-
zik, ilyen eseteket mutat az [[L9 dbra.

1.9. dbra. Rugdk parhuzamos kapcsolasa és az egyenértékii modell.

Az abra példaiban a hasab x kitérése esetén mindkét rugénak ugyanekkora a defor-
maciéja. Tehat a hasabra hato ered6 eré F' = s1x + sox. Ha a két rugdt egyetlen, s
merevségli rugdval helyettesitjiik, az er6 értéke nem valtozhat, igy F' = sz = (s1+52)x.
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Kovetkezésképpen, parhuzamos kapcsolas esetén az ered6 rugémerevség az egyes me-
revségek Osszege:
s =81+ So. (1.13)

Ez az Osszefiiggés tetszoleges n szamu rugd esetére is altalanosithatd s = 37" | s; alak-
ban.

Rugdk soros kapcsolasa. Soros kapcsolas esetén a rugokban ébredé erd egyezik meg
egymassal.
x T x
— > Lol 17

1.10. abra. Rugodk soros kapcsoldsa és az egyenértékii modell.

Tegytik fel, hogy az[[.I0labra szerint a hasab elmozdulasa x, mig az s; rugd megnytlasa
xr1. Ekkor az sy rugd megnyilasa o = x — x7. Ha a két rugéban ugyanakkora ero
ébred, akkor
F = s1my = so(w — x1),
amibdl x; kifejezhetd:
52

S1 + S9
Ha helyettesitjiik a sorosan kapcsolt rugokat egyetlen s merevségli rugéval, annak
ugyanekkora F' = sjxq eré hatasara x deformaciot kell szenvednie, ezért ' = sx miatt

= x. (1.14)

ST = $171.

xy fenti kifejezését behelyettesitve és a-szel egyszertisitve kapjuk a soros kapcsolas
esetén érvényes eredo rugémerevség kifejezését:

5152

s = : 1.15
S1 + Sa ( )
Ezt a kifejezést atirhatjuk a rugdallandé segitségével:
1 1 1
c=-=—+—=c1+c. (1.16)

S S1 So

Altaldnosan is igaz, hogy tetszéleges n sz4mu sorosan kapesolt rugéd eredd rugééllandéja
az egyes rugoallandok osszege: ¢ =3 ¢;.

Természetesen e két eset kombindcidja is el6fordulhat, illetve lehetséges olyan kapcsolas is,
ami se nem soros, se nem parhuzamos. Ezekben az esetekben altalaban talalhato valamilyen
geometriai Osszefiiggés a rugok megnytlasai kozott. Ezt kihasznalva abbdl a kdvetelménybol
vezetheto le az eredd rugémerevség, hogy az eredeti és a helyettesité rendszerben ugyanak-
kora legyen a rugdkban felhalmozott potencialis energia. Példaul n rugdébdl allé rendszernél
Ueredeti = 3 Yory 87 68 Upelyettesits = 352, Ha az (([LI4) képlethez hasonléan kifejezhetSk
az x; megnyuldsok az x koordinatéval, akkor az s rugémerevség az Usedeti = Uhelyettesits
egyenletbdl szamithatd. Ezt a technikat — kissé mdédositva — a masodfaju Lagrange-egyenlet
hasznalata sordn fogjuk alkalmazni.
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1.3.2. A lengo6rendszerek osztalyozasa

A lengorendszereket — pontosabban a modelleket — tobb szempont szerint osztalyozhatjuk.
Egy lengorendszer lehet

tobb szabadsagi foki <+— egy szabadsagi foku
csillapitott — csillapitatlan
gerjesztett — szabad
nemlinearis — linearis.

Ebben a jegyzetben csak linearis lengérendszereket fogunk vizsgalni. A kovetkezd feje-
zetben a rezgéstan legalapvetébb fogalmait és mddszereit mutatjuk be az egy szabadsagi
foku lengorendszerek kapcsan. A jegyzet 3. fejezetében ezeket a fogalmakat és mddszereket
altalanositjuk a tobb szabadsagi foki rendszerek esetére. Mivel az egy szabadsagi foku, li-
nearis, csillapitatlan szabad rezgések modellje a legegyszeriibb, ezzel a modellel kezdjiik a
lengérendszerek vizsgalatat.



2. fejezet

Egy szabadsagi foku lengérendszerek

2.1. Csillapitatlan, szabad harmonikus rezgés

2.1.1. Alapfogalmak; a mozgasegyenlet és a mozgastorvény

Minden egy szabadsagi foku (1 DoF), csillapitatlan, szabad leng6rendszerhez talalhaté egy
egyenértékii egyszerli lengorendszer a kovetkezo alakban:

2.1. dbra. 1 DoF, szabad, csillapitatlan lengérendszer alapmodellje.

Ezt az egyszerti modellt az 1 DoF, csillapitatlan, szabad lengérendszerek alapmodelljének
nevezziikk. Itt az s merevség és az m tomeg a lengorendszer paraméterei. Célunk a mozgas
id6beli lefolyasanak — az z(t) mozgastorvénynek — a meghatarozésa, tehat nem csak egy
pillanatot vizsgalunk, hanem a rezgés folyamatat. Ehhez egy matematikai modellt — diffe-
rencidlegyenletet — allitunk fel a dinamika alaptétele segitségével. Az els6 1épésben szabad
test abrat rajzolunk az egyensulyi helyzetébdl kitéritett rendszerre.

kitéritett helyzet

2.2. abra. Az alapmodell szabadtest abraja.

15
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Az 4bra alapjan felirhaté a dinamika alaptétele:

ma = —F,
0 = N-—mg

Mivel csak z iranyu gyorsulas lehetséges, elég csak az elsé egyenletet vizsgalni:
ma = —S.

Ebbdl az egyenletbdl mar 1atszik, hogy miért az egyensulyi helyzetbdl kitéritett helyzetben
kell megrajzolni a szabadtest abrat: egyensulyban az egyenlet mindkét oldala nulla lenne. Ez
még nem differencidlegyenlet, de a = & figyelembevételével megkapjuk a mozgasegyenletet:

mi + sx = 0, (2.1)

ami egy kozonséges, masodrendii, homogén, linearis differencialegyenlet. Az egyenlet masod-
rendii volta azzal kapcsolatos, hogy a dinamika alaptételében a gyorsulas aranyos az erével,
ezért a kitérés masodik derivaltja jelenik meg az egyenletben. Mivel a lengérendszer szabad
(nincs gerjesztés), a mozgasegyenlet homogén, azaz nincsenek benne olyan tagok, melyek
x-et vagy annak valamely derivaltjat ne tartalmaznak. Végiil, az egyenlet linearis, mert a
rugoerd linearisan fiigg a kitéréstol.

A differencidlegyenlet megoldasahoz célszerii az egyenletet Un. sztenderd alakra hozni.
Ezt gy tehetjiik meg, hogy elosztjuk az egyenlet minden tagjat a gyorsulas egyiitthatojaval,
azaz m-mel: 5

T+ —z=0. (2.2)
m

Ez azért elonyos, mert igy mindossze egyetlen paraméter marad az egyenletben. Mivel ez
egy linedris differencialegyenlet, a megoldast kereshetjiik

z(t) = BeM (2.3)

alakban, tehat
i(t) = BA%eM.

Visszahelyettesitve a (22]) egyenletbe:
BA2eM 1 2 BeM — ),
m
tehat

(24 2) e —o0. (24)
m

Ennek az 6sszefuiggésnek minden idépillanatban teljesiilnie kell. Az exponencialis figgvény

csak t — —oo-ben tart nullahoz, a B egyiitthatordl pedig feltételezziik, hogy nem nulla,

ugyanis B = 0 annak felelne meg, hogy nem jon létre rezgés. Kovetkezésképpen, a zardjelben

szerepld kifejezésnek kell nullanak lennie, igy kapjuk az un. karakterisztikus egyenletet:

RS A—) (2.5)
m
A karakterisztikus egyenlet megoldésa:

S .
)\2:—— = )\12:ﬂ:'L —.
m ' m
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Vezessiuk be az

a= % (2.6)

jelolést! « a csillapitatlan rendszer sajdatkorfrekvencidja, melynek mértékegysége rad/s. A
mozgasegyenlet megoldasa szempontjabol két élesen elkiiloniilo esetet kiilonboztethetiink
meg:

e s > 0, azaz m > 0 miatt o > 0, A képzetes. Ekkor létrejohet rezgés, mi elsésorban
ezzel az esettel fogunk foglalkozni.

e 5 < 0, tehat a képzetes, A valés szam. Ebben az esetben nem alakul ki rezgé.

Im @ Imx @

>‘< Re - ‘ ARe
s>0 s<0
a) b)

2.3. dbra. A karakterisztikus egyenlet gyokeinek elhelyezkedése a komplex sikon pozitiv (a)
és negativ (b) merevség esetén.

Tekintstik eloszor azt az esetet, amikor s > 0! A mozgasegyenlet dltalanos megoldasa két
[23) alakt alapmegoldas linedris kombinacidja, a karakterisztikus egyenlet két gyokével az
exponencialis fliggvény kitevojében:

x(t) = ByeM! 4 Bye™' = Bie + Bye . (2.7)
Az Fuler-féle 6sszefiiggés alapjan atirhaté a megoldas trigonometrikus alakba:
z(t) = By ( cos(at) + isin(at)) + By ( cos(at) — isin(at)).

Az egyenlet atrendezésével bevezetheté ¢ és ¢y egyiitthatok segitségével két azonos argu-
mentumu trigonometrikus fiiggvény Osszegeként irhaté fel a megoldas:

x(t) = (B + Bsy) cos(at) + i(By — Bs) sin(at). (2.8)

A fenti, kitérést megadd fuggvénynek valos értékiinek kell lennie. A ¢ és ¢y egyiitthatok —
melyek a kezdeti feltételek (kezdeti kitérés és sebesség) alapjan hatarozhaték meg — akkor
valésak, ha a B, és B, egyiitthatok egymés komplex konjugéltjai: B; = B,. Ebben az
esetben a mozgastorvény fiiggvényalakja

x(t) = ¢; cos(at) + cosin(at). (2.9)

A ([Z9) képlettel megadhaté mozgast harmonikus rezgésnek nevezzik.

!Negativ merevség a valésdgban is eléfordulhat, lasd pl. a 23] fejezet példajat.
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Az altalanos megoldas mas alakban is felirhato:
x(t) = Asin(at + ¢). (2.10)

Itt A a rezgés amplitiddja, € pedig a fdzisszog. Az allitas bizonyitasahoz bontsuk fel a (ZI0)
kifejezést a trigonometria egyik addicios tétele alapjan:

Asin(at + ¢) = Asin(e) cos(at) + A cos(e) sin(at). (2.11)

Ennek a kifejezésnek minden pillanatban meg kell egyeznie a (29) mozgastorvénnyel. A
sin és cos fliggvények linedris fiiggetlensége miatt ez csak gy lehetséges, ha a (Z9) és (Z11)
kifejezésekben a megfeleld egyiitthatok megegyeznek, azaz

cos(at) egylitthatdi: ¢ = Asin(e),
sin(at) egyiitthatéi: ¢ = Acos(e). (2.12)

A fenti két egyenletbdl a forditott iranyu kapcsolat is kiolvashato:

A = \/A2 sin?(g) + A2 cos?(e) = \/c% +¢3, illetve
Asin(e) ¢

tan(e) = Acos(2) =, miatt (2.13)

e = arctang, e € [0,2n].
Co

2.1.2. A kezdeti feltételek figyelembevétele
A ([22) egyenlet megolddsardl tudjuk, hogy felirhato

x(t) = ¢ cos(at) + cosin(at)

alakban. Ez a képlet barmilyen linearis, egy szabadsagi foku rendszer csillapitatlan szabad
rezgésére érvényes. ¢ €és co barmilyen valds szam lehet — ezért nevezik ezt altaldnos megol-
dasnak. Az egyttthaték meghatarozasahoz tovabbi informéciokat kell tudnunk a mozgasrol.
Ezek lehetnek un. peremfeltételek — pl. x(ty) = x¢ és x(t1) = x; —, mint a rugalmas szal
differencidlegyenlete esetében [12], de ekkor meglehetésen nehézkesen oldhaté meg a feladat.
A dinamikaban és a rezgéstanban peremfeltételek helyett inkabb kezdeti feltételeket szoktak
megadni:

z(t =0) = 2(0) = xo, (2.14)
v(t=0)=x(0) = vp. (2.15)

A kezdeti feltételek egyenleteibdl latszik, hogy melyik pillanatban kell vizsgalnunk a
kitérés és sebesség értékét: t = 0-ban. A kezdeti kitérés (2.9)) alapjan

z(0) = ¢ cos(a0) + cosin(a0) = ¢;. (2.16)
A sebesség kifejezését ([2.9) id6 szerinti differencidldsdval kaphatjuk meg:

&(t) = —ciasin(at) + coaccos(at), amibél
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2(0) = —ciasin(a0) + caacos(al) = caa. (2.17)

214) és (2I6), valamint (ZTH) és (ZIT) 6sszehasonlitasabol:

g =x9 és co= . (2.18)
a

Kovetkezésképpen, az adott kezdeti feltételekhez tartozd megoldés

x(t) = xg cos(at) + % sin(at).
A ¢, ¢y egylitthatok szamitasa soran két kiilonb6zo jellegii informéciot hasznéltunk fel. Egy-
részt, ismertek a kezdeti feltételek — ezeket a lengérendszertdl fiiggetlen, azon kiviili hatdasok
hatarozzak meg, példaul iitkozés masik testtel, vagy a modellezett gép tizemeltetésébol ado-
do egyéb informéaciok. Masrészt, ismert a lengoérendszer mozgastorvényének altalanos alakja.
Ezt a kétféle informéciot kell 6sszevetni a szamitas sordn.
Hasonlban lehet szamolni az A amplitudé és az e fazisszog értékét is a kezdeti feltételek-

bél. A kezdeti kitérés (ZI0) alapjan
z(0) = Asin(a0 4 ¢) = Asin(e),
a kezdeti sebesség pedig (2I0) differencidlasaval adédik, ami ¢t = 0-ban:
(0) = Aaccos(al + ¢) = Aacos(e).

Ezekbdl az egyenletekbdl (Z14) és (27150 alapjan

xg = Asin(e) és
Vo

— = A :

- cos(¢)

A ([ZT2) egyenlet kapcsan mondottak szerint adodik A és e:

U
A = x%+—0,
o2
[0 %415}
tane = —,
Vo

osszhangban a (Z13)) és (ZI]) képletekkel.

Amint a 24 dbra is mutatja, ¢; és co — azaz sin(e) és cos(e) — el6jelétdl fiiggben hataroz-
haté meg, hogy az ¢ fazisszog melyik siknegyedben talalhaté. A szamologépek altalaban a
—m/2 és m/2 kozotti tartomanyban adjak meg az arctan fliggvény értékkészletét, ez azonban
hamis eredményre vezet, ha cos(e) < 0 és sin(e) > 0 (2. siknegyed) vagy ha cos(e) < 0 és
sin(e) < 0 (3. siknegyed). Ezekben az esetekben a szamolégép altal kiadott értékhez hozza
kell adni 7-t.

A c; 5 egytitthatok a fenti probléma miatt gyakran egyszertibben kiszamithatéak a kezdeti
feltételekbol, mint az A amplitidé és az e fazisszog. A mozgastorvény (2I0) alakja azonban
szemléletesebb, hiszen —1 < sin(at+¢) < 1 miatt az A amplitidé a maximalis kitérést adja
meg.
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2.4. dbra. A fazisszog szamitdsa c¢; és ¢y ismeretében. A + jelek a tan(e) el6jelét mutatjdk
az egyes siknegyedekben.

2.1.3. A mozgas ido6beli lefolyasa

A ([29) és [2I0) mozgastorvényben szerepld sin(at) és cos(at) fiiggvények 2m-periodikusak,
tehat pl. sin(at) = sin(at + 27), minden ¢ pillanatban. A csillapitatlan szabad lengés T
periodusidejét ehhez hasonldan, a

sin(at) = sin (a (t + 7)) (2.19)

osszefiiggés alapjan definidljuk. Tehat sin(at + 27) = sin (a (t + %ﬂ)) miatt

T=—. 2.20
- (220)
A periédusid6 mértékegysége s. A csillapitatlan szabad rezgés sajdatfrekvencidja a periddusido
reciprokad: v = % = 5=, mértékegysége Hz = 1/s. A frekvencia az 1 s alatt bekovetkezd

rezgések szamat adja meg, a korfrekvencia pedig ennek az értéknek a 2m-ed része.

Erdekes analégia figyelhetd meg a harmonikus rezgés és az egyenletes kormozgds ko-
z0tt: egy w szogsebességgel keringé pont vetiilete csillapitatlan harmonikus rezgémozgast
végez o = w korfrekvenciaval. 1 s alatt a keringé pont w szamértékének megfelelo szog-
elfordulast végez radianban mérve, innen ered a korfrekvencia elnevezése és mértékegysége
(rad/s). Megjegyezziik, hogy a radidn nem valodi mértékegység, csak egy ardanyossdgot fejez
ki a koriven mért ivhossz és a sugar kozott. Szemléletes geometriai tartalma miatt mégis
mértékegységként hasznaljuk.

Az
x(t) = Asin(at + ¢) mozgastorvény, a
v(t) = Aacos(at + ¢) sebesség és az
a(t) = —Aa*sin(at + ¢) gyorsulas

grafikonja — azaz a foronémiai gérbék — lathatok aZhlabran. Amint a képletekbdl is lathato,
a rezgés maximalis sebessége v = A, maximdlis gyorsuldsa pedig apme. = Aa? A
grafikonok két azonos iranyu kitéréshez tartozé maximumbhelye kozott éppen T periddusid6

2y gorog betii, ejtsd: nii. A frekvenciat f-fel is szoktdk jelélni.
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2.5. abra. Csillapitatlan szabad rezgés foronémiai gorbéi.

telik el, a tengelymetszetek kozott pedig — ebben az esetben — T'/2 idétartam. A gyakorlatban
nem célszerl a periédusidot a tengelymetszetek kozott eltelt idotartamok alapjan szamitani.
Egyrészt nehezebb detektalni a nulla kitérés idépontjat mint a szélsé helyzetét (pl. mert
ekkor maximalis a sebesség), masrészt pedig a tengelymetszetek kozott eltelt idétartamok
nem is egyeznek meg 7'/2-vel, ha el van tolva a nulla szint — azaz nem az x = 0 helyzet kortl
jon létre a rezgés. Ez az eltolédas példaul a nehézségi eré hatasara is bekovetkezhet.

2.1.4. A nehézségi er6 hatasa I. — Fiiggoleges iranyu rezgés

A gyakorlatban sokszor elofordul, hogy a lengérendszerre alland6 nagysagu eré vagy nyoma-
ték hat a rezgés irdnyaban. Vizsgaljuk meg ennek a feladatnak az alapmodelljét, azaz azt az
esetet, amelyben a rugébdl és hasabbdl allo lengérendszer nehézségi erdtérben, fliggdlegesen
helyezkedik el, a abranak megfelelGen.

A nehézségi er6 hatasara kialakul egy 1j statikus egyensulyi helyzet, melyben nem ter-
heletlen a rugd, ezért yq-vel megnyulik. Ennek az an. statikus kitérésnek az értékét abbdl
hatarozhatjuk meg, hogy ekkora kitérésnél a rugoderé és a nehézségi erod egyensilyt tart:
F. —mg =0, azaz a dbra alapjan sy = mg, tehat

mg

& = ——. 2.21
Yst S ( )
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Szabadtest abra:
8)

erémentes helyzet — — |- ___ S -

Iv B R

egyenstilyi helyzet --

2.6. abra. Nehézségi ero hatasa alatt allo lengorendszer statikus egyensulyi helyzete.

A 2T Tl fejezetben, a vizszintes sikon mozgé lengérendszer targyalasa sordn egyértelmi volt,
hogy a rugd nyujtatlan helyzetétél — ami egyittal megegyezett az egyensilyi helyzettel —
mérjitk a hasab kitérését. Most azonban e két helyzet nem esik egybe. Célszerti olyan
koordinatékkal leirni a rendszer mozgasat, melyeket a leheto legegyszertibb alkalmazni. Hogy
eldontsiik, hogy e két kézenfekvd koordinata kozil melyiket érdemes hasznalni, irjuk fel a
mozgasegyenletet mind a rugd erémentes (nyijtatlan, feszitetlen) helyzetétol, mind a statikus
egyensulyi helyzettél mért koordinataval!

a) Mozgasegyenlet a rugd terheletlen allapotatél mért y koordinataval

Szabadtest abra:
8}

erémentes helyzet — . — . _. SN _

egyensulyi helyzet --4--4--4-----L. Y Y

kitéritett helyzet

mg

2.7. abra. Szerkezeti- és szabadtest dbra az erémentes helyzettol mért y koordinataval.

A 27 szabadtest dbra és F, = sy felhasznalasaval

my = mg— sy, amibol
.. S
y + —y=g. (2.22)
m
ey

Ez egy inhomogén differencidlegyenlet, hiszen van benne olyan tag, mely nem tartal-
mazza az y valtozot vagy annak derivaltjait. A megoldas a homogén egyenlet altalanos
megoldasanak és az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak az 6sszege [14].
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A homogén egyenletet mar vizsgaltuk a 2.1.1] fejezetben és levezettiik, hogy annak az
altalanos megoldasa

y(t) = cq cos(at) + cosin(at). (2.23)

A partikuldris megoldast altaldban érdemes olyan alakban keresni mint amilyen az
inhomogenitast okozo6 tag — jelen esetben tehat y, = konstans alakban. Ha y = y,-t
helyettesitiink a (2.22) egyenletbe, akkor y, = konstans miatt g, = 0, ezért azt kapjuk,
hogy a partikuldris megoldas megegyezik a (ZZI]) statikus kitéréssel:

s N _mg _
mor =9 Yo = 5 = Yst:
Tehat a mozgdsegyenlet altalanos megoldasa

y(t) = ¢y cos(at) + cysin(at) + yss = Asin(at + €) + ys. (2.24)

b) Mozgasegyenlet a statikus egyensilyi helyzett6l mért » koordinataval

Szabadtest abra:

2
% kF;‘:S(yst_‘_z)

2.8. dbra. Szerkezeti- és szabadtest abra az egyensulyi helyzettél mért z koordinataval.

Ha az 1j z koordinatat a statikus egyenstilyi helyzettol mérjiik, akkor a8 abra alapjan
Yy = ys + 2. Mivel y; = konstans, ezért ¢ = 2, tehat

mzZ = mg— sy,
mzZ = mg—s(ys+2),

mZ+ sz = mg— SyYs. (2.25)

(227)) miatt a (Z20) egyenlet jobb oldala zérus, ezért a mozgasegyenlet homogén alakra
egyszertisodik:

mz+ sz =0,

tehat sztenderd alakban
(4+a2=0.

Ennek az egyenletnek a megolddsa pedig mar ismert: z(t) = Asin(at + €).
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A fentiekbol azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy ha a nehézségi eré a mozgasegyenlet
alland6 nagysagu tagjaban szerepel, akkor a lengorendszer o és T' paramétereit, valamint
A amplitudéjat — az egyensulyi helyzettél mérhet6 legnagyobb kitérést — nem befolyéasolja.
A rendszer a statikus egyenstlyi helyzet koriil végzi a lengéseket (20 dbra), ezért a rugd
maximalis deformécidéja A amplituddju rezgés mellett y,0. = A + yg lesz, a ([224]) megol-
dassal 6sszhangban. A maximélis rugberd ebben az esetben egy dinamikus és egy statikus
erd Osszegeként fejezheto ki: Flax = sA + syg.

0 — - erbmentes helyzet
Yst
Yst et LR T egyensulyi helyzet
Y z

2.9. dbra. Nehézségi er6 hatasa alatt allo rendszer egyensulyi helyzet kortil végzett lengései.

Fontos eredmény, hogy homogén differencialegyenletet kapunk, ha a statikus egyenstlyi
helyzettol mérjik a koordinatat. Ez azzal van Osszefiiggésben, hogy nyugalomban lehet a
rendszer a z = 0 egyensilyi helyzetben, azaz 2 = 0, 2 = 0 és z = 0 egyszerre teljestilhet.
Ebben az esetben a mozgasegyenletben csak konstans tagok maradhatnak, viszont ezek az
egyensilyi helyzetben hato eroknek felelnek meg, amiknek definicio szerint nulla az ereddje.

2.2. Linearizalas

2.2.1. A nehézségi ero hatasa II. — Ingak

A 2T 4l fejezetben lattuk, hogy egy egyenes mentén rezgo hasabbol és rugdbdl allo lengorend-
szer legfontosabb tulajdonsagait nem befolyasolja a nehézségi eré. Az ott targyalt esetben a
nehézségi er6 a mozgasegyenlet konstans értékii tagjaba kertilt be és igy ki lehetett transzfor-
malni az egyenletb6l. Egy adott testre hatd nehézségi eré ugyan mindig allando nagysagu,
de vannak olyan mechanikai rendszerek, amelyek esetében a nehézségi erd rogzitett pontra
szamitott nyomatéka fiigg a kitéréstél. Az ilyen lengérendszereket nevezzik ingdknak.

A matematikai inga egy fonalra fliggesztett pontszeri testbdl all, mely a fiiggoleges sikban
mozoghat (232 dbra). A fizikai ingdt egy vizszintes tengelyli csuklé koril a fliggdleges
sikban elfordulni képes merev test, pl. rad alkotja. Irjuk fel a abran lathato, homogén,
[ hosszusagu, m tomegi radbdl allo fizikai inga mozgasegyenletét!

A szabadtest abrabol lathato, hogy a K kényszerer6 O csuklépontra szamitott nyomatéka
nulla. Mivel az inga sikmozgast végez, az O all6 pontra felirt Ope + w x IIp = My
perdiilettétel a

l
O, = —mgy sin(¢p)

alakra egyszertisodik, ahol ¢ a széggyorsulésﬁ. Az O csukloponton atmend, a rajz sikjara

3A pontra szdmitott mennyiségek indexébe nagy betiit (pl. O), az adott ponton dtmend tengelyre felirt
mennyiségek indexébe pedig kis betiit (pl. o) betiit {frunk.
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K
Szabadtest abra:

—

2.10. abra. Egyszerti fizikai inga és szabadtest abraja.

meroéleges tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték ©, = éle, ezért ¢ = ¢ figyelembe-

vételével a mozgasegyenlet

1 l
gml2¢ + mgo sin(p) = 0. (2.26)

Ez egy nemlinearis kozonséges differencialegyenlet, mert a ¢ szogkitérés szinuszaval aranyos
a visszatérito nyomaték. Ennek az egyenletnek nincs zart alaki megoldasa. Kozelitéo mod-
szerek vagy szamitégépes szimulacid segitségével lehet kovetkeztetni a megoldas jellegére.

Nemlinedris egyenletek szokasos kozelité megoldasi modszere a linearizalds az eqyensilyi
helyzet(ek) koril. Ez az eljards csak akkor vezet elfogadhaté eredményre, ha az egyensilyi
helyzettdl mért kitérések kicsik maradnak a rezgés soran.

Els6 1épésben meg kell hatarozni a lehetséges egyensiilyi helyzeteket. Mig linearis rend-
szereknek csak egy egyensilyi helyzetiik lehet, nemlinearis rendszerekre nincs ilyen megko-
tés. Egyensulyi helyzetben a szogkitérés allando, tehat ilyen, idoben allandé megoldasokat
kell keresniink. A feltételezett konstans megoldést visszahelyettesitjik a (2.26]) egyenletbe.
©o(t) = pg = alland6 miatt o = 0 és ¢ = 0, ezért @y lehetséges értékei meghatérozhatok:

04 [ . () =0 = 0, (2m4m,...),
—sin(py) = st =
1195 S Pst Pt m, (3w, b5m,...).

Lathaté, hogy végtelen sok megoldast kapunk, de ezek koziil elegendo csak az alsé egyensiilyi
helyzetnek megfelel6 <p$) = 0 és a fliggoleges fels6 helyzetet megadd @ﬁf) = 7 értékeket
vizsgalnunk, hiszen fizikailag a tobbi megoldas is ezeknek a helyzeteknek felel meg.

Linearizalas az alsé egyensilyi helyzet (wgi) = 0) koriil

A linearizalas sordan arra toreksziink, hogy a mozgasegyenletben csak els6foki tagok marad-
janak. A 2Tl fejezetben lattuk, hogy az allandé (nulladfoki) tagok eltiinnek az egyenletbél,
ha az egyenstlyi helyzettdl vessziik fel a koordinatat. Ennek megfelelen, vezessiink be most
is egy 1j, (radidnban mért!) z koordinatat a ¢(t) = cpg? + x(t) Osszefiiggéssel. Feltevésiink
szerint x(t) végig kicsi marad a mozgas sordn, tehat az inga nem tévolodik el nagyon az
egyenstlyi helyzettél. Fejtsiitk Taylor-sorba a mozgasegyenletben szerepld sin(yp) kifejezést a
(1)
t

vy = 0 egyenstlyi helyzet koriil:

a3 x°

sin(p) =sin(z) =r— —+ — — - R T = Q. (2.27)
6 120

Elhanyagoljuk
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A linearizalas azt jelenti, hogy a masod- vagy magasabb foku tagokat elhanyagoljuk. Mivel

¢ = &, a mozgasegyenlet linearizalt alakja a kovetkezo:

1 l
ngQ:'L" + mgoT = 0. (2.28)

Ez az egyenlet az alapmodell (2.2)) differencidlegyenletére vezet:

39
T+ —x = 2.2
T+ 5 & 0, (2.29)

ahol ismét bevezetheto az
2_ 39

20
jelolés. A (229) egyenlet megoldasa ismert (Z9) és az inga periédusideje is kiszamithaté a

[220)) képlet alapjan, tehat
2 2
T="2 27r,/—l. (2.31)
Q@ 39

A linearizalas miatt ez csak egy kozelités, valdéjaban az inga periédusideje nem fiiggetlen a
kitéréstol.

a (2.30)

2.1. példa: Tetszoleges merev testre a linearizalt mozgdsegyenlet
O, + mglos =0

alakban irhato fel, ahol los az O felfiiggesztési pont és az S sulypont tavolsiga. Innen a
sajatkorfrekvencia és a periddusidd szamithato T = 27/« és

l

2 oS

a”=m 2.32

Uy (2.32)
alapjin. A fenti képletek bonyolult alaki alkatrészek tehetetlenségi nyomatékanak a meghatd-
rozdsdara is alkalmasak (ldsd[2Z11] dbra): az alkatrész tomege és silypontjanak helye, valamint
— a testet az O pontban felfiggesztve — a lengés periddusideje is konnyen mérhetds. A (2.32)

képlet szerint
los T%los
@O pu— _— =
I 2 472

a test O ponton atmend tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatéka.

Linearizalas a fels6 egyenstlyi helyzet (gog) = m) koriil

A megoldast ismét ¢(t) = cpg) + y(t) alakban irjuk fel, ahol y(t) kicsi, a fels6 egyenstlyi
(2
st

helyzettél mért koordindta. A sin(p) fiiggvény Taylor-sora a ¢, = 7 helyzet kortl

w3 a2b
sin(p) = sin(r + y) = —sin(y) = Yt Tt Y
_

Elhanyagoljuk
Ezt visszahelyettesitjiik a mozgasegyenletbe ¢ = g figyelembevételével:

39
i — 229 = 0.
2r?
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2.11. abra. Tehetetlenségi nyomaték meghatarozasa a periddusidé mérése alapjan

Az eredményiil kapott egyenlet most is hasonlit az alapmodell (2.2]) differencidlegyenletére,
de olyan, mintha negativ merevségii rugot alkalmaztunk volna. A negativ merevség a felsd
egyensulyi helyzetet instabilla teszi: ha a lengérendszer kicsit is eltavolodott az instabil
egyensulyi helyzettdl, akkor a nehézségi er6 nyomatékanak hatésara tovabb no a kitérés és
a felfelé forditott inga eldél, nem jon létre rezgés. Az egyensulyi helyzet stabilitasat az un.
Routh-Hurwitz-kritériumok [0, [14] alapjan lehet ellendrizni: a csillapitatlan lengérendszer
mozgasegyenletében x és @ egyiitthatdja azonos eldjelii kell legyen, azaz s > 0 — vagyis
a? > 0 — szitkséges a rezgés létrejottéhez. Az inga alsé egyensilyi helyzete tehat stabil, a
fels6 pedig instabil.

A megoldast y(t) = AeM alakban keressiik. Visszahelyettesitve a mozgasegyenletbe,
ii(t) = AN%eM felhasznéldsaval a

39 39
AQ——)AM: )\2__:
< o)A =0 = T

karakterisztikus egyenletet kapjuk, melynek gyokei valdsak:

39
Ao = 1=
1,2 51
A mozgastorvényt az ezekkel a gyokokkel felirt alapmegoldasok linearis kombinécidja adja,
tehat

o) = o2 +y(t) ~ 7+ creVH 4 e VI (2.33)

Mivel

lim e\/gt = 00,

t—o00
az inga eld6lése soran exponencialis iitemben kezd tavolodni a fels6 — instabil — egyenstlyi
helyzettol. Természetesen csak a felsé egyensiilyi helyzet kozelében ad megfeleld kozelitést a
[233)) képlet, igy az egyenstlyi helyzettol valé tavolodas titeme is csak legfeljebb y =0,1-0,2
rad kitérés eléréséig tekintheté exponencialisnak.
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2.2.2. Linearizalas és rugdk

Ha egy tengely koriil elfordulni képes merev testhez — példaul ridhoz — a 212] 4bra szerint
kapcsolunk egy csavarrugét, akkor a mozgas leirasahoz ismét sziikség van a mozgasegyenlet
linearizalaséara.

2.12. abra. Eredetileg dy hosszisagu rugd megnytulasa.

Vegyiik fel a koordinata-rendszer origbjat a rad O felfiiggesztési pontjaban. Ha a rugd
az egyensulyi helyzetben dy hosszisagu, akkor a rogzitett A végpontjanak a helyvektora
ra=[-dy —1 0]T. A rad p-vel kitéritett helyzetében a rugd masik végpontja az rp =
[[sin(¢) —lcos(p) 0] pontba keriil. Ebbél a rugd ¢ kitéréshez tartozé d(p) hossza

d(p) = |rp —ra| = \/ (Isin(p) + do)2+(l - lcos(cp))Q, (2.34)
megnytlasa pedig
Ad = d(p) —dy = \/(l sin(p) + d0)2 + (l — lcos(gp))2 — dp. (2.35)
Ezt a kifejezést ¢ = 0 koriil Taylor-sorba fejtve a kévetkezot kapjuk:
Ad%ltp—llg@3+lﬁ¢4+... . (2.36)
6 8 dy

Mivel csak a negyedfoki tagban jelenik meg a rugd eredeti dy hossza, ezt a paramétert nem
vessziik figyelembe a modelljeinkben, csak feltessziik, hogy a rugd elég hosszi ahhoz, hogy
a negyed- és magasabb foku tagok elhanyagolhatéak maradjanak kis kitérések mellett. Ez
a kozelités teszi lehetové azt is, hogy egy tobb rugobol allé rugdkapcesolast egyetlen rugoval
helyettesitsiink, hiszen nehézkes lenne kiilon minden egyes rugd hosszat szamitasba venni.
Mivel a mozgasegyenletek analitikus megoldasahoz sziikség van a linearizalasra, a rugd
megnytldsat a kovetkezd linearizalt alakban fejezziik ki: Ad = lp. Igy a rugderd nagységa
kozelitoleg
F, = slp. (2.37)

A rugéer6 az rg, vektorral parhuzamos, tehat kifejezheté F, = F,ep4 alakban, ahol eg 4
a BA egyenessel parhuzamos egységvektor. A rugberé O pontra kifejtett nyomatéka

MO =Trp X Fr7 (238)
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és az erOkar is kifejezheto
k. = |rp x epal, (2.39)

a rugd és a rud altal bezart szog pedig

sin(8) = |es x epal (2.40)

alakban, ahol e = rp/|rg| = rp/l. Természetesen mind a k, erékar, mind a [ szog fiigg a
@ szogkitéréstol. A részleteket mellozve, az erékar kifejezését p = 0 koriil sorba fejtve

ky =1 152+1£3+iz 1 15E 44 (2.41)
PTPTRW TYLY T 2] '

Az elsénél magasabb foku tagok elhanyagolasaval azt kapjuk, hogy a rugberd erékarja

igy a (237)) egyenletet felhasznalva kifejezhet a rugderd altal az O ponton dtmend tengelyre
kifejtett nyomaték nagysaga linearis kozelitésben:

M, = F,k, ~ sl*¢. (2.42)

2.2.3. Nehézségi ero kettos szerepben

Mig az ingdk esetében a nehézségi eré nyomatéka hatarozza meg a lengorendszer sajat-
korfrekvenciajat (2211 fejezet), a 14l fejezetben vizsgélt feladatban a nehézségi eré nem
befolyasolta a lengoérendszer legfontosabb paramétereit. Hogy vilagosan elkiilonitheto legyen,
mikor milyen szerepet jatszik a nehézségi erd, vizsgaljunk meg egy Osszetettebb feladatot.

A abran vazolt, két egymasra meroleges, elhanyagolhaté tomegii, Osszehegesztett
radbdl allo szerkezetre my és mo tomegii pontszerl testek vannak rogzitve. A szerkezet egy
51 €s egy so merevségl rugdval kapesolodik a kornyezethez és a fliggdleges sikban kis kitérésti
lengéseket végez. A rugdk merdlegesek a hozzajuk kapcsolt rudakra a rudak fuggéleges illetve
vizszintes helyzetében. Irjuk fel a linearizalt mozgasegyenletet!

S1

gl Szabadtest abra:

—

egyensulyi helyzet

ai

2.13. dbra. Lengérendszer; egyenstlyban az 1-es rad fiiggoleges.
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Statikus egyensilyi helyzetben az mo tomegli testre hatd nehézségi eré nyomatékaval a
rugok Miy = Figay és Moy = Fbhyb nyomatékai tartanak egyensilyt. Mivel statikailag
hatarozatlan a szerkezet (a csukl6 mellett két aldtamasztasnak felel meg a két rugd), a
két statikus rugderd viszonyanak meghatarozasihoz tovabbi informacidkra lenne sziikség. A
pontos szamitast altalanos esetben a[Z2.2 fejezet alapjan lehetne elvégezni, ha ismert lenne a
rugok nyujtatlan hossza és hogy milyen szoghelyzetben nyujtatlanok a rugék. Feladatokban
az egyszeriibb szamitas kedvéért gyakran felteszik, hogy az egyensulyi helyzetben csak az
egyik rugd van eléfeszitve (az ,tartja” a szerkezetet), a masik erémentes.

Az egyensulyi helyzettél mért szogkitérést jeloljik W-vell Ez a koordinatavalasztas azért
elényos, mert — ahogy a2Z.1.4 fejezetben lattuk — ekkor eltiinnek a konstans tagok a linearizalt
mozgasegyenletbol. A szabadtest abra alapjan felirhato a rendszer mozgasegyenlete:

O,V = mygay sin(V) + magay cos(W) — My (V) — My(W),

ahol M (V) a rugdk szogkitéréstdl fiiggd nyomatékat jeloli; a pontos kifejezések a (235
képlethez hasonléan bonyolultak, igy ezeket nem irjuk ki.

Linearizaljuk ezt az egyenletet a W = 0 egyensilyi helyzet kozelében! Barmilyen is
a rugoerok aranya az egyensilyi helyzetben, az elofeszitett rugdk altal kifejtett nyomaték
két tagra bonthatd: a statikus egyensiilyi helyzetben kifejtett M;,; = konstans, ¢ = 1,2
nyomatékbol és egy W-tdl fliged — linedris kozelitésben W-vel aranyos — Mg, dinamikus
tagbol. Az el6z6 fejezetbdl ismert, hogy pl. az s; merevségli rugd egyensulyi helyzethez
képest mért megnytlasa linearis kozelitésben a, W, az erokar pedig kozelitdleg a;. A rugderd
— a nyomatékhoz hasonldéan — statikus és dinamikus Osszetevokre bonthatd, azaz F,., =
Figt + Flgin = Fig + 51017, a nyomaték pedig My = Mg + Mgy, = Friay =~ Mg + 51030
alakban frhato fel. Tehdt a nyomaték megudltozasa kis W kitérések esetén kozelithet a (Z42)
képlet és a[2.14] abra alapjan, azaz

M(¥) =~ Mg+ 5103V és
Mg + 5200,

=
=
2

ahol My és My, a rugdk altal az egyensilyi helyzetben kifejtett nyomaték.

Kozelito linearis karakterisztika

K1 = 851 a;f
M1 Mldin 1
Nemlinearis karakterisztika,
Mlst T T T
| U
I
I
}
0 Dst ©

2.14. abra. Az 1l-es rug6 altal kifejtett nyomaték linearizdlasa az egyensulyi helyzet kozelé-
ben.

Felhasznélva, hogy U = 0 kozelében

Q
S

sin(W)
cos(W)

és

Q
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a nehézségi erével kapcsolatos tagok is linearizalhatok és a linearizalt mozgéasegyenlet a
kovetkezd alakban irhaté fel:

O,V = mygayV + magag — (Mg + 51020) — (Mo + s,b° ).
Az egyenletet rendezve:

@a\.I.l + (sla% + 59b% — mlga1) U = magas — Mgy — Mag - (2.43)
=0

Az egyenlet jobb oldalan lathaté kifejezés az egyensilyi helyzetben haté nyomatékok eredo-
je, ami definicié szerint zérus. Ebbdl a feltételbdl lehet meghatarozni a statikus rugderot.
Példaul ha az s; rugd erémentes (Mg = 0, Fig; = 0) az egyenstlyi helyzetben, akkor (2Z43)
jobb oldala szerint az sy rugo altal kifejtett Moy = Fogb nyomaték

mogas — May =0 = Moy = magas,

igy
Magas

b

Tehat ismét azt latjuk, hogy a mozgasegyenlet homogén, ha a statikus egyensulyi hely-
zettol mérjiik a koordinatat:

FQst:

@a\.I.f + (sla% + s9b® — mlgal) v =0.

A fiiggbleges helyzet koriill mozgd rudra helyezett m tomegi testre haté nehézségi erd nyo-
matéka linearis kozelitésben egyenesen aranyos a szogkitéréssel: mjga; sin(V) ~ miga; ¥ és
olyan értelmi, hogy novelné a szerkezet kitérését. Ezért a lengérendszer merevségét csok-
kenti ez a tag. Egy lefelé allo rad végére helyezett test esetében természetesen névekedne a
merevség, amint a [Z2.7] fejezetben lattuk. A vizszintes helyzet korill mozgd radon 1évé meg
tomegti testre hatd maogas cos(V) nyomaték viszont kis kitérések esetén jo kozelitéssel allan-
dé marad, ugyanigy, mint a 2.1.4] fejezet feladataban — ezért esik ki ez a tag a linearizalt
mozgasegyenletbdl.

2.3. Viszkézus csillapitasa szabad rezgés

A kozegellenallas és a lengbrendszert alkot6 anyagok belso csillapitasa kovetkeztében a szabad
lengések soran a mechanikai energia csokken, hé termeldik. Igy a valésdgban nem maradhat
fenn az az allandé amplitadoja rezgés, amit a csillapitatlan esetben lattunk. A gépészmérnoki
gyakorlatban a sebességgel ardnyos, un. viszkozus csillapitas a legjelentosebb — jo kozelitéssel
ilyen a csillapitds jellege folyadékok laminaris aramldsa, egymason csiszd kent feliiletek,
lengéscsillapitok és a belso csillapitas esetében is.

Modelliinkben a csillapité eré linedrisan fiigg a sebességtol és azzal ellentétes iranyt:
F., = —kv, lasd abra. A szabadtest abrdk rajzoldsa soran — a rugderd abrazolasihoz
hasonléan —, a negativ eldjel kiirasa helyett F., = kv nagysagu erot vesziink fel a sebességgel
ellentétes iranyban.

Itt k a csillapitdsi tényezd, mértékegysége Ns/m. Feltesszik, hogy a csillapitasi tényezo
azonos értéki pozitiv és negativ sebességek esetén. Megjegyezziik, hogy ez a gyakorlatban
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| Fls|

2.15. abra. A viszkozus csillapité erd karakterisztikdja.

nem mindig van igy, példaul gépkocsik lengéscsillapitéi gyakran kisebb ellenallast fejtenek
ki az Osszenyomassal szemben, mint a hizas ellenében.

A viszkézus csillapitas mellett més csillapitasi karakterisztikaju modelleket is alkalmaz-
nak az alabbi — a abran szemléltetett — esetekben.

o Aramlé gizok: F,, = —kv? sgn(v)

e Turbulens dramlas: F., = —k[v|5™ sgn(v)
e Szdraz (Coulomb-) strlodas: F,., = —kv® sgn(v).
— | F| a)
v b)
= O 1 :
ﬁ \/ s L |FCS|
a) b) c) 0 v

2.16. abra. Példak kiillonboz6 karakterisztikdju csillapité erékre. (a) dramlé gazok, (b)
turbulens dramlas, (c) széraz sirlodés.

A csillapitasnak egyszerre tobb oka is lehet; eredhet pl. a rugd anyaganak belsé csilla-
pitasabdl, a kozegellenallasbol és kent felilleten csiiszé testekre hatd er6bol egyszerre. A
rendszer tehetetlen és rugalmas elemeihez hasonléan, a csillapitast is a lengorendszer kiilon
elemeként kezeljiik, mely elhanyagolhato tomegili és zérus merevségii. A csillapité elemet a
.17 dbran szemléltetett ikonnal” jeloljiik, ami a lengéscsillapitok miikodésére utal. Ennek

v

== [@—F»>—A>|>|_Icﬁ;

2.17. Abra. Lengéscsillapito vazlata és a csillapito elem jelolése.

megfelel6en, az 1 DoF, viszkézus csillapitasi, gerjesztetlen lengérendszer alapmodellje a 2,18
abran lathato.
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Szabadtest abra: x
ooz
LT i T
— I—>
s F.=szx" (1
m 0 >%>
— -~ m
N

2.18. dbra. 1 DoF, viszkézus csillapitasi, szabad lengoérendszer alapmodellje

2.3.1. A mozgasegyenlet

Az alapmodell mozgéasegyenlete a szabadtest abra alapjan irhato fel:

mi = —F, — F687
mx = —sx — ki,
mi + ki + sz = 0.
A csillapitatlan esethez hasonléan, most is leoszthatjuk az egyenlet egyiitthatoit a gyorsu-

las egytitthatojaval. Igy — bevezetve @ egyiitthatéjra a k/m = 2D« jelolést — kapjuk a
mozgasegyenlet sztenderd alakjat:

i+ 2Dai + o’r = 0. (2.44)
Itt L
D=_—
2mao

a dimenziotlan Lehr-féle vagy relativ csillapitisi tényezo, a pedig a csillapitatlan rendszer
sajatkorfrekvenciaja.
Mivel a fenti egyenlet linearis, kereshetjiik a megoldasat

z(t) = AeM
alakban, amibol
i(t) = AxeM = @(t) = ANTeM.
Visszahelyettesitve a (Z44]) egyenletbe:
AN2eM £ 2DaANe™ 4+ o AeM =0, tehat

AeM ()\2 +2Da)\ + a2) =0.
—~
#0 =

=0

Ennek az egyenletnek minden t pillanatban teljesiilnie kell. A = 0 az x = 0 allandé megol-
dasnak felelne meg — a nyugvé rendszernek —, e pedig csak Mt — (—oo)-ben lehetne nulla.
Tehat csak akkor kaphatunk rezgést leir6 megoldast, ha Ae* # 0, amibél az kovetkezik,
hogy a zaréjelben szerepld kifejezés nulla. Ennek megfelelden, a karakterisztikus egyenlet

A2+ 2Da)+ a? = 0.
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A karakterisztikus egyenlet gyokei:
)\172 = —Da =+ vV D2 — 1. (245)

A gyokok értékétdl fiiggéen harom eset lehetséges, melyeket az alabbiakban targyalunk.

2.3.2. Gyenge csillapitas

Gyenge csillapitasnak nevezzik azt az esetet, amikor 0 < D < H Ekkor —1<D?>—1< 0,
ezért a A\ o gyokok komplex konjugaltak:

M2 =—Daxiavl—D? =—Da=+iy,

ahol
v=aVvl— D?

a csillapitott rendszer sajdtkorfrekvencidja, mértékegysége rad/s. Mint latni fogjuk, ez a
mennyiség jellemzi a csillapitott lengorendszer rezgésének titemét. D < 1 miatt v < «, tehéat
a csillapitas csokkenti a rezgés frekvenciajat és noveli a lengésidot.

Az éaltalanos megoldést a két alapmegoldas linedris kombinacidjaként irhatjuk fel:

x(t) _ Bleht + 326)@ _ Ble(—Da-‘ri'\/)t + BQG(—Da—i'y)t _ o Dat (Blem + Bge_m) .

A zéardjelben szereplo kifejezés az o <» 7y cserétol eltekintve ugyanolyan alaki, mint a csilla-
pitatlan rezgések kapcesan kapott (Z7) egyenlet, tehat ugyanigy atalakithato:

x(t) = e P <01 cos(7t) + o sin(fyt)) = Ae P sin(yt + ). (2.46)

A [2T19) egyenlet kapcsan leirtak alapjan most is bevezethetd a csillapitott rezgések perio-
dusideje:
27
v
Ebbol a kifejezésbol latszik, hogy nem a csillapitatlan rendszer sajatkorfrekvenciaja haté-
rozza meg a rezgések litemét; a most csupan egy fizikai tartalom nélkiili paraméter a meg-
oldasban.

A (246) megoldasban szerepld c¢; » paramétereket a kezdeti feltételek alapjan lehet meg-
hatarozni. Legyenek a kezdeti feltételek

T

(2.47)

1
v

z(0) = xzp és
l‘(O) = ’U()!

A (Z40) egyenletbe t = 0-4t helyettesitve kifejezhetd z(0):
2(0) = e P (61 cos(70) + ¢ sin(v())) = c.

Kovetkezésképpen,
Cc1 = Xop- (2 48)

4Vannak olyan valésiagos szerkezetek is, amiket negativ csillapitdst modellel lehet j6l lefrni. A Routh-
Hurwitz-kritériumok [6] [14] alapjén azonban beldthatd, hogy az ilyen rendszerek egyensilyi helyzete instabil.
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A mozgastorvény differencialasaval kifejezheto a sebesség:
i(t) = —Dae P (01 cos(vt) + co sin(’yt)) 4 ¢~ Dot (—cyy sin(vyt) + ey cos(fyt)). (2.49)
t = 0 behelyettesitésével

#(0) = —Dae P (01 cos(70) + ¢ sin(y())) 4 g~ P0 (—017 sin(~0) + coy Cos('y()))
= —Dacy + c97.

Felhaszndlva, hogy ¢; = xq és 2(0) = vg:

—Dazg+cy=v9 = = (2.50)

A mozgas id6beli lefolyasa

A abran lathat6 a (Z46) mozgastorvény grafikonja xg = 0 és vy > 0 kezdeti feltételek
mellett. A megoldas grafikonjahoz két exponencidlis burkolégorbét lehet illeszteni, tehat az

Tmax|

~
*
ST/

2.19. abra. Gyenge csillapitdst (alulesillapitott) lengdrendszer mozgastorvénye.

egymas utani maximalis kitérések nagysdga exponencidlisan csokken. A csillapitott szabad
rendszer mozgasa szigoruan véve nem perodikus, hiszen pontosan ugyanabba az allapotba
sohasem tér vissza a lengérendszer. Mégis jellemezheté a mozgas a két azonos irdnyu ma-
ximdlis kitérés kozott eltelt T = 2m/~y periddusidével. A maximélis kitérések azonban nem
a szinuszfiggvény ¢ = T'/4, t = 5T'/4,... maximumhelyeinél kévetkeznek be — csak a csil-
lapitatlan esetben lenne igy. ¢t = T'/4 koril a szinuszfiiggvény érint6je kis meredekségii, az
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exponencialis fliggvény viszont gyorsan csokken. Mivel e két fiiggvény Ossze van szorozva a
(246) megoldasban, az elsé maximalis kitérés kicsivel a t = T'/4 pillanat eldtt kovetkezik be
a abran mutatott esetben.

Altaldnosan a maximalis kitérések ¢*-gal jelslt idSpontjai abbél a feltételbél hatdrozhatok
meg, hogy ezekben a pillanatokban a mozgastorvénynek szélsoértéke van, tehat derivaltja
nulla. Ez annak felel meg, hogy a maximalis kitérés pillanataban a sebesség nulla, a rezgé
test megdll egy pillanatra:

@(t*) = —Dae P (01 cos(yt") + o sin(fyt*)) 4 e~ Dot (—cyy sin(yt*) + coy cos(fyt*)) = 0.

(2.51)
Mivel e P £ 0,
(CQ’}/ - Dacl) cos(yt*) — (clfy + CQDO[) sin(vt*) = 0.
Az egyenletet atrendezve
. coy — Dacy
tan(yt*) = =~
an(yt") o T Do’
és behelyettesitve a c¢; 5 egytitthatok (248) és (2.50) kifejezését
% VoY
t t") = . 2.52
an(7") 0% + Davg + D?a2xg ( )
Példaul a abranak megfelel6 xq = 0 kezdeti feltétel esetén
1 gl
t* = —arct — . 2.53
5 arctan < Da) (2.53)

A csillapitatlan D = 0 esetben, bevezetve a & segédvaltozot

1
zl)iino A 5li_glo ; arctan(§) = % =7

ugyanis a tangens fiiggvény bal oldali hatarartéke 7/2-nél limg_, /oo tan(§) = oo, a 220
abranak megfelelGen.

2.20. abra. A tangens és arkusz tangens fiiggvények grafikonjai.

Mivel a tangens fiiggvény m-periodikus, azaz

tan(yt*) = tan (v (t* + y%)) ,
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a (2Z52) és (Z53) kifejezések az Gsszes j = 0,...,00 (azaz végtelen sok) lokdlis minimum
és maximum idépontjat megadjak, melyek 7/v = T'/2 egész szamu tObbszoroseiben térnek
el egymastél. A legnagyobb abszolit értéki kitérést altalaban a legkisebb pozitiv t* érték
[2X46)-ba helyettesitésével szamithatjuk ki, de az is el6fordulhat, hogy a kezdeti zq kitérés
nagyobb, mint a szélséérték kereséssel kapott értéldl.

A rendszer paramétereinek meghatarozasa méréssel

Mig a rugémerevséget szilardsdgtani megfontolasok alapjan meg lehet hatarozni (1asd [L3]
fejezet és [12]), a csillapitasi tényezd értékét csak nagyon pontatlanul lehet elméleti titon
megbecsiilni. Ezért kitlintetett szerepe van a rezgéstanban a méréseknek.

Egy viszkozus csillapitasu gerjesztetlen lengérendszer periédusideje a két azonos iranyu
maximalis kitérés kozott mérhetd id6. A gyakorlatban pontosabb értéket kapunk, ha tobb,
pl. n periddus egyiittes idejét atlagoljuk:

H(Aps1) — 1(A1)

Tmért - n )

ahol A; az i-edik azonos irdnyt maximalis kitérést jeloli a 2211 abranak megfeleléen. A
t(A;) idépontok tehdt a (Z52) képlettel megadott idépontok kézil vagy csak a pozitiv,
vagy csak a negativ kitéréshez tartozo idépontoknak felelnek meg. A csillapitott rendszer
sajatkorfrekvencidja a mért periédusidébél: ymers = 27/ Tiner-

A relativ csillapitasi tényezé meghatarozasahoz azt hasznalhatjuk ki, hogy barmely két,
egymas utan T periédusidével bekovetkezé kitérés hanyadosa allandd, hiszen sin(yt + ) =
sin(y(t +T') + ¢) miatt

x(t) Ae Pt sin(vt + €) DaT

_ _ (DaT 9.54
z(t+T) Ae Palt+tDgin(y(t+T) +¢) ‘ (2:54)

A ([2354) képlet a maximalis kitérésekre is igaz:
A A A par

Ay A An

tehdt bevezetheto egy 1j mennyiség a lengdérendszer jellemzésére, a logaritmikus dekremen-
tum:

A
A=Iln— = DaT.
An+1

A logaritmikus dekrementum mérése soran pontosabb értéket kapunk, ha tobb (n) periédust
is figyelembe vesziink:

AL _A A Ao
A Ay Ay An ’
ezért | 4
1
Amért =—In An+1 .
A logaritmikus dekrementum ismeretében kiszamithato a relativ csillapitasi tényezo:

2 2 2Dm
A= DaT = Da— = Da = ’
v a1—-D? +/1—D?

5 A szélséérték vagy ott talalhaté ahol a derivalt nulla, vagy pedig az értelmezési tartomany végpontjaiban.

amibdl
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nT

2.21. dbra. A periédusidé meghatarozasa méréssel.

A
VAr? + A2
Ha kicsi a csillapitas, akkor A < 27, tehat Dyeq = A/27.
A relativ csillapitasi tényezd fémrugdk belsé csillapitdasa esetén D ~ 0,001, gumirugok
esetén a D ~ 0,01...0,1 értékekkel szamolhatunk, mig a lengéscsillapitok relativ csillapitasi
tényezoje altalaban D ~ 0,5...1.

D mért —

2.3.3. Kritikus csillapitas

Kritikus csillapitdsrol akkor beszéliink, ha D = 1. Ebben az esetben a karakterisztikus
egyenlet gyokei megegyeznek: A\ o = —DatayvD? — 1 = —a, ezért a mozgastorvény alakja:

() = (c1 + cat) e, (2.55)

Ez azt jelenti, hogy nem jon létre rezgés, ez az Un. aperiodikus hatdreset. Ilyenkor a pe-
riodusido helyett a T, idddllandot hasznaljak a mozgés jellemzésére. Az idéallandd az az
id6tartam, ami alatt e-ed részére csokken a kitérés. Nagy ¢ értékek esetén a te= fiiggvény
jo kozelitéssel e~*-nek megfelelen viselkedik, tehét az idéallandé: T, = 1/a.

A kezdeti feltételeket figyelembe véve a mozgastorvény egytitthatéi a korabban bemuta-
tott médon szamithatok ki:

¢ = Xy,

Co = Uy + axg.

2.3.4. Eros csillapitas

Eros csillapitasrol akkor beszéliink, ha D > 1. Ebben az esetben a karakterisztikus egyenlet
gyokei valés, negativ szamok:

Ma=-DataVD?—1=a(-D£VD*—1),
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D=2 =3
D=3 o D=2
D=4 D=1
—
0 t 0 t
og=0,v9>0 2o >0, v9=0 2o >0, v9 <0

2.22. abra. A mozgastorvény grafikonja kritikus csillapitasi és tulesillapitott lengérendsze-
rek esetén.

ahol -1 < —D++vVD?2—-1<0és —D —+v/D? —-1< —D < —1 miatt
A < —a< A <0. (2.56)

Az altalanos megoldas
z(t) = c1eM 4 cpe??t, (2.57)

tehat a kitérés exponencidlisan csokken. Az ilyen rendszereket tiulcsillapitottnak nevezik.
Vegyiik észre, hogy (Z56) miatt e*! lassabban, e*?! pedig gyorsabban cseng le, mint e,
Elég nagy t-re csak a lassabban csillapodd tag marad szdmottevd, tehat a tulcsillapitott

rendszer idéallanddja
1 1 1

M a(D—+DZ=1) ~ @
Ezek szerint a csillapitas novelése noveli az idéallandot, ami azt jelenti, hogy egyre lassabb a
csillapodés. Tehat a kritikus csillapitds mellett a leggyorsabb a mozgds lecsengése (222 abra).
Fontos megemliteni, hogy a modell szerint a viszkézus csillapitast szabad rendszer rezgése
(gyenge csillapitas mellett) vagy mozgasa (ha kritikusan- vagy tilesillapitott a rendszer)
sohasem all le teljesen, csak exponencialis iitemben tart a kitérés a nulldhoz.

A kezdeti feltételekkel kifejezhetok az altalanos megoldés egyiitthatoi:

T.=—

Vo — ToA2
T = )\1 _ )\2 )
Vo — ToAy
Cy = 7)\2 — )\1 .

2.3.5. Lengéscsillapiték és linearizalas

A fejezetben targyalt linearizalasi probléma a lengéscsillapiték kapcsan is felmertil.
Egy elfordulni képes rudhoz a abra alapjan kapcsoljunk lengéscsillapitot, mely a ¢ = 0
egyensulyi helyzetben meroleges a rudra. Ekkor a csillapité erd értékét az alabbi mdédon fe-
jezhetjiik ki: ha az egyenstlyi helyzetben d tavolsagra van a lengéscsillapito rogzitett pontja
a rudtol, akkor egy ¢ szoggel kitéritett helyzetben a (2:34]) képlettel szamithaté a lengéscsil-
lapit6 d(p) hossza, ugyanigy, mint a rugdk esetében. A csillapité eré szempontjabdl viszont
a d(p) tavolsag valtozasi sebessége szamit. Kis kitérések mellett a (230) képlet alapjin
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2.23. abra. Lengéscsillapité deforméaciosebességének szamitasa.

kozelithetjiikk a d(p) tavolsdgot, aminek az idé szerinti derivaldsaval az alabbi eredményt
kapjuk:
d’ o l . l 2 . + l2 3 . +
L 2d08080
Igy a csillapité erd nagysdga kis kitérések esetén, linedris kozelitésben
F, = kd ~ klg.
Az er6kart a (Z41]) formulaval kozelithetjik, tehat kis kitérések esetén szamolhatunk a riad
[ hosszaval. A csillapité elem altal az O pontra kifejtett nyomaték igy kozelitéleg

M., = klI*¢ (2.58)

nagysagu és a ¢ szogsebességgel ellentétes iranyid. A dy eredeti hossz tehat ebben az esetben
is kiesik a linearizalt kifejezésbol.

2.4. Coulomb-sarlédassal (szaraz surlédassal) csillapi-
tott szabad rezgések

2.4.1. Sturlédasi modell

A Coulomb-féle surloddsi modellben a surlodasi ero a feliileteket Gsszenyoméd N erdvel aranyos
és az ¥ relativ sebességgel ellentétes irdnyt:

Fy = —uN sgn(z).

Az egyszeriiség kedvéért azonosnak tekintjik és egyarant u-vel jeloljiik a cstszasi és a tapa-
dasi surlédasi tényezdt. A sgn fiiggvényt a2.24] dbraval 6sszhangban, a szokasos matematikai
definiciotol eltéréen értelmezziik:

1 ha >0
sgn(x) = —1 ha <0 .
—1 és 1 kozotti, ha =0
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A legutolso eset fizikailag a tapadasi surlodasnak felel meg. Letapadaskor — zérus sebesség
mellett — a tapadasi surlédasi eré a ulN és —uN hatarok kozott akkora értéket vesz fel, hogy
egyensilyt tartson a vizsgdlt testre hatd tobbi erével. Ez is mutatja, hogy a tapadasi surlo-
dasi er6 kényszerero, értékét nem csak a sebesség hatarozza meg, hanem egyéb koriillmények
is. A sgn fliggvény az origéban tobbértékii, és nem teljesiti az un. Lipschitz-feltételt sem.

F

2.24. abra. A Coulomb-féle surldédasi er6 karakterisztikaja.

A Lipschitz-feltétel teljesiilése annak bizonyitasahoz lenne sziikséges, hogy a mozgasegyenlet
megoldésa létezik és egyértelmii [14].

Ebben a fejezetben a abran lathato egyszerti Coulomb-sturlédéasos lengoérendszer mo-
dellt fogjuk vizsgalni.

Szabadtest abra:

g

8 :

>0 ==

2.25. abra. A szaraz surlodasu lengérendszerek alapmodellje és szabadtest abrai negativ és
pozitiv sebesség esetén.

2.4.2. A mozgasegyenlet és a mozgastorvény pozitiv és negativ se-
besség esetén

Az el6z6 fejezetben vazolt matematikai problémak kezelése érdekében targyaljuk kiilon a
pozitiv és negativ sebességli mozgést!
Negativ sebességii mozgas

Elészor tekintsiik azt az esetet, amikor z(0) = xg > 0 és £(0) = vy = 0. Ekkor a mozgés elsé
szakaszaban negativ (pontosabban: nem pozitiv) lesz a sebesség. A szabadtest abra
alapjan a mozgasegyenlet

mx = —F, + F,

tehat F,. = sz, Fs = uN és N = mg figyelembevételével
mi = —sx + puN.
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A gyorsulas egytitthatéjaval osztva a mozgasegyenletet,
- 1g. (2.59)
m
A szokasos jelolésekkel az egyenlet sztenderd alakja
i+ o’z = fya?, (2.60)

ahol bevezettiik az fo = uN/s = pmg/s statikus kitérést. A statikus kitérés azt az egyensilyi
elmozdulast adja meg, amelyet egy allandé uN nagysagu aktiv eré okozna.

Mivel pumg a tapadasi surlédasi er6 maximdlis értéke, ebben a feladatban a statikus
kitérés annak a zonanak a hatarat is megadja, amin beliil a tapadési surlédasi er6 egyensulyt
tud tartani a rugderovel. Egyenstly akkor lehetséges, ha — fy < x < fy. Ezt az intervallumot
bizonytalansdgi zondnak nevezik, mert ezen belil barhol letapadhat és végleg megallhat a
test — hogy pontosan hol és mikor, azt csak a kezdeti feltételek ismeretében lehet kiszamitani
[226] 4bra). A gyakorlatban viszont ritkdn ismertek a pontos kezdeti feltételek. Viszkézus
csillapitasu linearis rendszereknek csak egy egyenstilyi helyzetiik van, ott tehat nem jelenik
meg ez a bizonytalansag.

bizonytalansigi zéna
xA

¢bizonytalanségi zOna

:\t._/:_"+:t

2.26. dbra. Szaraz surlodasu lengorendszer rezgése a kezdeti feltételektol fiiggden mas és
mas kitérésnél all meg.

(2560) egy inhomogén differencidlegyenlet, ezért a negativ sebességii mozgéasra érvényes
megoldast

w(t) =2, (1) +x,
alakban keressitk. Mivel a differencidlegyenlet jobb oldalan konstans all, az inhomogén
egyenlet x, partikuldris megolddsdt is kereshetjik x,; = édllandé alakban, tehat @, = 0.
Behelyettesitve a (2.60) egyenletbe:

a2x; = foo?,

amibdl z; = fo. Nem meglepé moédon a statikus kitérést kaptuk, ami az egyik egyensulyi
megoldas.
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A homogén egyenlet megegyezik a (2Z2) egyenlettel, tehat az dltaldinos megoldds alakja
T
x~(t) = ¢y cos(at) + cosin(at) + fo, t€ [0, 5} . (2.61)

A rezgés periédusideje T' = 27/« (lasd 214l fejezet), viszont a fenti megoldas csak addig
érvényes, amig a sebesség nem valt eldjelet. Mivel kitéritett helyzetbol, zérus sebességgel
inditjuk a rendszert, az els6 fél periédus alatt marad negativ (nem pozitiv) a sebesség.

A kezdeti feltételek figyelembevételéhez sziikség van a sebesség kifejezésére is:

T~ (t) = —cjasin(at) + ceaccos(at), t € {O, %] . (2.62)

Az indulés pillanataban ([261]) és (2.62) alapjan

r (0)=c+ fo é 1 (0)=ca,
tovabbé a kezdeti feltételek szerint x(0) = 2~ (0) = zg és ©(0) = 7 (0) = 0. Az egyenlet-
rendszert megoldvaﬁ c1 = xg — fo és co =0, tehat

x (t) = (xog — fo) cos(at) + fo, t€ {O, g] . (2.63)

A rezgés amplitidéja A; = xg — fo és a lengés az © = f, helyzet koril torténik. Igy ebben a
szakaszban a maximalis kitérés xg.

Pozitiv sebességili mozgas

Fél periédus utan a hasdb sebessége el6jelet véalt és tovabbi T'/2 ideig pozitiv (nem negativ)
marad. A mozgas vizsgalata az eddigiekhez hasonléan végezhetd el, az fy <> — fy cserével.
A mozgéasegyenlet:

T
i+ ol =—fa?, te {

> T] , (2.64)

aminek a megoldasa

27 (t) = by cos(at) + bysin(at) — fo, t€ {g, T] (2.65)

alakti. A sebesség kifejezése
T
T (t) = —bjasin(at) + byacos(at), te€ [E,T} : (2.66)

A by, by egylitthatokat gy kell megvéilasztani, hogy a megoldas illeszkedjen az el6z6hoz,
tehat a ¢t = T'/2 pillanatban mind a kitérésre mind a sebességre megegyezd értékeket kell
szolgdltatnia az 2~ (t) és 21 (¢) megolddsoknak — lasd (ZG3)) és (2.60). Figyelembe véve, hogy
T2 =7/a,

x~ <§) = (29— fo)cos (a%) + fo=2fg—xy és (2.67)
xT <%) = by cos (ag) + by sin (ag) — fo=—-b1 — fo.

6Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a kezdeti feltételeket nem a homogén, hanem az inhomogén egyenlet
megoldasanak, azaz az v~ (t) = x; (t) + z, Osszegnek kell kielégitenie.
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Mivel a két kitérés egyenlo,
2fo—xo=—b1—fo = b =x0—3fo.

A sebesség el6jelet valt t = T'/2-ben, tehat £~ (T/2) = 7 (T/2) = 0, és igy

T
I <—> = —byasin <ai) + byar cos (ozz> = —byv
2 o a

miatt by = 0. Ezzel a nemnegativ sebességli szakaszon érvényes megoldas

T
o (t) = (20 — 3fo) cos(at) — fo, t€ b,T} . (2.68)
Mivel a surlodas a mechanikai energia csokkenésével jar, ennek a fél periodusnak is az
elején, t = T'/2-ben maximalis a kitérés nagysdga. (267 alapjan zy.x = |2(T/2)| = z0—2fo.
A lengés az © = — fy helyzet koriil torténik.

A mozgas lefolyasa, megallasi feltétel

Egy T = 27/« hosszlisagi pozitiv sebességii periddus utén a sebesség ismét el6jelet valt az
xT(T) = (xg — 3 fo) cos(2m) — fo = w0 — 4 fo kitérésnél. A tovabbi fél periédusokra vonatkozé
megoldasokat szintén a bemutatott mdédon lehetne kiszamitani, xy helyett ezt az 1j kitérést
hasznalva az egyiitthatok meghatarozasara.

A fentiek alapjan megallapithato, hogy az amplitud6 — azaz a cos(at) egyttthatéja — és
az origotél mért maximalis kitérés nagysiga fél periddusonként 2 fy-lal csokken. A rezgés
lecsengése tehat linedris, amint a abran is lathato. Negativ sebesség mellett x = fj,
pozitiv sebesség mellett pedig x = — fy koriil torténik a lengés.

A szaraz surlédasi lengorendszer mozgasa — a viszkézusan csillapitott rendszerekkel ellen-
tétben — véges id6 alatt véget ér. Addig tart a mozgas, amig az amplitudé 2 fy-nal nagyobb,
mert csak ebben az esetben ,ér at” a megoldas a bizonytalansigi zéna masik oldalara. Mivel
a sebesség mindig fél periodusonként valt eléjelet, csak valamely t = nT/2, n = 0,1,2,...
idépontban kovetkezhet be a végleges megéllas, azaz az n-edik fél lengés végén. Ha |xg| < fo,
akkor a rendszer nyugalomban marad (n = 0). Egyébként a megéllds feltétele

Ap = (29— fo) =(n—1) 2fy <20,
T

ahol A,, az n-edik fél lengés amplituddja. A fenti egyenlotlenségbol

Ay . zo — Jo
TLZ—— 9
2 fo 2 fo

tehat n = ceil(A1/(2fy)), ahol ceil a felfelé kerekit6 fliggvényt jeloli. n ismeretében a megéllas
id6pontja t = nT'/2 és a megallas az

zs = (An — fo) cos(nm)

kitérésnél kovetkezik be. Itt felhasznéaltuk, hogy cos(anT'/2) = cos(anwm/a) = cos(nw).
Paratlan n a negativ, paros n pedig a pozitiv sebességli mozgasokhoz tartozik.
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2.27. abra. Szaraz surlédasu lengorendszer rezgésének linearis titemi csillapodéasa. A bi-
zonytalansagi zona hatarara berajzolt vonalak azt mutatjik, hogy a mozgas egyes szakasza-
iban melyik pozicié kortl torténik a rezgés. A megallas helye x5 = fo — As.

2.5. A masodfaju Lagrange-egyenlet

Az eddig targyalt modellek mozgéasegyenletét az in. Newton-FEuler médszerreld rtuk fel, azaz
szabadtest abra felrajzoldsa utan alkalmaztuk a dinamika alaptételét. Osszetett mechanikai
rendszerek mozgasegyenletének felirdsa azonban hosszadalmas lehet ezen a moédon, hiszen
minden egyes test szabadtest dbrajat fel kell rajzolni és a kinematikai 6sszefiiggéseket, kény-
szereket figyelembe véve altalaban egy sok egyenletbol allo egyenletrendszerre jutunk — a
Dinamika targy tananyagaban szamos ilyen feladat szerepelt.

A mozgésegyenlet in. analitikus modszerekkel is felirhaté. Az analitikus médszerek al-
kalmazasahoz altalaban energia- vagy teljesitmény jellegli mennyiségeket kell megfelelGen
felirni — ebben a lépésben hasznéljuk fel a kinematikai osszefiiggéseket — majd differencidla-
sok elvégzése utan kapjuk meg a mozgasegyenlete(ke)t. Ilyen modszer példaul a teljesitmény
tétel alkalmazasa. A madsodfaji Lagrange-egyenle] — mely bizonyos szempontbdl a teljesit-
mény tétel tovabbfejlesztésének tekintheté — mind gyakorlati, mind elméleti szempontbdl a
legfontosabb analitikus modszerek kozé tartozik. Noha csak anyagi pontrendszerre vezetjiik
le, a masodfaju Lagrange-egyenlet merev test-rendszerekre is érvényes.

A levezetéshez alabbi jeloléseket vezetjiik be:

e N az anyagi pontok szama,

e m;, i =1,...N az i-edik anyagi pont tomege,

"Isaac Newton, 1643-1727; Leonhard Euler, 1707-1783
8 Joseph Louis Lagrange, 1736-1813
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er, 1=1,...N azi-edik anyagi pont helyvektora,

e K, i =1,...N az i-edik anyagi pontra hato idealis kényszererék eredéje, melyek az
un. geometriai kényszereket biztositjak,

e n a rendszer szabadsagi foka.

A maésodfaju Lagrange-egyenlet hasznalata elsésorban oOsszetett mechanikai rendszerek
mozgasegyenleteinek felirasa soran elonyos, mert a végeredményiil kapott egyenletrendszer-
ben nem jelennek meg a testek egymashoz vagy a kornyezethez képest végzett mozgasat
korlatozo kényszerfeltételek egyenletei. Ezért a kényszer fogalma kiemelt fontossagi a mod-
szer alkalmazasa szempontjabol.

2.5.1. A kényszerek osztalyozasa

A geometriai kényszerek a koordinatak segitségével leirhato Osszefiiggések, melyek valamilyen
megszoritast jelentenek a rendszer mozgasara vonatkozoan. Példaul a abran mutatott

my
rad

ry

s fi(rs)

2.28. dbra. Kolcsonhato anyagi pontrendszer kényszerekkel.

esetben egy fi(r3) = 0 alaku Osszefliggéssel fejezhetd ki az, hogy az mg tomegii test csak egy
feliileten mozoghat és az fo(ry, r2) = (r1 — 12)% — I = 0 fliggvény adja meg azt, hogy az my,
mo testek tavolsaga a koztiik levo [ hossztisagi merev rid miatt allandé marad.

Tehat altalaban N anyagi pont és g geometriai kényszer esetén g darab

fp(ri,ro,...,ry,t) =0, p=1,...,g (2.69)

alaku Osszefiiggést irhatunk fel, melyekben nem szerepelhet a sebesség kifejezése, csak a ko-
ordinaték és az id6. Vannak un. kinematikar kényszerek is, melyek matematikai kifejezéséhez
mindenképpen sziikség van a sebességekre is — pl. ilyenek a térbeli gordiilési probléméak. A
masodfaju Lagrange-egyenlet nem alkalmas a kinematikai kényszerek kezelésére; az ilyen
probléméak megoldasara pl. az elsoéfaju Lagrange-egyenlet, a Routh-Voss-egyenlet vagy az
Appell-Gibbs-egyenlet hasznalhaté [4], [6]. Ebben a jegyzetben csak geometriai kényszerekkel
foglalkozunk.

A geometriai kényszerek csokkentik a rendszer szabadsagi fokat, tehat N darab anyagi
pont és g geometriai kényszer esetében a szabadsagi fok n = 3N — g. A szabadsagi fok
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s sz

ahany szabadsagi foku a rendszer. A masodfaju Lagrange-egyenlet alkalmazasaval pontosan
n darab egyenletet kapunk.

A kényszereket mas szempont alapjan is csoportosithatjuk. Idedlisnak nevezzik azokat
a kényszereket, melyek un. virtudlis teljesitménye zérus. Ez azt jelenti, hogy a kényszerek
idotol valo fliggését figyelmen kivil hagyva, azokat idében ,befagyasztva” szamoljuk ki a
teljesitményt [4, 6]. Ha a kényszererék Osszegzett teljesitménye nulla, akkor a virtudlis
teljesitményiik is nulla:

N
i=1
Itt v; az i-edik anyagi pontra hatéo K; kényszereré tamadasi pontjanak, azaz maganak az
anyagi pontnak a sebessége. A két vektor skalarisan van 6sszeszorozva, ezért példaul feliileten
torténd mozgas esetén a normalerd idedlis kényszereré: Nv = 0, mert N merdleges az anyagi
pont v sebességére (229 abra).

Szabadtest abra:

V>A>N/°\\V

2.29. abra. A norméler6 idedlis kényszerer, mert meréleges az anyagi pont sebességére.

Ha két tomegpontot elhanyagolhaté tomegli rud (vagy kotél) kot ossze, akkor a rad
végpontjainak rudirdnyt sebességkomponensei megegyeznek, mig a rudrol a testekre hato
erék rudirdnytak és ellentétes értelmiiek, ezért a merev rad is idealis kényszer (230 abra):
K1V1 -+ K2V2 = K1V1H -+ K2V2|| =0.

Szabadtest dbra:

m
as K2 2
K V2|
1 N
\4! \¥V2
\\
\ my
aj V1||

2.30. abra. Az elhanyagolhat6 tomegli merev rud, mint idealis kényszer.

Gordiilés soran a test talajjal érintkezo pontjanak a sebessége zérus, tehat a talajrol
atadodo kényszererd teljesitménye — ezen belil a tapadési surlédasi er6 teljesitménye is —
nulla 23T ébra): vp =0 = Kvp=0.

A csuszasi surlodasi erd teljesitménye viszont negativ, hiszen az erd a sebességgel ellen-
tétes iranyd. Tehat a cstszasi surlodas nem idealis kényszer.

Az idd6tdl fiiggd kényszerek teljesitménye nem nulla, virtudlis teljesitményiik viszont mar
altalaban nulla. Gondoljunk példaul egy sima feliiletre helyezett hasabra, melyhez rugot
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Szabadtest abra:

2.31. abra. A talajrél a gordiilé korongra atadddo kényszererd idedlis.

rogzitiink. A rugb masik végének eléirt figgvény (pl. sin(wt)) szerinti mozgatisa — ez az un.
utgerjesztés, lasd fejezet és abra — id6tol fiiggd kényszerként vehet6 figyelembe.
Nyilvanvalod, hogy a rendszerrel energiat lehet kozolni ezen a mddon, a teljesitmény nem
nulla.

Teniszezéskor a tenisziitonek vagddod labdat az it6 lassi, hatrafelé torténd mozgatasaval
lehet lelassitani. Ennek iitemét a teniszez6 hatarozza meg, ez is egy idofiiggd kényszer.
Ebben az esetben az érintkezési pont sebessége ellentétes a labdara hato kényszererovel,
tehat a kényszererd teljesitménye negativ.

A kiegyenstlyozatlan forgorészek tipikus esetben (jé kozelitéssel) allando szogsebességgel
forognak, mozgasuk idébeli lefolyasa tehat — legalabb részben — el6 van irva, ez is idofiggd
kényszer. Mint latni fogjuk a [Z6.4] fejezetben, kiegyensulyozatlan forgérészekkel is gerjeszt-
heto egy lengorendszer, a kényszererd illetve -nyomaték teljesitménye ebben az esetben sem
nulla.

A felsorolt példakban az idofiiggés figyelmen kiviil hagydsa annak felel meg, hogy a rugd
végét rogzitjik, a tenisziitot nem mozgatjuk, és a kiegyensulyozatlan forgorészt megallitjuk.
Nyilvanvaléan nulla az ily modon ,befagyasztott” kényszerekhez tartozd wvirtudlis teljesit-
mény, tehat ezek is idedlis kényszerek.

2.5.2. A masodfaju Lagrange-egyenlet levezetése

A Lagrange-modszer alkalmazasanak els6 1épésében intuitiv moédon valasztunk n darab dl-
talanos koordindtdt az n szabadsagi foknak megfeleléen:

4i1,4q2; - - qn-

Mindig tobb lehetdség van a koordinatak megvalasztasara, ezek koziil azt célszerti valasztani,
amivel a legegyszeriibb szamolni — ezt azonban sokszor nem lehet elére megallapitani. Min-
denképpen sziikséges, hogy a valasztott n koordinata fiiggetlen legyen — igy egyértelmiien le
lehet irni veliik a rendszer mozgéasat. Ebbol kovetkezoen mindegyik anyagi pont helyvektora
kifejezhet6 az altalanos koordinatakkal:

ri:ri(q17q27"'7Qn)7 Z.:]-a"'aNa
illetve révidebb jeloléssel

r,=r;(¢;), i=1,...,N, j=1,...,n. (2.70)
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Példaul a 232 dbran lathaté matematikai inga egy szabadsagi foku (n = 1), a tomegpont

z és y koordindtéja nem fiiggetlen egyméstol. Altaldnos koordindténak elvileg valaszthat-

nank az x vagy az y koordinatat is, de sokkal célszeriibb a ¢ = ¢ véalasztas. Az abra jeloléseit

hasznalva kifejezheté a helyvektor; ennek soran tulajdonképpen a geometriai kényszereket
vesszilk figyelembe:

| @ +Isin(g)

_ l o o] 1 . (2.71)

Y
Yo +——————— Y lg Szabadtest abra:
I\\ l
I\
|
|
g P q -
I \\ F/ a
| \ v
o m -
| G
O QIT() T

2.32. dbra. Matematikai inga a valasztott ¢ = ¢ altalanos koordinataval és a tomegpont
szabadtest abraja.

A 2277 fejezetben, az ingdk targyalasa soran is természetes volt a szogkitérés haszna-
lata koordinitaként. Altaldban kénnyen attekinthetd, hogy milyen kézenfekvé lehetéségek
vannak az altalanos koordinatak megvalasztasara. Az ,altalanos” jelzé arra utal, hogy a
Lagrange-egyenlet szempontjabdl nem tesziink kiilonbséget elmozdulas- és elfordulas koor-
dinatak kozott.

[dofiiggo kényszerek esetén

I'Z‘:I'i(qj‘,t), izl,...,N, jzl,,n

A masodfaju Lagrange-egyenlet ekkor is érvényes, de levezetéséhez be kellene vezetni az un.
virtualis sebesség fogalmat. Az egyszerliség kedvéért a levezetést id6tol fiiggetlen geometriai
kényszerek esetére mutatjuk meg.

Az altaldnos koordinatak idében valtoznak (ez nincs elére megadva, igy ez nem idéfiig-
g6 kényszer!), tehat a (ZT0) Osszefliggést az Osszetett fliggvény derivaldsi szabalya alapjan
derivalhatjuk id6 szerint:

nt 8]:'@'
=y —4dq;. (2.72)
jzl 9q;
A fenti egyenlet mindkét oldalat derivélva ¢; szerint:
or;  Or;
-y (2.73)
9q;  dg;

Ezeket az osszefiiggéseket fel fogjuk hasznalni a masodfaji Lagrange-egyenlet levezetése so-
ran.
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A dinamika alaptétele alapjan
erZ:FZ—I—KZ, izl,...,N7

ahol F; az i-edik tomegpontra hato aktiv eréket és a nem idedlis kényszereroket, K; pedig
az idedlis kényszerercket jeloli. 1;-tal szorozva és Osszegezve

N

i=1
hiszen az idealis kényszerekre definicié szerint S | Ki#; = 0. (Z72) behelyettesitésével

" Or; | -

J=1

N

> (it — Fy)

i=1

ahol (m;t; — F;) nem fiigg a j indextél (az altalanos koordinatak indexétél), tehat a j-re és
i-re torténd osszegzés sorrendje felcserélheto:

" N 81’2‘ N 8[‘2‘ )
2 (Z g ; 9q;) (274

Ennek az egyenletnek a mechanikai rendszer mozgéasa soran — mikozben valtoznak az
altaldnos koordinatak — végig teljesiilnie kell. Mivel a ¢; dltalanos koordinaték fliggetlenek,
a ¢; altaldnos sebességek is egymastol fliggetleniil valtoznak. Ebbdl kovetkezik, hogy a j
indexre szamitott (Z774]) 6sszeg minden egyes tagja zérus, tehat a zardjelben szerepl6 kifejezés
is minden j indexre nulla:

N N
or; or;
i=1 dqj = Og

A masodfaju Lagrange-egyenlet felirasahoz alakitsuk at ezt a kifejezést. Az egyszertiség
kedvéért a j = 1,...,n feltételt nem irjuk ki a levezetés minden lépésében. (275]) méasodik
tagja definicio szerint az dltaldnos erdé j-edik komponense:

N Or,
QjEZFia—Z, j=1,...n, (2.76)
i=1 qj
ami Ggy értelmezendd, hogy az F; és Or;/0q; vektorok skaldris szorzatait kell kiszamitani és
Osszegezni. Az éaltalanos eré komponensei attél fliggéen eré vagy nyomaték dimenzidjiak,
hogy a megfelel6 altalanos koordinata elmozdulas vagy elfordulas jellegii-e. Az ,altalanos”
jelz6 csak arra utal, hogy az (aktiv) er6ket és nyomatékokat ugyantgy kezeljiik a méasodfaji
Lagrange-egyenletben.

(20 els6 tagjanak atalakitdsdhoz felhasznaljuk, hogy egy N testbdl all6 anyagi pont-
rendszer kinetikus energiaja

N
1
OFEx N or;
9q; ; 9q; 277)
OFk

N oy
; = mY;~—

4;

(2.78)
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A teljes id6 szerinti derivaltat véve

d 9Bk ﬁf: arl ;, 4 0

=1

A zéar6jelben szereplé masodik tag atirdsdhoz a ([273]) Osszefliggést hasznaljuk:

— = — = 2.79
dt 8q] dt 8qj 8q]~ ’ ( )
és az els6 tagra is alkalmazva a (273) képletet
d 0By or; . Or;
S = 3om (rg ). (280
dt 9g; = dg; g

[77) felhasznalasaval

d 8EK 8EK N . ari
—— = mit;—, 2.81
dt 9¢;  Jg; Z 0q; (281)

ami (Z79) elsé tagja. Igy (Z7H), (ZT0) és (ZRI) figyelembevételével felirhaté a mdsodfaji
Lagrange-egyenlet:

d 0Ex 0Fk

E 6q] B 8qj
Ez az n darab egyenlet kinematikai kényszereket nem tartalmazé, n szabadsagi fokt me-
chanikai rendszerek mozgasegyenleteit adja meg, akar idotol fliggé geometriai kényszerek
mellett is.

—Q;, j=1,...n (2.82)

2.5.3. Az altalanos er6 meghatarozasa
Az altalanos er6 j-edik komponense definicié szerint
N Or,
=Y Fi—, j=1,...n, (2.83)
i=1 0 J

tehat kiszamitasahoz sziikség van az r;(q;) fiiggvényre. Példaul a 232 abran lathaté mate-
matikai inga esetében n = N = 1 és a (ZT1]) képlet adja meg az r(q) fiiggvényt, amibol

oLty |

A fonalon 16g6 pontszerti testre haté nehézségi erd az egyetlen aktiv er6, tehat

0
F = 4 { {tald "
l - 1 , és igy az altalanos er6

Isin(q)

ami a nehézségi ero felfiiggesztési pontra szamitott nyomatéka.

@zm—mm[“@@]zﬂme%
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Gyakran ennél egyszeriibben is meghatarozhaték az altalanos eré komponensei, ha a
sebességet konnyen ki tudjuk fejezni a ¢; dltaldnos sebességekkel. A (Z83)) egyenletet g;-tal
szorozva és j-re Osszegezve azt kapjuk, hogy

Z Q;q; = P, (2.84)
j=1

hiszen ([Z72) és Q; definicidja segitségével az egyenlet bal oldala atirhaté:

N " Or. N
i=1 =199 i=1
———

=i

Tehat ha a mechanikai rendszerre haté erdk teljesitményét ki tudjuk fejezni (2Z84]) alak-
ban, akkor a j-edik altalanos sebesség egyiitthatojaként megkapjuk az altalanos erd j-edik
komponensét.

A matematikai inga példdjaban a sebesség fiiggéleges komponense v, = l¢ sin(yp), tehat

P =mgv = —mg lpsin(p) = —mglsin(p) ¢.
=Q
Még egyszerlibb az altalanos eré komponenseinek szamitasa az alabbi specialis esetekben:

o A potencidlos erék kifejezheték a potencialfiiggvényiik negativ gradienseként. Példaul
egy anyagi pontrendszer i-edik pontjara haté ero

T
Fi:—[aU oU 8U] |

Alkalmazva a (Z83) definiciot, és az Osszetett fiiggvények derivéalasi szabélyat:

dx;

Q:i— oU oU QU | Gh | oU

I i—1 0:61 6y2 822‘ % - aqj
9q;

A matematikai inga példajaban U = —mgl cos(q), tehdt Q = —0U/dq = —mgl sin(q),
ahol ¢ = ¢.

e Viszkozus csillapito elemek esetében — a rugalmas elemek potencialis energidjanak min-
tajara — bevezethet6 az un. Rayleigh-féle disszipativ potencidl, melynek mértékegysége
J/s:

1
D= 5]{;3’:2. (2.85)
Itt = a lengéscsillapitd két végpontjanak egyméshoz képest mért elmozdulasat meg-

ado6 relativ koordinata. Természetesen csak a tavolsag @ valtozasi sebességének van
jelentosége a csillapitas szempontjabol.

A csillapito erd eldjelhelyesen Fry = —k#. Ha az x koordindtat kifejezziik a ¢; dltalanos
koordinatakkal, akkor (2.83)) alapjan a megfelel$ dltalanos er6 komponensek az alabbi
alakban adhatok meg:

Qj = —ki ——. (2.86)
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v k3
-
= ]

2.33. dbra. Az z relativ koordinata és az & = 0 — ¥ relativ sebesség értelmezése a lengés-
csillapité példdja kapcsan.

Az altalanos er6 a disszipativ potencialbol a

D
Qi =—— (2.87)
J 8 qj
formulaval szamithat6, ugyanis — figyelmbe véve a & = 2(q;) kapcsolatot és a disszipativ
potencial ([2.85) definicidjat —
D 01
T = ki (2.88)
0qj 8%‘
73)) miatt ez atirhato
ox
Q; = —ki =
J 8 qj

alakba, ami megegyezik a (Z80) kifejezéssel.

Tehat az altalanos er6 j-edik komponenséhez hozzajarulhatnak potencidlos erék (pl. ru-
gberd, nehézségi erd), csillapité er6k és nem potencidlos erdk (pl. adott kiilsé erd) is. A
fentiek alapjan a masodfaju Lagrange-egyenletnek a kovetkezo, a gyakorlatban jol hasznal-
hato alakjat irhatjuk fel:

d 0F, O0FEx 0D oU . )
dt 0q; dg;  0q¢;  Oqgj R

=1,...,n. (2.89)

ahol @} az éltaldnos erd j-edik komponensének az a része, ami nem fejezhetd ki az egyenlet
bal oldalan szerepld derivaltak formajaban.

2.5.4. A masodfaju Lagrange-egyenlet és a Newton-Euler-médszer
osszehasonlitasa

A maésodfaju Lagrange-egyenlet hasznalata sok szempontbdl elényos a dinamika alaptételé-
hez (a Newton-Euler-médszerhez) képest:

e Nem sziikséges szabadtest dbrakat rajzolni.

e Nem kell nagy egyenletrendszereket megoldani, a szabadsagi foknak megfelel6 szamu
egyenletet kapunk.

e Az energiakifejezések felirdsa utan mar csak derivalasokat kell elvégezni, ami jol algo-
ritmizalhato, szamitogéppel is elvégezheto.
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e A kinetikus energidt egyszerii alakban felirhatjuk a sulypontra és pillanatnyilag allo,
nem nulla gyorsuldsu pontra is. Ezzel szemben a dinamika alaptételét (a perdilettételt)
a sulyponton kiviil csak tartosan dllo, nulla gyorsulasu pontra célszerti felirni.

e A maésodfaju Lagrange-egyenlet alkalmazdsa soran konnyen at lehet térni mas (pl.
henger-, gombi polar, stb.) koordindtdkra. A dinamika alaptételének esetében ez
meglehetésen kortilményes [7].

Természetesen hatranya is lehet a Lagrange-eljaras alkalmazasanak:

e A bels6 er6krol nem kapunk informaciot; szamitasukhoz a mozgasegyenletek megoldasa
utédn kilon szabadtest dbrakat kell rajzolni. Bizonyos esetekben alkalmazhaté a [7]
jegyzetben leirt analitikus mddszer.

e A Lagrange-egyenlet hasznalata kevésbé szemléletes, az egyenletek mogotti fizikai tar-
talom nehezebben ragadhaté meg, mint a dinamika alaptételének felirasa soran.

e A masodfaju Lagrange-egyenlettel kapott egyenletrendszer és a dinamika alaptétele
alapjan felirt egyenletrendszer egyenértékii, de nem feltétleniil egyezik meg. Osszetett
mechanikai rendszerek esetében még az is elofordulhat, hogy a Lagrange-eljaras keve-
sebb egyenletbdl all6, de numerikusan mégis nehezebben megoldhaté egyenletrendszert
szolgéltat.

2.5.5. Példak

2.2. példa: Lejton legordiilé korong. A abrdn vazolt, R sugari, m tomegi tomor,
homogén korong o széqt lejtéon gordil. A rendszer szabadsagi foka n = 1. Hatdrozzuk meg a
sulypont as gyorsuldsat!

2.34. 4bra. Lejton legordild korong.

Valasszuk dltalanos koordindtdinak a sulypont x koordindtdjdat; az x tengely a lejtovel
pdrhuzamos. A korong mozgdsi energidja

1 1
Eyx = émxz + §@sw2.
A Lagrange-egyenlet alkalmazdsinak kulcsfontossagi lépése az energiakifejezések felirdsa az

daltaldnos koordindtak segitségével. A kinetikus energia elsd tagja mdr ki van fejezve &-tal. A
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masodik tag dtirdsihoz a gordilés w = &/ R feltételét haszndlhatjuk fel. Mivel az S sulyponton
atmend tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték ©, = %mRZ,

1 11 N2 13
Ex = -mi? + == R2<—) = 22 ma?.
K = gmat oomht 4 9"

A potencidlis energia
U = —mgzxsin(a).
A kényszererdk idedlisak, nincs csillapitdas vagy nem potencidlos erd, tehdt D =0 és Q* = 0.

A kinetikus energia nem figg az x koordindtdatol, ezért

0Fk

A (Z83) masodfaji Lagrange-egyenlet nem nulla tagjai derivdldssal fejezhetdk ki:

8EK_§ N gaEK_§ .
i 2% a ox 2«
o _ —mg sin(«)
or g )

Behelyettesitve a

d 0Ex OEx OU
it 0i  or o " (2.91)

Lagrange-egyenletbe:

amibdl & = ag = 2gsin(a). [ )

2.3. példa: Erdgerjesztett fizikai inga. A abrdan lathato, | hosszisagu és m tomegi
homogén ridbol, valamint s merevségi rugobol és k csillapitasi tényezoji lengéscsillapitobol
dallo lengdrendszer a figgdleges sikban végezhet lengéseket. A rid sulypontjaban F(t) idében
valtozo nagysdgu, vizszintes irdnyi erd hat. A rendszer kis kitérési lengéseket végez a o = 0
eqyensilyi helyzet koril. Irjuk fel a rendszer linearizdlt mozgdsegyenletét a ¢ = ¢ dltaldnos
koordindtaval!

2.35. abra. Csillapitott, gerjesztett inga.
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A mozgasi energia
1 1 .

Ex = é@auﬂ = §@a<p2,
ahol ©, = %le az A csukloponton datmend tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték. A
potencidlis energia kifejezése két tagbol dall: a nehézségi erd potencidlis energidja a matema-
tikai inga példaja alapjan

[
Ureh = —mg; cos(yp),
a rugoban felhalmozodo potencidalis energiat pedig a [Z2.2 fejezetben leirtaknak megfeleléen
kozelitjik:
1 1
Umae = és(Aal)2 ~ és(lgo)Q.

A disszipativ potencidlt o [2.3.0 fejezet alapjin az alabbi maodon adhatjuk meg:
1 1 .
D~ ékv% R~ ék;(lcp)Q,

ahol vg a B pont sebességének nagysiga. Az S sulypontban hatd kilsé F(t) eréhéz nem
tudunk potencialfiigguényt rendelni, ezért az dltalanos eréhéz valé hozzdjaruldasat a teljesit-
meényébol szamithatjuk:

l
P=F(t)vs = F(t)§¢ cos(p).
Az altaldnos erd nem potencidlos részét a @ egyiitthatoja adja meg:
[
Q= F(t)§ cos(). (2.92)

A masodfaji Lagrange-egqyenlet alabbi alakjdt haszndljuk:
ddEx O0Ex 0D 0U

T op g Top Tap T
Az egyenletben szerepld derivdltak:
d 0Ek .
aop 0
OBk _
dp
0D
—— = k%
D ¥,
rugo neh
ay a;_U ) = slzgoergé sin(¢p). (2.93)

Ezekben az egyenletekben a rugoerd és a csillapitoerd mar linearizalt alakkal van kézelitve,
mig az dltaldnos erd nem potencidlos része (2.93) és a nehézségi erd nyomatéka (2.93) pontos,
nemlinedris kifejezésekkel van megadva. Kis kitérések esetén ez utobbi tagokat is linearizdl-
hatjuk a ¢ = 0 egyensilyi helyzet koril és cos(p) = 1, valamint sin(p) ~ ¢ behelyettesitésével
megkapjuk a linearizalt mozgdsegyenletet:

Oup + kli*¢ + (312 + mg£> Q= F(t)£ (2.94)
2 2 .
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2.6. Gerjesztett lengérendszerek

2.6.1. Gerjesztés tipusok

A gépekre, szerkezetekre gyakran hat valamilyen gerjeszté hatds, ami befolyasolja vagy meg
is hatarozza a létrejovo rezgéseket. A gerjesztett lengdrendszerek alapmodellje a [2.36 abran

lathato.

Szabadtest dbra: l,
g l x
X i
s — =
F(t _ { F(t
m (t) — F. = 97" _»( )
=0 ch = ka b
) v { ~m
G ]
N

2.36. abra. A gerjesztett, egy szabadsagi foku lengorendszerek alapmodellje.

A gerjesztést egy F(t) erével vessziik figyelembe. Az F(t) figguény jellege alapjan az
alabbi gerjesztés tipusokat kiilonboztetjiikk meg:

1. Tranziens, azaz dtmeneti gerjesztés. Egy tranziens gerjeszto jel a vizsgalt idotartam
hosszahoz képest rovid ideig tart. A tranzienst egy allandosult alakt — un. staciondrius
— jel koveti. Ilyen jelenséget tapasztalhatunk példaul egy gép be- és kikapcsolasakor

(237 abra).

F(t)

N

tranziens gerjesztés

2.37. dbra. Példa tranziens gerjesztésre gép be- és kikapcsolasakor.

2. Sztochasztikus, azaz véletlenszeri gerjesztésre jo példa a kozuti jarmiivekre hato erének
az utfelillet egyenetlenségei miatti ingadozasa (238 abra).

3. Matematikailag legjobban a periodikus gerjesztések kezelhetbek, ezen beliil is a legfon-
tosabbak a harmonikus (tiszta szinuszos vagy koszinuszos jellegli) gerjesztések (239

abra).
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F(t)
VWAV
VoV

2.38. abra. Egy sztochasztikus gerjeszto jel.

F(t) T F(t)

NN
T VAVEE

a)

2.39. dbra. Periodikus (a) és harmonikus (b) gerjesztés.

A periodikus fliggvények elég altalanos feltételek mellett Fourier-sorba fejtheték [g],
tehat trigonometrikus fiiggvények osszegeként fejezhetok ki. Ha a peridodusidé T, akkor

Fy
F(t) = 20 + F,q cos(wt) 4+ Fg sin(wt) + Fep cos(2wt) + Fyosin(2wt) + .. .,

ahol az w korfrekvencia a periédusid6bdl szamithatd: w = 2w /T. A fenti kifejezés
egytitthatoi

9 T omj
Ry = 2[R0 () a, j=0na
j 7 (t) cos Tt dt, j=0,1,2,...,
2 T . (27 )
F,; = ?/0 F(t) sm(Tt) at, j=1,2,....

Ha adott egy

mi + ki + sz = F(t) (2.95)
linedris differencidlegyenlet, ahol F'(t) periodikus, akkor a kozelité megolddst az F'(t)
Fourier-sorba fejtésével hatdrozhatjuk meg. Annyi differencidlegyenletet kell ehhez
felirni, ahany tagot figyelembe akarunk venni a Fourier-sorbél:

F,
mi‘co + k’i‘co + ST — 20
mie + kia + sre = Fucos(wt)
Mg + kg + srg = Fgsin(wt)
Mo + kieo + STea = Fupcos(2wt)

Mgy + kg, + STs, = Fgpsin(nwt).
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A szuperpozicié-elv miatt a gerjesztés egyes komponenseinek hatasa osszeadddik, tehat
Z309) kozelité megoldasa

(t) = Teo(t) + e (t) + 251 () + Tea(t) + - - - + T (1)

A fenti médszert alkalmazva tehat elegend6 az altalanosabb, periodikusan gerjesz-
tett rendszert helyettesité harmonikusan gerjesztett lengérendszerek mozgasegyenletét
vizsgalni.
A gerjesztés forrdsa szempontjabdl is tobb killonbozd gerjesztés tipust kiilonboztetiink
meg:

1. Erégerjesztésnek illetve nyomatékgerjesztésnek nevezzik, amikor a vizsgalt lengérend-
szerre F(t) vagy M (t) fiiggvénnyel megadott kiilsé er6é vagy nyomaték hat. Ez a két
eset a mozgasegyenlet felirdsa szempontjabdl teljesen azonos médon kezelheto.

2. Ha a lengdrendszerhez kapcsolodd rugalmas vagy csillapité elem egy pontjanak az
elmozduldsa van megadva egy r(t) fiiggvénnyel, akkor dtgerjesztésrdl beszélink.

3. A gerjesztésnek belsé” forrasa is lehet: a kiegyensilyozatlan forgorész dltali gerjesztés.
F(t) 7 (t)
P { }— S E ==

\M(t) (1)
Fvwe o

a) b) c)

2.40. &bra. Eré- és nyomatékgerjesztés (a), tutgerjesztés (b), kiegyensulyozatlan forgérész
altali gerjesztés (c).

2.6.2. Harmonikus gerjesztés analitikus vizsgalata — erdgerjesztés

A 230 abréan lathaté erégerjesztett alapmodellben legyen F'(t) = Fy cos(wt)! Itt Fy a gerjesz-
tés amplitudoja, w pedig a gerjesztés kirfrekvencidja. A mozgasegyenlet konnyen felirhaté a
szabadtest abra alapjan vagy a masodfaju Lagrange-egyenlet segitségével:

mi + ki + sz = Fy cos(wt). (2.96)

A kordbban is kovetett eljarasnak megfeleléen, az m tomeggel osztva kapjuk meg a
mozgasegyenlet sztenderd alakjat:

.. k. S Fy

i+ — 4+ —ax= — cos(wt)
m m m
~— ~— ~—~
=2D« =2 :f0a2

4
i+ 2Dai + o’z = foa? cos(wt). (2.97)
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Az itt bevezetett
Fy Fy
fo = — -0

mao? S

paramétert statikus kitérésnek (vagy statikus deformdcionak) nevezzik, ugyanugy, mint a
fejezetben. Ennyi lenne a hasab elmozdulasa, ha allandé Fj nagysagu erd tartana
egyensilyt a rugderdvel.

Mivel inhomogén a fenti differencialegyenlet, a megoldast

2(t) = n(t) + (1)

alakban kereshetjiik. A homogén egyenlet x,(t) altalinos megolddsat a gyakorlat szamara
legfontosabb, gyengén csillapitott esetben a (2.46]) egyenlet adja meg, azaz:

xp(t) = e P (01 cos(7t) + co sin(’yt)), ahol ~v=av1-— D2

Csillapitott rendszerekben
lim z(t) =0,

t—o00

tehat a homogén egyenlet megoldasa exponencidlis iitemben lecseng és igy csak a mozgas
els6 szakaszaban megfigyelhetd tranziens (dtmeneti) rezgéseket befolyasolja ([Z41] abra).

X

T (t) tranziens

2.41. abra. Egy gerjesztett és csillapitott lengérendszer mozgéastorvénye.

limy 00 (1) = x,(t) miatt elég hosszi id6 elteltével — az Gn. staciondrius rezgés soran — a
megoldas gyakorlatilag megegyezik a gerjesztéssel kapcsolatos x,(t) partikularis megoldassal,
amit ezért staciondrius (dllanddsult) megolddsnak is neveznek.

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat olyan fiiggvény alakjaban keressiik, mint
amilyen az egyenlet jobb oldalan allo kifejezés — jelen esetben tehat trigonometrikus alakban:

xp(t) = K cos(wt) + Lsin(wt). (2.98)

Késobb latni fogjuk, hogy a csillapitasnak megfeleld, i-ot tartalmazo tag miatt nem elég
csak z,(t) = K cos(wt) alakban keresni a megoldast; a gerjesztés és a megoldas (a ,vilasz”)
ugyanis csillapitott rendszer esetén nem lesznek azonos fazisban.

A partikularis megoldéas prébafiiggvényét helyettesitsitk be a (Z97) mozgasegyenletbe!
Ehhez az alabbi derivaltakra van sziikség:

tp(t) = —Kwsin(wt)+ Lwcos(wt) és
i,(t) = —Kw?cos(wt) — Lw?sin(wt).
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Behelyettesités és rendezés utan a kovetkezd egyenletet kapjuk:
(—Kw2 +2Dawl + o’ K — f0a2) cos(wt) + (—Lw2 —2DawK + a2L) sin(wt) = 0.

Mivel sin(wt) és cos(wt) linearisan fiiggetlenek (tehat nem egymads konstansszorosai), ez az
egyenlet csak tgy teljesiilhet minden ¢ idépontban, ha a zardjeles kifejezések kiilon-kiilon
egyenloek nullaval. Az igy kapott két egyenletet kell megoldanunk a K és L ismeretlenek
meghatarozasahoz:

—Kw? +2Dawl + o*K = fya?, (2.99)
—Lw?* —2DawK +o*L = 0. (2.100)

A szamitds egyszerfisitése érdekében osszuk el ezeket az egyenleteket a?-tel és vezessiik be a
dimenzidtlan

A

Il
elE

frekvenciahdanyadost (més néven frekvenciaviszonyt vagy hangoldst), mely tehat a gerjesztés
korfrekvenciajanak és a csillapitatlan rendszer sajatkorfrekvencidjanak a hényadosa. Az
osztas utan a

—KN4+2DNL+ K = f,
— LN —2DNK+L = 0

inhomogén linedris egyenletrendszert kapjuk. Matrixos formaban felirva

1—-X\ 2D) K fo
e AR 2101
Ennek az egyenletrendszernek nincs megoldasa, ha az egyttthatomatrix deteminansa nulla.
Ez az an. matematikai értelemben vett rezonancia:

‘1—% 2D\

Copy 12 [=A=ATHADN =0 = A=1 D=0.

Tehat matematikai értelemben akkor beszéliink rezonanciarol, ha a csillapitas nulla és a
gerjesztés korfrekvencidja megegyezik a csillapitatlan rendszer sajatkorfrekvencidjaval. Gya-
korlati szempontbdl akkor is tulsagosan nagy lehet a kitérés, ha csak megkozelitjiik a mate-
matikai értelemben vett rezonanciat — tehat kicsi, de nem nulla az egyiitthatématrix deter-
minansa. Mérnoki értelemben akkor beszéliink rezonanciarél, ha

08<A<13 é D<O0,l. (2.102)

Ha nincs rezonancia, akkor a (ZI0T]) egyenletrendszer megoldasa

Ko 1— N\ f
T (1= 22 +4D2)277
2D
L = fo. (2.103)

(1= \2)2 + 4D2X2

Ebb6l a megoldasbdl latszik, hogy D # 0 mellett L # 0, ezért szitkség van az Lsin(wt) tagra
a probafliggvényben.
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Mar a csillapitatlan lengérendszerek kapesan lattuk (ldsd (29) és (2.10)), hogy egy (2.98)
alaki megoldés

xp(t) = Acos(wt — ) = Acos(V) cos(wt) + Asin() sin(wt) (2.104)

alakban is felirhat6. Itt A a staciondrius gerjesztett rezgés amplitiddja, ¥ pedig a fazis-
késés vagy fdzisszog. A faziskésés elnevezése is mutatja, hogy a kialakuld rezgés késik a
gerjesztéshez képest, ezért is vettiik fel negativ eldjellel a megoldasban.
A ([ZTI04)) egyenletben szereplé paraméterek kifejezhet6k az aldbbi médon:
Acos(¥) = K A=VEK?+1? = \/(1,A2§2+4D2,\z’
= (2.105)
Asin(9) = L tan(d) = L _ 2D)

K = 1-x%°

A gerjesztett rendszerek vizsgalatat megkonnyiti a dimenziotlan

A 1
N=21— (2.106)
for /(1= N2)2 +4D2)2

nagyitds bevezetése. A nagyitas azt adja meg, hogy hanyszor akkora a harmonikusan gerjesz-
tett rendszer maximalis kitérése, mint ha alland6 Fy nagysdgi eré hatna rd. A nagyitassal
tehat a dinamikus és a statikus terhelést lehet Gsszehasonlitani.

Vizsgaljuk meg az N () fliggvény abran lathaté grafikonjat, az in. rezonanciagorbét
vagy nagyitasi gorbét kilonbozo D paraméterek mellett! Behelyettesitéssel ellenorizhetd,
hogy

e minden csillapitasi tényez6 értéknél N(A = 0) = 1. Ez annak felel meg, hogy allandé
nagysagu a gerjeszto ero, ezért A = fy elmozdulas kovetkezik be, a statikus kitérés

sz

e D =0esetén N()\) = 1/|1 — \?|, tehat N(v/2) =1 és limy_,; N(A) = oo.
e D=05nd N(A=1) = 1.

A rezonanciagdrbe \* maximumhelyét és N* maximumat a A frekvenciahanyados szerinti
derivalassal hatarozhatjuk meg:

dN

el )0
dA |,

amibol a maximalis nagyitas értéke
1
2D\/1— D%

A fenti képletek szerint a D relativ csillapitas novelésével a gorbe maximumbhelye eltolodik
a kisebb X frekvenciahdnyados értékek felé. D = 1/v/2-nél nagyobb csillapitéds mellett mar
monoton csokken6vé valik az N () fiiggvény, ezért ezekben az esetekben \* =0 és N* = 1.

Az w* rezonancia kérfrekvencia a maximalis nagyitashoz tartozé gerjesztési korfrekvencia:

W' = a\* = av/1 — 2D2. (2.107)

N*= N\ =
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N

Ui W —
=

1
—oo0o0oo0

sAvivivivivle)

|
A
v,
/L S ?
D=0
D=0,
i P D =02
2 | D =03
| D=04
| D =05
| D=1/V2
0 o] : : :
0 1 2 3 4 A\

2.42. dbra. Rezonanciagorbe és faziskésés diagram.

Ertéke kisebb mind a csillapitott, mind a csillapitatlan rendszer sajatkorfrekvenciajanal:
w'<y=avl—D? < a,

bar D < 0,1 mellett ezek a frekvenciak jo kozelitéssel egyenlonek tekinthetdk.
A fdziskésés vagy fazisszog (ZI00]) alapjan a

L 2D\
tan () = K12
képlettel szamithat6 ki. Mivel az L = Asin(¢)) szdmldlé nem lehet negativ — ez a (2.103))
képletbdl latszik — sin(d) > 0, ezért J € [0,7]. Ha A < 1, akkor ¢ € [0,7/2], mig A >
1 frekvenciahdnyadosndl ¢ € [r/2, 7] — ez utébbi esetben a szamol6gépek altal kiszamolt
negativ szoghoz 7 radiant kell hozzaadni, a abranak megfelelGen.
A faziskésés J(\) grafikonja a abran lathaté. Ha nincs csillapitas (D = 0), akkor
a A < 1 tartomanyban ¥ = 0, tehat a gerjesztés és a létrejovo rezgés fazisban vannak.
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L~ 2D\

2.43. abra. A faziskésés szamitasa. L ~ 2DX > 0 miatt 9 € [0, 7].

Ugyanakkor A > 1-re ¥ = 7 adddik, azaz ebben az esetben ellentétes fazisban van a gerjesztés
és a valasz. Ez konnyen szemléltetheto egy kis csillapitasi rugéra fliggesztett test razasaval:
lassti razas esetén azonos fazisban, gyors razas esetén ellentétes fazisban mozog a test a
keziinkkel.

Pozitiv csillapitas mellett folytonos lesz a 9¥(\) gorbe. A csillapitastol figgetlentl, A = 1-
nél tan(v) = oo, azaz ¥ = 7/2 (lasd abra).

Ez azt jelenti, hogy a A = 1 frekvenciahdnyadosndl a partikuldris megoldas z,(t) =
Acos(wt — m/2) = Asin(wt), a sebesség pedig v,(t) = Awcos(wt). Ilyenkor az Fj cos(wt)
gerjesztd er6é mindig azonos fazisban van a sebességgel, a sebesség novelése iranydban hat.

2.6.3. Utgerjesztés
Gerjesztés rugén keresztiil

Az 1tgerjesztés elnevezést gyakran lesziikitett értelemben hasznaljak, arra az esetre, amikor
rugén keresztul torténik a lengérendszer gerjesztése. Az ehhez az esethez tartozo alapmodell
lathaté a 244] dbran. Itt a rugd egyik végpontjanak az elmozduldsa van eléirva az r(t) =
o sin(wt) fiiggvénnyel.

g e
k . 5 '_7;(25) = 1o sin(wt)

2.44. abra. Az utgerjesztés alapmodellje.

Az altalanos koordinata ¢ = x, tehat a masodfaju Lagrange-egyenlet

d0Ex 0Ex 0D oU
G or o Tortar Y (2.108)

alaktd. A kinetikus energiabdl és a disszipativ potencialbdl szarmazé tagok szamitasa egy-
szeri:

R doEx . O0Eg
Ex = FMET = e =mE, o= 0. (2.109)
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1 oD
D= —ki? —— — ki. 2.11
2]{;3: = % ki ( 0)

r(t) figgvény szerint mozog, a masik vége pedig a hasédbbal egytitt, ezért Az = x —r(t), igy
1 1
= isA:L’Z =38 (z —r(t)*.

A potencidlis energiat derivalva el6all a rugéban ébred6 erét megadd kifejezés:

ou

— = —r(t)). 2.111

() (2111)
Lathato, hogy ebben az esetben a potencialis energia kifejezésének a derivalasaval kaptunk
egy gerjesztésnek megfelelo kifejezést. Mivel nincsenek nem potencidlos erdk, ezért Q* = 0.

A 2109), ZI10) és ZITT) kifejezéseket behelyettesitve a (ZI08) Lagrange-egyenletbe és

csak az x-et vagy annak derivaltjait tartalmazé tagokat megtartva a bal oldalon, az alabbi
mozgasegyenletet kapjuk:
mi + ki + sz = srosin(wt).

Az egyenlet sztenderd alakja:
i+ 2Dai + o’r = fya’ sin(wt),

ahol
STo

fo=

- ma?
A mozgéasegyenlet stacionarius megoldasa a gerjesztés szinuszos jellege miatt

xp(t) = Asin(wt — V),

= 1o (2.112)

a (2I09) egyenlettel megadott A és ¢ paraméterekkel.
A rugd méretezéséhez sziikség lehet a mazximalis rugéerd meghatarozasara is. A (2I11))

képlet alapjan a rugdero
Fu(t) = s(x(t) = r(1)). (2.113)

Ha a staciondrius rezgést vizsgaljuk, akkor z(t) = x,(t) és r(t) = rosin(wt) behelyettesitésé-
vel

F.(t) = sAsin(wt — 1) — srgsin(wt)
= S(A cos(v) — 7’0) sin(wt) — sAsin(d) cos(wt). (2.114)
Jeloljiik sin(wt) és cos(wt) egyiitthatéjat Fi-sel illetve Fi-vel, tehat legyen

Fy, = s(Acos(¥) —rg) és
F, = —sAsin(v).

A maximalis rugberd meghatarozasahoz irjuk fel a rugderd kifejezését

F.(t) = Frmaxsin(wt + 0) = Frpax cos(9) sin(wt) + Frpax sin(d) cos(wt) (2.115)
—F, —F.

alakban. (ZIT4]) és (ZI15) megfelels egytitthatdinak egyenlésége miatt a maximalis rugberd

Frmax = \/(F,ﬁmX 08(0))* + (Frmax sin(6))® = \/F2 + F2 = 5\/A2 — 2Arg cos(9) + 3.
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Gerjesztés lengéscsillapiton keresztiil

A gyakorlatban ritkabban hasznédlatos az az utgerjesztés modell, amelyben egy lengéscsil-
lapit6 egyik végpontjanak az elmozduldsa adott r(t) = rgsin(wt) alakban (245 dbra). Az

s k . 7(t) = rosin(wt)
<

2.45. dbra. Gerjesztés lengéscsillapiton keresztiil.

altalanos koordinata most is ¢ = x. A mozgasegyenlet felirdsa soran ismét a méasodfaju
Lagrange-egyenletet alkalmazzuk:

d0Ex 0Ex 0D oU

— —— 4+ — 4+ — = Q" 2.116
& or  or oi ox Y (2.116)
A Lagrange-egyenletnek megfelel$ derivaltak:
E = — 2 _—— = _— = A
K me = I on ma, p 0 és
1, ou
U= ésx = o SX.

A disszipativ potencial kifejezésébe a lengéscsillapité két végpontjanak sebességkiilonbségét
kell befrnunk. A lengéscsillapité el6irt mozgasi végpontjanak sebessége 7(t) = row cos(wt),
ezért 7
g—i =k(x—7r(t)) = ki — krow cos(wt).

A mozgésegyenlet a (ZIT6) Lagrange-egyenlet alapjan

D= %k: (& — 7)) =

mi + ki + sx = krow cos(wt),

ezuttal tehat a disszipativ potencial derivalasa szolgaltatja az egyenletben a gerjesztés meg-
felel6 kifejezését. Az egyenlet sztenderd alakja:

i+ 2Dai + o’z = fya® cos(wt),
ahol a k = 2Dam és A = w/a Osszefiiggéseket felhasznalva

k
fo= "2 —2DA 1. (2.117)
mao

Most tehat a statikus kitérés is fiigg a gerjesztési frekvenciatol, de természetesen tovabbra
is x,(t) = Acos(wt — ) alakban adhaté meg az allandésult megoldas. (2I00) alapjan

1
V(L= 22)2+4D2)2

Tervezés soran hasznos lehet egy 4j nagyitasi fliggvény bevezetése az rg egyiitthatojaként
(N"=2DAN), ami méar az Osszes frekvenciafiiggé tényezét tartalmazza.
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Gerjesztés rugén és lengéscsillapitén keresztiil

Az el6z6 két modell kombinacidéjaként kapjuk a gépkocsi legegyszeriibb egyszabadsagfoku
modelljét, a abran lathato Un. negyed jarmiimodellt. A gerjesztést az ttegyenetlenség
okozza, melynek alakjat L periédust (hullimhosszi) és ry amplitid6ju szinuszhulldmmal
kozelitjitk: r(z) = rosin(2wz/L). Irjuk fel a rendszer mozgasegyenletét a ¢ = y altaldnos
koordinataval!

I

—_— Mkocsi = 4m -== D —

—

27”0

27"0

2.46. dbra. Negyed jarmtimodell uttestrél atadodo gerjesztéssel.

Ha a jarmi v sebességel halad, akkor 7' = L/v id6 alatt teszi meg a két szomszédos ki-
emelkedés kozotti utat, tehat ez a gerjesztés periddusideje. Innen a gerjesztés korfrekvencidja
w=2n/T =2mv/L és r(t) = rosin(wt) = rosin(2rvt/L). Pontosan ilyen alaki gerjesztést
vizsgaltunk az el6z6 két utgerjesztés modellben is.

A Lagrange-egyenletet alkalmazva belathatd, hogy a mozgasegyenlet jobb oldalan az
el6z6 két példaban kapott gerjesztd tagok Osszege jelenik meg:

my + ky + sy = sry sin(wt) + krow cos(wt).
Az egyenletet elosztva az m tomeggel:

i+ 2Day + o’y = fia®sin(wt) + foa® cos(wt),
ahol (ZI12) és (ZI17) alapjan

fi=ro, €és  fo=2DAr.

Az egyenlet jobb oldalat atalakithatjuk sztenderd alakba:

foa? sin(wt + 0) = fra?sin(wt) + foa® cos(wt).
Az fy statikus kitérés meghatarozasahoz alkalmazzuk az addicids tételt:

fosin(wt + 6) = focos(d) sin(wt) + fosin(d) cos(wt),
— —
=f =f2

ahol sin(wt) és cos(wt) egyttthatdi az eléz6 egyenlet alapjan éppen f; illetve f. Tehat
fi = focos(d) és fo = fosin(d), igy

fo = I+ fZ=ro/14+(2DN)? &

tan(d) = i =2DA.

S
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Most f1 =19 > 0 és fo =2DArg > 0 miatt § € (0,7/2). Az allandésult rezgést az
xp(t) = Asin(wt + 9§ — V)

fliggvény irja le, tehat a stacionarius rezgés tovabbra is 1) fazissal késik a gerjesztéshez képest,
a 0 fazisszOg ezt nem befolydsolja. A gerjesztés és valasz kozotti faziskésés

2D)

tanv =
an Y

alapjan szamithato, az allandésult rezgés amplituddja pedig

1+ (2DA)?
,r‘ )
Ja—wprape

=N

A:Nf():

(2.119)

a (ZI00) képleteknek megfeleléen. Mivel az fy statikus kitérés frekvenciafiiggd, tervezéshez
célszerii az ry egylitthatdjanak, az N” = /1 + (2DX)2N alakban felirhat6 kifejezésnek a

hasznalata.

2.6.4. Kiegyensulyozatlan forgorész altali gerjesztés

A gépészmérnoki gyakorlatban nagy jelentésége van a kiegyensilyozatlan forgorész dltali ger-
jesztésnek, hiszen a gépek altalaban tartalmaznak valamilyen forgo alkatrészt. A megfelelo
alapmodell a 247 abran lathato. Itt a statikus kiegyensulyozatlansagot egy myg tomegi,
pontszerl testtel vessziik figyelembe, mely e excentricitassal — egy e hosszisdgi merev rad
végére rogzitve —, w szogsebességgel mozog. t = 0-ban a rud vizszintes, az = koordiné-
tat az S sulypont egyenstlyi helyzetétol mérjik. Bar egy szabadsagi foka a rendszer, az
energiakifejezések felirdsahoz célszerti felvenni az (X, Y') koordinata-rendszert, ahol X = x.

S B wt
':'«;/v; s\o;ﬁm |5
L - J=m

2.47. dbra. Kiegyensulyozatlan forgérésszel gerjesztett lengérendszer alapmodellje.

A rendszer mozgasi energiaja a két test energidjanak az Osszege:

1 1
EK = §mx2 + §m0v]25.
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Az my tomegl test v sebességét legkonnyebben az rg helyvektor derivalasaval szamithatjuk
ki. Figyelembe véve, hogy az S silypont Y koordinatija yg = allando,

[ x + e cos(wt) T — ew sin(wt) ]
r'p =

| = vo=ta-]

ys + esin(wt) ew cos(wt)
Itt felismerhet6 a vy, = [@ 0]7 s2dllitd sebesséq és a vy = [—ewsin(wt)  ew cos(wt)|” relativ
sebesség kifejezése. Fzzel a kinetikus energia
1 1
Ex = émx'z + Mo (i‘Q + e2w?sin?(wt) — 2dew sin(wt) + e*w? COSQ(wt))
1 1
= é(m + myg)3? + §m062w2 —modew sin(wt),
—_——
= konstans
amibdl
OF
8—'K = (m+ my)t — moew sin(wt),
by
d OF
Ea—; = (m+my)F — mpew? cos(wt), (2.120)
9Ek = 0.
Ox
A potencidlis energia és derivaltja:
1 ou
U= 553:2 +mog (ys + e sin(wt)) = 3 = 5% (2.121)
x

A nehézségi erovel kapcsolatos potencialis energia tag idoben valtozik, mégsem befolyasolja
a megfelel¢ altalanos erot, hiszen nem fiigg az x koordinatatol. A Rayleigh-féle disszipativ
potencial és a megfelel¢ altalanos eré tag

0D B
oi

Mivel nincsenek nem potencidlos erék vagy nem idealis kényszerek, Q* = 0. Viszont a
kinetikus energia (ZI20) derivdltjaban megjelenik egy gerjesztésnek megfelel6 tag, amit a

mozgasegyenlet jobb oldalara rendeziink. Igy (ZI2]), valamint (ZI122)) figyelembevételével
felirhaté a mozgéasegyenlet:

1
D = ék::i:Q = ki. (2.122)

(m + mg)i + ki + sz = moew? cos(wt). (2.123)

A mozgasegyenlet moew? — Fy és (m +mg) — m helyettesitéssel visszavezethetd az er6ger-
jesztett rendszerek (Z.906]) mozgasegyenletére.
A mozgasegyenlet sztenderd alakja

moew?

¥+ 2Dat + sx = cos(wt).

m —+ my
N—_——

=foa?

R

frekvenciahanyadostol:

mope w2 - mope

fo= 22 (2.124)

m-+moa?  m-+mg
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Itt bevezetheto az
mope
rgo = ——
m -+ my

jelolés, amivel fy = roA2. A gerjesztett lengérendszer modell dllanddsult megoldasa
zp(t) = Acos(wt — V),
ahol ¥ (ZI09) alapjan szamithatd, az amplitid6 pedig

)\2
To
V(L= A2)2 4 4D2)?

A=Nfy=

_N
alakban frhaté fel. Tehdt itt is bevezethets egy 1j, N = NA? nagyitasi fiiggvény, mely az
Osszes frekvenciafiiggo tagot tartalmazza, ezzel megkonnyitve a kiegyensulyozatlan forgoré-
szl gépek és a gépalapozasok tervezését.

2.6.5. Rezgésszigetelés

A gépek rezgéseik soran karosithatjak a kornyezetiikben 1évo épiileteket és a kezel6 személy-
zet egészségét, de befolyasolhatjak egymas miikodését is. Példaul ha prés- vagy vésdgépet
mikodtetiink forgacsold gépek mellett, akkor jelentésen rosszabb mindségii lehet a megmun-
k4lt felilet. Erzékeny miiszerekkel végzett mérések pontossdgat is csokkentheti a kornye-
zetrol atadodo rezgések hatasa. Ezek a problémak elkeriilhetoek megfelelo rezgésszigetelés
alkalmazasaval.

A rezgésszigetelés céljatol fiiggden két esetet kiillonboztetjilkk meg:

o Aktiv rezgésszigetelés soran a cél a kornyezet védelme a gép rezgéseitol.

o Passziv rezgésszigetelésrdl akkor beszéliink, ha a gépet (miiszert) akarjuk megvédeni a
kornyezet rezgéseitol.

Aktiv rezgésszigetelés

Az aktiv rezgésszigetelés alapveté modellje a abran lathato. Célunk a talajra atad6dd
F,(t) erd dinamikus részének csokkentése az w szogsebességgel forgd kiegyenstlyozatlan for-
gorész altal gerjesztett dllandésult rezgés soran. A rendszer mozgasegyenletét (ZI123)) adja
meg, ami visszavezethetd egy F(t) = Fy cos(wt) = moew? cos(wt) erégerjesztésnek kitett
lengérendszer mozgasegyenletére.

Tudjuk, hogy a kialakul6 stacionarius rezgés kitérése és sebessége az

xp(t) = Asin(wt — ) illetve 2,(t) = Aw cos(wt — V)

fiiggvényekkel irhato le, ha az egyenstulyi helyzett6l mérjiikk az = koordinatat. Ebben az
esetben az x = 0, £ = 0, & = 0 allapotban — egyensilyban — a talajra atad6dé eré a gép
és gépalap egyiittes stulyaval egyezik meg. Ez a statikus eré nem karositja a gép kornye-
zetét, ezért csak a talajra atad6édo erd dinamikus részének a csokkentésével foglalkozunk.
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VR

2.48. abra. Az aktiv rezgésszigetelés alapmodellje.

A dinamikus erd a kitérés és sebesség ismeretében, a rugderd és a csillapité erd ered6jébél
szamithatd
Fi(t) = sx,(t) + ki,(t) = sAsin(wt — ) + kAw cos(wt — V).

Az addiciés tételek alapjan ez a kifejezés atirhato

Fi(t) = sAsin(wt)cos(¥) — sA cos(wt) sin() 4+ kw A cos(wt) cos(?) + kwA sin(wt) sin(d) =
= (sA cos(V) + kwA sin(ﬁ)) sin(wt) + (k:wA cos(V) — sA sin(ﬁ)) cos(wt)  (2.125)

=Fs =F,

alakba. A bejelolt Fy és F, egyiitthatok az x,(t) megoldas ismeretében kiszamithatok. Ha
az Fi(t) er6 maximalis értékét keressiik, akkor érdemes felirni

Fi(t) = Frax sin(wt + ) = Fipax cos(0) sin(wt) 4+ Fiax sin(0) cos(wt) (2.126)
alakban. A (ZI27) és (ZI26) egyenletekben sin(wt) és cos(wt) egyttthatéi megegyeznek,
tehat

Fy = Frax COS<5) — 2 2
F, = Fo sin(0) } = = A ES

F és F, kifejezéseit behelyettesitve azt kapjuk, hogy

L 2
FmaX:AS 1+<_w>7

s
amibdl k = 2Dam, s = ma?, valamint A = N f; felhasznalasaval

Frax = N fosy/1 4 (2D))*.

A megfeleloen szigetel6 gépalapozas tervezését megneheziti, hogy kiegyensiilyozatlan forgo-
rész altali gerjesztés esetén a (ZI24]) egyenletnek megfelelden A = N fy = NM%rg, tehat a

9A rugét dsszenyomd teljes erd a fentiek alapjdn tartalmazza a test silyét is, tehdt F, = —sz,(t) + mg,
de a rezgésszigetelés szempontjabdl elég csak a dinamikus rugderével foglalkozni.
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R

ben az esetben a maximalis erének az Fy = fys = mpew? eréhoz viszonyitott ardnyat szoktak
hasznalni a tervezéshez, ami a ([ZI19) egyenletben megadott N” nagyitési fiiggvénnyel azo-
nos alaku:

Fy

Az N” fiiggvény grafikonja a abran lathaté. Behelyettesitéssel ellenérizhet6, hogy
N"(A = v/2) = 1, minden D csillapitasi tényezénél. A < /2 frekvenciahdnyadosoknél a
csillapitas csokkentése a talajra atadddo eré novekedésével, ennél nagyobb frekvenciahdnya-
dosoknal pedig az erd csokkenésével jar.

A talajra dtad6do erd nagy frekvenciahdnyadosoknal jelentosen kisebb lehet a statikus
eronél. Ebben a tartomanyban a A\ frekvenciahanyados novelésével és a csillapitas csokken-
tésével N” csokken, tehdt olyan alapozast érdemes késziteni, ami kis csillapitdst és lagy.
Mivel altalaban a gép fordulatszama, tehat az w gerjesztési korfrekvencia adott, A = w/«

Fo.. Nfos\/1+4 (2D))° —
N/I_ o fOS fs( ) :N 1+(2D>\)2
0

noveléséhez az ov = \/s/m sajatkorfrekvenciat kell csokkenteni. Sajnos a tilsdgosan 1dgy ru-
gbok hasznalata bizonyos esetekben megengedhetetlentil nagy kitérésekhez vezetne. Ezekben
az esetekben a abra szerint a A < 0,1 frekvenciatartomany valasztdsa — nagyon merev
rugdk hasznalata — jelenthet kompromisszumos megoldast.

]\/'//:F%(;ix :
l
|
l
|
3¢ |
' D=0
D=0,
D =02
\ D=03
24 ‘ D=04
D=05
A\
R i T T
| |
| |
| |
| |
| |
0 : : | | —_—
1 V2 2 3 4 )\

2.49. abra. Rezgésszigetelés tervezésére hasznalhaté N” = Ny/1 + (2D)\)2 figgvény grafi-
konja.

Passziv rezgésszigetelés

Passziv rezgésszigetelés soran a kornyezet rezgéseitél védeni kivant mitiszer kitérésének a
csokkentése szokott lenni az elsddleges szempont. A megfelel6 alapmodell a 250 abran 1at-
haté, ami pontosan megfelel a negyed jarmtmodell példajaban vizsgdlt esetnek. Az ott
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&

Mgép
| Malap |

2.50. abra. A passziv rezgésszigetelés alapmodellje.

kapott (ZI19) egyenlet szerint a kitérés amplitiddjanak csokkentéséhez most is a [Z49 ab-

ran dbrazolt N” = Ny/1+ (2DA)” kifejezést kell csokkenteni. Tehat az aktiv és a passziv
rezgésszigetelés altalaban ugyanolyan feltételek mellett biztosithaté: kis csillapitasi, lagy
gépalapozassal.
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3. fejezet

Tobb szabadsagi foku lengorendszerek

Az egy szabadsagi foku lengorendszerek kapcsan mar megéllapitottuk a[Z2] fejezetben, hogy
a rezgések stabilis egyenstlyi helyzet koril alakulhatnak ki, ezért a nemlinearis egyenleteket
az egyensulyi helyzet kortili sorfejtéssel linearizaltuk. Azt is megmutattuk (24 fejezet),
hogy a linearis mozgéasegyenletekbdl eltiinnek a konstans tagok, ha az egyensilyi helyzettdl
mérjiik a koordinatat.

Tébb (n) szabadsagi fokt rendszerek esetében hasonléan jarhatunk el. A mozgasegyen-
leteket a masodfaju Lagrange-egyenlet segitségével hatarozzuk meg. Az n szabadsagi foknak
megfeleloen, az egyensilyi helyzettol mérve felvessziik a ¢y, ..., g, koordinatakat és felirjuk
az — altaldban nemlinearis —

d 0FEx O0Ex 0D oU )
dt 0g; dg;  0q;  Oqgj G 31)

mozgasegyenleteket. Feltéve, hogy a rendszer kis kitérési rezgéseket végez a q = 0 egyen-
stlyi helyzet koriil — ahol q = [q1 ... ¢,]7 az dltaldnos koordindtdk vektora —, az egyenletek
linearizalhatok, igy analitikusan meg lehet hatarozni megoldasukat. Alapvet6en kétfélekép-
pen jarhatunk el:

1. Felirjuk a (B0]) (nemlineéris) egyenleteket és azokat linearizaljuk. Ez az eljaras mindig
helyes eredményre vezet azokban az esetekben, amikor a mésodfaju Lagrange-egyenlet
alkalmazhato — tehat pl. id6fliggd geometriai kényszerek esetén is. Mivel a linearis
egyenletek mellett a nemlinearis egyenletek is rendelkezésre allnak, lehetéség van a
linearis kozelités pontossaganak numerikus ellenérzésére.

2. Egy masik megkozelités is alkalmazhato, ha csak a linearis egyenletek meghatarozasa
a cél. Az eljaras lényege az, hogy az Fx, U és D mennyiségek olyan kozelité alakjat
hasznéljuk, hogy azokat a (B.]) egyenletbe helyettesitve azonnal linedris mozgasegyen-
leteket kapjunk

Mg+ Kq+Sq=Q"

alakban. Ez a mdédszer o6nmagaban nem alkalmazhaté ha id6fiiggd kényszerek is van-
nak, egyébként ugyanazt az eredményt kapjuk, mint a Lagrange-egyenlet linearizalasa-
val. A két médszer megkiilonboztetése érdekében az igy kapott linedris mozgasegyen-
leteket mdtriz egyitthatos mozgasegyenleteknek nevezziik.

75
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3.1. Matrix egyiitthatos differencidlegyenlet

3.1.1. A kinetikus energia és az altalanos tomegmatrix

Ha az energiakifejezéseket mdsodfokig sorba fejtjiik a megfelel6 valtozé szerint, akkor a
Lagrange-egyenletben megadott derivalasok elvégzése utan linearis kozelitésben helyes moz-
gasegyenleteket kapunk. Tobb szabadsagi foku rendszerek esetében tobbvaltozds Taylor-
sorfejtést kell alkalmazni. Ha nincsenek id6fliggd kényszerek, akkor az Ey kinetikus energia
az altalanos sebességek masodfoku fliggvénye, tehat q = 0 és ¢ = 0 koriili Taylor-soraban
nincs konstans vagy a sebességben elsofoku tag:

k\4,9)[g=0, g=0 = o1 e 0604, | _ 4; 4, = 2q q+.... .
1, q=0
—7/_/
=m;

Itt ¢; g; egyttthatoja az M dltaldnos tomegmdtriz i, j indexti eleme:

?*Ey
mi; = w7~
! 3%‘3%‘

, (3.3)

q=0

tehat a kinetikus energia masodik derivaltjat az egyensulyi helyzetben kell venni.

Mivel a Young-tétel miatt a derivalasok sorrendje felcserélhetd, ezért az altalanos to-
megmatrix szimmetrikus. A tomeg csak pozitiv lehet, amibol kovetkezik, hogy a kinetikus
energia egy pozitiv definit kvadratikus alak: csak zérus sebességnél nulla az értéke, egyébként
pozitiv. Ennek megfelel6en az altalanos tomegmatrix pozitiv definit is, tehat sajatértékei
pozitivak.

3.1.2. A potencialis energia és az altalanos merevségi matrix

Az U(q) potencidlis energia a koordinatak fiiggvényében Taylor-sorba fejthet6 az egyenstlyi
helyzet koriil:

1 & oU 1 & 0%U 1
U(q)|geo = U(0) + — ¢+ = G q¢+--=-q" Sq+.... (34
<)|q0 () 1'12181(10 2'%]21 aqlaq] o J 2 ( )
5,—/
e

A fenti kifejezés konstans tagja a potencialis energia nulla szintjének megvalasztasatol
fiigg, tehat megfeleld valasztassal ez a tag eltiintethetd. Az tn. Dirichlet-tétel szerint [4]
egyensulyi helyzetben a potencidlis energianak szélso értéke van, ezért az Osszes parcialis
derivaltja nulla. Ez azt jelenti, hogy a q = 0 egyensulyi helyzetben az els6foku tag is eltiinik,
csak a masod- és magasabb foku tagok maradnak meg. Az egyensilyi helyzet akkor stabil, ha
a potencialis energianak minimuma van. Ez pedig annak felel meg, hogy a méasodik parcialis
derivaltjaibol alkotott matrix pozitiv definit.

A potencialis energia masodik derivaltjai a q = 0 egyensulyi helyzetben az S dltaldnos
merevségi matriz elemeit adjak:

QU
8%8% q=0 .

(3.5)

Sij



3.2. Csillapitatlan szabad rezgés 7

A Young-tétel miatt a merevségi matrix szimmetrikus és stabilis egyenstlyi helyzetben
a potencialis energia minimumanak megfeleléen pozitiv definit. Ha az egyensilyi helyzet
instabil, akkor nem jon létre rezgés, lasd a 2271 fejezetet. Olyan eset is el6fordulhat, amikor
az egyensulyi helyzet a stabilitas hataran van. Ilyenkor a merevségi matrix csak pozitiv
szemidefinit lesz, legalabb egy nulla nagysagu sajatértékkel.

[d6fiiggd kényszerek — pl. utgerjesztés (lasd fejezet) — mellett a potencidlis energia
id6tol fiiggd tagjait is kiilon figyelembe kell venni. Ebben az esetben a (B.4) kifejezésbél nem
csak a koordinatakban méasodfoku tagokat kell megtartani.

3.1.3. A disszipativ potencial és az altalanos csillapitasi matrix

A disszipativ potencidl a kinetikus energidhoz hasonléan az altalanos sebességek masodfoku
fiiggvénye (ha nincs id6fiiggd kényszer, mint pl. Gtgerjesztés esetén), tehat a

1 & 9*°D 1
D(q, 4q)lg=o, =0:—Z Y G+ == Kaq+....
4 4 2! ij=1 8q18q] =0 J 2
=k
=kij

sorfejtéssel bevezethet6 a K dltalanos csillapitdsi mdtriz, melynek i, j-edik eleme

o 02D
Y 04:04;

q=0

3.1.4. A matrix egyiitthatos differencialegyenlet felirasa

Ha hat olyan aktiv eré (vagy nem idedlis kényszererd) is, ami nem potencidlos, akkor az
altalanos er6é komponenseinek eddig figyelembe nem vett, a Q* vektorba rendezett részét az
er6k teljesitményébdl szamithatjuk ki a (Z84]) képlet alapjan.

Helyettesitsiikk be az energiakifejezések Fr ~ 1/2 ¢" M ¢, U =~ 1/2 q7 S q és D ~
1/2 7 K q kozelité alakjait a masodfajiu Lagrange-egyenletbe! fgy a nem potencidlos
altalanos er6 komponensek figyelembevételével az alabbi linearis mozgasegyenletet kapjuk:

Mg + K§ + Sq = Q*. (3.6)

Ez a t6bb szabadsdgi fokiu rendszerek matriz egyiitthatos differencidlegyenlete. Ez az egyenlet
mar linearis. Az egyenletben szereplé matrixok és vektorok n szabadsagi foku rendszerek
esetén n x n illetve n méretiiek.

Ha van olyan gerjeszté hatas amit pl. az idofiigg6é kényszerek miatt nem tudtunk figye-
lembe venni, akkor a mozgasegyenletbol hianyzo tagokat a masodfaji Lagrange-egyenlet
megfelel6 tagjainak felirasaval lehet levezetni. Erre az eljarasra a fejezetben mutatunk
példakat.

3.2. Csillapitatlan szabad rezgés

3.2.1. Sajatkorfrekvenciak és lengésképek

Gerjesztetlen esetben a mozgasegyenlet homogén lesz, tehat

Mg + K¢ + Sq = 0. (3.7)
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Az egyenlet megoldasa kiilonbozé frekvencidju csillapodd rezgések kombinacidjaként fejez-
het6 ki, n szabadsagi fok esetén 2n kezdeti feltétel alapjan. Ennek a meglehetésen bonyolult
alaki megoldasnak a pontos kiszamitasa altalaban nem sziikséges vagy gyakorlatilag nem is
lehetséges: az esetek tobbségében a sok szabadsagi foku rendszerek kezdeti feltételeit nem
ismerjiilk pontosan és a rendszer paramétereinek — elsosorban a csillapitasnak — a meghata-
rozasa is meglehetosen nehéz. Ha van csillapitas, akkor a megoldas hamar le is cseng.

A gyakorlatban inkabb annak van jelentOsége, hogy a gerjesztett rendszer hogyan visel-
kedik, hogyan ,valaszol” kiillonboz6 frekvenciajia gerjeszté hatasokra. Kiilondsen nagy amp-
litudéju rezgések alakulhatnak ki, ha a gerjesztés frekvenciakomponensei az tn. rezonancia
frekvenciak kozelében vannak, ezért ez a szituacié — a mérnoki értelemben vett rezonancia
— altaldban keriilend6. A rezonancia korfrekvencidk kis csillapitdas mellett jo kozelitéssel
megegyeznek a csillapitatlan rendszer sajatkorfrekvenciaival, ahogy az 1 DoF esetben lat-
tuk (ZI07). Ez az oka annak, hogy nagy gyakorlati jelentésége van a csillapitatlan szabad
rezgést leird

Mg+8Sq=0 (3.8)

egyenletnek. Keressiik a fenti egyenlet megoldasat
q(t) = Ae™ vagy q(t) = Ae ™
alakban. A fenti fiiggvények mésodik derivaltja
q(t) = —a®Aett
alaki, amit behelyettesitve a (B.8)) mozgasegyenletbe az alabbi egyenletet kapjuk:
(—onM + S) Aetiet = 0.

Az egy szabadsagi foku esethez hasonléan (lasd a (Z4)) egyenletet), sem az A vektor — az
an. lengéskép vektor —, sem az e kifejezés nem lehet nulla. Az elébbi azért nem, mert
akkor azonosan nulla vektor lenne a q(¢) mozgéastorvény is, az exponencidlis fiiggvény pedig
csak t — (—o0)-ben tart nulldhoz. Mivel vektorral nem lehet osztani, csak az exponencidlis
fiiggvénnyel tudunk egyszertisiteni:

(~a®M+S)A =0. (3.9)

Ez egy homogén linearis egyenletrendszer az A lengéskép vektor elemeire. Az A = 0 trividlis
megoldds az egyensilyban, nyugalomban 1évé lengorendszernek felelne meg. A nemtrividlis
megoldas 1étezésének feltétele, hogy

det (—a®M +8) =0. (3.10)

Ezt az egyenletet frekvenciaegyenletnek nevezziik, ebbdl hatarozhatjuk meg az o paraméter
lehetséges értékeit, a csillapitatlan rendszer sajdatkérfrekvenciait. A determinanst kifejtve a
frekvenciaegyenlet

(—=D)"detM o + (—=1)" 1t d,1 ()" P+ (=1)"?dypy (a®)" 2+ ---+detS=0 (3.11)

alaki, tehat a®-nek n-ed foki polinomja, ahol n a szabadsagi fok. Stabil egyenstlyi helyzet
koriili rezgések esetében az M és S matrixok pozitiv definitek. Ekkor a frekvenciaegyenlet
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minden o? gydke pozitiv és az egyenletben szerepld d; tényezék (i = 0,...n; dy = detS,
d, = det M) is mind pozitivak, tehat a frekvenciaegyenlet egyiitthatéinak el6jelei a (—1)¢
alaki szorzotényez6k miatt valtakoznak (alterndlnak). Ez a tulajdonsdg felhaszndlhat6 az
egyenlet ellenérzésére.

A det (—a®M + S) = 0 frekvenciaegyenlet megoldasaval a?-re kapunk pozitiv gyokoket,
amibdl a sajatkorfrekvenciak — melyek természetesen szintén pozitivak:

o <y < - <.

Tehat a legkisebb sajatkorfrekvenciat jeloljik aq-gyel.
A mozgasegyenlet megoldasanak kovetkezo 1épése az A lengéskép vektorok meghataroza-
sa. Ehhez vissza kell helyettesiteni a sajatkorfrekvencidkat a (8.9) egyenletbe:

(~aM+8)A; =0, j=1,...n

Mivel az egyiitthatomatrix determindnsa nulla (a frekvenciaegyenlet szerint), az A vektor-
ra végtelen sok nem trivialis megoldas talalhatd, melyek konstans szorzoban kiilonboznek.
A szamitds egyértelmiivé tétele érdekében a lengéskép vektorok els elemét 1-nek szoktak
vélasztani — hacsak nem nulla. Igy mér a tobbi elem egyértelmiien szamithato.

Minden lengésképhez két lehetséges alapmegoldés tartozik, melyek az exponencialis fiigg-
vény kitevéjének el6jelében kiillonboznek. Ennek a 2n darab alapmegoldasnak a linearis kom-
bindcidéjaként kapjuk a csillapitatlan szabad rendszer mozgésegyenletének altalanos megol-
dasat: .

q(t) = ZBlej eio‘ft + BQjAj e_w‘jt.
j=1
Az 6sszegben szerepl6 kifejezések atirhatok a (Z8) egyenletben bemutatott médon az alabbi
trigonometrikus alakba, ahol a ¢y, cy; illetve C; és ¢ konstansok a 2n kezdeti feltétel alapjan
hatarozhatok meg:

q(t) = Z Clej COS(Ozjt) —+ CQjAj sin(ajt) = Z Cj Aj sin(ozjt + Ej). (312)

j=1 j=1

Ha azonos jellegiiek az altaldnos koordinatdk (mindegyik elmozdulds- vagy mindegyik szog-
koordinata), akkor a lengéskép vektorok dimenzidtlanok és a C; egyiitthaték mértékegysége
adja meg a q(t) vektor mértékegységét. Viszont ha keverednek a koordinatak, akkor a q(t)
mozgastorvény vektor elemeinek, valamint az M, K és S egytitthatométrixok elemeinek a
mértékegységei kiilonbozoek lesznek, ezért a lengéskép vektorok elemeinek is meg kell adni
a mértékegységét.

Latszik a ([B.12) altaldnos megoldasbdl, hogy a kezdeti feltételek megfelel6 megvélaszta-
saval elérhetd, hogy C; =0, j # k és Cy, # 0 legyen. Ekkor a megoldasbdl csak

q(t) = Ck Ak SiIl(Ozkt + Ek)

marad, tehat egy «; korfrekvencidja lengés. Mivel az Aj vektor mindegyik eleme be van
szorozva sin(agt + ex)-val, az dsszes dltaldnos koordindta azonos kérfrekvencidval, azonos
fdzisban valtozik. Ebbdl mar latszik, hogy mi a lengéskép vektorok fizikai tartalma: a k-adik
lengéskép vektor az egyes koordinatak lengési amplitiddinak az ardnyait adja meg abban
a specialis esetben, amikor csak az oy, sajatkorfrekvenciaval torténik a rezgés. Az altalanos

i
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3.2.2. Példak a sajatkorfrekvenciak és lengésképek meghatarozasa-
ra

3.1. példa: Matematikai kettosinganak nevezzik a [31 dbran ldthato, két nyijthatatlan,
elhanyagolhato témegi fondlbol és két pontszerinek tekinthetd testbdl allo lengorendszert.

Y
0 \ T
AN
o\
I P1
| \
| \
\. My

3.1. abra. Matematikai kettosinga.

Az eqyszeriiség kedvéért azt az esetet vizsgaljuk, amikor a két test témege €és a két fondl
hossza megegyezik: m = my = mao, | = 11 = ls. Altaldnos koordindtdknak a fonalak fiiggoleges
helyzettol mért szogkitéréseit vilasztjuk: g1 = o1 €s qo = o, tehdt az dltaldnos koordindtdk

vektora
_ | ¥
d [ 2 ] |

1 1
Ex = émvf + amvg.
Az egyes tomegpontok vi €s vy sebesséquektorai a helyvektoruk derivdlasaval szamithatok a

legkonnyebben. Az dbra szerint felvett (x,y) koordindta-rendszerben

Py — [ I'sin(¢p1) ] oy = l Iy cos(ipr1) ] és

A kinetikus energia

—lcos(ip1) lp1 sin(pq)
N Isin(pq) + Usin(ps) I lp1 cos(pr1) + s cos(pa)
? —lcos(py) — lcos(pa) 2 Iy sin(pr) + 1o sin(gps) |-

A vy sebességquektor kifejezésében a p1-et tartalmazo tagok a szallito sebesség komponenseit,
a @o-t tartalmazo tagok pedig a relativ sebesség komponenseit adjik. A sebességuektorok
kifejezéseit behelyettesitve a kinetikus energia képletébe,

1 . . ..
Ex = g™ [2[2% + Q3 4 21219y cos(py — @1)} .
A potencidlis energia nulla szintjét vegyik fel az O csukld magassigdban. Igy a potencidlis
energia kifejezése

U = —2mgl cos(p1) — mgl cos(ps).
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Nincsenek csillapito- vagy nem potencidlos erdk, ezért D =0 és Q* = 0.

Irjuk fel a matematikai kettésinga kis kitérések mellett érvényes mozgdseqyenletét két
modszerrel: 1) a mdsodfaji Lagrange-egyenlettel, 2) a mdtriz egyitthatos differencidlegyenlet
segitségével. Ezutdn hatdrozzuk meq a sajatkorfrekvenciakat és a lengésképeket a paraméterek
fiigguényében!

Mozgasegyenlet a masodfaji Lagrange-egyenlettel levezetve

Mivel két szabadsdgi fokiu a rendszer, két

d 0Fx OFg oU .
— - -0, i=12
TAr R P P R

alaki mdsodfaju Lagrange-egyenletet kell felirnunk. Szamitsuk ki el0szor a ¢ és a py szerinti

derivaltakat: O .
K - 2 . 92 . -
95 5™ {4[ &1 + 21%p9 cos(pa cpl)} . (3.13)
A teljes idd szerinti derivalt szamitdsa sordn figyelembe kell venni, hogy a szégkoordindtdk is
figgenek az iddtél, tehat d/dt cos(pa — 1) = —sin(ps — @1)(Pa — P1):

doEx 1

& — 2" [41%@1 + 2@y cos(pa — 1) — 2%, sin(a — 1)(p2 — 1)] . (3.14)

A kinetikus energia fligg a koordindtdktol is, ezért

aECK 1 2. . .
900 =5m [QZ D12 sin(pg — gol)} :
Végiil, a potencidlis energia derivdltjdt kell kiszamitani:
ou
— = 2mgl si . 3.15
5, = 2mal sin() (3.15)

Hasonlo eredményeket kapunk a po és Yo szerinti derivalasokkal is:

%ZEP: N %m (2502 + 281 cos(pr — 1), (3.16)
%%ZE;; - %m [%2@2 +20%¢1 cos(pa — 1) — 2121 sin(pa — 1) (92 — ¢1)] , (3.17)
%ij = %m [—%2@1@2 sin (2 — 901)} : (3.18)
g—(pUQ = mgl sin(ps). (3.19)

A kapott kifejezéseket behelyettesitve a Lagrange-egyenletbe, a kévetkezd nemlinedris moz-
gasegyenleteket kapjuk:

1) + ml* @1y sin(r — ¢1)
— ml*p1py sin(py — 1) + 2mgl sin(p;) =0 (3.20)
mlPgy 4+ mi@y cos(py — 1) +mlP@t sin(py — 1) — ml*1py sin(r — @)

+ mlP@1py sin(py — 1) +mgl sin(gy) =0 (3.21)

2mi2pr + mil*py cos(pa — 1) — ml*p3 sin(pg —
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Az egyenletek elsd sordban a (3-14) illetve (317) kifejezések szerepelnek. Ldthatd, hogy a
kinetikus energia koordindta szerinti derivdltjaval (ezek az egyenletek mdsodik sordnak ele-
jén vannak) ellenkezd eldjeli; tagok jelentek meg az elsé sorok végén, ezért lehetdség van az
egyenletek eqyszeriisitésére.

Az egyenleteket a o1 = py = 0, o1 = Yo = 0 helyzet koril linearizdlva kapjuk a kis
kitérésekre érvényes mozgdsegyenleteket:

2mi*p1 + ml*Gy + 2mgl o = 0,
ml>Gy 4+ mi*@, +mgl oy = 0. (3.22)

A linearizdlds sordn minden olyan tag kiesik, ami vagy az dltaldnos sebességek, vagy a koor-
dindtdk elsénél magasabb foki kifejezése, tehdt pl. ¢2 sin(ps — 1) = 0, hiszen harmadfoki
(93 @y alaki) a legalacsonyabb fokszdmi tag a Taylor-sordban.

Mozgasegyenlet a matrix egyiitthatos differencidlegyenlettel levezetve

A kinetikus energia dltalanos sebességek szerinti, illetve a potencidlis energia dltaldnos koor-
dindtdk szerinti elsé derivaltjait o (313), (314) illetve o (313), (319) egyenletek adjik meg.

Ezért az daltalanos tomegmatrix és az dltaldnos merevségi matrixz elemeinek meghatdrozasahoz
mdr csak ezeket a kifejezéseket kell derivdlni.

A kinetikus energia kétszeres derivdltjait mdtriz alakba rendezve és az egyensulyi helyzet
koordindtdait behelyettesitve kapjuk az dltalanos tomegmdatrixzot:

?*Ey
a@za%bj

mi? cos(pz — 1) mi? mil*>  mil?

] B l 2mi> ml? cos(py — 1) ] B l 2mi%  mi? ]
q=0 p1=p2=0

A merevségi matriz elemeit a potencialis energia derivaldsdbol kapjuk meg:

0*U
3%3%‘

] B [ 2mgl cos(p1) 0
q=0

2mgl 0
0 mgl cos(ps) .

] p1=p2=0 0 mgl

Ezekkel a mdtrizokkal felirhato a mdtriz egyiitthatos differencidlegyenlet:

. B a1 2 1 b1 2 0 w1 | |0
Mg+Sq=0 = ml[1 1]l¢2 + mgl 01 o |~ 1ol

A szorzatok kifejtésével ellendrizhetd, hogy ezek az eqyenletek megfelelnek a Lagrange-egyenlet
alapjan kiszamitott (3.23) linearizalt mozgdsegyenleteknek. A sajatkorfrekvencidk a frekven-
ciaegyenletbol hatdrozhatok meg:

Y

det (—a®M +8) = }

—202ml? + 2mgl —a?ml?
—a’ml? —a?mi? + mygl

= m2lt ot — 4m*Pg o + 2m*¢*1* = 0.

Ldthaté, hogy az egyenlet egyiitthatdinak wvdltakozik az eldjele és ot egyiitthatdja det(M),

a konstans tag pedig det(S). Az egyenlet gyokei m?*-nel vald egyszerisités utdn kinnyen
kiszamithatok: )
g g g
of —470P 4255 =0 = aiQ:j(Qi\/ﬁ).
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Innen a sajatkérfrekvencidak

alzﬁ\/Z—ﬂ és ozzz\/?\/2+\/§,

ahol a szokasos jelolésnek megfeleléen oy a kisebb sajdtkorfrekvencia.

A kovetkezd feladat a lengésképek meghatdrozdsa. o = ay-et helyettesitve a (39) egyenlet-
be eqy olyan homogén linedris eqyenletrendszert kapunk, melynek két egyenlete dsszefiiggs. A
frekvenciaegyenlet teljesiilése ugyanis éppen azt jelenti, hogy a (39) egyenlet egyiitthatomat-
riza szinguldaris. Az egyenletek dsszefiiggosége miatt a mdtrix mdsodik sordt nem is érdemes

kiirni: - -
—2a3ml® 4+ 2mgl —aiml An | _ |0 . (3.23)
. A12 0
Ennek az egyenletnek végtelen sok, eqymdstol konstans szorzoban kiilonbézé megolddsa van
az Ayy, Ais elemekre. Mivel szamunkra csak a lengéskép vektor elemeinek az ardnya fontos,

legyen A1y = 1! Ezzel a vdlasztdassal a (323) egyenletrendszer elsé egyenlete
(—2a%ml2 + 2mgl) 1 —aiml?- A =0,

amibol
—2a2ml® +2mgl  2g

=2 —2=1v2.

a?ml? la?

A12 =

Hasonldan kapjuk o = oy behelyettesitésével, hogy Ay = —\/2, tehdt a két lengéskép vektor

e [5] @ e[ ]

A lengéskép vektorokat az inga 3.2 szerkezeti abrdja segitségével szemléltethetjiik.

Y Y

y
}\
h
|

\

1
o
\
i
A
|‘\
|

V2 42

\\b csomoépont

aq, Al Qg, A2

3.2. dbra. A matematikai kettésinga lengésképeinek szemléltetése.

A g = o szO6g maximalis értéke — az alsé inga lengésének amplitidoja — mindkét esetben
V/2-sz6r nagyobb abszolit érték{, mint a ¢; = ¢y sz6g maximuma, de a masodik lengéskép
esetében ellentétes fazisban mozog az inga also és felso része. Ezért az A, lengéskép abrajan
megfigyelhetd egy Un. csomdpont, mely az inga mozgasa soran végig a helyén marad.
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3.2. példa: Sorbakapcsolt tomeg-rugé6 lanc I. A abrdan egy két hasabbol és hdarom
rugébdl dllé lancszert lengérendszer ldthatd. Irjuk fel a mozgdsegyenleteket a mdtriz eqyiitt-
hatés differencidlegyenlet segitségével, az egyensilyi helyzettél mért q = [x1 w2]7 abszo-
lut koordindtdkkal, majd hatdrozzuk meg a sajatkorfrekvenciakat és lengésképeket! Legyen
my =ms =1 kg és s = s9 = s3 =100 N/m.

2 o o

S1 | 59 | S3

3.3. dbra. Sorbakapcsolt tomeg-rugé lanc.

A kinetikus energia

1 ) 1 )
FEyx = émle + §m2x§,

a potencidlis energia pedig

1 1 1
U= 551:5% + 532(:1:2 —x1)* + 553:53.

Ezek alapjan differencidldsok utdn szamithato az dltaldnos tomeg- és merevségi matriz:

o mq 0 . 1 0 o S1+ So —S9 . 200 —100 E
M_l 0 mgl_lo 1] kg S_[ —53 52+53]_[—100 200 ] m’

és felirhato a frekvenciaegyenlet:

2
—mia” + 81 + S9 —S9
det (—a*M +8) = ‘ — 59 —maa® + sy 453 |

= ot — 400 o + 30000 = 0.

200 — a? —100
—100 200 — o?

Jol latszik, hogy ugyan csak két nagysagrendnyi kiilonbség van a tomeg kg-ban és a merev-
ség N/s-ban kifejezett szamértékei kozitt, a frekvenciaegyenlet egyitthatdi kézott mdr négy
nagysagrendnyi eltérés van. Eqy hasonlo, n szabadsdgi foki rendszernél mar 2™ nagysdgrend-
nyi eltérést taldlndnk, ami mdr komoly szamitdsi problémdkat okozhat sok szabadsdgi foku
rendszerek frekvenciaegyenletének megolddsa soran. Az egyenletet dtirva

4 2
104 (3) 400 107 (1%) 430000 = 0, azaz

10
a\* a2
— ) —4 (= 3 =0
< 10) ( 10> i
alakra, az egyiitthaték azonos nagysdgrendivé tehetdk és (a/10)%-re mdr pontosabban szdmit-
hato az egyenlet két gyoke:

(2) rad ) ()" rad )
10 s 10 s
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amibol gydkvondssal és tizzel valo szorzassal kaphatok a sajdatkérfrekvencidk:

d d
ar =10 25 a4y = 10v3 25, (3.24)
s s
A lengésképek meghatdrozdsdihoz valasszuk mindkét lengéskép vektor elsé elemét 1-nek, tehdt
legyen Ay = A9y = 1! A lengéskép vektorok masodik (Ao és Ags) elemeinek a meghatdroza-
sdhoz a
2
2 | oy s+ s2 =82 1|1 |0 .
T AR
egyenletrendszert kell megoldani. Mivel ennek az egyenletrendszernek a két egyenlete lined-
risan osszefiligg, elég csak az egyiitthatomdtriz elso sordt figyelembe venni. Ebbol

S1 -+ S —mloz? B 200 —oz?

Ai: )
2 5o 100

i=1,2. (3.25)
Behelyettesitve a; helyére a (3.24) értékeket, Ao = 1 és Asy = —1 adddik, amibdl a lengéskép
vektorok

1 , 1
Alzlll és Agz[_ll. (3.26)

Bar a lengéskép vektorok a szerkezeti abra segitségével is szemléltethetok, ldncszerd rend-
szerek lengésképeit gyakran a kitérésre merélegesen rajzoljak fel. A abranak megfelelden,
altaldban a rugomerevségek reciprokaival, azaz a rugéadallandokkal aranyos tdvolsagokban ve-
szik fel a lengéskép wvektorok egyes elemeit. Az igy kapott pontokat egyenes szakaszokkal
osszekdtve a rugok egyes pontjainak elmozduldsdt is lehet szemléltetns.

3.4. dbra. Tomeg-rugd lanc lengésképei kétféle dbrazolasban.

A lengésképek olyan specialis rezgéseknek felelnek meg, amikor a két test oy frekvencidval
azonos iranyban, illetve as frekvencidval ellentétes iranyban mozog. Ez utobbi esetben — az
A, lengéskép abrajan jol lathato modon — kialakul eqy csomaopont, azaz olyan pont, mely nem
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mozog a rezgés sordn. A csomopontot akdr régzitettnek is tekinthetjik és helyettesithetjik az
So TUgot eqy sy, €s eqy sy merevségli rugoval. Mivel ezek sorosan kapcsolt rugdk,

1 1 1 / /!

& + S 5y azaz ¢+ cy = Co. (3.27)
Az Ay lengésképnek megfeleld rezgés soran a két hasdb eqyszerre veszi fel a szélsd helyzelét,
ezért a csomopont akkor marad egyensilyban, ha sy -1 = s - Aoy, tehdt 1/c¢y = Aoy /cy. Ez
azt jelenti, hogy a rugodllandokkal ardnyos tdvolsagban felvéve a lengéskép vektor elemeit, az
osszekdto vonalak metszéspontja helyesen adja meg a csomopont helyét. [

3.3. példa: Sorbakapcsolt tomeg-rugé lanc II. Oldjuk meg az elozo feladatot a q =
[1 jg]T altaldnos koordindtakkal, ahol To relativ koordindta. FEz azt jelenti, hogy T az
meo tomegt test my-tél mért tavolsaganak vdltozdsdt — az so merevséqgi, Tugo megnyuldsdat —
adja meg, €s igy To = 0 az egyensulyi helyzetben. Az xo abszolit és To relativ koordindta
kapcesolatdt a[3.0 dbra szemlélteti.

€y X2
> |—
I
gl ! :
: |
| oK
S1 ! S9 |
my mo W

3.5. dbra. Tomeg-rugd lanc az 7, relativ koordinataval.

Mivel az mo témegti test abszolut helyzetét az xo = x1 + To koordindta irja le, a mozgadsi
energia kifejezése

1 1 1 1 .
EK = §m1x% + §m2x§ = §m1x% + §m2(x'1 + Zig)Q,
a potencidlis energia pedig
1 1 1
U= —Sll‘% -+ —ngg + —Sg(l‘l + f2)2.

2
A tomeg- és merevségi mdtrizok:

. my + mgo Moy o 2 1 o S1 + S3 S3 . 200 100 E
M_[ mo m2‘|_[1 1‘|kg’ S_l S3 82+83]_[100 200‘| m'

Ezekkel a mdtrizokkal ugyanazok a sajdtkorfrekvencidk jonnek ki, mint az eredeti x1, xs
koordindtdkkal, de a lengéskép vektorok mar mdsok lesznek, mint az el6z6 feladatban vizsgdlt
esetben:

2 2

AF[H, AF[_H. (3.28)

A lengéskép vektorok masodik elemei éppen 1-gyel kisebbek mint az eredetileg vdlasztott abszo-
lut koordindtakkal. Ez természetes, ha arra gondolunk, hogy az mo témegi test mozgdsat az
mq-hez képest vizsgdljuk, tehdt példdul a két test azonos sebességii mozgdsdt az Ay = [1 0]T
vektor adja meg. A példabal latszik, hogy mig a sajatkorfrekvencidk egyértelmien jellemzik a
vizsgadlt lengorendszert, a lengéskép vektorok nem egyértelmiek, mert a vdlasztott koordind-
taktol figgenek. [ )
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3.3. Gerjesztett rezgések

3.3.1. A stacionarius megoldas meghatarozasa

A t6bb szabadsagi foki, harmonikusan gerjesztett linearis lengérendszer mozgédsegyenlete
Mg + Kq + Sq = Qo sin(wt) + Qo cos(wt) (3.29)

alaki. Tobb szabadsagi foki esetben a csillapitas jelentésen megneheziti a homogén egyenlet
megoldasat. Viszont mivel a homogén egyenlet megoldasa lecseng, gyakran elegend¢ is, ha
csak a staciondrius megolddst szamitjdk ki. A staciondrius (allandésult) megoldast

q,(t) =L cos(wt) + N sin(wt) (3.30)

alakban keressiik, ahol n szabadsagi foki rendszer esetén L és N is n elemt. A fenti kifejezést
id6 szerint derivalva:

qy(t) = —Lw sin(wt) + Nw cos(wt) és
d,(t) = —Lw?® cos(wt) — Nw? sin(wt).

Ezeket a kifejezéseket visszahelyettesitve a (3:29) mozgdsegyenletbe egy meglehetésen hosszi
egyenletet kapunk. FEz az egyenlet két kiilon egyenletre bonthaté a sin(wt) és a cos(wt)
egyltthatdinak megfeleléen, ugyanigy, mint a (ZI00) egy szabadsagi foku esetben:

cos(wt) egyttthatdi: —w?*ML + wKN + SL = Q, (3.31)
sin(wt) egyiitthatoi: —w?*MN — wKL + SN = Q. (3.32)

Matrix alakba rendezve

WK —w™4+S || N Q.o

Ebben az egyenletben a matrix 2n x 2n, a két vektor pedig 2n x 1 méretli. Az egyenlet jobb
oldaldn &all6 vektor elsé eleme az els6-, masodik eleme a masodik altalanos er6 komponens
koszinuszos részét adja meg. Hasonldéan, n szabadsagi foka rendszer esetén az n + i-edik
elem az i-edik altalanos er6é komponens szinuszos része.

A [B33) egy inhomogén linedris egyenletrendszer, aminek csak akkor van megoldésa, ha
az egyiitthatomatrix determinansa nem nulla.

Ennek kapcsan érdemes megvizsgalni azt az esetet, amikor pl. csak koszinuszos jellegii
a gerjesztés és nincs csillapitas. Ekkor a (833]) egyenletrendszer két fiiggetlen egyenletrend-
szerre esik szét, melyekben L és N egytitthatomatrixa megegyezik:

M 4+S WK HL]:[%]' (3.33)

(~w’M+S)L = Qu, (3.34)
(-« +S)N = 0. (3.35)
Az els6 egyenlet inhomogén, aminek akkor van megoldasa, ha
det (—wQM + S) # 0.

A masodik — homogén — egyenletnek mindenképpen van egy megoldasa: N = 0. Nullatél
kiilonbozd, nemtrividlis megoldas csak akkor lehetne, ha det (—w?M + S) = 0 lenne. Ez
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azonban nem teljesiilhet, mert ez ellentétes az elsé egyenletre megfogalmazott feltétellel.
Tehat csillapitas nélkiili esetben N = 0, azaz 0 vagy 7 radidn a faziseltolodas a gerjesztés és
a valasz kozott, ugyanigy, mint az egy szabadsagi foka esetben (2:42] abra).

A ([B30) egyenlet megfelel a sajatkorfrekvencidk és lengésképek kiszdmitasa soran hasz-
nalt (3.9) egyenletnek. Tehat ha nincs csillapitds és a gerjesztés korfrekvencidja megegyezik
valamelyik sajatkorfrekvenciaval, akkor az egyttthatématrix determinansa nulla. Kovet-
kezésképpen, a ([B.353) egyenletnek elvileg lehetne ugyan nemtrividlis N # 0 megoldésa is,
viszont ekkor a (3:34]) egyenletnek nem lenne megoldasa. Ez az eset az egy szabadsagi foku
rendszerek kapcsan a fejezetben mar emlitett, matematikai értelemben vett rezonan-
cia. Rezonancidban nem (B.30) alakt a mozgastorvény, ezért nem jelent ellentmondast, hogy
ilyenkor nem oldhaté meg a (B.34) egyenlet.

3.3.2. Erso- vagy nyomatékgerjesztett rendszerek stacionarius meg-
oldasanak meghatarozasa

3.4. példa: A abrdn vazolt mechanikai rendszer elemei kis kitérési lengéseket végeznek
a vizszintes sikban. Az dltaldnos koordindtdk vektora q = [p1  po]T. A ridra M(t) =
Mp cos(wt — e1) gerjesztéd nyomaték, a korongra pedig F(t) = Fp sin(wt + €5) gerjesztd erd
hat. Hatarozzuk meq az dllandosult lengés amplitidojdt és fazisszogét és szamitsuk ki az So
merevséqgli rugoban €bredd erd legnagyobb értékét!

A

3.6. abra. Rudbdl és korongbdl 4ll6 2 DoF gerjesztett lengérendszer M (t) = Mp cos(wt—eq)
nyomaték- és F(t) = Fp sin(wt 4 €5) erégerjesztéssel.

A rendszer kinetikus energidja
1 . 1 .
Eyx = 5911;80% + 592]”803,

ahol ©1, = 1/12 myl? és Ogp = 1/2 mar? + maa® a két test B illetve F' ponton dtmend
tengelyre szdmitott tehetetlenségi nyomatéka. Ebbol az dltaldnos tomegmdtriz

Oy 0]

M:l 0 Oy
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A potencidlis energia
1 1
U= ésl(agol)Q + 552(1@ —apy)?,

amibol kétszeres derivdlassal kapjuk az dltaldnos merevségi matrixot:

(s1+ s9)a® —sola
—ssla Sl

S =
Az erd- és nyomatékgerjesztésnek megfeleld dltalanos eré komponenseket a teljesitmény kife-
jezésébol szamithatjuk ki:
P =Mpg cos(wt —e1) - wi + Fp sin(wt + &9) - vp.

Mivel az Mp nyomaték azonos értelmd, mint az w, = [0 0 |7 szdgsebesség, viszont
az Fp erd irdnya ellentétes az (x,y,z) koordindta-rendszerben felirt vp = [lps 0 0]F
sebesséquektor iranydval,

P = Mg cos(wt —e1) - ¢1 — Fp sin(wt + €3) - o. (3.36)

Ugyanakkor, a (2-87)) egyenlet szerint a teljesitmény kifejezhetd az dltaldnos erdkkel és se-
bességekkel is:

P = Ql @1 + QQ @2. (337)
(730) és (3.37) dsszevetésébdl

Q1 = Mp cos(wt —e1) = Mp cos(ey) cos(wt) + Mp sin(ey) sin(wt),

T T
=Wlc =W1s
Qs = —Fpl sin(wt+ey) = —Fpl sin(eg) cos(wt) —Fpl cos(ey) sin(wt).
—_——— —_————
=Q2c =Q2s

A fenti egyenletekben megjeloltik a két dltaldnos eré komponens szinuszos €s koszinuszos
osszetevoinek egyiitthatoit, ugyanis ezekbol allithato ossze a gerjeszto erd amplitiudoit tartal-
mazo vektor.

A gerjesztett rendszer staciondrius megoldasaban szereplé Ly, Ls, N1, No egyiitthatok a

(3-33) egyenlet alapjdn felirt

—w?Oy, + (51 + 82)a? —ssla 0 0 Ly
—ssla —w?Oq + Syl2 0 0 Lo
0 0 —w?O1y + (51 + 89)a? —s5la N,
0 0 —syla —w?Oqy + s5l2 N,
Q1c Mp cos(e)
o QQC _ —FDl Sil’l(Eg)
Qs |~ | Mg sin(e)
QQS —FDZ COS(€2)

linearis egyenletrendszer megolddsdval hatarozhatok meg, de ezek kiirasatol most eltekintink.
Az sy merevségi rugéban ébredd erd a rugo két végének elmozduldasdabol szamithato:

F,, = s9 (lgog — agpl).
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Mivel az dllandésult dllapotban p1(t) = Ly cos(wt) + Ny sin(wt) és pao(t) = Ly cos(wt) +
Ny sin(wt), ez az erd

F,, = 52((L2l — Lya) cos(wt) + (Nal — Nia) sin(wt))
=z =z

alakban fejezhetd ki, ahol bevezettik az x. és xg jeloléseket. A maximdlis rugderd meghatd-
rozdsihoz a (Z11) egyenlethez hasonld dtalakitdst kell végrehajtani:

Fs, = s9 /22 + 22 sin(wt + 9).

Mivel a szinuszfiigguény -1 és 1 kézotti értékeket vehet fel, a mazximalis rugoerd
F32 max — S2 \/xg—FSUg ‘

3.5. példa: Lancszeri leng6rendszer gerjesztett rezgései. Vizsgaljuk meg a[3.2] pél-
ddban wizsgdlt lancszerd rendszer gerjesztett rezgéseit abban az esetben, amikor F(t) =
Fy cos(wt) erd hat az mo tomegi testre! Adott Fy = 10 N eréamplitidé és w = 10 rad/s
gerjesztési korfrekvencia mellett hatarozzuk meg igy az my témeg nagysdgat, hogy az meo to-
megt test nyugalomban maradjon a staciondrius rezgés soran! A [ZZ] példinak megfeleléen
me =1 kg és s1 = so = 100 N/m.

gl X1 , T
:l—» :I—»
s1 | So —> F'(t)S3
ma o

3.7. dbra. Erdgerjesztett tomeg-rugd lanc. F(t) = Fy cos(wt).

A [32] példaban mdr meghatdaroztuk a témeg- €s merevségi madtrizot, de most my értéke
ismeretlen.:

. mq 0 . mi 0 . S1 -+ So —S9 o 200 —100 E
M_[o mzl_lo 1]@’ S_[ —53 sz+53]_[—100 200 ] m’

A kévetkezd lépés az dltalanos erd vektoranak meghatdrozdsa. Ehhez irjuk fel a gerjesztd
ero teljesitményét:
P = F(t)i,.

A teljesitmény kifejezésében x1 egyiitthatoja lenne az dltalanos erd vektor Q1 komponense,
ami most nulla. &5 egyiitthatdjabol Qu = F(t), tehdt a mozgdsegyenlet

Mg + Sq = Qo cos(wt), azaz kifejtve

ma 0 i‘l + S1 + S9 —S9 X1 . 0 cos(wt)
0 mo i‘g —S9 S92 + S3 ) o FO '
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Mivel csillapitatian a lengdrendszer, a partikularis megoldast kereshetjiik
q, = Xy cos(wt) (3.38)

alakban. FEzt azért tehetjik meg, mert csillapitas nélkil — az eqy szabadsdgi foku esethez
hasonléan — a gerjesztés és a megoldds (vdlasz) fazisa vagy azonos, vagy ellentétes (ezzel
kapcsolatban ldsd a (F33) egyenlet megolddsdarol leirtakat). A fenti prébafigguényt vissza
kell helyettesiteni a mozgdsegyenletbe, amihez sziikség van annak masodik derivaltjdra:

G, = —w?Xy cos(wt).
Visszahelyettesités utan a
—w? MX, cos(wt) + SXy cos(wt) = Qy cos(wt)

egyenletre jutunk, aminek minden t idépontban teljesilnie kell. Tehdt cos(wt)-vel egyszeri-
sithetiink és igy

(—w® M+8) X = Q. (3.39)

Adott rendszerparaméterek mellett ebbél mar meghatdrozhato lenne az Xo vektor mindkét
eleme, tehdt tényleg megfeleld volt (3.38) alakban keresni a partikuldris megolddst.

Most nincs megadva az my témeg; ezt abbol a feltételbol lehet meghatarozni, hogy az X
vektor mdsodik eleme nulla kell legyen. Tehdt ebben az esetben is két ismeretlen van az
egyenletben: my és Xq elsé eleme — amit Xoi-gyel jelolink. A (3.39) egyenlet tehdt igy
fejthetd ki:

—miw?® + 51 + So —S2 Xo1 _ a2z
—S9 —m2w2 + S + S3 0 FQ ’
200 — m1w2 —100 X01 . 0
—100 200 — w? 0 N 10 |~

Az egyenletrendszer elsd egyenletébdl
(—m1w2 -+ S1 + 82)X01 = 0,
amibol a keresett my tomeg

S1 + S9o 200
2 oy
2 100 9

mq =

az eqyenletrendszer masodik sordabol pedig az my tomegii test staciondrius rezgésének maximd-
lis nagysdagu kitérésére Xo1 = —0,1 m adodik. A negativ eldjel arra utal, hogy a gerjesztéssel
ellentétes fazisban mozog a test.

Tehdat az my tomeg megfeleld megudlasztasaval zérussa tehetd az mo témegii test amp-
litiddja az dallandosult dllapotban, pedig éppen arra a testre hat a gerjeszté erd. Az ilyen
tulajdonsdgu lengérendszereket dinamikus lengésfojtonak nevezik. [ )
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3.3.3. A matrix egyiitthatos differencialegyenlet hasznalata idofiig-
g0 kényszerek esetén

Ha id6tol explicite fiiggd kényszerfeltételek korlatozzak a rendszer viselkedését, akkor a
gerjesztésnek megfelelo altalanos er6 komponensek nem szamithatok kozvetleniil a matrix
egyutthatos differencialegyenlet B.1] fejezetben részletezett felirdsi modszerével. Az ilyen jel-
legii feladatok vagy a méasodfaji Lagrange-egyenlet altal szolgaltatott nemlinearis egyenletek
linearizalasaval oldhatok meg, vagy a két modszer kombinaciojaval. Ebben a fejezetben ez
utobbi modszerre mutatunk példakat.

3.6. példa: Utgerjesztés rugén keresztiil (fél jarmiimodell). A jarmivek egyszeri —
eqy merev testbol és két rugobol felépitett — két szabadsdgi foki mechanikai modellje ldthato
a abrdn.

3.8. abra. Jarmi tutegyenetlenség altali gerjesztése és a megfelel6 fél jarmimodell. Az
id6fiiggd kényszerfeltétel: u(t) = ugy sin(wt).

Az m tomegii és Oy tehetetlenségi nyomatéki jarmi mozgdsinak leirdsdra bevezetett dl-
talanos koordindtik q = x és g = V. Ezek kézil x a sulypont figgdleges elmozduldsa az
egyensulyi helyzettol lefelé, mig 9 a jarmi elforduldsa az oramutato jardsdval eqyezd irdny-
ban mérve. Az eqyszeriség kedvéért az utegyenetlenséqg dltali gerjesztést csak az elsd keréken
vessziik figyelembe, azaz a modellben gy tekintjik, hogy az s; merevségil rugo alsé végpontja
az eldirt u(t) = ugy sin(wt) fliggvény szerint mozog. A feladat a mozgdsegyenletek levezetése.

A rendszer mozgdsi energidja

1 1 .
EK = 57711’2 + 5@3192,

amibol az daltaldnos tomegmdtriz

m 0
M= G s
Amint kordbban mdr megmutattuk, a konstans tagok kiesnek a linearizdlt mozgdsegyen-
letbél, ha az egyensulyi helyzettél mérjik a koordindtdkat. Ebben a feladatban ez azt jelenti,
hogy figyelmen kivil hagyhatjuk a nehézségi erd potencidalis energidjdt és a rugok potencidlis
energidjanak azt a részét, ami a jarmai sulydnak megfeleld statikus eqyensilyi helyzetbeli elo-
feszitésbol adodik. Egyensiulyban éppen az ezeknek a potencidlis energiadknak megfeleld erdk
tartanak egyensulyt, azaz ereddjik nulla.
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Ennek megfeleléen, a potencidlis energia kézelitdleg (lasd (222 fejezet):

1 1
U = 531 <U+l’—l119)2+582 (.T+l2"l9)2 =

1 1 1
5(31 + s9)2% + i(sllf + 5902)0% + (s9ly — s5111) 20 + syur — slud + ésluQ.

A mozgasegyenlet felirisihoz sziikség van a potencidlis energia koordindtdk szerinti derivalt-
jaira. Az elsé derivdltak o QQ; = —0U/0q; 6sszefiiggés miatt az dltaldnos eré komponenseinek
(-1)-szeresét adjik:

ou
% — (Sl + SQ)ZU + (S2l2 - Slll>,l9 + 7
ou

8—19 = (Sll% —+ Sng)’l? + (Sglg — 8111)1’ - (34(])

A merevségi matriz elemeit tovabbi differencialdsokkal kaphatjuk meg:

0*U
SV — 2 = S1 + Sg,
0*U
S12 = S91 = 8$‘a’[9 = $2l2 — Slll, (341)
0*U
S99 = 597 = sllf + 52l§.

A mdtrix egytitthatos mozgdsegyenletben az Sq szorzat jelenik meg. A szorzdst elvégezve
megkapjuk azokat az dltalanos erd komponenseket, amelyeket figyelembe vehetink a merevségi
mdtriz felirisdval:

Sq = s1+82  Sala—s1ly x| _ (514 s2)x + (5202 — s111)V (3.42)
a= 82[2 — Slll Sll% + SQl% ¥ ($2l2 — Slll)ZL‘ + (Sll% + SQZ%)’& )

A (340) egyenletekkel dsszehasonlitva ldtszik, hogy az dltaldnos eré uw = uy sin(wt) ger-

jesztést tartalmazd tagjai — melyeket bekereteztink a (340) egyenletekben — hidnyoznak a

(543) kifejezésbdl. Ezeket a hidnyzo tagokat (-1)-gyel szorozva a mozgdsegyenlet jobb olda-
lan tintetjik fel:

m 0 z . S1+ Sy Saly — s1ly r | | —Siu sin(wt) (3.43)
0 @s v 82l2 - Slll 81[% —+ 82[% ¥ N 81[1’&0 sin(wt) ' '
A feladat megolddsa egyszeriibb, ha az utgerjesztést helyettesitjiik eqy azzal azonos fdzisban
valtozo, Fy = syug erdéamplitiddji, F(t) = Fy sin(wt) gerjesztd erdvel, mely kozvetlendil a

testre hat a rugo felsd rogzitési pontjandl. Ennek az erének a nyomatéka jelenik meg (3.43)
jobb oldalanak mdsodik tagjdaban. [ )

3.7. példa: Kiegyensilyozatlan forgorésszel gerjesztett 2 DoF lengérendszer. A
[Z9 abran lathato lengdrendszer my és ma témegi hasdbokbol, valamint azokat egymdssal és
eqy rogzitett fallal 6sszekotd s merevséqil rugokbol dll. Az ms tomegi testhez régzitett tengely
koril mg tomegi kiegyensilyozatlan forgorész forog w szdégsebességgel és e excentricitassal.
Az dltalanos koordindtdk vektora q = [14 xQ]T, ahol az x; és xa elmozduldsokat a hasdabok
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3.9. abra. Kiegyenstlyozatlan forgorésszel gerjesztett tomeg-rugd lanc.

eqyensulyi helyzeteitol mérjik. A forgorész a t pillanatban wt széget zar be a vizszintessel, ez
eqy 1dotol fliggd kényszerfeltétel.
A rendszer kinetikus energidja
1 5, 1 5, 1 9

EK = émlxl + 57712372 + §movo.

Az mqg témegil test vy sebességének kiszamitdsdhoz irjuk fel a test helyvektordt:
T9 + e cos(wt)
g = . .
e sin(wt)

Ebbol differencidlassal hatdrozhato meg a vy sebesséquektor és annak négyzete:

Ve — To — ew sin(wt)
0 - ew cos(wt). '
vi = i3+ e*w? — 2ewdy sin(wt).

Tehat a kinetikus energia az dltalanos koordindtdkkal felirva

1 1 1 1
Ex = émlztf + §m23;~§ + §m0x€ + §m062w2 — mpewdy sin(wt).
A potencidlis energia kifejezésében egyardnt figyelembe vesszik a rugokban és a nehézségi

erdtérben felhalmozodo energidat:

1 1
U= isxf + 58(3:2 —x1)? + mpge sin(wt).
Csillapitas vagy nem potencialos erd nem szerepel a feladatban, ezért a masodfaji Lagrange-
egyenlet(ek)et az alabbi formdaban irhatjuk fel:

d 0Fx OEx OU

Az aldabbiakban dsszehasonlitjuk a fenti eqyenletek és a mdtrix egyiitthatos egyenlet levezeteé-
sének lépéseit, az eqymasnak megfeleld kifejezéseket eqgymas mellé irva.

0, i=1,2.

Masodfaju Lagrange-egyenlet Matrix egyiitthatés egyenlet
0Fk . - P Ey 0
= 1T = —
diiy o = 27 9y 0y
iaEK = MmqZ = 82EK =
dt O 101 myr = 3:&“% =m
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8EK — 32EK

D (mg + mg) s — mpew sin(wt)

d 0By
dt O

A mdtriz egyiitthatos egyenletbol ki-
esik a gerjesztést tartalmazo tag.

= (mg + M) ¥y —moew? cos(wt)

Az altaldnos témegmdtrizx

M:[ml ¥ ]
0 my+me

Ezeknek a tagoknak nincs megfelelo-
bk 0 bk 0 _ Juk a mdatriz eqyitthatds egyenletben,
ory | Ory mert mindig vagy nulldt, vagy nem-

linedris kifejezést adnak eredményiil.

A potencidlis energia derivaldsa sordn a nehézségi erébél szarmazo tag mind a Lagrange-
egyenletbol, mind a mdtriz eqyiitthatos eqyenletbdl kiesik, hiszen nem fiigg a koordindtdktol:

s = 82—U =2s
8—U = 2511 — 81y B Ori
0ry = U
ou %22 = B2 = °
92 s(xy — 1) et

2= 011015 -

Ebbol az dltaldnos merevségi matrix
2s —s
S = l —s s ] i

A levezetés alapjan a mdtriz eqyiitthatos differencidlegyenlet

lrgl mojoLmJ li; ] + [ 355 _SS] [2 ] = [moewzoc()S(wt) ] (3.44)

A jobb oldalon ldthato dltaldnos erd vektort a mdsodfajiu Lagrange-egyenletbdl kapott, bekere-
tezett tagbol szamitottuk. Az egyenlet tobbi tagja ugyanolyan alakban adodik a két modszerrel.
Természetesen a tomegmdatrizot az dltaldnos gyorsulds vektorral, a merevségi mdatrixot pedig
az dltalanos koordindtdik vektordval megszorozva lehet dsszehasonlitani az eqgymasnak megfe-
leld tagokat.

A feladat megolddsa leeqyszerisithetd, ha a kiegyensilyozatlan forgorészt eqy Fy = moew?
amplitudoju gerjeszté erével helyettesitjik, ami az mqg tomegi test felé mutat. Ezen kivil az
mg toémeget is hozzd kell adni a tomegmatrix megfeleld eleméhez. [

3.4. Rudak hajlité lengései

Az 3T fejezetben mar lattuk, hogy egy szabadsagi fok, rugalmas rudat tartalmazo lengo-
rendszerek egyenértékli rugémerevsége hogyan szamolhaté ki szilardsagtani meggondolasok
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alapjan. Ebben a fejezetben tobb szabadsagi foku rendszerekre altalanositjuk az ott leirt
modszert. Olyan szerkezeteket vizsgalunk, melyek egy valamilyen médon megtamasztott,
elhanyagolhat6 tomegii rugalmas ridbdl és arra raékelt merev testekbdl allnak. A rendszer
csillapitatlan rezgéseit leird linearizalt mozgasegyenlet

Mg +Sq =Q

alakban irhaté fel.

3.10. dbra. Rugalmas tengelyre ékelt fogaskerekek és a megfelel6 harom szabadsagi foku
mechanikai modell.

Ha a ridhoz rogzitett merev testek tehetetlenségi nyomatéka elhanyagolhaté, akkor pont-
szerlinek is tekinthetjik azokat. Altaldnos koordintdknak a testek silypontjainak elmoz-
dulés koordinatait — illetve ha a ridra mercdleges tengely koriili elfordulasukat is figyelembe
akarjuk venni, akkor elfordulasi szogiiket is — valasztjuk. Ezzel a koordinata valasztassal az
egyes testek mozgasi energiaja kiilon-kiilon figyelembe vehet6, példaul ilyen alakban:

1 1 1.
Ebbdl az altaldnos tomegmatrix konnyen meghatarozhatd. Mivel az egyes altalanos sebessé-

gek kiilon tagokban szerepelnek a kinetikus energia kifejezésében, a tomegmatrix diagondlis:

A merevségi matrix a [3.1] fejezet alapjan az U potencialis energiabol szamithatd, melyet
az altalanos koordinatak segitségével kell kifejezni. Jelen esetben a potencialis energia meg-
egyezik a hajlitott riud alakvdltozdsi energiajdval. Szilardsagtanbol ismert [12], hogy az M,
hajlitonyomatéki fiiggvénnyel

1
— [ M2z F M) d
v QIE/(I) w(2, B3y My) do

alakban, tehat végeredményben az F;, M;, i =1,2,...N, j = 1,2,... R terhelések fliggvé-
nyeként fejezheto ki az alakvaltozasi energia, ahol z a rid hossza mentén felvett koordinata,
I a hajlitas tengelyére szamitott masodrendli nyomaték és F a rugalmassigi modulusz. Bar
a Betti- és a Castigliano-tétel segitségével kiszamithaté az U alakvaltozasi energidbdl egy
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keresztmetszet ¢; elmozduldsa vagy elfordulésa, a forditott feladat megolddsa nagyon nehéz-
kes.

Ez az oka annak, hogy egy masik megkozelitést alkalmazunk a rid rugalmas tulajdon-
sagainak a figyelembevételére. Az egy szabadsagi foku lengérendszerek vizsgdlata kapcsan
mar lattuk (1asd [L3 T fejezet), hogy a rugalmas rudak rugéallanddja konnyebben szamithato,
mint az egyenértékl rugémerevségiik. Tobb szabadsagi foki esetben a C = S~ rugddllands
matrizot tudjuk egyszertien kiszamitani.

Ha a lengorendszer valamilyen Q=allando altalanos er6 hatasa alatt a q. koordinatakkal
megadott egyensulyi helyzetben van, akkor . = 0 és g, = 0 miatt

Sq. = Q, tehat

@ =5"'Q=CqQ. (3.46)

Az altalanos eré komponenseinek
1 ha k=jy,
@r = { 0 ha k+#j
alakban torténo megvalasztasaval a q. vektor komponenseibol konnyen kiszamithatok a C
rugdallandd matrix elemei.

Nézziik meg ezt egy egyszeri példan keresztiill A B.IT] abran lathato lengérendszerben
két pontszerii test van egy rugalmas ridra rogzitve. Ha alland6 nagysdgi Q = [Q1 Qo]

mq mo
Pas - —- R
IQ1 IQ2 =

3.11. dbra. Rugalmas rudra rogzitett pontszert testek — két szabadsagi fokd mechanikai
modell.

er6 hat, akkor (B.46]) alapjan a két test egyenstlyi elmozdulasa az erémentes helyzettél mérve

0 €11 Ci2 Q1
= ; 3.47
[(h] [021 C22]l@2] ( )
tehat kifejtve
@ = @i+ @ (3.48)
@ = a1l + Q. (3.49)

Ha példaul cj1-et akarjuk meghatarozni, akkor @)1 = 1 és Qo = 0 valasztassal ¢, szamérté-
ke éppen megadja cy; értékét. Ugyanilyen er6komponensek mellett ¢o a co; szamértékével
egyezik meg. Q1 = 0 és (Y2 = 1 valasztassal cjo és cop értéke szamithaté ki.

Altaldnosan, c;j szdmértéke g; szamértékével egyezik meg, ha Q); = 1, a tobbi dltaldnos
erd komponens pedig nulla.

Az egyes erck vagy nyomatékok altal okozott elmozduldsokat a Betti- és a Castigliano-
tétel, vagy a rugalmas szal differencidlegyenlete segitségével hatarozhatjuk meg. Egyszerii
esetekben javasolhatd a jarulékképletek hasznélata is.
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3.12. abra. A rugdédllandé matrix elemeinek meghatarozasa megfeleld, egységnyi nagysagu
er6k alkalmazasaval. a) ¢q1 és cap, b) c1a és ca.

A C rugéalland6 matrix szimmetrikus, hiszen a szimmetrikus S merevségi métrix inverze.
Ez az eredmény az in. Maxwell-féle felcserélhetdséqgi tételnek felel meg.

A rugoéallandé matrix ismeretében elvileg szamithaté a merevségi matrix és igy alkal-
mazhatdak az eddig emlitett megoldasi médszerek. A matrix invertalas miivelete azonban
nagyon szamitasigényes, kiilondsen nagyméretiit matrixok esetében. Ez a probléma elkeriil-
het6, ha az

Mg +Sq=Q

mozgasegyenletet beszorozzuk balrél a C rugéddllandé matrixszal. Mivel CS = 1, ezért
CMgq + q = CQ.

Ennek az egyenletnek nyilvan ugyanaz a megoldasa, mint az eredeti mozgasegyenletnek. Pél-
daul Q = 0 mellett kiszamithatok a rendszer sajatkorfrekvenciai és lengésképei. A megoldast

q = Ae* alakban keresve és azt visszahelyettesitve a fenti egyenletbe, a frekvenciaegyen-
letet

det (—a?CM +1) =0
alakban kapjuk, amibél szamithatok az aq, as, ... sajatkorfrekvencidk. A lengésképek a

(—a?CM+T1)A; =0

egyenlet alapjan hatarozhatok meg. A lengésképek abrazolasa ebben az esetben folytonos
vonalakkal torténik, ahogy aB.I3l abra is mutatja. A mozgasegyenlet atirasahoz csak matrix
szorzast kellett elvégezni, ami jelentosen egyszeriibb és pontosabb, mint a matrix invertalas.
Arra azonban tigyelni kell, hogy ugyan szimmetrikus matrix inverze is szimmetrikus, de két
szimmetrikus matrix szorzata mar nem biztos, hogy az. Ennek megfeleléen, az altalanos
esetben a CM matrix sem szimmetrikus.

3.13. abra. Hajlité lengést végzo rid lengésképeinek abrazolasa.
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