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Eloszo

Ez a kiadvany elsésorban gépészmérnok hallgatoknak kivan segitséget nytjtani a rezgéstan
alapvetd Osszefiiggéseinek és modszereinek ismertetésével. Az itt kozolt tananyagot a BME
Gépészmérnoki Karan alapképzésben oktatott Rezgéstan illetve az 6t éves egyetemi képzés-
ben oktatott Lengéstan tantargyak tematikaja és 2012-ben megjelent ”A miiszaki rezgéstan
alapjai” cimi jegyzetiink alapjan allitottuk ossze. Jelentos mértékben kiegészitettiik és at-
irtuk a korabban megfogalmazott szévegrészeket, mert abban — terjedelmi korlatok miatt —
nem volt lehetéségiink minden részletkérdés tisztazasara. Fontos kiillonbség az is, hogy ebben
a kotetben az angolszasz szakirodalomban leginkabb elfogadott jeloléseket alkalmazzuk. A
jegyzet irasa soran a gépészmérnoki gyakorlat szamara legfontosabb témakorokre helyeztiik
a hangsulyt. Bizunk abban, hogy mind a hallgatok, mind az esetleg érdekl6d6 szakemberek
haszonnal forgatjak majd ezt a konyvet.

Eziaton mondunk koszonetet Takacs Dénesnek, elsésorban az dbrak atgondolt, pontos
és esztétikus megrajzolasaért, de azért is, mert mindig szamithattunk hasznos, lényeglatd
megjegyzéseire.

Koszonetet mondunk a BME Miiszaki Mechanikai Tanszéken dolgozo kollégainknak is,
akik a tantargy oktatasa soran folyamatosan segitették a tananyag alakulasat, fejlodését.

Csernak Gabor, Stépan Gabor
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. A Rezgéstan jelentosége

A Rezgéstan tantargy célja a mechanikai rendszerekben el6forduld ismétl6dé mozgasok vizs-
galata. Ez a tudoményteriilet kiemelt fontossagu a gépészmérnoki gyakorlatban:

o A legkézenfekvibb alkalmazasi teriilet a rugalmas felfliggesztések, ezen beliil is a jar-
miivek rezgéseinek dinamikai vizsgalata.

e Rezgéstani ismeretek a szilardsagi méretezéshez is sziikségesek faraddsos igénybevételek
esetén.

o A gépalapozasok tervezése, precizids miiszerek, egyéb szerkezetek rezgésszigetelése is
egyszeru rezgéstani modelleken alapul.

e A gépek karbantartdsa, ellenérzése is torténhet un. rezgésfeltigyelet alapjan — ennek
egyszerti hétkoznapi példaja, hogy a meghibasodas gyakran felismerheto a gép hang-
janak megvaltozasarol.

A rezgéstan — mint tudoményﬁ — jelentésége azonban messze tulmutat a mechanikan. Az
alabbiakban felsorolunk néhany olyan teriiletet, ahol alkalmazhatdak a rezgéstan eredményei:

o Az elektroméagneses rezgékoroket ugyanolyan jellegii differencidlegyenletek irjak le,
mint a mechanikai lengérendszereket.

e A linedris szabélyozasok (pl. PD szabélyozds) miikodése is targyalhaté a rezgéstan
megkozelitési modjat hasznalva.

e A hangok forrdsa is rezgés.

e A molekuldk, kristalyok elsé kozelitésben modellezhetok rugdkkal dsszekapesolt tomeg-
pontokként — ez a modell tobbek kozott a fajho szamitasara is hasznalhato.

A Rezgéstan tananyag elsajatitasahoz szilardan megalapozott elismeretek sziikségesek.
Tekintsiik at egy egyszerti példan keresztiil, hogy a mechanika és a matematika mely ered-
ményeire tamaszkodunk a lengérendszerek vizsgalata soran!

Az [Tl dbran egy rugéra fiiggesztett hasab lathaté. Ha kisérleteket végzink egy ilyen
mechanikai rendszerrel, a kovetkezoket allapithatjuk meg:

Ttt és a kovetkezOkben a tantdrgy nevét nagy, a tudomanyteriilet nevét kis kezdgbetiivel irjuk.
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Szabadtest-abra:
8)

egyensulyi helyzet —____ E, = ky

1.1. dbra. Egy egyszerii lengérendszer.

1. Taladlhaté egy egyensulyi helyzet, melyben a rendszer mozdulatlan, a rug6 pedig meg-
nyulik a hasab sulya kovetkeztében.

2. Ez az egyensilyi helyzet stabil, hiszen akér felfel¢, akar lefelé téritjiikk ki a testet, a
ra hato erék eredéje mindig a kitéritéssel ellentétes értelmi, az egyensulyi helyzet felé
mutat.

3. Ha kitéritett helyzetébdl elengedjiik a lengorendszert vagy megiitjiik a hasabot, akkor
az rezgo mozgasba kezd. Ez a mozgas a stabil egyenstlyi helyzet koriil szimmetrikusan
torténik.

A fenti megfigyelések ravilagitanak arra, hogy a vazolt lengbrendszer vizsgalatdhoz a
mechanika harom alapvetd részteriiletének ismerete is sziikséges:

e a stabil egyenstlyi helyzet meghatarozasahoz a statika tételeit,

e a rugalmas elem deforméciéja és az azt okozd er6é kozotti kapcesolat (rugdémerevség)
meghatarozasahoz a szildrdsdagtan eredményeit,

e a mozgas leirdsdhoz pedig a dinamika alaptételét hasznaljuk.

A rezgéstani feladatok megoldasa soran a cél nem csupan a mozgas jellemzdinek egy adott
pillanatban valé meghatarozasa (tipikusan ezzel foglalkoznak a Dinamika tantargy kereté-
ben), hanem a mozgas folyamatdnak leirdsa alkalmas fiiggvényekkel. Ehhez a matematika
szamos teriiletén is jaratosnak kell lenni:

o A rezgéstanban a dinamika alaptételét differencidlegyenlet alakjaban irjuk fel, ezt ne-
vezzilk mozgasegyenletnek.

e A mozgésegyenlet megoldisa a mozgdstorvény. Un. harmonikus rezgések esetén (ha
linedris a differencidlegyenlet), exponencidlis és trigonometrikus figgvényekkel irhato
le a mozgas.

o A mozgasegyenlet felirasa néha elég bonyolult feladat a dinamika alaptétele segitségével
— elsGsorban akkor, ha tébb 6sszekapcesolt testbél all a vizsgalt rendszer (mint példa-
ul egy forgattyts mechanizmus), vagy dltaldnos térbeli mozgast végez a test (példaul
egy porgettyl) [5]. Az un. mdsodfaji Lagrange-egyenlet megkonnyiti a mozgasegyenlet
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felirasat. Ennek alkalmazasahoz azonban sziikséges a kinematika ismerete, a kineti-
kus és potencidlis energia megfelelo kifejezése és a tehetetlenségi nyomaték szamitasa,
valamint helyesen kell alkalmazni a differencidlasi szabdlyokat (pl. 6sszetett fiiggvény
derivalasa).

A fenti példaban lathattuk, hogy mozgas (rezgés) csak akkor jon létre, ha kitéritjik a
rendszert a stabil egyensilyi helyzetébdl és/vagy kezdeti sebességet adunk a rezgé mozgasra
képes testnek. Ez utébbi gyakran titkozéssel érhetd el. Az titkozés targyalasa azért is illesz-
kedik jol a Rezgéstan tananyagaba, mert a kévetkezd, [L2] fejezetben bemutatandé titkozési
modell a rezgéstan eszkoztarat felhasznalva pontosithatd — ezt a részletesebb modellt a [2.3.6
fejezetben mutatjuk be.

1.2. Utkozés

1.2.1. Utkozési modell, alapfeltevések

Az ltkozés soran megvaltozik az 1itkozo testek sebességallapota. A legegyszertibb modell
— amit ebben a fejezetben ismertetink (L2 dbra) — nem foglalkozik az titkozés id6tarta-
ma alatt lejatszodd folyamatokkal, csak egy szamitasi algoritmust ad, mellyel az titkozés
elotti sebességéllapot és az titkozést jellemzo e iitkozési tényezo ismeretében kiszamithato
az titkozésben résztvevo testek tlitkozés utani sebességallapota. Csak két test iitkozésével
foglalkozunk, azaz kizarjuk azt az esetet, amikor harom vagy tobb test egyszerre vesz részt
az ltkozésben.

A tovabbiakban [€21;cs1]s, és [Q;cCsa]s, a két test ttkozés eldtti, mig [wq;vei]s, és
[wo; Vo, a testek titkozés utdni sebességallapotét jellemz6 vektorkett&soket jeloli, ahol Sy
és Sy a két test sulypontja. Akkor johet létre iitkozés, ha a két test érintkezik és a testek
érintkezési pontjainak a sebessége eltéro.

Cs1

1.2. dbra. Két test litkozése. Az abran a testek titkézés elbtti sebességallapotat
abrazoltuk; t a kézos érinté egységvektora, n pedig az érintére meréleges litkozési
normalist jel6li.

A modell felallitdsa soran az aldabbi feltevésekbdl indulunk ki:

1. Az iitkozés olyan rovid id6 alatt jatszodik le, hogy a testek kozben nem mozdulnak el
(harom vagy t6bb szabadon mozgé test egytittes titk6zését is ezért zarjuk ki).

1.1. megjegyzés: Harom test egyiittes titkdzése példaul akkor valésulhat meg, ha egy
test csuklésan kapcsolédik a kérnyezethez és tugy iitkozik egy masik testtel. Ebben az
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esetben elképzelhetd, hogy a csuklés kapcsolatban is iitkozések jatszodnak le. TObb test
egyszerre torténd titkozését gyakran két test kozotti itkozések sorozatdval modellezik.de

2. Az utkozés soran olyan nagy erék lépnek fel, hogy kozben minden méas er6 elhanya-
golhato. Kivételt képezhetnek a test valamely pontjat a helytallé kornyezethez rogzito
kényszerekben ébred6 reakciderok.

3. Az itkozo testek az érintkezési pont kornyékén (lokélisan) deformdaldédnak. Ettol a
ponttol tavolabb mar elhanyagolhatonak tekintjiikk a deformaciokat, ezért alkalmaz-
hatjuk a sebességallapot szamitasara a merev testek kinematikdja keretében tanult
Osszefiiggéseket. A tehetetlenségi nyomaték valtozasat is elhanyagoljuk, ugyanebbdl az
okbol.

4. Az utkozést az e titkozési tényezovel jellemezzilk, amibol kovetkeztetni lehet az titkozés
soran bekovetkezo mechanikai energiaveszteségre. Az iitkozési tényezo a testek anyagi
tulajdonsagaitol és az titkozés kortlményeitol fiiggden a kovetkezd értékeket veheti fel:

e rugalmas testek: e = 1, tokéletesen rugalmas titkozés,
e képlékeny testek: e = 0, tokéletesen rugalmatlan titkozés,

e részben rugalmasan, részben képlékenyen deformalodo testek: 0 < e < 1.

Az titkozés soran fellépo erdk nagysagat nem vizsgaljuk ebben a modellben, azonban
maga az Utkozési tényezo figghet az dtadodo eré nagysagatél. Gondoljunk példaul

c s e

képlékenyen deformalédik (behorpad).

5. Az érintkezési pontban fellép6 surlodasi erdt elhanyagoljuk. Ebbol az kovetkezik, hogy
nem adodik at erd a kozos érintosikkal parhuzamosan, csak az érintésikra meroleges
n ttkézési normalis iranyaban. Feltessziik, hogy az titkozés ideje alatt ez az irany
nem valtozik meg. Sima felszinii testek vagy egy sima és egy ,cstcsos” (éles) felszi-
nl test kozos érintdsikja egyértelmiien meghatarozhatd az érintkezési pontban. Két
csucs érintkezése — ahol nem definidlhaté a kozos érinté — csak nulla valdszintiséggel
kovetkezhet be.

6. Sikbeli titkozésekre korlatozédunk, tehat feltessziik, hogy

e a sikmozgds feltételét kényszer biztositja vagy

e az iitkozési normalis mindkét test sulyponti tehetetlenségi f(’)'sikjébaﬁ esik, és a
testek az litkozés elott is ezzel a sikkal parhuzamos sikmozgast végeznek.

Az utkozés utani sebességallapot szamitasi algoritmusa kiilonbozé titkozéstipusok esetén
mas és mas lehet. Fontos, hogy még egymassal iitkozo testek esetében is el6fordulhat, hogy
a két test szempontjabol kiillonboz6 tipusu az titkozés! A legegyszeriibb ttkozéstipus a
centrikus 1itkozés, az 0sszes tobbi titkozési problémat is erre vezetjiik vissza.

2A tehetetlenségi f8sik két fétehetetlenségi irdny altal kifeszitett sik. A harmadik firdny erre a sikra me-
réleges, ugyanigy, mint az iitkdzés soran atadédé nyomaték. Igy a feltevéshél kovetkezéen mind kinematikai,
mind dinamikai értelemben sikmozgést végez az 1itk6z6 test.
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1.2.2. Centrikus uitkozés

Egy test szempontjabdl centrikus az titkozés, ha a test mozgasat kényszerek nem korlatozzak
(szabad mozgést végez), és a silypontja rajta van az iitkdzési normadlis hatdsvonalan.

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor mindkét test szempontjabol centrikus az iitkozés!
Ilyen pl. két szabadon mozgd homogén golyd vagy korong iitkozése, amit az [[L3l abra szem-
1éltet.

Cs1

Cs

ma
Cs2

Utkozés elétt Utkozés kozben Utkozés utan

1.3. abra. Két golyo titkézése. Csak az n irdanyt sebességkomponensek valtoznak,
a kozos siulypont cg sebessége allandé marad, azaz cg = vg.

Mivel az titkozés erejéhez képest minden méas erd elhanyagolhaté, az iitkozés ereje pedig
belso erd, két test centrikus iitkdzése sordan a teljes impulzus (lendiilet) megmarad:

Litana = Lagtte = mMuVsy +mavga = miCg + MacCsa. (1.1)

A két testbdl allo rendszer kdzds sulypontjanak helyvektora definicio szerint

mirgy + Malgo
mi + mo

rsg =
tehat a kozos sulypont sebessége az iitkozés elott, illetve az iitkozés utan ennek id6 szerinti
differencialasaval kaphato:

mM1Cg1 + MaCgo v mivsi + MaVga
f— S f— .
mq -+ ™o mi -+ mo

Cs

Ebbodl kovetkezik, hogy
cs(my +mg) = micgy + macga  és vg(my +mg) = mivg + mavgs. (1.2)

A fenti képleteket Gsszevetve az impulzusmegmaradast kifejezé (L)) egyenlettel, arra jutunk,
hogy a két test kozos sulypontjanak a sebessége nem valtozik az titkozés soran:

Cs = Vg. (13)

Az utkozo testekre hato eré nem ismert. Feltéve, hogy ennek az erének a nagysaga egy
F(t) fiiggvény szerint valtozik, és az titkozés a ty pillanattdl a to + 7 pillanatig tart, az egyes
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testek impulzusanak megvaltozasa — ami szintén parhuzamos az n titkozési normalissal az
feltevés miatt — az erdimpulzussal vagy mas néven erdlokéssel fejezheto Kki:

totT to+7
Al, = myvg; — micg; = —n / Fdt és Aly =mavgy — moCss = N / Fdt. (1.4)
to to

A fenti egyenlet felirasa soran feltételeztiik, hogy az n itkozési normalis az 1-es test felol
a 2-es test felé mutat. Természetesen forditott iranyban is felvehet6 az titkozési normalis; az
n vektor tulajdonképpen a sebességek szamitasahoz hasznélt koordinatatengelyt definialja.
Az tutkozés erejének hatasvonala egybeesik az n titkozési normalis hatdsvonalaval, ezért a
testek sulypontjainak n irdnya sebességkomponensei (vgi) és vg;)) megvaltoznak. Centrikus
iitkozés esetén a sulypontok rajta vannak n hatasvonalan, tehat az titkozés soran fellépo erd
nyomatéka mindkét test sulypontjara nulla. Mivel a modellben elhanyagolhaténak tekintjiik
az itkozés ideje alatt hatoé mas erdket, a testek perdiilete megmarad, az titkozés utani w o
szogsebességek megegyeznek az litkozés elottiekkel: wi = €y, wy = Qs.

A kisérleti tapasztalatok szerint a sulypontok sebességeinek n irdnyd komponenseibol

képzett
8 ool o) 15)

O T

e

litkozési tényezo egy adott anyagparra mindig kozelitoleg ugyanakkora értéktﬁ, barmelyik
test sebességeit helyettesitjiik is be. Itt cg;) és vg;) (1 = 1,2) a két test S} illetve Sy sily-
pontjanak n iranyu sebességkomponensét jeloli az titkozés elétt és utan, mig vg") = an) a
kozos sulypont sebességének n iranyi komponense.

Az iitkozési tényezonek egy adott anyagparra torténod kisérleti meghatarozasa utdn az

ilyen anyagokbol késziilt testek titkozés utani sebessége az alabbi képletekkel szamithato:
vgi) :vg") + e(v(sn) — C(Snl)) és (1.6)
vg =vg” + e(vg” — ).

A fenti képletek alapjan a kovetkezé modon képzelhetjiik el az tutkozés folyamatat: a
testek az litkozés elsé szakaszaban benyomddnak, és sebességﬁk normalis komponense meg-
valtozik. Ez addig tart, amig el nem érik a koézos sulypont US") sebességét, azaz sebességval-
tozasuk ezalatt vg") - anl) illetve vg") - cg;).

Az tkozés masodik szakaszaban a benyomoédott testek részben visszanyerik eredeti alak-
jukat. Mivel a testek kozott az iitkozés teljes idétartama alatt csak nyomoéerd hathat, a
sebességiik toviabbra is ugyanolyan értelemben valtozik (n6 vagy csokken), mint az titk6zés
els6 szakaszaban, de a nem tokéletesen rugalmas deformacié miatt mar nem koévetkezik be
ugyanakkora sebességvaltozas, csak annak az e < 1-szerese.

Maxwell-abrak

Az (LO) képletek megjegyzése helyett javasolt egy egyszertien attekinthetd grafikus szerkesz-
tési eljaras alkalmazéasa, az in. Mazwell-dbra rajzolasa. A Maxwell-dbra nagy elénye, hogy
szemléletesen abrazolja az titkozés két szakaszaban lejatszodo folyamatokat.

A szerkesztés lépései az[[L4l abra alapjan a kovetkezok:

3 Az iitkozési tényezd szamos tényez6tdl fiigghet (példaul az iitkozé testek sebességkiilonbségétdl, az érint-
kezési pont kérnyezetében fellépé mechanikai fesziiltségek nagysagéatol), de ezt sok esetben elhanyagolhatjuk.
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1.4. Abra. Maxwell-abra és egyszeriisitett Maxwell-abra szerkesztése.

o Felvesszitkk az n titk6zési normalist, és egy O pontjabdl (mint origdébdl) felmérjik a
sulypontok titkozés elétti sebességvektorait: cg1, cgo. A vektorok végpontjait M;-gyel
és Ms-vel jeloljiik.

e (L2) alapjan kiszamitjuk a kozos silypont cg = v sebességét, és szintén berajzoljuk
az abraba. A vektor végpontja az S pont.

o A cg1 és cgo vektorok M, és M,y végpontjain at parhuzamosokat htizunk n-nel, az S
ponton keresztiil pedig merdlegest allitunk n-re. A behtzott egyenesek metszéspontjait
jeloljik Pi-gyel és Psp-vel.

o Az iitkdzés sordn a sebességvektorok n-re meréleges iranyu komponensei nem val-

tozhatnak, tehat az iitkozés utani sebességvektorok végpontjai is rajta lesznek az

n-nel parhuzamos egyeneseken, a ()1 és () pontokban. Mivel PM; = vé") — cfgnl)

és Q1P = vgq) - vg"), az Utkozési tényezo értelmezése alapjan Q1P = e Py My és
Q2P = e P, Ms, tehat az titkozés utani sebességvektorok végpontjai meghatarozhatok.

Feltevéseink szerint a sebességvektoroknak csak az n iranyi komponensei valtoznak, ezért
gyakran csak egy egyszerisitett Maxwell-abrat rajzolnak. Ehhez két segédegyenest kell raj-
zolni az n Utkozési normalissal parhuzamosan, melyeken a két test megfelel6 sebességkom-
ponenseit tintetjik fel. A szerkesztés lépései megegyeznek az altalanos eset lépéseivel. Ha a
két segédegyenes n-t6l mért tavolsaga aranyos az m; és my tomegekkel, és a csnl), vé’? sebes-
ségeket az mo-vel (!) ardnyos tdvolsagban felvett egyenesre, a cg;), vg;) sebességeket pedig
az mq-gyel aranyos tavolsdgban felvett egyenesre rajzoljuk fel, akkor az iitkozés el6tti- és
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utani sebességvektorok végpontjait 6sszekotd egyenesek éppen a kozos silypont sebességét
megadd vektor S végpontjaban metszodnek.

A fejezetben ismertetett eljardasok akkor is hasznalhaték, ha az titkozésben részt vevo
egyik test tomegét végtelentl nagynak tekinthetjiik — példaul ha falnak vagy a talajnak
itkozik egy test. Ekkor a nagy tomegii test sebessége nem valtozik, s6t, annak az litkozés
elotti sebességével egyezik meg a kozos silypont sebessége. Ebben az esetben akar el is
hagyhaté a Maxwell-dbranak a végtelen tomegl testre vonatkozd része. Példaul az
abran egy ilyen esetet lathatunk, ahol ms — 00, ezért Oy = 5 = Q5.

Az iitkozési tényezo mérése

Az utkozési tényez6 méréséhez lapot és mq tomegi golyot készitiink az itkozo testek anya-
gabol. A lapot végtelen nagy ms tomegiinek tekintheté alapra helyezziik és a golydét H
magassaghdl leejtjiik, mely h magassagig pattan vissza, az [L5 abranak megfeleloen.

A munkatétel alapjan

1
migH = §mlcf, (1.7)

amibdl a golyé becsapddasanak sebessége |¢1| = +/2gH. Ehhez hasonléan, a visszapattanas
sebessége |vi| = /2gh.

Mivel az all6 alap tomegét végtelen nagynak tekintjik (my ~ 0o és co = 0), a kozos suly-
pont sebessége is nulla: vg = 0. Felhasznalva az (L)) képletet, a golyd visszapattanasanak
sebessége kifejezheto az iitkozési tényezovel is:

v1 =04 ¢e(0 —c1) = —ecy, (1.8)

azaz

ol _ v [

e = = =4[ —. 1.9
ler]  29H H (1.9)
my
— e @
H O — 02 Vi €A1
Mo — 0O h O, >
C1 Al
I ]
M,

1.5. dbra. Az litkézési tényezd mérésének egy lehetséges médja, és az litkozés
Maxwell-abraja.

1.2. megjegyzés: A golyo leesésének ideje a magassag gyokével aranyos:

1 2H
SOty =H = b=/~ (1.10)

és hasonldéan szamithatd a felpattands ¢, ideje is. Ebbdl kovetkezik, hogy a leesés és a
rakévetkezd felpattanas idejének ardnya az iitkozési tényezovel egyenlo:
th h

B O 1.11
= T=¢ (1.11)
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A felpattanas utdn djra leesik a test, ami szintén t;, ideig tart. Az egymas utdni idék mértani
sorozatot alkotnak, e hanyadossal. Figyelembe véve, hogy a leesés ideje tf, az utana kovetkezo
i-edik felpattands és Gjabb leesés egyiittes ideje pedig 2tpe’, a modell szerint végtelen sok
utkozés jatszodik le véges id6 alattHg:

o
; 1
tosss = Y 2ty € +tg = 275H: +tu. (1.12)

i=1

Ezt a jelenséget tapasztalhatjuk, amikor ping-pong labdat pattogtatunk egy asztalon: a
folyamat végén jol hallhatéan stirtisddnek az iitkozések. &

Specialis esetek

Erdemes megvizsgalni a tokéletesen rugalmas (e = 1) és a tokéletesen rugalmatlan (e = 0)
ttkozések eseteit az (LO) képletek alapjan.

e Ha e =1, akkor

8 = 1 0 o) =2l - ) &

vg =208 — .
Kovetkezésképpen tokéletesen rugalmas iitkozés esetén

vgt =gy =y — e, (1.13)
azaz a két test titkozés elotti és utani relativ sebessége ugyanakkora nagysagu, de
ellentétes iranya.
Ha a két tokéletesen rugalmas test tomege egyenld, akkor (LZ) miatt vé") = (cg"l) +
¢MY/2, amibél vl = &) illetve v = 7. Tehét ebben a specidlis esetben a két test
sebességet cserél.

e Ha az titkozés tokéletesen rugalmatlan, azaz e = 0, akkor

vfﬁ) = vfg") + 0(@59") — ck(gnl)) = vfg") és

vgy =g,
Ez azt jelenti, hogy mindkét test titkozés utani sebessége megegyezik a kozos sulypont
sebességével, a két test szorosan egymas mellett marad.

Fontos specidlis eset az un. egyenes titkizés esete, amikor a stulypontok sebességének
nincs érintd iranyu osszetevije, azaz pl. cg1 = cgf;’ és vg = vé"). Ekkor a testek iitkozés
elotti kinetikus energidja Osszesen

1

T, = 3 (mlcél + m2022) : (1.14)

a tokéletesen rugalmatlan titkozés utan pedig

1

mics1 + MaCga)?
Tu:§<ml+m2>1}§ ( 1251 252)

1
5 (m1 —+ mg)

(1.15)

4Bzt Zeno-féle viselkedésnek nevezik.
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A fenti két egyenlet alapjan meghatarozhato az titkozés soran bekovetkezd energiavesz-
teség:
1 mi1me 2
AE=T,—T, = ———(cs1 — cs2)". 1.16
2my +mgy (cs1 s2) ( )
Ebbol a képletbol lathatd, hogy ha a 2-es indexti test az iitkozés elott nyugalomban
volt (cge = 0), akkor

1
AE=T,-T,=——2 _—m =——2
ma +m22

T.. (1.17)

my + Mo

Ez az energia részben a testek melegedését idézi el6, részben azok maradd alakvalto-
zasara forditodik. Arra kovetkeztethetiink, hogy a maradé alakvaltozasra jutd energia
a testek tomegaranyatol fiigg, amit a miszaki alkalmazasokban a célnak megfeleléen
forditani az litkozés el6tti mozgasi energia minél nagyobb részét. Mivel a munkadarab
tomege altalaban nem valtoztathato, azt nagy tomegi tllére helyezik, igy ezek egytit-
tes my tomege mar megfeleléen nagy lesz a kalapacs (illetve gépi kovacsolds esetén az
tn. medve) m; tomegéhez képest.

1.2.3. All6 tengely koriil elfordulé test iitkozése

Szamos litkozési problémaban az egyik — vagy mindketto — test egy rogzitett tengely koril
képes elfordulni. Ebben az esetben nem alkalmazhaté kézvetlentl az (@) képlet, hiszen az
itkozés soran a csukloban is az litkozési erének megfelel6 nagysagrendii er6 alakulhat ki, ami
nem hagyhaté figyelmen kiviil. Ezt az esetet is szeretnénk visszavezetni centrikus titkozésre.

Tegyiik fel, hogy a vizsgdlt test az O csukld koriil tud elfordulni! Utkozés el6tti szog-
sebessége (2; — ez meghatarozza sebességéallapotat, hiszen vp = 0 —, az O ponton atmend,
Q2;-gyel parhuzamos tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatéka pedig ©,;. Célunk az
itkozés utani szogsebesség meghatarozasa.

mei |
DETR(t) dt

Jto

1.6. abra. All6 tengely koriil elforduls test iitkGzése.

Az titkozésben részt vevo masik testrél F(t) eré adodik at az titkozés 7 ideje alatt, az
abrdnak megfeleléen. Ennek az erének az O pontra szamitott nyomatéklokése (nyoma-
tékimpulzusa) —I [°77 F(t) dt, ahol [ az F(t) eré hatdsvonaldnak (az n iitkdzési normalis
egyenesének) az O csukl6tol mért tavolsdga. A negativ el6jel annak felel meg, hogy az
abran az €2y szogsebességgel ellentétes a nyomatéklokés iranya. A perdiilettétel miatt az O
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pontra szamitott perdiilet megvaltozasa egyenlé a nyomatéklokéssel, azaz
to+71
Ally = Q1w — O = —1 / F(t) dt. (1.18)
to
A levezetés egyszeriisitése érdekében vegyunk fel egy Ti-gyel jelolt un. dtkozési talppontot,

melyet az O pont n-re torténé meréleges vetitésével kapunk, tehdt OT) = [. Az (IR
egyenlet atirhato a kovetkezo alakba:

(1) = — O/TF(t) dt. (1.19)

to

@ol
[2

@ol
[2

(lwl) —

A zéardjeles kifejezések a talppont titkozés elotti és utani sebességét adjak meg, hiszen ¢y =
1€ és vy = lw;. Bevezetve az

C'_')01
[2

mr1 =
redukalt tomeget, az
to+71
mmriry — mriCrp = — / F(t) dt (120)
to
egyenletre jutunk, ami ugyanolyan alakd, mint a centrikus titkzésre kapott (L4]) egyenletek.
Ez alapjan a talppont sebességvialtozasanak és az er6lokésnek a kapcsolatat

1 to+71
VUri —Crp = ———— F(t) dt (121)

m
T1 i

alakban is felirhatjuk, ahol a redukalt tomeg reciproka az erélokés egytitthatéja.

A fentiekbdl kovetkezden az allé tengely koriil elfordulé testet egy T) pontban 1évo, mqp
tomegli pontszerl testtel helyettesithetjiik, ami mar centrikusan iitkozik. Ennek a helyet-
tesito testnek ugyanakkora az O pontra szamitott tehetetlenségi nyomatéka, mint a valodi
testnek, ezért azt tokéletesen helyettesiti a perdiilettételben. A kinematikai szamitasok soran
természetesen figyelembe kell venniink azt is, hogy az O pont sebessége nulla marad.

A fentiek alapjan a feladat megoldasanak algoritmusa a kovetkezo:

1. A T; talppont meghatarozasa: az O tengelytél merdlegest bocsatunk az n iitkozési
normalisra.

2. Az mp; = 0, /1? redukélt tomeg meghatarozdsa, ahol [ a talppont tavolsiga a ten-
gelytol.

3. A talppont iitkozés elétti sebességének meghatarozasa: cpp = [€2;.

4. Ha a masik test is all6 tengely koriil tud elfordulni, akkor értelemszertien meg kell
hatarozni a megfelel6 T5 talppontjat, mps redukalt tomegét és a cry sebességet.

5. Most mar visszavezettiik a feladatot két mq illetve mpy tomegti, cpy illetve cry sebes-
ségli test centrikus utkozésére. A kozos silypont sebességét a

_ Mmq1Cr1 + Mr2Cr2
mry + mra

Cs

képlet segitségével hatarozzuk meg.
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6. A centrikus tutkozési feladat megoldasa Maxwell-abraval vagy az (L6 képlettel. Ered-
ményként megkapjuk a talppont titkozés utani vy sebességét.

7. Az titkozés utani szogsebesség szamitasa: wy = vpy /L.

1.2.4. Excentrikus utkozés

Ha a test egyik pontja sem rogzitett, és az iitkozési normalis nem megy at a test silypontjan,
akkor az titkozés excentrikus. Ahogy korabban mar emlitettiik, ez a besorolds nem magat az
iitkozést, hanem az abban részt vevo test szerepét jellemzi. Példaul egy tenisziitonek csapddd
teniszlabda szempontjabol az titkozés centrikus, az t0 szempontjabol pedig excentrikus.
Egy hintara felugro kisgyerek esetében a hinta szempontjaboél allo tengely koriil elfordulé test
iitkozésérdl, a kisgyerek szempontjabdl pedig excentrikus titkozésrdl beszélhetiink. A fentiek
szerint a tovabbiakban csak egy darab testre irjuk fel a megfelel6 egyenleteket, igy a fizikai
mennyiségek indexeit is elhagyjuk. Sikbeli titkozésekre korlatozodunk, tehat feltessziik, hogy
az utkozési normalis a test stulyponti tehetetlenségi fosikjaba esik.

Ezuattal nincs a testnek rogzitett pontja, ezért mind az impulzustételt, mind a sulypontra
felirt perdiilettételt fel kell hasznalnunk:

to+T1
Al =mvg — mcg = / F(t) dt, (1.22)
to
to+T1
ATlg = Ogw — O = 144 X / F(t) dt = rga x Al (1.23)

to

ahol rg4 a stulypontbdl az F(t) er6 A tamadaspontjaba mutatd vektor, az [[7 abranak
megfelelden. Ez az er6 adédik at az titkozésben részt vevo masik testrol. A fentiek szerint

1

vg—cg = —AI és (1.24)
m
1

w — Q = @—I'SA X AI (125)

Most is hasonléan jarunk el, mint az allé tengely koriil elforduld testek vizsgalata soran:
egy olyan, véges szamu anyagi pontbol allo helyettesito testet keresiink, mellyel visszavezet-
het6 az titkozés a centrikus titkozés esetére?.

Els6 1épésben azonositjuk a testnek azokat a pontjait, melyeknek a sebessége az atadodo
AT erolokéssel parhuzamosan, és annak nagysagaval aranyosan valtozik. Ezek koziil fogunk
kivalasztani egy megfelel6 T' pontot, amit most is iitkdzési talppontnak neveziink. Az (L21))
képlethez hasonloan, a T pont sebességvaltozasa és az erolokés kozotti ardnyossagi tényezot
1/myp-vel fogjuk jelolni, ahol my a redukalt tomeg.

A keresett T' pont titkozés elotti és utani sebessége kifejezheté a stulypont sebességével és
a szogsebességgel:

cr =cs+ Q X rgr, (1.26)

Vi = Vg + W X rgy. (1.27

A keresett testet diszkrét merev testnek nevezhetjiik [5] alapjan.
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1.7. abra. Excentrikus iitkézés. t és q az S silypont tavolsagat jeléli a T talp-
ponttdl illetve az n litkézési normalistol. A levezetés eredményeképpen kijon, hogy
t =q. A K Iokéskézéppont p tavolsagra van a sulyponttdl.

Innen a sebesség megvaltozasa
Vr —Cr =Vs—Cg+ (w— Q) X rgr. (1.28)
z (L24) és (L20) egyenletek alapjan

vV — Cp = %AI —+ @iS(I'SA X AI) X rgor. (129)
Ebbdl a kifejezésbdl latszik, hogy rga || Al esetén — ami a centrikus ttkozés esete — a fenti
hérmas vektoridlis szorzat nulla lenne és visszakapnank az (L24) képletet, azaz ekkor T'= S
lenne.

Ha valéban excentrikus iitkozéssel allunk szemben, akkor rgs Jt AL Ekkor a harmas
vektorialis szorzatot kifejtve,

Vr — Cp = (% + @is(rSArST)) AI — @ierA(rSTAI)- (130)
Ez a kifejezés akkor lesz parhuzamos a Al erolokéssel, ha a masodik tag nulla, azaz ha
rsr L AL Mivel az er6lokés az iitkozési normaélissal parhuzamos, az titkozés talppontjat
a sulyponton atmenod, titkozési normalisra merdleges egyenesen kell keresniink. A redukalt
tomeg reciproka definicié szerint a Al egytitthatéja a sebességvéltozast megadd (L30) kép-
letben, amibol

1 1 1 m Og m O

— = — 4+ —(r Tr = mor = = . 131
mr m @<SAST) T Os+mrgarsy Os+mqt ( )

[tt t a talppont és a silypont — egyel6re nem ismert — tavolsagat, q pedig az titkdzési normalis
stlyponttdl mért (ismert) tavolsiagat adja meg (lasd [L7 abra).

A talppont helyének meghatarozasahoz figyelembe kell venntink, hogy egy szabadon moz-
g6 merev test dinamikailag nem helyettesitheto egyetlen tomegponttal. Ezért egy olyan he-
lyettesito testet konstrudlunk, ami két darab, my és mg tomegii tomegpontbdl all, gy, hogy
a teljes tOmege, tehetetlenségi nyomatéka és silypontjanak helye is megegyezzen az eredeti
testével. Egy ilyen test dinamikailag egyenértékii a sikmozgast végzo eredeti testtel.
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A helyettesitd test siulypontja csak akkor eshet egybe az eredetivel, ha az mjy tomegi
testet is a silyponton atmend, n-re meroleges egyenesen keressiik. Ennek a K pontnak a
stlyponttdél mért tavolsiagat p-vel jelolve (L7 dbra), a fentiek alapjin az aldabbi egyenlet-
rendszer irhaté fel:

. m O,
mr = O, +maqt’
mr +mg = m,
mrt? + mgp? = Oy, (1.32)

mrt —mgp = 0.

Az ([32) egyenletrendszert megoldva, a kévetkezd eredmények adédnak az ismeretlen
mr, Mk, t és p mennyiségekre:
_ m O, ; m2qg? O,
CO,+m ¢ O, +m ¢?’ mq

mr (1.33)
Ebbdl kovetkezik, hogy az titkozés talppontja az titkozési normélison helyezkedik el (¢ = q).

Az ttkozési talppont mellett bevezetett K pontot [6késkdzéppontnak nevezik. Ez a pont
azzal a kiilonleges tulajdonsidggal rendelkezik, hogy titkozés elotti és utani sebessége meg-
egyezik. Ennek belatasahoz alkalmazzuk a K pontra az (L30) képletet (a méasodik tag itt is
nulla, mert rgx L AlI):

1 1
VK — Cg = (E + @_s<rSArSK>) Al (134)
Mivel rgargx = —qp és p= 2;,
1 1 1 1 0
Vi —Ck (m @sqp) (m @fmq) (1.35)

A 10késkozéppont megkeresésének szamos miiszaki alkalmazasa lehetséges. Példaul ha azt
szeretnénk, hogy egy tengely koriil elfordulé test titkozése soran az titkozésbdl csapagyerdk
ne keletkezzenek, akkor célszerii a tengelyt a 16késkozépontba helyezni. Ugyanezt az elvet
hasznalhatjuk ki a kalapacs hasznalata soran, mikor a szerszam nyelét ott fogjuk meg, ahol
a keziinkre 10kések nem adddnak at.

A feladat megoldasanak algoritmusa (most 1-es indexszel jelolve az excentrikusan titkozé
testet) a kovetkezo:

1. A T talppont meghatarozasa: az S; sulypontbdl merdlegest bocsatunk az n iitkozési
normalisra.

2. Az mp; = Og,/¢* redukalt témeg meghatarozasa, ahol ¢ a talppont tdvolsdga a stly-
ponttol.

3. A talppont titkozés el6tti normalis sebességkomponensének meghatarozéasa: c(Tnl) =

qunl) +q€.

4. A 16késkozéppont normalis sebességkomponensének meghatarozasa: 0(1?% = c(Snl) — pSly.

5. Ha a masik test szempontjabodl is excentrikus az titkozés, akkor értelemszeriien meg kell

hatérozni a megfelelé T, talppontjat, mys redukalt tomegét és a c(T"Q) , c% sebességeket.
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6. Most mar visszavezettiik a feladatot két mp; illetve mpy tomegt, cgfbl) illetve c%) sebes-
ségll test centrikus tutkozésére. A kozos sulypont normalis irdnyu sebességkomponensét

a

(n) _ mT1C(Tnl) + mTzc%)
cg =

mr1 + Mro

képlet segitségével hatarozzuk meg.

7. A centrikus iitkozési feladat megoldasa Maxwell-dbraval vagy az (L6l képlettel. Ered-
ményként megkapjuk a talppont titkozés utani vy sebességét.

8. Az iitkozés utani szogsebesség szamitasa soran azt hasznalhatjuk ki, hogy a l6késko-
zéppont sebessége nem véltozik: w; = (v — ™)/ (p + q).

1.2.5. Hirtelen rogzités

A miszaki gyakorlatban olyan titkozési esetekkel is talalkozhatunk, amikor egy mozgd test
valamely A pontjat hirtelen rogzitjiikk — példaul beleakad valamibe a test, vagy nekittkozik
a helytallo kornyezetnek, ahogy az[[.8 abran illusztraljuk.

A hirtelen rogzités nem tekintheto az excentrikus titkozés egy specialis esetének, mert
ebben az esetben a rogzitett pontnak nem csak az titkozési normalis iranyu sebességkompo-
nense lesz nulla. Ez az oka, hogy mas megoldasi modszert kell alkalmazni, mint a korabbi
esetekben. Azt hasznalhatjuk ki, hogy a rogzités soran fellépo erének a rogzitési pontra sza-

1.8. Abra. Példa hirtelen régzitésre. c4 és cg: litkdzés elStti sebességek, vg:
litkdzés utani sebesség.

mitott nyomatéka nulla. Kovetkezésképpen a térben all6 A rogzitési pontra szamitott D 4
kinetikai nyomaték is nulla. A kinetikai nyomaték és a perdiiletderivalt kozotti Osszefiiggés
szerint

D,y =114+ va X mcg. (1.36)

Nulla nyomaték esetén D 4 = 0, igy
II, = —v4 X mcg. (1.37)
Bar a silypont sebessége valtozik az iitkozés soran, az A pont all, ezért vy = 0. Ez azt

jelenti, hogy a perdiiletderivalt végig nulla marad, azaz az A pontra szamitott perdiilet
alland6 az titkozés sordn. Ez alapjan meghatarozhato a test rogzités utani szogsebessége.
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1.3. Mechanikai leng6rendszerek

A fizikai vilag bonyolultsdga miatt a jelenségek leirasahoz modelleket kell felallitanunk. Az
alkalmazott modell természetesen fligg attol, hogy milyen kérdéseket akarunk megvalaszolni
egy adott vizsgalat soran. Példaul szilardsagtanban a kiilonféle anyagmodellek mellett a
rad-, lemez- és héjmodellt, dinamikaban pedig az anyagi pont- és merev test modellt vezetik
be. Ezek a modellek altalaban jol megragadjak az adott tudomanyteriilet altal vizsgdlt
jelenségek szempontjabol lényeges tulajdonsagokatl).

A rezgéstanban talan még absztraktabbak a modellek, mint a mechanika mas teriiletein,
ezért altalaban a mozgasegyenlet felirdsa a legnehezebb 1épés a feladatok megoldasa soran.
A mozgasegyenlet megoldasa mar szamos, a gyakorlatban fontos modell esetében egyszerti
végképletekkel megadhato. A fentiek alapjan a rezgéstani feladatok mérnoki megoldasa az
alabbi 1épésekben torténik (lasd abra):

1. Az adott gép, szerkezet mechanikai modelljének felallitasa.

2. Matematikai modell felallitdsa, azaz a mozgasegyenlet felirasa differencidlegyenlet alak-
jdban a dinamika alaptétele vagy a masodfaji Lagrange-egyenlet segitségével (lasd
fejezet).

3. A mozgasegyenlet megoldédsa a kezdeti (inditasi) feltételeknek megfeleléen.
4. A megoldas értelmezése, abrazolasa.

5. Kovetkeztetések levonasa, a vizsgalt gép (vagy a terv) médositésa.

Gép Mechanikai modell Matematikai modell
AN
Mérés Newton . .
&= f(x,z,t)
“6 Y Y
@ >§7> >_A7> + inditasi feltételek
— Lagrange
Megoldas
Gyértés ﬁMédosités VEM
MBD
Tervezés Ertelmezés Eredmények

@ <_<x’”’\ JARPN < a(t)=...

W/ v t Abrazolas

cip || Kovetkeztetés

1.9. dbra. Rezgéstani feladatok mérndki megoldasanak folyamata. VEM: véges-
elem mdédszer, MBD: multi-body dynamics (tobbtest-dinamikai) programcsomag.

6Ugyanazt a jelenséget nyilvdan nemcsak mechanikai, hanem elektromossagtani, hétani, sét, jogtudoméanyi
vagy kozgazdasagi modellekkel is leirhatjuk, a vizsgalataink céljatol fiiggden. Példaul egy kozlekedési baleset
koriilményeit az 6sszes felsorolt szempontbél érdemes lehet megvizsgalni.



1.3. Mechanikai lengérendszerek 17

1.3.1. A lengo6rendszer alapvet6 elemei

Amint a Bevezetésben is emlitettiik, egyensulyi helyzet koriil végzett rezgések soran a ki-
téréssel ellentétes iranyu erd vagy nyomaték hat a rezgo testre. Ezt az erét gyakran egy
rugalmas test (rugd) deformécidjara vezethetjitk visszal]l Ezért a modellezés soran jelentds
egyszerusitést jelent, ha a vizsgalt szerkezet szétvalaszthatd merev, tehetetlen testekre, va-
lamint rugalmas, de elhanyagolhatd tomegii részekre. Ennek értelmében a modellek egyes
elemeit csak a lengorendszerben betoltott szerepiiknek megfelel paraméterekkel jellemezziik,
pl. a rugalmas elemeket tomeg nélkiilinek, a tehetetlen elemeket pedig tokéletesen merevnek
tekintjiik. A valésagban természetesen egy adott alkatrész tobb szerepet is betolthet: figye-
lembe vehetjiik a tomegét, rugalmassagat és belso csillapitasat is, de ezeket a tulajdonsagait

kiilon-kiilon elemek képviselik a modellben.

Tehetetlen elemek

e Halad6 mozgas esetén a tehetetlen elem mértékadd paramétere a tomeg: m,

e forgd mozgas esetén pedig a tehetetlenségi nyomaték, melyet altalaban a test stlypont-
jara (Oy) vagy rogzitett pontjara (0,) szamitunk kii.

Rugalmas elemek

A rugalmas elemeket merevségiikkel jellemezziik, ami a deformécié és a haté eré (vagy nyo-
maték) kozotti kapesolatot adja meg. A rugalmas elemek az alabbi médon csoportosithatok.

1. Rugdék

l.a) Csavarrugdk. Egy egyik végén rogzitett csavarrugét F' erével terhelve, a rugd
egyensulyi z megnytlasa (vagy 6sszenyomodésa) és az er6 nagysaga kozott kozel
linearis kapcsolatot talalunk.

: AN F

e

T €

a) b)

1.10. dbra. Csavarrugck (a) és torzios rugok (b) abrazolasa és karakterisztikdja.

"Ez nem mindig van igy, 1dsd 2211 fejezet.
8Ebben a kényvben tébbnyire sikmozgést végzd testekbdl 416 lengdrendszereket vizsgalunk. Ekkor ele-
gend6 a mozgés sikjara meréleges tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték megadasa.



18

1. FEJEZET. BEVEZETES

Az F(z) figgvény meredeksége kis deformaciok esetén] allandé érték, melyet ru-
gomerevségnek vagy egyszeriien merevségnek neveziink:

F
k = — = allando. (1.38)
x
A k rugémerevség azt adja meg, hogy egységnyi hosszvaltozas eldidézéséhez mek-
kora erd szitkséges. Mértékegysége N/m. Gyakorlati szempontbdl fontos a rugé-

merevség reciproka, az un. rugodllando is:

S
Il

e

A rugdallandé — melynek mértékegysége m/N — azt adja meg, hogy egységnyi erd
mekkora deformaciot okoz.

A fenti gondolatmenetben F' = kx és F' = x/w a rugd megnytjtasahoz sziiksé-
ges kiils6 er6t jelolte. A rugo dltal kifejtett eré (rugberd) azonban a kitéréssel
ellentétes, azaz F, = —kx. Szabadtest-abrdkon a konnyebb érthetoség kedvé-
ért a negativ elojel kifrasa helyett megfelelo irdnyban felvett, F, = kx rugberdt
tiintetiink fel.

A késobbiekben fel fogjuk hasznélni, hogy egy csavarrugéban felhalmozott po-
tencidlis energia (rugalmas energia, alakvdltozdsi energia) x; megnyijtas vagy
Osszenyomas hatasara

i

T 1 9
U :/0 kx dr = ék:xl = —. (1.39)

2w

1.b) Torzids (spirdl-) rugdk. A spirdlrugdkat a k; torzids rugdmerevséggel jellemez-
ziik, melynek mértékegysége Nm/rad és az egységnyi szogelfordulds el6idézéséhez
szitkséges nyomatékot adja meg. Bevezethetd a w, = 1/k; torzids rugdallando is,
rad/Nm mértékegységgel. A rugé altal kifejtett nyomaték ¢ szogelfordulds esetén
M, = —kip.

A torzids rugéban felhalmozott potencidlis (rugalmas, alakvaltozasi) energia
&

®1 1
U:/ fevo do = —kyo? = PL 1.40
, Re de =Sk =5 (1.40)

A tengelyek, rudak, lemezek — vagy barmilyen alkatrész — rugalmassagukbdél eredéen
szintén viselkedhetnek rugoként. Az alabbiakban csak a rugalmas rudakkal foglalko-
zunk, mert elvileg hasonldé modon lehet eljarni barmilyen rugalmas alkatrész esetében.

2. Rugalmas tengelyek és rudak, mint rugdék

2.a) Hajlitélengést végzdé rid. A rud befogdsatdl, alakjatol és a terhelés helyé-
tol fiiggden végtelentil sokféle eset lehetséges, de ezek lényegében azonos modon
kezelheték. Vizsgaljuk azt az esetet, amikor egy egyik végén befogott, egyenes,
prizmatikus (teljes hosszdban azonos keresztmetszetii), homogén rad masik végére
m tomegl pontszert testet rogzitiink, az [Tl /a abranak megfelelGen.

9Csak kis deformacidk esetén tehetjiik fel, hogy az anyag linearisan rugalmas [14].
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IE m //—N L | '_"L; |
?(-- Szilardsdgtan: FAAAA—{T7)
lx
l F
) : - Y Egyenértéki modell
I,IE

z z
T| S Szilardsagtan:

& N W&
l »C '
O, | M e
[, L,G

Egyenértékii modell

1.11. dbra. Rugalmas rudakat tartalmazo lengérendszerek egyenértékii modelljei.

2.b)

A rad hossza [, hajlitémerevsége IE. A hajlitélengések vizsgalata soran a rud
tomegét elso kozelitésben elhanyagoljuk. Feltessziik, hogy a lengorendszer pontjai
ugyanabban a sikban tudnak elmozdulni (ezt a sikot mutatja az[[L.T1l /a abra). Kis
kitérések esetén az m tomegi test jo kozelitéssel a rad egyensilyi stulypontvonalara
merolegesen mozog, az abran jelolt x koordinataval parhuzamosan.

A lengérendszerhez talalhaté egy egyenértéki modell, melyben a rudat megfeleld
merevségli csavarrugoval helyettesitjiik. Az egyenértékii modell rugdjanak para-
méterét a rugdallandé definicidja alapjan hatdrozhatjuk meg. A rugédallando az
egységnyi erohoz tartozo elmozdulést adja meg, tehat meg kell hataroznunk, hogy
a rud végére hatd egységnyi erd hatasara mekkora elmozdulas kovetkezik be. Ezt
példaul a szilardsagtan munkatételei (Betti- és Castigliano-tétel), a rugalmas szal
differencidlegyenlete vagy az un. jarulékképletek segitségével szamithatjuk ki, de
numerikus modszerek, példaul a végeselem moddszer is hasznalhaté erre a célra.
A vizsgalt példaban a lehajlas [14]:

. F I3
VI
tehat egységnyi erével
I3 3IE

Csavardélengést (torziés lengést) végz6 riad. Ez az eset is az el6z6hoz ha-
sonlban targyalhato, de most a rad végének egységnyi nyomaték hatasara torténd
elfordulasa adja meg a torzids rugdallandot, és annak a reciproka a torzids rugo-
merevség. Példaul az[[LTIl /b dbran lathato, [ hosszisagu, 1,G csavaromerevségi,
egyik végén befogott rid esetén a rud szabad végének elfordulasi szoge M csava-
rényomaték hatdsara [14]:

Ml

(p:Ip—G’
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amibol egységnyi nyomatékot véve adddik a torzids rugoallandd és merevség:

l LG
s = 2 .42
e © R= (142)

Wy
Természetesen sok egyéb elrendezés is elképzelhetd kiillonbozo peremfeltételekkel és ko-
ordinatakkal, de minden esetben az egységnyi ero vagy nyomaték hatasara bekovetkezo
elmozdulas vagy elfordulds szamértéke adja meg a rugédallandét. Szamos specidlis eset
targyaldsa megtaldlhaté a szakirodalomban [I4]. Ttt jegyezziik meg, hogy tobb szabad-
sagi foku lengorendszerek esetében tobb kiilonbozo helyen hatd egységnyi erék vagy
koncentralt eréparok altal okozott elmozduldsok kiszamitasara lehet sziikség. Az igy
kapott elmozduldsok az un. rugoéallando matrix elemeinek a szamértékét adjak meg,
amirdl a 3.0l fejezetben lesz sz6.

Rugdkapcsolasok

Elofordul, hogy egy lengdrendszerben tobb rugd Ossze van kapcsolva, de az egyes rugok
megnytulasa, valamint a benntiik ébredo eré érdektelen, csak arra vagyunk kivancsiak, hogy
hogyan hat az osszekapcsolt rugokkal modellezett rugalmas szerkezet a rendszer mas eleme-
ire. Ebbdl a szempontbdl az Osszekapcsolt rugdk egyenértékiien helyettesitheték egyetlen
rugdval, melynek eredé rugdémerevsége meghatarozhato. Az alabbiakban két specialis rugo-
kapcsolast vizsgalunk meg.

a) Rugék parhuzamos kapcsoldsa. Ebben az esetben a rugdk deformdcicja megegye-
zik, ilyen eseteket mutat az [[L12 abra.

=k +ky >
k?l —

1.12. abra. Rugdk parhuzamos kapcsolasa és az egyenértékii modell.

Az abra példaiban a hasab x kitérése esetén mindkét rugénak ugyanekkora a defor-
macidja, tehat a hasabra hatd eredo er6 F' = kyx + kox. Ha a két rugdt egyetlen, k
merevségli rugdval helyettesitjiik, az erd értéke nem véltozhat, igy F' = kx = (k1+ko)x.
Kovetkezésképpen parhuzamos kapcsolas esetén az eredd rugdémerevség az egyes me-
revségek Osszege:

ko= ki + k. (1.43)

Ez az osszefliggés tetszOleges n szamui rugd esetére is altalanosithatéo & = Y7 k;
alakban.
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| o X 1 1
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B S B e i SV I

1.13. abra. Rugdk soros kapcsolasa és az egyenértékii modell.

b) Rugdk soros kapcsolasa. Soros kapcsoldsrol akkor beszélink, ha a vizsgalt test
kitérése soran ugyanakkora erd ébred a rugokban.

Tegytik fel, hogy az[l.T3l abra szerint a hasab elmozdulasa x, mig a k; rugd megnytlasa
x1! Ekkor a ko rugd megnytldsa xo = r—x1. Ha a két rugéban ugyanakkora erd ébred,
akkor
F = k?ll‘l = k’Q(ZL' - l‘l),
amibol x; kifejezheto:
ko

ki + ko
Ha helyettesitjiitk a sorosan kapcsolt rugékat egyetlen k merevségii rugéval, annak
ugyanekkora F' = kyx; eré hatasara x deformaciét kell szenvednie, ezért F' = kx miatt

x. (1.44)

I =

kx = k’lfL‘l.
x1 fenti kifejezését behelyettesitve és ax-szel egyszertisitve kapjuk a soros kapcsolas
esetén érvényes eredd rugémerevség kifejezését:
k1 k
k=
ky + ko
Ezt a kifejezést atirhatjuk a rugdallandéd segitségével:
ki+ko 1 1

1
1 B , 1.46
B hik E oy e (1.46)

Altaldnosan is igaz, hogy tetszéleges n szamu sorosan kapesolt rugéd eredd rugéallandéia
az egyes rugballandok osszege: w = >, wj.

(1.45)

w

Természetesen e két eset kombindcidja is el6fordulhat, illetve lehetséges olyan kapcsolas is,
ami se nem soros, se nem parhuzamos. Ezekben az esetekben altaldban talalhato valamilyen
geometriai Osszefiiggés a rugok megnytlasai kozott. Ezt kihasznalva abbdl a kdvetelménybol
vezetheto le az eredd rugémerevség, hogy az eredeti és a helyettesité rendszerben ugyanak-
kora legyen a rugokban felhalmozott potencialis energia. Példaul n rugébdl allé rendszernél
Ueredeti = 3 2oy kix? 68 Unelyettesits = ska?. Ha az ([LZ4) képlethez hasonléan kifejezhe-
tok az x; megnyilasok az x koordindtaval, akkor a & rugémerevség az Uecredeti = Uhelyettesits
egyenletbdl szamithatd. Ezt a technikat — kissé mdédositva — a masodfaju Lagrange-egyenlet
hasznalata soran fogjuk alkalmazni (lasd pl. a [Z5] fejezet megjegyzését).

1.3. megjegyzés: A valosigos szerkezetek esetében idore van sziikség a jelek terjedéséhez.
Mechanikai szempontbdl az adott anyagra jellemz6 hangsebesség hatarozza meg a deforma-
ciok terjedési sebességét. Ezért ha eré hat egy rugalmas test valamelyik pontjaban, akkor
az er6 altal okozott deforméacié nem azonnal, hanem kicsit késve jelentkezik a tamadaspont-
tol tavolabbi pontok kozelében. Ezt a hatdst a modelljeink elhanyagoljak: feltessziik, hogy
a rezgést jellemzo periddusido toredéke alatt eljutnak a deforméaciés hullamok a rugd egyik
végétol a masikig. &
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1.3.2. A lengo6rendszerek osztalyozasa

A lengorendszereket — pontosabban a modelleket — tobb szempont szerint osztalyozhatjuk.
Egy lengorendszer lehet

tobb szabadsagi foki +— egy szabadsagi foku,
csillapitott +— csillapitatlan,
gerjesztett +— szabad,

nemlinearis <— linearis.

Ebben a konyvben csak linearis lengérendszereket fogunk vizsgalni. A kovetkezé feje-
zetben a rezgéstan legalapvetébb fogalmait és mddszereit mutatjuk be az egy szabadsagi
fokd lengérendszerek kapcsan. A jegyzet [Bl fejezetében ezeket a fogalmakat és mddszere-
ket altaldnositjuk a tobb szabadsagi foki rendszerek esetére. Mivel az egy szabadsagi fok,
linearis, csillapitatlan szabad rezgések modellje a legegyszeriibb, ezzel a modellel kezdjiik a
lengérendszerek vizsgalatat.

10A szabadséagi fok megadasanal az angol "degrees of freedom" kifejezésbdl szarmazé DoF jellést fogjuk
hasznalni, pl. 1 DoF = egy szabadsagi foku.



2. fejezet

Egy szabadsagi foku lengérendszerek

2.1. GCsillapitatlan, szabad harmonikus rezgés

2.1.1. Alapfogalmak, a mozgasegyenlet és a mozgastorvény

Minden egy szabadsagi fokt (1 DoF), csillapitatlan, szabad leng(')'rendszerhe talalhato egy
egyenértékil egyszerli lengorendszer, a kovetkezo alakban:

k :'i’ g'

2.1. dbra. 1 DoF, szabad, csillapitatlan lengérendszer alapmodellje.

Ezt az egyszeri modellt az 1 DoF, csillapitatlan, szabad lengorendszerek alapmodelljének
nevezzitk# Ttt a & merevség és az m tomeg a lengérendszer paraméterei, x pedig a rezgod
test elmozdulasat megado koordinata. A koordinata felvételekor mindig tisztazni kell, hogy
milyen allapotnak felel meg az z = 0 helyzet és merre mutat a megfelel6 koordinatatengely
pozitiv irdnya. Jelen esetben a rugd erémentes helyzetétél mérjiik a koordinatat (ez egybeesik
az egyensulyi helyzettel), a 21l dbran feltiintetett irdnyban.

Célunk a mozgas idébeli lefolyasénak — az x(t) mozgastorvénynek — a meghatéarozasa,
tehat nemcsak egy pillanatot vizsgalunk, hanem a rezgés folyamatat. Ehhez egy matematikai
modellt — differencidlegyenletet — allitunk fel a dinamika alaptétele segitségével. Az els6
lépésben szabadtest-abrat (2221 abra) rajzolunk az egyensilyi helyzetébdl kitéritett rendszerre.

Célszerti a pozitiv iranyban kitéritett, x > 0 helyzet abrazolasa, mert igy jobban atlatha-
t6, hogy milyen elGjellel keriilnek be az egyes tagok a mozgasegyenletbe. A szabadtest-abra
alapjan felirhatok a dinamika alaptételének vetiileti egyenletei:

ma = —F,,
0=N —mg.

LA lengérendszereket rezgd rendszereknek vagy oszcilldtoroknak is nevezhetjiik.

2Az alapmodell bemutatésa szempontjabdl csak az x koordinatdval paArhuzamos mozgisok relevansak, az
arra merdleges irdnyban egy kényszerfeltétel biztositja, hogy ne legyen elmozdulds. A 2l abrdn a példa
teljessége kedvéért feltételeztiik, hogy a kényszerpalyara merdleges iranyu nehézségi er6térben mozog az m
tomegii test.

23
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kitéritett helyzet

2.2. abra. Az alapmodell szabadtest-abraja. Az x koordinatatengely felvett
iranya egyben az & sebesség és az I gyorsulas pozitiv iranyat is kijel6li.

Mivel csak z iranyu gyorsulas lehetséges, elég csak az elsé egyenletet vizsgalni:
ma = —kux.

Ebbdl az egyenletbdl mar 1atszik, hogy miért az egyensulyi helyzetbdl kitéritett helyzetben
kell megrajzolni a szabadtest-abrat: egyensilyban az egyenlet mindkét oldala nulla lenne. Ez
még nem differencidlegyenlet, de a = & figyelembevételével megkapjuk a mozgasegyenletet:

mi + kx =0, (2.1)

ami egy kozonséges, masodrendli, homogén, linearis differencidlegyenlet. Az egyenlet mdsod-
rendi volta azzal kapcsolatos, hogy a dinamika alaptételében a gyorsulas ardnyos az erével,
ezért a koordinata mésodik derivaltja jelenik meg az egyenletben. Mivel a lengbérendszer
szabad (nincs gerjesztés), a mozgasegyenlet homogén: nincsenek benne olyan tagok, melyek
x-et vagy annak valamely derivaltjat ne tartalmazndk. Végil, az egyenlet linedris, mert a
rugdero linedrisan fiigg a kitéréstol.

A differencidlegyenlet megoldasahoz célszerii az egyenletet Un. sztenderd alakra hozni.
Ezt gy tehetjiik meg, hogy elosztjuk az egyenlet minden tagjat a gyorsulas egyiitthatojaval,
azaz m-mel:

PR (2.2)
m

Ez azért elonyos, mert igy mindossze egyetlen paraméter marad az egyenletben. Mivel ez
egy linedris differencidlegyenlet, a megoldast kereshetjiik

x(t) = BeM (2.3)

alakban, ahol a két bevezetett paraméter altaldban komplex szam, azaz B € C és A € C. A
fenti kifejezést kétszer derivalva id6 szerint:

i(t) = BA%eM.
Visszahelyettesitve a (2.2]) egyenletbe:
ax Ko
BXe* + —Be™ =0,
m
tehat

(V - ﬁ) BeM = 0. (2.4)
m
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Ennek az 6sszefuiggésnek minden id6pillanatban teljesiilnie kell. Az exponencialis figgvény
csak t — —oo-ben tart nullahoz, a B egyiitthatorol pedig feltételezziik, hogy nem nulla,
ugyanis B = 0 annak felelne meg, hogy nem jon létre rezgésﬁ. Tehat a zarojelben szerepl6
kifejezésnek kell nullanak lennie, igy kapjuk az un. karakterisztikus egyenletet:

k
N+ —=0. (2.5)
m

A karakterisztikus egyenlet megoldésa:
k | k
)\2:—— = )\172:ﬂ:’i —.
m

Wy =\ — (2.6)

3

Vezessiuk be az

jelolést! w, a csillapitatlan rendszer sajdtkb’rfrekvencidjaﬂ, melynek mértékegysége rad/s.
A mozgéasegyenlet megoldasa szempontjabol két élesen elkilonilé esetet kiilonboztethetiink
meg:

e k>0, azaz m > 0 miatt w, > 0, A tiszta képzetes szam. Ekkor létrejohet rezgés, mi
elsosorban ezzel az esettel fogunk foglalkozni.

o k <0, tehat w, képzetes, A valos szam. Ebben az esetben nem alakul ki rezgé&ﬁ.

Im @ Imx @

2.3. dbra. A karakterisztikus egyenlet gyokeinek elhelyezkedése a komplex sikon
pozitiv (a) és negativ (b) merevség esetén.

Tekintsiik elOszor azt az esetet, amikor k > 0! A mozgasegyenlet un. dltaldnos megolddsa
két ([Z3]) alakt alapmegoldés linedris kombinaciéja, a karakterisztikus egyenlet két gyokével
az exponencialis fiiggvény kitevéjében:

z(t) = ByeM! 4 Bye = Bie™r! 4 Byent, (2.7)
Az Euler-féle 6sszefiiggés alapjan atirhaté a megoldas trigonometrikus alakba:

x(t) = By ( cos(wnt) + 1 sin(wnt)) + By ( cos(wnt) — isin(wnt)).

3B = 0 is megoldasa a mozgasegyenletnek, ez az egyensilyi helyzetnek felel meg.
4 Angolul natural angular frequency.
®Negativ merevség a valésagban is eléfordulhat, 1dsd pl. a 223 fejezet példdjat.
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Az egyenlet atrendezésével bevezetheté C) és Cy egytitthatok segitségével két azonos argu-
mentumi trigonometrikus fliggvény osszegeként irhaté fel a megoldas:

x(t) = (B1 + By) cos(wyt) + i(By — Bs) sin(wyt). (2.8)

A fenti, kitérést megadd fiiggvénynek valés értékiinek kell lennie. A C és Cy egytitthatok
— melyek a kezdeti feltételek (kezdeti kitérés és sebesség) alapjan hatarozhatok meg — akkor
valosak, ha a By és B, egyiitthatok egymas komplex konjugdltjai: By = B;. Ebben az
esetben a mozgastorvény fiiggvényalakja

z(t) = C cos(wyt) + Cy sin(wyt). (2.9)
A ([Z9) képlettel megadhaté mozgast harmonikus rezgésnek nevezzik.

2.4. megjegyzés: Elbre lehetett sejteni, hogy a megoldés szinusz és koszinusz fiiggvényeket
fog tartalmazni, ezek a fiiggvények ugyanis ardnyosak masodik derivaltjuk (-1)-szeresével. &

Az altalanos megoldas mas alakban is felirhato:
x(t) = Asin(wyt + €). (2.10)

Itt A a rezgés amplitiddja, € pedig a fdzisszog. Az allitas bizonyitasahoz bontsuk fel a (ZI0)
kifejezést a trigonometria egyik addicios tétele alapjan:

Asin(wyt + €) = Asin(e) cos(wnt) + A cos(e) sin(wyt). (2.11)

Ennek a kifejezésnek minden pillanatban meg kell egyeznie a (Z9) mozgastorvénnyel. A sin
és cos fuggvények linedaris fiiggetlensége miatt ez csak tgy lehetséges, ha a ([Z9) és (ZI)
kifejezésekben a megfelel6 egyiitthatok megegyeznek, azaz

cos(wyt) egyttthatéi: Cy = Asin(e),
sin(wyt) egyutthatéi: Cy = Acos(e). (2.12)

A fenti két egyenletbdl a forditott iranyu kapcsolat is kiolvashato:

A= \/A2 sin?(g) + A2 cos?(e) = \/Clz + C3, illetve
_ Asin(e) Oy

tan(e) = Acose) G miatt (2.13)

C
e = arctan —, ¢ € [0, 2n].
Cs

Mivel az arctan fliggvény értékkészlete [—m/2,7/2], a fazisszog megfeleld értékének kisza-
mitasdhoz szitkség lehet arra, hogy hozzaadjunk m-t az arctan(C4/Cs) kifejezéshez. Ezzel
kapcsolatban lasd a 2.5] megjegyzést.
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2.1.2. A kezdeti feltételek figyelembevétele
A ([Z2) egyenlet megoldasardl tudjuk, hogy felirhato

z(t) = C cos(wyt) + Cy sin(wyt)

alakban. Ez a képlet barmilyen linearis, egy szabadsagi foku rendszer csillapitatlan szabad
rezgésére érvényes. (7 és Cs barmilyen valds szam lehet — ezért nevezik ezt altaldnos megol-
dasnak. Az egyutthaték meghatarozasahoz tovabbi informéciokat kell tudnunk a mozgasrol.
Ezek lehetnek un. peremfeltételek — pl. x(ty) = x¢ és x(t1) = x; —, mint a rugalmas szal
differencidlegyenlete esetében [14], de ekkor meglehetésen nehézkesen oldhatd meg a feladat.
A dinamikaban és a rezgéstanban peremfeltételek helyett inkabb kezdeti feltételeket szoktak
megadni:

x(t =0) = z(0) = z, (2.14)
v(t=0)=x(0) = vp. (2.15)

A kezdeti feltételek egyenleteibdl latszik, hogy melyik pillanatban kell vizsgalnunk a
kitérés és sebesség értékét: ¢t = 0-ban. A kezdeti kitérés (Z9) alapjan

z(0) = C} cos(wy0) + Cy sin(w,0) = Cf. (2.16)
A sebesség kifejezését (29) id6 szerinti differencidlaséval kaphatjuk meg:

#(t) = —Chwy sin(wyt) + Cowy, cos(wyt),  amibol

(0) = —Chwy sin(w,0) + Cowy, cos(wy0) = Cowy,. (2.17)
I14) és (2I6), valamint ([ZT5) és ([ZIT) 6sszehasonlitdsabol:
Cl = 29 és CQ - E (218)
Wn

Tehat az adott kezdeti feltételekhez tartozd megoldas

x(t) = xqg cos(wyt) + o sin(wyt).
Wn

A (4, Cy egyiitthatok szamitasa soran két kiillonbozo jellegli informaciét hasznaltunk fel.
Egyrészt ismertek a kezdeti feltételek — ezeket a lengbrendszertol fiiggetlen, azon kiviili ha-
tasok hatarozzak meg: példaul iitkozés masik testtel, vagy a modellezett gép tizemeltetésébdl
adddé egyéb informaciok. Masrészt pedig ismert a lengérendszer mozgastorvényének altala-
nos alakja. Ezt a kétféle informaciot kell 6sszevetni a szamitas soran.

Hasonlban lehet szamolni az A amplitudé és az e fazisszog értékét is a kezdeti feltételek-
bél. A kezdeti kitérés (2I0) alapjan

z(0) = Asin(w,0 + ¢) = Asin(e),
a kezdeti sebesség pedig (2.I0) differencidldséval adédik, ami ¢ = 0-ban:

2(0) = Aw, cos(wy0 + ) = Awy, cos(e).



28 2. FEJEZET. EGY SZABADSAGI FOKU LENGORENDSZEREK

Ezekbdl az egyenletekbdl (Z14) és (2150 alapjan

xg = Asin(e) és
o Acos(e).

Wn

A (ZI2) egyenlet kapcsan mondottak szerint adédik A és e:

v
0
A=l2g+—5.
Wn
Wno
tan(e) = ,
Yo

osszhangban a (Z13)) és (ZI]) képletekkel.

2.5. megjegyzés: Amint a[Z4l dbra is mutatja, Cy és Cy — azaz sin(e) és cos(e) — elGjelétél
fliggben hatarozhaté meg, hogy az e fazisszog melyik siknegyedben talalhatd. A szamolégépek
altalaban a —m/2 és /2 kozotti tartomdnyban adjdk meg az arctan fiiggvény értékkészletét,
ez azonban hamis eredményre vezet, ha cos(e) < 0 és sin(e) > 0 (2. siknegyed) vagy ha
cos(e) < 0 és sin(e) < 0 (3. siknegyed). Példaul a 24l dbran szemléltetett esetben xg >
0, de vg < 0, ezért a fazisszog a masodik siknegyedbe esik. Ha nem adjuk meg kiilon a
sin(e) és cos(e) eléjelét, akkor a szamoldgép tan(e) minden negativ értéke esetén a negyedik
siknegyedbe esé eredményt (a példdban €*) ad. Ezekben az esetekben megoldast jelent az tn.
kétparaméteres arctan fliggvény hasznalata, vagy a szamoldgép altal kiadott értékhez hozza
kell adni m-t. &

Cy = zg ~ sin(e) L T
SN

2.4. dbra. A fdzisszog szamitdsa Cy és Cy ismeretében. A + jelek a tan(e) elGjelét
mutatjak az egyes siknegyedekben. A t = 0 elStti utolsé tengelymetszet idépontja
az x(t) = 0 feltételbdl hatarozhaté meg: wyt +¢ =0, azaz t = —¢/wy.

A (5 egylitthatok a 2.5] megjegyzésben ismertetett probléma miatt gyakran egysze-
ritbben kiszamithatoak a kezdeti feltételekbol, mint az A amplitidé és az e fazisszog. A
mozgastorvény (ZI0) alakja azonban szemléletesebb, hiszen —1 < sin(wyt +¢) < 1 miatt az
A amplitud6 a maximalis kitérést adja meg.

2.1.3. A mozgas ido6beli lefolyasa

A (Z9) és ([ZI0) mozgastorvényben szerepld sin(wyt) és cos(wyt) fliggvények 2m-periodikusak,
tehat pl. sin(w,t) = sin(w,t + 27), minden ¢ pillanatban. A csillapitatlan szabad lengés T;,
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periodusidejét ehhez hasonldan, a
sin(wyt) = sin (wy, (t + 1)) (2.19)
osszefliggés alapjan definidljuk. Tehat sin(w,t + 27) = sin (wn (t + i—:)) miatt

_27r

T, (2.20)

Wn

A periddusidé mértékegysége s (secundum, mdasodperc). A csillapitatlan szabad rezgés f,
sajatfrekvencidja a periddusido reciprokaﬁ:
1 Wn

fn:ﬁZQﬂ"

(2.21)
mértékegysége Hz (Hertz): 1 Hz = 1/s. A frekvencia az 1 s alatt bekévetkez6 teljes rezgések
szamat adja meg.

Erdekes analégia figyelheté meg a harmonikus rezgés és az egyenletes kormozgas kozott:
egy w szogsebességgel keringd pont vetiilete csillapitatlan harmonikus rezgémozgast végez
wy, = w korfrekvencidval. 1 s alatt a kering6é pont w szamértékének megfelel szogelforduldst
végez radianban mérve, innen ered a korfrekvencia elnevezése és mértékegysége (rad/s). Az
egyenletes kormozgast jellemz6 szogelfordulasnak a rezgés fazisszoge feleltethetd meg: egy
teljes rezgés alatt 2m-vel valtozik a fazisszog. A korfrekvencia pedig azt adja meg, hogy
1 s alatt hany radiannal valtozik meg a fazisszog. Tehat a korfrekvencia szamértéke mindig
nagyobb, mint a frekvencia szamértéke.

Megjegyezziik, hogy a radian nem valédi mértékegység, csak egy aranyossagot fejez ki
a koriven mért ivhossz és a sugar kozott. Szemléletes geometriai tartalma miatt mégis
mértékegységként hasznaljuk.

Az

x(t) = Asin(wyt + ¢€) mozgastorvény, a
v(t) = Aw, cos(wnt + €) sebesség és az
a(t) = —Aw,?sin(w,t +¢)  gyorsulds

grafikonjai — azaz a foronémiai gorbék — lathatok a 20l abran. Amint a képletekbdl is
kiolvashato, a rezgés maximalis sebessége V.., = Aw,, maximalis gyorsulasa pedig ¢nae =
Aw,?. A grafikonok két azonos irdnyd kitéréshez tartozé maximumbhelye kozott éppen T,
periédusidé telik el, a tengelymetszetek kozott pedig — ebben az esetben — T,,/2 idétartam.
A gyakorlatban nem célszerti a peridodusidét a tengelymetszetek kozott eltelt idotartamok
alapjan szamitani. Egyrészt nehezebb detektalni a nulla kitérés idépontjat mint a szélso
helyzetédﬂ (pl. mert ekkor maximadlis a sebesség), masrészt pedig a tengelymetszetek kozott
eltelt id6tartamok nem is egyeznek meg 7T}, /2-vel, ha el van tolva a nulla szint — azaz nem
az r = 0 helyzet koriil jon létre a rezgés. Ilyen esetet illusztral a 20, dbra. A nulla szint
eltolodasa példaul a nehézségi erd hatasara is bekovetkezhet.

6A frekvencidt v-vel is szokték jelolni. v gorég bett, ejtsd: nii.

"Sok mérési eljaras a rezgd mozgast végzé testrol késziilt videdfelvételek feldolgozasan alapul. A felvétel
egymas utani képkockai a mozgas egyfajta mintavételezésének tekinthetok. A képkockak koziil az dbrazolja a
legkisebb sebességli — azaz a szélsé helyzethez legkdzelebbi — helyzetet, amelyen a legkevésbé van elmosodva
a mozgd test képe.
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2.5. abra. Csillapitatlan szabad rezgés foronémiai gorbéi.

2.1.4. A nehézségi er6 hatasa 1. — fiiggbleges iranyu rezgés

A gyakorlatban sokszor el6fordul, hogy a lengérendszerre alland6 nagysagu eré vagy nyoma-
ték hat a mozgas iranyaban. Vizsgaljuk meg ennek a feladatnak az alapmodelljét, azaz azt az
esetet, amelyben a rugébdl és hasabbdl allo lengérendszer nehézségi erdtérben, fliggdlegesen
helyezkedik el, a 2.6l abranak megfelel6en.

A nehézségi er6 hatasara kialakul egy 1j statikus egyensiulyi helyzet, melyben nem ter-
heletlen a rugo, ezért yq-vel megnyulik. Ennek az Un. statikus kitérésnek az értékét abbdl
hatarozhatjuk meg, hogy ekkora kitérésnél a rugderé és a nehézségi erd egyensilyt tart:
F. —mg =0, azaz a dbra alapjan kyy = mg, tehat

myg

= —. 2.22
Yst ]{3 ( )

A RTT fejezetben, a vizszintes sikon mozgd lengérendszer targyaldasa soran egyértelmi volt,
hogy a rugd nyujtatlan helyzetét(ﬁ]ﬁ — ami egyuttal megegyezett az egyensilyi helyzettel —
mérjilk a hasab kitérését. Most azonban e két helyzet nem esik egybe. Célszerii olyan ko-
ordinatakkal leirni a rendszer mozgasat, melyeket a leheto legegyszertibb alkalmazni. Hogy
eldontsiik, melyiket érdemes hasznélni e két kézenfekvo koordinata koziil, irjuk fel a mozgas-
egyenletet két kiillonbozé alakban!

8Ezt nevezhetjiik terheletlen, erémentes vagy feszitetlen helyzetnek is.
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Szabadtest-abra:
8)

erémentes helyzet — — |- ___ S -

Iv B R

egyenstilyi helyzet --

2.6. Abra. Nehézségi eré hatasa alatt allo lengérendszer statikus egyensilyi hely-
zete.

a) Mozgésegyenlet a rugé terheletlen allapotatél mért y koordinataval

Szabadtest-abra:

2

erémentes helyzet
egyenstlyi helyzet
kitéritett helyzet l ly ly

mg

2.7. abra. Szerkezeti- és szabadtest-abra az erémentes helyzettl mért y koordi-
nataval.

A 2.7 szabadtest-dbra és F, = ky felhasznélasaval

my = mg — ky, amibdl

.k
y+ Y=g (2.23)

~—

—wy 2
Ez egy inhomogén differencidlegyenlet, hiszen van benne olyan tag, mely nem tartalmazza az
y valtozot vagy annak derivaltjait. A megoldas a homogén egyenlet altalanos megoldasanak
és az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddséanak az osszege [16]. A homogén egyen-
letet mar vizsgaltuk a PL1.T] fejezetben, és levezettiik, hogy annak az altalanos megoldasa

y(t) = Cy cos(wnt) + Cysin(wyt). (2.24)

A partikuldris megoldast altalaban érdemes olyan alakban keresni mint amilyen az inhomo-
genitast okozd tag — jelen esetben tehdt y, = konstans alakban. Ha y = y,-t helyettesitiink
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a (Z23)) egyenletbe, akkor y, = konstans miatt §j, = 0, ezért azt kapjuk, hogy a partikularis
megoldas megegyezik a (Z22)) statikus kitéréssel:

k B N _mg _
myp—g Yp = 2 = Yst-

Tehat a mozgdsegyenlet altalanos megoldasa

y(t) = C cos(wyt) + Cosin(wyt) + yg = Asin(wyt + €) + Y. (2.25)

b) Mozgasegyenlet a statikus egyenstlyi helyzettSl mért z koordinataval

Szabadtest-abra:

g
l P 2 | Fo= E(yse + 2)

erémentes helyzet — . {—— .

egyensulyi helyzet --}--4-—4-----L- Y S I

yA
kitérftett helyzet —ll_m |' Eﬂi lz lz

2.8. abra. Szerkezeti- és szabadtest-abra az egyensilyi helyzett6l mért z koordi-
nataval.

Ha az 14j z koordinatat a statikus egyenstlyi helyzettol mérjiik, akkor a abra alapjan
Yy = ys + 2. Mivel ys; = konstans, ezért ¢ = 2, tehat

mzZ =mg — ky,
mz =mg — k(ys + 2),
mZ+ kz = mg — kyg. (2.26)

[222) miatt a (226]) egyenlet jobb oldala zérus, ezért a mozgasegyenlet homogén alakra
egyszerisodik:
mzZ+kz=0,

tehat sztenderd alakban
54w,z =0.

Ennek az egyenletnek a megolddsa pedig mar ismert: z(t) = Asin(w,t + €).

A fentiekbol azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy ha a nehézségi eré a mozgasegyenlet
alland6 nagysagu tagjaban szerepel, akkor a lengorendszer w, és T, paramétereit, valamint
A amplitudéjat — az egyensulyi helyzettdl mérhet6 legnagyobb kitérést — nem befolyéasolja.
A rendszer a statikus egyenstlyi helyzet koril végzi a lengéseket (2.9 dbra), ezért a rugd
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—————- erémentes helyzet
Yst

et bl egyenstilyi helyzet

2.9. Abra. Nehézségi eré hatasa alatt allo rendszer egyensiilyi helyzet koriil vég-
zett lengései.

maximalis deformécidja A amplitudoju rezgés mellett Y0 = A+ yg lesz, a ([2220) megoldds-
sal 6sszhangban. A rugberd ebben az esetben egy dinamikus és egy statikus er6 Osszegeként
fejezhet6 ki: F.(t) = kz(t) + kys. A maximalis rugberd pedig Frmax = kA + kyg.

Fontos eredmény, hogy homogén differencidlegyenletet kapunk, ha a statikus egyensulyi
helyzettol mérjiikk a koordinatat. Ez azzal van oOsszefiiggésben, hogy nyugalomban lehet a
rendszer a z = 0 egyensilyi helyzetben, azaz Z = 0, 2 = 0 és z = 0 egyszerre teljesiilhet.
Ebben az esetben a mozgasegyenletben csak konstans tagok maradhatnak, viszont ezek az
egyensulyi helyzetben haté eréknek felelnek meg, amiknek definicié szerint nulla az ereddje.

2.1.5. Rugodk elofeszitése

Rugalmas, de nyomoder6é hatasara meglazuld alkatrészek — példaul ékszijak — eldfeszitésé-
re gyakran van sziikkség a mérnoki gyakorlatban. Az el6feszités hatdsainak szemléltetésére
tekintstiink egy hasabot, melyhez k; és ko merevségii rugdkat csatlakoztatunk a 2.I0L abra
szerint.

ks =k

2.10. abra. Egyszerii lengérendszer parhuzamosan kapcsolt, nem elbfeszitett
rugokkal.

Nem elo6feszitett rugdk

El6szor tegytik fel, hogy egyensulyi helyzetben a rugok feszitetlenek, és mérjik az z ko-
ordinatat ettol a poziciétél! A rugdk deforméacidja azonos, tehat az [L3Il fejezet szerint
parhuzamos kapcsolasuak. A megfelel¢ eredé rugémerevség k = ki + ko, amibdl a rendszer

sajatkorfrekvenciaja
k ki + k
wn =1/ — =/ Lt (2.27)
m m

Most médositsuk a lengérendszert a [2ZT1l dbra szerint ugy, hogy a hasab és a rugdk kozé
fonaldarabokat helyeziink, melyek nyomoer6t nem tudnak atvinni!
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Fonaldarabok, melyek meglazulhatnak

; X
K {*:g} ks
—_ m LA

l

2.11. abra. Lengérendszer fonaldarabokkal és nem elbfeszitett rugokkal.

A két rogzitési pont tavolsaga [, a rugdk tovabbra is erOmentesek az egyensulyi helyzetben.
A fonaldarabok meglazulasa miatt a rugok sem tudnak nyoméer6t felvenni, ezért nemlinedris
lesz a leng6rendszer. Ez azt jelenti, hogy nem alakul ki harmonikus (szinuszos) rezgés: fél

periédust tesz meg a test wy,; = y/ki/m korfrekvenciaval amig a k; rugé hizott, és fél

periédust wy, » = \/ko/m korfrekvencidval amig a ky rugd hizott. Ennek eredményeképpen
olyan periodikus mozgés alakul ki, melynek periédusideje

™ ™

Tn712 — (228)

Wn 1 Wn 2 .
Egy ilyen rezgés kitérés-idé diagramjat mutatja a[2.12. abra. A periodikus, de nem harmoni-

2(t) [m]

A A A A A A A
5 1 15 20 5 t [S]
—0.02
—0.04
—0.06
—0.08
-0.1

2.12. abra. Periodikus, de nem harmonikus rezgés a pozitiv és negativ kitéré-
sekhez tartozé eltéré merevség miatt. (k1 = 1000N/m, ko = 10N/m, m = 10kg,
wy,1 = 10rad/s, wy o = 1rad/s, Ty, 10 = 3,4558s)

kus rezgést végzo lengérendszerek mozgasa tobb frekvenciakomponenst is tartalmaz. A 213
abran a kitérés un. gyors Fourier-transzformdltjanak (FFT = Fast Fourier Transform) abszo-
lut értéke lathato a frekvencia fliggvényében. A Fourier-transzformécio a Fourier-sorfejtés
egy altalanositdsa, amirdl a 2.6.1] fejezetben lesz sz6. Megfigyelhetd, hogy a legnagyobb
cstcs f, = 1/T, 19 = 0,289 Hz-nél helyezkedik el, ez az alapharmonikus. A tobbi csics — a
felharmonikusok — ennek az alapfrekvencidnak a tobbszoroseinél talalhatok.

Hasonl6 problémaval szembesiiltink akkor is, ha a kereskedelemben kaphaté rugdkat hasz-
nalunk, ezek ugyanis vagy nyomé- vagy hizérugok. A nyomorugdkon nincsen csatlakozd
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[FET(2)| [m -5

1024

0 OI.2 O.I4 0.I6 0i8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 f [HZ]

2.13. abra. A periodikus, de nem harmonikus rezgést végz6 lengérendszer moz-
gasanak frekvenciakomponensei. A felharmonikusok jobb kiemelése érdekében a
fiiggbleges tengely skaldja logaritmikus.

szem, a huzorugok menetei pedig altalaban szorosan felfekszenek egyméson. Tehat huzoru-
gbok hasznélata mellett nem meglazulast, hanem hirtelen megnovekedé merevséget tapaszta-
lunk az egyik iranyban.

Elo6feszitett rugdk

Az ismeretett esetben a rugdk eldfeszitésével érhetjiik el, hogy harmonikus rezgést végezzen
a lengdérendszer. Helyezziik egymastol d-vel tavolabbra a rugdk rogzitési pontjait, ezzel
Osszesen d-vel megnytujtva a két rugét! Ha az o koordinatat a ky rugd erémentes helyzetétol
mérjik, akkor x = 0-ban a masik rugd megnytlasa d lesz. A rugberék nagysiga = kitérésnél
Fy = kyx és Fy = ko(d — x). Az x = x4 egyensilyi helyzetben (214l /a dbra) mindkét rugd
huzott és a rugderdk egyensilyt tartanak:

klxst = ]{Zg(d — l’st). (229)

Ebbdl kiszamithato az egyensilyi helyzet koordinataja:

 kod
R

Lst

(2.30)

Rezgés kozben — ha nem lazulnak meg a fonalak, tehat elég nagy az elofeszités — a
mozgasegyenlet a [Z14]/b szabadtest-abra alapjan

mi = ky(d — x) — kyz,

amibol

ky + k k

Bl .V ) (2.31)
m m

T+

Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy ennek az egyenletnek a megoldasa x(t) = Asin(w,t +

€) + xg. Tehdt a rugdk elbfeszitése nem befolydsolja a rendszer sajdtkorfrekvencidjdat: w,? =

(k1 + ko)/m, ugyanigy, mint a (Z271) feszitetlen esetben.
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Szabadtest-abra:

| xStl
ks — ks
a) e m s ANANNA—] T
<d—>
[+d
. T
| x | xXr —_—
— —
| Tyt | Tsp |
ky :|_>| ks E'_h Fy
” oo} = )
1 g
B l+d R Y| N
i

T
I —_—
o
kl | I k? I F5
0 Sy - — . ‘
Fy ‘
mg
l+d [N

2.14. dbra. Lengdrendszer eléfeszitett rugokkal. (a): egyensiilyi helyzet, mindkét
rugéban ébred erd, (b): kitéritett helyzet, az x koordindtat a ki rugé feszitetlen
helyzetétdl mérjiik, (c): kitéritett helyzet, az y koordindtat az egyensilyi helyzettdl
mérjiik.

Ha bevezetiink egy 1j y koordinatat, amit a statikus egyensulyi helyzettol mértink, akkor
aZI4)/c abra alapjan

r=1y—+ g, ezért

Behelyettesitve ezt a ([231)) egyenletbe, és kihaszndlva, hogy = kifejezheté (230) szerint,
azt kapjuk, hogy
ki + ko

y+ y = 0.

Tehat rugok elofeszitése soran is érdemes a statikus egyenstlyi helyzettél mérni a koordi-
natat, ugyanis ez homogén differencidlegyenletre vezet — ugyantugy, mint a [2.1.4] fejezetben
targyalt esetben.

2.6. megjegyzés: A fonal akkor marad feszes, ha mindkét rugé megnyildsa pozitiv. Ez
akkor teljestl, ha az amplitadé kisebb a rugdk egyensilyi helyzetben tapasztalhaté deformé-
ciéjanal:

1. rugd megnyilasa: x > 0=y > —zg4 = A < z4.

2. rugd megnyulasa: d—x > 0=y <d—xyg = A<d—1z4. &
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A fentiek szerint a koordinata kezd6pontjanak eltoldsaval a mozgasegyenletben szerep-
16 konstans (id6t6l fiiggetlen) tagokat tudjuk modositani, melyek id6ben allandé nagysagu
er6hatasoknak feleltethetok meg. Mivel ezek az egyensilyi helyzetben mindig zérus ere-
dojtiek, az onnan mért koordinataval eltiinnek a konstans tagok és csak a linearis vagy
annal magasabb foka tagok maradhatnak meg a mozgasegyenletben. A nemlinearis diffe-
rencialegyenletek megoldasa jelentés matematikai nehézségeket okozhat, ezért a kovetkezo
fejezetben megvizsgaljuk, hogy hogyan lehet ezeket linearis egyenletekkel kozeliteni.

2.2. Linearizalas

2.2.1. A nehézségi ero hatasa II. — ingak

ARTA4 fejezetben lattuk, hogy egy egyenes mentén rezgo hasabbdl és rugobol allé lengérend-
szer legfontosabb tulajdonsagait nem befolyasolja a nehézségi eré. Az ott targyalt esetben a
nehézségi eré a mozgasegyenlet konstans értékii tagjaba kertilt be, és igy ki lehetett transz-
formalni az egyenletb6l. Egy adott testre hatd nehézségi eré ugyan mindig alland6 nagysagu,
de vannak olyan mechanikai rendszerek, amelyek esetében a nehézségi erd rogzitett pontra
szamitott nyomatéka fiigg a kitéréstol. Az ilyen lengorendszereket nevezziik ingaknak.

A matematikai inga egy fonalra fliggesztett pontszeri testbdl all, mely a fiiggoleges sikban
mozoghat (244l abra). A fizikai ingdt egy vizszintes tengelyii csukld koril a fuggdleges
sikban elfordulni képes merev test, pl. rad alkotjaﬁ. [rjuk fel a 25l abran l4thaté, homogén,
[ hosszusagu, m tomegi radbdl allo fizikai inga mozgasegyenletét!

l .
| / K\ 2 sin @
Szabadtest-abra:

e S

2.15. abra. Egyszerii fizikai inga és szabadtest-abraja.

A szabadtest-abrabol lathatd, hogy a K kényszererd O csuklépontra szamitott nyomatéka
nulla. Mivel az inga sikmozgast végez, az O all6 pontra felirt Ope + w x IIp = My
perdiilettétel a

l
Opc, = —mgy sin(¢)

alakra egyszerlisodik, ahol €, a szoggyorsulas z iranyu komponense@. Az O csukléponton
atmeno, a rajz sikjara merdleges tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték O, = éle,

9 Altaldnosabb esetben barmilyen irdnyban sllhat a tengely (kivéve a fiiggblegest). Gondoljunk példaul
egy olyan ajtora, amit nem fiiggéleges egyenesen elhelyezkedd pantokra fliggesztenek fel. Az ajtéd lengéseket
végezhet egy bizonyos szoghelyzet koril, mint a fizikai inga.

10A pontra szamitott mennyiségek indexébe nagy betiit (pl. O), az adott ponton dtmend tengelyre felirt
mennyiségek indexébe pedig kis betiit (pl. o) betiit {frunk.
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ezért €, = ¢ figyelembevételével a mozgasegyenlet

%mﬂ@ + mgé sin(p) = 0. (2.32)
Ez egy nemlinedris kozonséges differencidlegyenlet, mert a ¢ szogkitérés szinuszaval aranyos
a visszatérité nyomaték. Ennek az egyenletnek nincs zart alaki (analitikus) megoldésa.
Kozelito modszerek, vagy a B3l fejezetben részletezett szamitégépes szimulacié segitségével
lehet kovetkeztetni a megoldas jellegére.

Nemlinedris egyenletek szokasos kozelité megoldasi modszere a linearizalds az eqyensilyi
helyzet(ek) koril. Ez az eljaras csak akkor vezet elfogadhaté eredményre, ha az egyensulyi
helyzettdl mért kitérések kicsik maradnak a rezgés soran.

Els6 1épésben meg kell hatarozni a lehetséges egyensulyi helyzeteket. Mig linedris rend-
szereknek csak egy egyensilyi helyzetiik lehet, nemlinearis rendszerekre nincs ilyen megko-
tés. Egyensulyi helyzetben a szogkitérés allando, tehat ilyen, idoben allandé megoldasokat
kell keresntink. A feltételezett konstans megoldast visszahelyettesitjiik a (2.32) egyenletbe.
©o(t) = oy = alland6 miatt o = 0 és ¢ = 0, ezért @y lehetséges értékei meghatérozhatok:

l

. 0, (2mdm,...),
0+ mg§ Sln((pst) =0 = Pst =

w, (3w, 5m,...).

Lathaté, hogy végtelen sok megoldast kapunk, de ezek koziil elegendo csak az alsé egyenstilyi
helyzetnek megfelel6 cpg? = 0 és a fliggoleges fels6 helyzetet megadd cpgf) = 7 értékeket

vizsgalnunk, hiszen fizikailag a tobbi megoldas is ezeknek a helyzeteknek felel meg.

Linearizalas az als6 egyensilyi helyzet (wgi) = 0) koriil

A linearizalas sordan arra toreksziink, hogy a mozgasegyenletben csak els6foki tagok marad-
janak. ARTA fejezetben lattuk, hogy az dlland6 (nulladfoki) tagok eltiinnek az egyenletbél,
ha az egyensulyi helyzettdl vessziik fel a koordinatat. Vezessiink be most is egy 1j, (radidn-
ban mért!) x koordinatéat a ¢(t) = gog) + x(t) Osszefiiggéssel! x az egyensulyi helyzettél valo
eltérést jellemzi. Feltevésiink szerint x(t) végig kicsi marad a mozgas soran, tehat az inga
nem tavolodik el nagyon az egyensulyi helyzettol. Fejtsiik Taylor-sorba a mozgasegyenletben

szerepld sin(p) kifejezést a cpg) = 0 egyensulyi helyzet kortl:

23 x®

sin(p) =sin(z) =r— —+ — — - R T = Q. (2.33)
6 120

Elhanyagoljuk

A linearizalas azt jelenti, hogy a masod- vagy magasabb foku tagokat elhanyagoljuk. Mivel

Y = &, a mozgasegyenlet linearizalt alakja a kovetkezo:

1 [
gml% + mg5T = 0. (2.34)

Ez az egyenlet az alapmodell (22)) differencidlegyenletére vezet:

39
L+ —x = 2.
T+ 5 & 0, (2.35)
ahol ismét bevezetheto az 3
w2 =2 (2.36)

21
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jelolés. A (Z3H) egyenlet megoldasa ismert (lasd (29])), és az inga periédusideje is kiszamit-
haté a (Z20) képlet alapjan, tehat

2 2
=T _on 2 (2.37)

T,
Wn 39

A linearizalas miatt ez csak egy kozelités, valdéjaban az inga periédusideje nem fiiggetlen a
kitéréstol.
2.7. megjegyzés: Felmeriil a kérdés, hogy mekkora kitéréseket tekinthetiink elegendéen
kicsinek a linearizélds szempontjabdl. A kozelitéstdl elvart pontossag természetesen fligg

az alkalmazastél. Ha a lengés amplitidéja A = 0,1 rad, akkor a szinuszfiiggvény linedris
fliggvénnyel torténo helyettesitése soran elkévetett relativ hiba maximaélis értéke

A —sin(A)

- 100 = 0,167 %.
sin(A) ’ %

Még A = 0,5 rad ~ 28,65° mellett is csak 4,29 % relativ hiba adédik.
A periédusidd pontosabban szdmithaté a

T, = 27| 2 1+(1)2 - 2A+(1'3)2 w4
= — — ] sin® = —— ) sin®* = +...
™/ 34 2) Mo \2g) M
formulaval [4]. Megmutathatd, hogy a periédusidé pontos értéke és a (Z37T) kozelits perio-

dusidé kozotti relativ hiba A = 5° esetén koriilbeliil 0,05%, 22°-néal éri el az 1%-ot és 90°-néal
mintegy 18%. &

2.1. példa: Tetszoleges alaki és tomegeloszldsu, ingaként felfiiggesztett merev testre a li-
nearizalt mozgdsegyenlet

@ogb + mglOS Y = 0

alakban irhato fel, ahol los az O felfiiggesztési pont és az S sulypont tdvolsdga. Innen a
sajdtkorfrekvencia és a periddusidd szamithato T, = 27 /wy, és
los

2= 2.3
wn? = mg &2 (2.38)

alapjin. A fenti képletek bonyolult alaki alkatrészek tehetetlenségi nyomatékanak a meg-
hatdrozdsdara is alkalmasak (ldsd [210. dbra): az alkatrész tomege és silypontjidnak helye,
valamint — a testet az O pontban felfiiggesztve — a lengés periodusideje is kénnyen mérheto.

A (238) képlet szerint

l T2l
0, = mg-22 = mg—2"9° (2.39)

Wy2 42

a test O ponton atmend tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatéka. A Steiner-tétel felhasz-
naldsdval szamithato az S sulyponton dtmend tengelyre vonatkozo tehetetlenségi nyomaték is:

0, =0, —mlpg. (2.40)

Ha nem ismert az S sulypont helye és az lps tdvolsag, akkor elvileg ez is meghatdarozhato
eqy tovdbbi periodusidé méréssel, melynek soran a testet eqy masik, A pontban fiiggesztjik fel.
A sulypont definiciojabol kovetkezik, hogy egyensulyban a felfiiggesztett test S sulypontjdnak
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los

las

2.16. dbra. Tehetetlenségi nyomaték meghatarozasa a periodusidé mérése alapjan

az O felfiiggesztési pont alatt kell lennie, tehdt az OS egyenes meghatdrozhato. Ha az A
pontot ezen az egyenesen jeloljik ki, ismert | tavolsagban az O ponttol, akkor az ismeretlen
los €és las tdvolsagokat, valamint a Oy tehetetlenségi nyomatékot az aldbbi egyenletrendszer
alapjan hatdrozhatjuk meg:

T’
0, =0, —mlps = mgTSS —mld, (2.41)
~ 2
Tn'l
0, =0, —mlis = mgT;S —mlg, (2.42)
l =las+los. (2.43)

Itt T,y és T, az O illetve A ponton felfiggesztett test lengésének méréssel meghatdrozott peri-
odusidejét jeloli.

A gyakorlatban problémdt okozhat, ha a mindig jelenlévé csillapitds miatt tul hamar le-
cseng a lengés, és ezért csak pontatlanul hatdrozhaté meg a periddusidéd (lasd[2.32. fejezet).
Ezért altaldban pontosabb eredményekre vezet, ha a sulypont helyét abbol a feltételbdl ha-
tarozzuk meg, hogy annak egyensilyban mindig a felfiiggesztési pont alatt kell lennie. A
példaban targyalt mérés sordn csak a sulypont forgdstengelytol mért tavolsaga szamit. Tehdat
két kilonbozo pontban felfiiggesztve a testet, a sulypontot jellemzd lpg tavolsag két — méréssel
azonositott — egyenes metszéspontja segitségével hatdrozhato meg. [

2.8. megjegyzés: Ha a testhez rogzitink egy zyz koordinatarendszert, akkor a test suly-
pontjara szamitott tehetetlenségi nyomatéki matrix

@x _Dmy _sz
®s=|-D;y ©, —D,. (2.44)
_sz _Dyz @z
alakban adhaté meg. Ha ennek minden komponensét meg akarjuk hatarozni, akkor felhasz-
nalhatjuk, hogy az

e = (2.45)

[SERNS I
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egységvektorral parhuzamos tengelyre szamitott stlyponti tehetetlenségi nyomaték (1dsd [5])
O¢ = eg@geg =0,1°+ @yy2 +0,2% - 2D,yxy — 2Dy w2 — 2D, yz. (2.46)

Ez azt jelenti, hogy ha hat kiilonbo6z6 iranytu tengelyre meghatarozzuk a tehetetlenségi nyo-
maték értékét a fent leirt kisérlettel, akkor hat darab (2.46]) alakt egyenletet irhatunk fel. Az
egyenletek bal oldaldn a mért tehetetlenségi nyomatékok vannak, a mérés soran alkalmazott
tengelyek irdnyvektorainak xyz koordinatai pedig ismertek, ezért egy hatismeretlenes linearis
egyenletrendszert kapunk, melybol kiszamithaté a matrix hat darab ismeretlen komponen-

se. &

Linearizalas a fels6 egyensiilyi helyzet (gog) = 7) koriil

A megoldast ismét ¢(t) = o2 4 y(t) alakban irjuk fel, ahol y(¢) kicsi, a felsé egyenstlyi

helyzettél mért koordinata. A sin(p) fiiggvény Taylor-sora a <pg) = 7 helyzet koriil
vy
sin() = sin(m +y) = —sin(y) = —y + 6 10 TRV
T —

Elhanyagoljuk
Ezt visszahelyettesitjiik a mozgasegyenletbe ¢ = §j figyelembevételével:

.39
§=qu="0
Az eredményiil kapott egyenlet most is hasonlit az alapmodell ([22) differencidlegyenletére,
de olyan, mintha negativ merevségii rugot alkalmaztunk volna. A negativ merevség a fel-
sO egyensulyi helyzetet instabilla teszi: ha a lengérendszer kicsit is eltavolodik az instabil
egyensilyi helyzettol, akkor a nehézségi eré nyomatékanak hatasara tovabb né a kitérés, és
a felfelé forditott inga eldol, nem jon létre rezgés
Az egyenstlyi helyzet stabilitdsat az un. Routh-Hurwitz-kritériumok [T, [16] alapjan lehet
ellendrizni. A kritériumok szerint a csillapitatlan lengérendszer mozgasegyenletében x és
T egyitthatoja azonos eldjelii kell legyen a stabilitashoz, azaz k > 0 sziikséges a rezgés
létrejottéhez (ezzel kapcesolatban lasd még a megjegyzést). Az inga alsé egyensulyi
helyzete tehat stabil, a felsé pedig instabil.
A megoldast y(t) = AeM alakban keressiik. Visszahelyettesitve a mozgdsegyenletbe,
ii(t) = AN%eM felhasznéldsaval a

39 39
AQ——)AM: )\2__:
< o)A =0 = 5 ~ 0

karakterisztikus egyenletet kapjuk, melynek gyokei valdsak:

39
Ao = £/ =
1,2 51
A mozgastorvényt az ezekkel a gyokokkel felirt alapmegoldasok linearis kombinécidja adja,
tehat

o) = 0% + y(t) mm + CreV ! 4 Coe VAL, (2.47)

UEzt statikus stabilitdsvesztésnek nevezi a szakirodalom, szemben az tn. dinamikus stabilitdsvesztéssel,
amikor novekvé amplitidéju rezgések alakulnak ki.
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Mivel
. /39
lim eV 2! = o0,

t—o00

az inga eldolése soran exponencialis titemben kezd tavolodni a fels6 — instabil — egyensilyi
helyzettl. Természetesen csak a felsé egyenstlyi helyzet kozelében haszndlhat6é a (2Z47)
képlet, igy az egyensulyi helyzettdl valo tavolodas iiteme is csak legfeljebb y =0,1-0,2 rad
kitérés eléréséig tekintheto exponencialisnak, a [2.7] megjegyzésnek megfelelGen.

2.2.2. Linearizalas és rugdk

Ha egy tengely kortl elfordulni képes merev testhez — példaul riudhoz — a 2217l dbra szerint
kapcsolunk egy csavarrugét, akkor a mozgas leirasahoz ismét sziikség van a mozgasegyenlet
linearizalasara.

2.17. abra. Elfordulo rudhoz régzitett, eredetileg dy hossziisagi rugé megnytlasa.

Vegyiik fel a koordinata-rendszer origbjat a rad O felfiiggesztési pontjaban! Ha a rugd
az egyensilyi helyzetben d hosszflszig, akkor a rogzitett A végpontjanak a helyvektora
rg=[-dy —1 0]T. A rtad p-vel kitéritett helyzetében a rugd masik végpontja az rp =
[[sin(¢) —lcos(p) 0] pontba keriil. Ebbél a rugd ¢ kitéréshez tartozé d(p) hossza

d(p) =|rg —ra| = \/(l sin(p) + do)2—|—<l — lcos(@))Q, (2.48)

megnytlasa pedig

2 2
Ad=d(p)—dy = \/(l sin(y) + do) + (l — lcos(gp)) — dp. (2.49)
Ezt a kifejezést ¢ = 0 koriil Taylor-sorba fejtve a kovetkezot kapjuk:

1 172
Ad%lcp—glgo3+§d—ocp4+... : (2.50)

12Nem kell nytjtatlannak is lennie a rugénak az egyenstlyi helyzetben. Az egyensilyi helyzet koriil
linearizdlunk, ezért ha el6feszitett a rugd (példdul ha a ridtdl jobbra is tesziink egy rugdt vagy — a rendszert
90°-kal elforgatva — a nehézségi erd okoz eldfeszitést), akkor az itt kozolt szdmitds csak a rugderd illetve
-nyomaték dinamikus részét adja meg, a statikus rész az el6feszitésbol szamithato.
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Mivel csak a negyedfoki tagban jelenik meg a rugd eredeti dy hossza, ezt a paramétert
nem vessziik figyelembe a modelljeinkben. Az viszont latszik a fenti sorfejtésbol, hogy mi-
nél nagyobb a rugd eredeti hossza a rud hosszahoz képest, annal kisebb a negyedfoku tag
egyutthatdéja. A rugd hosszanak tehat nincs jelentOs szerepe a mozgasegyenlet megolda-
sa szempontjabol. Ez a kozelités teszi lehetové, hogy egy tobb rugdbol alléo rugdkapceso-
last egyetlen rugoval helyettesitsiink, hiszen nehézkes lenne kiilon-kiillon minden egyes rugd
hosszat szamitasba venni.

A mozgésegyenletek analitikus megoldasahoz sziikség van a linearizalasra, ezért a rugd
megnytldsat a kovetkezd linearizalt alakban fejezziik ki: Ad = lp. Igy a rugderd nagységa
kozelitoleg

F. = klp. (2.51)

2.9. megjegyzés: A (Zh0) egyenlet szerint harmadfoki tagokig helyes eredményt kapunk,
ha a rugd megnyuldsit a Ad =~ Isin(p) = lp — éap3 + ... képlet alapjan szamitjuk. Ez
azt jelenti, hogy valamivel pontosabb a rugéero kifejezése, ha a ¢ koordinata helyett a rad
végpontjanak vizszintes iranyd elmozduldsat megadd

x = sin(p) (2.52)

koordinataval irjuk le a mozgast és az x-ben linearis tagokat tartjuk meg: F,. ~ kx. &

A rugéer6 az rg, vektorral parhuzamos, tehat kifejezheté F, = F,ep4 alakban, ahol eg,
a BA egyenessel parhuzamos egységvektor. A rugéeré O pontra kifejtett nyomatéka

My =rp x F,. (2.53)
Ez alapjan a rugberd erokarja kifejezheto
= |rp X ep4l, (2.54)
a rugo és a rud altal bezart szog pedig
sin(f) = |eg X epa (2.55)

alakban, ahol ez = rg/|rg| = rp/l. Természetesen mind az [, erékar, mind a [ szog fligg a
@ szogkitéréstol. A részleteket mellozve, az erékar kifejezését p = 0 koriil sorba fejtve

172

L—1— L
S0+2d0

l
<p+—l( 15d2>g04+.... (2.56)

Az els6nél magasabb foku tagok elhanyagolasaval azt kapjuk, hogy a rugberd erékarja

igy a (Z51)) egyenletet felhasznélva kifejezhet6 a rugberd dltal az O ponton atmend tengelyre
kifejtett nyomaték nagysaga linedris kozelitésben:

M, = F.l, ~ ki%¢. (2.57)

2.10. megjegyzés: A ([ZH0) egyenlet szerint méasodfokig helyes eredményt kapunk, ha az
erékart az . & [ cos(¢p) formuldval kézelitjiik, hiszen cos(¢) ~ 1—p?/2+¢*/24. Az egyenletek
linearizalasakor azonban kiesik a masodfoku tag, ezért altalaban nem érdemes élni ezzel a
kozelitéssel. &
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gordiil

2.18. abra. Gordiilé koronghoz régzitett rugé megnytilasa.

Hasonl6 problémaval talalkozunk, ha egy gordiilé korong pereméhez rogzitett rugd meg-
nyulasat vizsgaljuk. Tekintsiik a 218 dbran vazolt rendszert! A korong sugara R, a rugd dy
hosszusagu, és vizszintesen helyezkedik el az egyensiilyi helyzetben. A koordindta-rendszer
O origodja a korong és a talaj érintkezési pontja az egyensulyi helyzetben.

A korong [ szoggel valé elforduldsakor a sulypont zg = Rf tavolsaggal mozdul el, a rugd
B bekotési pontjanak helyzete pedig

rB:R[b’—l—sin(ﬁ) 1 + cos(f5) O]T

lesz, akar a rug6tol tavolodva (8 > 0), akar a rugéhoz kozeledve (6 < 0) gordil a korong.
Mivel a rugd rogzitett végpontja azry = [—dy 2R 0]7 pontban taldlhaté, az AB tavolsag
és a rugd Ad = |rga| — dp megnyilasa konnyen kiszamithaté:

Ad = \/(RB + RBsin(B) + do)? + (R + Rcos(8) — 2R)* — do,

amit § = 0 koril sorba fejtve:

1 .. 1R,
Ad=2R f3 GRB +8 doﬁ +....
Tehat linearis kozelitésben
Ad ~ 2R j3, (2.58)
a rugéerd pedig F, ~ k2R 3. Azrpp = [R sin(8) R+R cos(f) 0] ésrpa/|rpa| vektorok
vektorialis szorzatabol szamithato ki a rugéerd aktualis P poluspontra szamitott [, erékarja,
aminek a 3 = 0 koriili Taylor-sora

1 1 R? 1 R?
l,b=2R—-RB*+-—p+—R(1-30— | 8"+ - ~2R. 2.59
Tehat a gordiilé korong példajaban a rugderd poluspontra szamitott nyomatéka

M, = kAd 1, ~ k(2R)5.

Ugyanezt a szamitéast elvégezve az rsp = [R sin(3) R cos(8) 0]T vektor segitségével, az
S sulypontra szamitott nyomaték erckarja
1 1 R? 1 R?
ls=R— =R+ -—p+—R(1-27T— | '+ -~ R. 2.60
R Y ( d3>6+ (2.60)
A fentiek szerint a rugdero stulypontra szamitott nyomatéka

M, = kAd 1, ~ 2kR?p.
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2.2.3. Nehézségi ero kettos szerepben

Mig az ingdk esetében a nehézségi eré nyomatéka hatarozza meg a lengorendszer sajat-
korfrekvenciajat ([Z2T1 fejezet), a T4l fejezetben vizsgalt feladatban a nehézségi er6 nem
befolyasolta a lengérendszer legfontosabb paramétereit. Hogy vilagosan elkiilonithetd legyen,
mikor milyen szerepet jatszik a nehézségi ero, vizsgaljunk meg egy Gsszetettebb feladatot két
valtozatban!

A abran vazolt, két egymasra meréleges, elhanyagolhaté tomegii, osszehegesztett
radbdl allo szerkezetre my és mo tOmegli pontszert testek vannak rogzitve. A szerkezet ky
illetve ko merevségii rugokkal kapcsolédik a kornyezethez, és a fliggdleges sikban kis kitérési
lengéseket végez. A rugok merdlegesek a hozzajuk kapcsolt rudakra a rudak fliggoleges illetve
vizszintes helyzetében. Irjuk fel a linearizalt mozgasegyenletet!

kl Frl

gl Szabadtest-dbra:

—

egyensulyi helyzet

ay

2.19. abra. A lengdrendszer modellje és szabadtest-abraja. Egyensulyban az 1-es
rud fliggbleges.

1. eset: az 1-es rud fiigglleges, a 2-es rud vizszintes az egyenstlyi helyzetben

Statikus egyensiilyi helyzetben az mo tomegi testre hatd nehézségi eré nyomatékéaval a rugok
Mg = Figaq és Moy = Foub nyomatékai tartanak egyensulyt. Mivel statikailag hatarozat-
lan a szerkezet (a csukl6 mellett két aldtdmasztasnak felel meg a két rugd), a két statikus
rugoerd viszonyanak meghatdrozasdhoz tovabbi informaciokra lenne szitkség. A pontos sza-
mitast altalanos esetben a 22 fejezet alapjan lehetne elvégezni, ha ismert lenne a rugdk
nyujtatlan hossza és hogy milyen szoghelyzetben nytjtatlanok a rugok. Feladatokban az
egyszeriibb szamitas kedvéért gyakran felteszik, hogy az egyensilyi helyzetben csak az egyik
rugd van eléfeszitve (az ,tartja” a szerkezetet), a masik erémentes.

Meérhetjiik a szogkitérést valamelyik — példaul az 1-es — rugd erémentes helyzetétol, egy
¢ koordinataval (lasd abra)! Ekkor az 1-es rugé altal kifejtett M;(p) nyomatékot a
Taylor-sorfejtés szabalyai szerint az

dMl(‘P)
dep

=K1

Ml(@) R M1<908t) + (90 - @st) = Mlst - Kl@st + KIQO (261>

P=Pst
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formulaval lehet linearizalni a ¢, egyensilyi helyzet kozelében, ahol M; (@) = M. Hason-
16 kifejezést kapunk a 2-es rugd esetében is. Mivel az egyensulyi helyzetben kifejtett My és
Mg, statikus nyomatékok egyensulyt tartanak az el6feszité nyomatékkal — ami jelen esetben
a nehézségi er6 nyomatéka —, mar elére lehet tudni, hogy ezek a tagok kiesnek a mozgasegyen-
letbol. Azonban a ¢ koordinata hasznédlatdnak az a kovetkezménye, hogy megmaradnak a
mozgasegyenletben a —Kjpg (illetve a masik rugd esetében —Kspy) alaki konstans ta-
gok. A (Z6I) képletbél latszik, hogy akkor tiinnek el ezek a konstans tagok a linearizalt
mozgasegyenletbdl, ha a szerkezet mozgasat az egyensulyi helyzettol mért W = ¢ — g sz0g-
kitéréssel irjuk le — hasonléan, mint a 2.1.4] fejezetben. A tovdbbiakban hasznaljuk ezt a ¥
koordinatat!
A szabadtest-abra alapjan felirhato a rendszer mozgasegyenlete:

O,V = mygay sin(V) + maygas cos(¥) — My (V) — My(¥),

ahol M;(W) és My(W) a rugdk &ltal kifejtett, szogkitéréstdl fiiggd nyomatékokat jeloli; a
pontos kifejezések a (Z49) képlethez hasonléan bonyolultak, igy ezeket nem irjuk ki.

Linearizaljuk ezt az egyenletet a W = 0 egyenstlyi helyzet kozelében! A statikus egyen-
sulyi helyzetben a két rugd M illetve Moy, statikus nyomatékot fejt ki, amikhez kitéritett
helyzetben hozza kell adni a W-tél fliggd — linedris kozelitésben W-vel ardnyos — Mg, (V)
illetve Myg;, (V) dinamikus tagokat:

M, (W) = Mg + Migin(¥),
My (W) = Mog + Magin (V).

Az eloz6 fejezetbdl ismert, hogy pl. a ki merevségli rugd egyensulyi helyzethez képest
mért megnyuldsa linearis kozelitésben a1V, az er6kar pedig kozelitoleg a;. A rugderd — a
nyomatékhoz hasonléan — statikus és dinamikus Osszetevokre bonthato, azaz F., = Fig +
Fiaimn () = Figy + kia, ¥, a nyomaték pedig M (V) &~ Fria; ~ Mg + k1a?¥ alakban frhaté
fel. Tehat a nyomaték meguvdltozdsa kis W kitérések esetén kozelitheté a (257 képlet és
a abra alapjan, azaz

M, (V) = Mg + ka3 ¥ és
M5 (V) ~ Mog + kob* .

Kozelito linearis karakterisztika

K1 = k?l a%
M, M, gin, 1
M Nemlinearis karakterisztika
Ist T~~~ 7
| U
I
I
|
0 Pt ©

2.20. abra. Az l-es rugé altal kifejtett nyomaték linearizaldsa az egyensulyi
helyzet kozelében. ¢ az 1-es rugo erémentes helyzetétol mért szégkoordinata.
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Felhasznalva, hogy W = 0 kozelében

sin(W) ~ ¥ és
cos(V) ~ 1

(lasd 2-I10] megjegyzés), a nehézségi erével kapcsolatos tagok is linearizélhatok, és a lineari-
zalt mozgasegyenlet a kovetkezo alakban irhato fel:

O,V = migar ¥ + magas — (Mg + k1af¥) — (Mag + kot 0).
Az egyenletet rendezve:

O,V + (kmf + kb — mlgal) U = magas — Mg — Mas; - (2.62)
=0

Az egyenlet jobb oldalan lathaté kifejezés az egyensilyi helyzetben haté nyomatékok eredo-
je, ami definicié szerint zérus. Ebbdl a feltételbdl lehet meghatarozni a statikus rugderot.
Példaul ha a ki rugd erémentes (Mg = 0, Fiy = 0) az egyenstlyi helyzetben, akkor (2Z.62)
jobb oldala szerint a ko rugd altal kifejtett Moy = Fob nyomaték

maogas — May =0 = Moy = magas,

igy

Tehat ismét azt latjuk, hogy a mozgasegyenlet homogén, ha a statikus egyensulyi hely-
zettol mérjiik a koordinatat:

@a\i] + (k:la% + k’ng - mlgal) U =0.

A figgbleges helyzet koriill mozgd rudra helyezett m tomegi testre haté nehézségi eré nyo-
matéka linedris kozelitésben egyenesen aranyos a szogkitéréssel: myga; sin(¥V) ~ myga, V¥, és
olyan értelmi, hogy novelné a szerkezet kitérését. Ezért a lengérendszer merevségét csok-
kenti ez a tag. Egy lefelé 16g6 rud végére helyezett test esetében természetesen névekedne a
merevség, amint a 221l fejezetben lattuk. A vizszintes helyzet koriil mozgé riudon 1év6 meo
tomegti testre hatd maogas cos(V) nyomaték viszont kis kitérések esetén jo kozelitéssel allan-
d6é marad, ugyanugy, mint a 2.1.4] fejezet feladataban — ezért esik ki ez a tag a linearizalt
mozgasegyenletbdl.

2. eset: feszitetlen rugdk az l-es rud fiiggbdleges, 2-es rud vizszintes helyzetében

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor az 1-es rid fiiggbleges helyzetében a rugdk erémentesek!
Ettol az erémentes helyzettol mérjiik a ¢ koordinatat.

Az ms tomegl testre haté nehézségi er6 miatt nem ¢ = 0-ban, hanem egy egyelére
ismeretlen @ = @ szoghelyzetben van az egyensulyi helyzet. Ebben a ferde helyzetben
mindkét rugd meg van feszitve. Az egyensulyi helyzettol mért szogkitérést jeloljiitk most is
U = p — pg-vell A feladat kifrasa szerint ez a szog kicsi, hiszen a rezgések az egyenstlyi
helyzet koriil torténnek.

A 227] szabadtest-abra alapjan felirhaté a rendszer mozgasegyenlete:

O, = mygay sin(p) + magas cos(p) — Mi(p) — Ma(p),
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kitéritett helyzet

2.21. Abra. Lengdrendszer az 1-es rud fiiggéleges helyzetében erémentes rugokkal.

ahol a rugd altal kifejtett M; (@) és My(p) nyomatékok pontos felirdsa még nehezebb lenne,
mint az elébb targyalt esetben, hiszen egyensilyi helyzetben a rugderdk és a rudak nem
merdlegesek egymdasra: a bezart szog a ([2.55) képlet alapjan hatdrozhaté meg, ¢ = g
behelyettesitésével.

Els6 1épésben linearizaljuk a nehézségi erével kapcsolatos tagokat a U = 0 statikus egyen-
silyi helyzet koriill Felhasznalva, hogy U = O — Yg = P és hogy ¢ = pg koriili Taylor-
sorfejtéssel

sin(p) = sin(pg) + cos(pst) (@ — pst) + -+ - ~ sin(pg) + cos(ps) P,
cos(p) = cos(pst) — sin(pst) (@ — @st) + -+ = cos(ps) — sin(ps)V,

felirhaté a mozgasegyenlet az egyensilyi helyzettol mért U koordinataval:
O, ¥ = mygay sin(pg)+miga cos(ws)U+magas cos(@e)—magas sin(@e )W —M; (U)— M, (D).

Lathaté, hogy a ferde egyenstlyi helyzet miatt most mar mindkét anyagi pontra hatd ne-
hézségi erd bekeriilt a konstans és a W-vel ardnyos tagokba is.

Az M és My nyomatékokat ismét lehet kozeliteni M; = M,y + K; W, ¢ = 1,2 alakban,
hiszen ez annak felel meg, hogy a ¢ = pg, azaz ¥ = 0 helyzet kortl linearizaljuk a rugok
nyomatékat megadé karakterisztikat, a 220, abra szerint. Ekkor az allandé nagysagu tagok
Osszege Ujra zérus értéket ad, hiszen ¥ = 0-ban definici6 szerint egyensuly van:

mygay sin(@s) + magas cos(ps) — My — Mag = 0. (2.63)
gy megint homogén differencidlegyenletre jutunk:
0,V + (K1 + Ky + magas sin(gs) — migay Cos(cpst))\ll = 0. (2.64)

A problémat a Ko egyiitthatok meghatdrozasa jelenti. Most — mivel nem merdlegesek a
rugok a rudakra az egyenstlyi helyzetben — a rugok altal kifejtett dinamikus nyomatékot
nem adja meg pontosan a (Z57) képlet.

Ha el akarjuk keriilni a fejezetben bemutatotthoz hasonld, hosszi szamitast és
kozvetleniil fel akarjuk irni a linearis mozgasegyenletet, akkor egy tovabbi feltételezéssel kell
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élntink: a ([Z07) képlet alkalmazasdhoz feltessziik, hogy a g statikus szégkitérés is kicsi,
nemcsak a rezgés amplitiddija.

Ha ¢ és U egyarant kicsi, akkor ¢ = pg + U is kicsinek tekinthetd, tehat sin(y)
© = pg + U és cos(p) = 1, tovdbba a rugdk és a rudak kozotti szog kozel 90 fokos: [ ~
7/2. Valdjaban tehdt kétszeresen is linearizalunk. Most mér alkalmazhaté a (Z57) képlet
a nyomaték dinamikus részének szamitasara. Példaul az 1-es rugd nyomatéka M; = My +
My =~ kia3ps + kia2V. Ebben az esetben tehdt ki tudjuk fejezni az egyensilyi helyzetben
ébredd rugberdt Fiy ~ kiaipy alakban, a K egyiitthat6 pedig K| = kia?.

A ([264) egyenletben igy sin(py) ~ v miatt mogas sin(pg )V ~ mogaspsV, azaz két kis
mennyiséget szorzunk ssze, ami linedris kozelitésben elhanyagolhaté. Tovabbé cos(¢g) = 1,
ezért a linearis mozgasegyenlet:

@a\i’ -+ (k;la% -+ kzbz - mlgal) U = 0, (265)

tehat ugyanarra az egyenletre jutottunk, mint az elsé esetben. Azonban a két esetben
fizikailag eltéré a W = 0 egyenstlyi helyzet: az els6é esetben ¥ = 0 mellett az 1-es rud
fiiggoleges, a 2-es esetben pedig ¢, szoget zar be a fiiggdlegessel.

Fontos, hogy a kapott mozgasegyenlet csak akkor helyes, ha tényleg kicsi a ¢ szogkitérés.
Ennek ellenérzéséhez a (263]) egyenletet hasznalhatjuk fel. Ha alkalmazzuk a g szerinti
linearizdlast, akkor Mg & k1a?ps és Mg = kob*pg miatt

m1ga1pPsy + Magas — klafgpst - ksz%t ~ 0,
amibdl
— Magag
kia? + kob? — miga;”

Pst

Ha az igy kapott érték elég kicsi, akkor jogos az alkalmazott kozelités.

2.3. Viszkézus csillapitasa szabad rezgés

A kozegellenallas és a lengorendszert alkoté anyagok belso csillapitasa kovetkeztében a sza-
bad lengések soran a mechanikai energia csokken, hé termelodik. Ezt a folyamatot disszi-
pdcidnak nevezik. Igy a valésdgban nem maradhat fenn az az allandé amplitiddji rezgés,
amit a csillapitatlan esetben lattunk. A gépészmérnoki gyakorlatban a sebességgel aranyos,
un. viszkozus csillapitas a legjelentosebb — jo kozelitéssel ilyen a csillapitas jellege folyadé-
kok lamindaris aramlésa, egymason csuszé kent feliiletek, lengéscsillapitok és a belsd, anyagi
csillapitas esetében is.

Modelliinkben a csillapitéeré linearisan fiigg a v sebességtol, és azzal ellentétes iranyt:
Fy = —cv, lasd abra. A szabadtest-dbrak rajzolasa soran — a rugderd abrazolasahoz
hasonléan —, a negativ eldjel kiirasa helyett F; = cv nagysagu erdt vesziink fel, a sebességgel
ellentétes iranyban.

Itt ¢ a csillapitdsi tényezd, melynek mértékegysége Ns/m. Feltessziik, hogy a csillapitési
tényez0 azonos értékll pozitiv és negativ sebességek esetén. Megjegyezziik, hogy ez a gya-
korlatban nem mindig van igy, példaul gépkocsik lengéscsillapitoi gyakran kisebb ellenallast
fejtenek ki az 6sszenyomassal szemben, mint a hizas ellenében. Ebben az esetben hason-
16 helyzet all el6, mint amit a LTl fejezetben vazoltunk a fonalakkal 6sszekotott, csak
huzasnak kitett rugdk kapcsan: a mozgas két szakaszaban kiilonbozéek lesznek a rezgés
paraméterei.
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2.22. abra. A viszkozus csillapitéerd karakterisztikaja.

A viszkézus csillapitas mellett mas csillapitasi karakterisztikaju modelleket is alkalmaz-
nak az alabbi — a 2.23] abran szemléltetett — esetekben.

o Aramlé gézok: Fy = —cv? sgn(v)
e Turbulens dramlas: Fy = —c|v|"™ sgn(v)
e Széraz (Coulomb-) surlédas: F; = —cv® sgn(v).
| | a)
v b)
v || @/@ T .
- 2 Lk )
a) b) c) 0 v

2.23. dbra. Példdk kiilonboz6 karakterisztikaju csillapitéerdkre. (a) aramlé ga-

zok, (b) turbulens dramlés, (c) szdraz surlédds.
Megallapithat6, hogy mindegyik esetben F; = —c|v|™ sgn(v), alakban fejezheté ki a
csillapitoerd. Viszkozus csillapitas esetén n = 1.

A csillapitasnak egyszerre tobb oka is lehet: eredhet pl. a rugd anyaganak belsé csilla-
pitészibé, a kozegellenallasbol és kent felilleten csiszo testekre hato erébél egyszerre. A
rendszer tehetetlen és rugalmas elemeihez hasonléan, a csillapitast is a lengorendszer kiilon
elemeként kezeljiik, mely elhanyagolhato tomegili és zérus merevségii. A csillapité elemet a
224 abran szemléltetett ,ikonnal” jeloljik, ami a lengéscsillapitok miikodésére utal. En-

v

== [@—F»>—A>|>|_Icﬁ;

2.24. abra. Lengéscsillapité vazlata és a csillapité elem jelblése.

nek megfeleléen, az 1 DoF, viszkézus csillapitdsi, gerjesztetlen lengérendszer alapmodellje
a 220l abran lathato.

13 Az anyagok belsé csillapitésa kiilonféle fizikai folyamatok egyiittes eredménye. Péld4ul a szemcsehatarok
egymason torténd elcsuszasa vagy elektromagneses hatdsok is allhatnak a csillapitds hatterében.
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Szabadtest-abra:

— F.=kx'
m |
p=0 : [—m
c Fy=ct
G

2.25. abra. 1 DoF, viszkézus csillapitasi, szabad lengGrendszer alapmodellje.

2.3.1. A mozgasegyenlet

Az alapmodell mozgéasegyenlete a szabadtest-abra alapjan irhato fel:

ma = —FT — F ds
mi = —kx — cx,
mi + cx + kx = 0.
A csillapitatlan esethez hasonléan, most is leoszthatjuk az egyenlet egyiitthatoit a gyorsu-

las egyiitthatéjaval. Igy — bevezetve @ egyiitthatéjéra a c/m = 2Cw, jelolést — kapjuk a
mozgasegyenlet sztenderd alakjat:

& 4 2Cwnd + wy’z = 0. (2.66)
Itt .
¢= 2muwy,

a dimenziétlan Lehr-féle vagy relativ csillapitdsi tényezd, w, pedig a csillapitatlan (!) rendszer
sajatkorfrekvenciaja.

2.11. megjegyzés: A relativ csillapitési tényez6 képletét wy, = \/k/m felhasznaldsdval atir-
va azt kapjuk, hogy

c c
C = = . 2.67
2mwn 2vVkm (2.67)
E szerint a relativ csillapitasi tényezo azt jellemzi, hogy mekkora a ¢ csillapitasi tényezé a
rendszer masik két paraméteréhez — a tomeghez és a merevséghez — képest. &

Mivel a fenti mozgasegyenlet linearis, kereshetjitk a megoldasat
x(t) = BeM
alakban, amibol
i(t) = BxeM = i(t) = BA%eM.
Visszahelyettesitve a (Z266]) egyenletbe:
BX?eM 4 2w, BAeM + w,2BeM =0,  tehat

BeM ()\2 + 2Cwp A + wn2) =0.
—
#0 =

=0
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Ennek az egyenletnek minden ¢ pillanatban teljestilnie kell. B = 0 az x = 0 allandé megol-
dasnak felelne meg — a nyugvé rendszernek —, e pedig csak At — (—oo)-ben lehetne nulla.
Tehat csak akkor kaphatunk rezgést leir6 megoldast, ha Be # 0, amibél az kovetkezik,
hogy a zaréjelben szerepld kifejezés nulla. Ennek megfeleléen, a karakterisztikus egyenlet

A+ 2Cwa A + w2 = 0. (2.68)

A karakterisztikus egyenlet gyokei:

)\172 = —an + wn\/CQ — 1. (269)

A gyokok értékétdl fiiggden harom eset lehetséges, melyeket az aldbbiakban targyalunk.

2.3.2. Gyenge csillapitas

Gyenge csillapitasnak nevezzilk azt az esetet, amikor 0 < ( < 1M Ekkor —1 < 2—-1<0,
ezért a Ao gyokok komplex konjugaltak:

A2 = —Cwn £ twny/1 — (2 = —(wy £ iwa, (2.70)

wqg = wny/1 — (2

a csillapitott rendszer sajdtkorfrekvencidja, aminek a mértékegysége rad/s. Mint latni fogjuk,
ez a mennyiség jellemzi a csillapitott lengérendszer rezgésének titemét. ¢ < 1 miatt wyq < wy,
tehat a csillapitas csokkenti a rezgés frekvenciajat és noveli a lengésidot.

Az éaltalanos megoldast a két alapmegoldas linearis kombinacidjaként irhatjuk fel, ahol
By és By komplex szam:

ahol

:L‘(t) _ Bleht + BQGAgt _ Ble(—Cwn—f—iwd)t + BQG(—Cwn—iwd)t _ e—Cwnt (Blei“’dt + BQe—iwdt) .

A zéardjelben szerepl6 Osszeg az w, <+ wq cserétol eltekintve ugyanolyan alakid, mint a csilla-
pitatlan rezgések kapcsan kapott (Z7) kifejezés, tehat ugyantgy atalakithato:

x(t) = e’C““t<Cl cos(wat) + Ca sin(wdt)) = Ae ' sin(wyt + ¢). (2.71)

Mivel z valés, Cy, Cs, A és € is valés szam. A csillapitatlan esethez hasonléan, most is csak
akkor lehetnek ezek valds szamok, ha B és By komplex konjugéltak.
A (ZI9) egyenlet kapcsan leirtak alapjan bevezethetd a csillapitott rezgés periddusideje

és frekvenciaja:
2 1 W
Ty = —, =—=—. 2.72
d Wq fd Td 2 ( )
Ezekbdl a kifejezésekbol latszik, hogy nem a csillapitatlan rendszer sajatkorfrekvenciaja ha-
tarozza meg a rezgések utemét; w, most csupan egy fizikai tartalom nélkiili paraméter a

megoldéasban.

4Vannak olyan valésdgos szerkezetek is, amiket negativ csillapitdsi modellel lehet jél leirni. A Routh-
Hurwitz-kritériumok [7 [I6] alapjén azonban beldthatd, hogy az ilyen rendszerek egyensilyi helyzete instabil:
rezgés kozben egyre nagyobb amplitudé alakul ki, azaz dinamikus stabilitasvesztés kovetkezik be.
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A (ZTT)) megoldasban szerepl6 Cj o paramétereket a kezdeti feltételek alapjan lehet meg-
hatarozni. Legyenek a kezdeti feltételek

z(0) ==z
#(0) =vp !

[e=)
[N
wn

=)

A (ZTT) egyenletbe t = 0-4t helyettesitve kifejezheté x(0):
z(0) = e <m0 (01 cos(wq0) + Csy sin(de)) = (.
A fenti eredményt Osszevetve a kezdeti feltétellel:
Cy = xp. (2.73)
A mozgastorvény differencialasaval kifejezheto a sebesség:

x(t) = —Cwne’cwr‘%()& cos(wqt) + Cy sin(wdt)) + e~ Cwnt (—C’lwd sin(wqt) + Cowg cos(wdt)).
(2.74)
t = 0 behelyettesitésével

#(0) = —Cuwpe s@n0 (C’l cos(wq0) 4+ Cy sin(wd())) + e_cwno(—Clwd sin(wq0) + Cowq COS(de))
= —CwnC’l + ngd.
Felhasznélva, hogy Cy = g és £(0) = vy:

Vo + Cwyxg
Wq '

— Cwnxo + ngd =y = CQ = (275)

A mozgas id6beli lefolyasa

A 220, abran lathaté a (ZT71) mozgastorvény grafikonja xg = 0 és vg > 0 kezdeti feltéte-
lek mellett. A grafikonhoz két exponencialis burkologorbét lehet illeszteni, tehat az egymas
utani maximaélis kitérések nagysdga exponencidlisan csokken. A csillapitott szabad rendszer
mozgasa szigoruan véve nem perodikus, hiszen pontosan ugyanabba az allapotba sohasem tér
vissza a lengorendszer. Mégis jellemezheté a mozgas a két azonos iranyi maximalis kitérés
kozott eltelt Ty = 2m/wq periddusidével. A maximalis kitérések azonban nem a szinusz-
figgvény t = Ty/4, t = 5T4/4, ... maximumbhelyeinél kévetkeznek be — csak a csillapitatlan
esetben lenne igy. ¢ = Ty/4 koril a szinuszfiiggvény érintéje kis meredekségli, az exponen-
cidlis fiiggvény viszont gyorsan csokken. Mivel e két fiiggvény Gssze van szorozva a (271))
megoldasban, az els6 maximalis kitérés kicsivel a t = Ty /4 pillanat eldtt kovetkezik be a 226
abran mutatott esetben.

A maximalis kitérések t*-gal jelolt idépontjai abbdl a feltételbol hatarozhatok meg, hogy
ezekben a pillanatokban a kitérésnek szélsGértéke van, tehat derivaltja nulla. Ez annak
felel meg, hogy a maximalis kitérés pillanataban a sebesség nulla, a rezgo test megall egy
pillanatra:

@(t*) = —Cwye et (01 cos(wqt™) + Cy sin(wdt*))
4 e Cent” (—C’lwd sin(wat™) 4+ Caowg cos(wdt*)) = 0. (2.76)
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Tmax|

2.26. abra. Gyenge csillapitasi (alulcsillapitott) lengérendszer mozgéastorvénye.

Mivel e=¢«nt” £ (),
(ngd — CwnC1) cos(wat™) — (Clwd + C2Cwn) sin(wat™) = 0.

Az egyenletet adtrendezve

tan(wqt®™) = Cowa = GunCh
7 Crwa + Cawn

Behelyettesitve a C 5 egyiitthaték (273 és ([2.775) kifejezését

VoWwq

t t) = . 2.77
an{waf”) Towa? + (wnto + (Zwy o (2.77)
Példaul a 2268 abranak megfelel xq = 0 kezdeti feltétel esetén
% 1 Wq
t* = — arctan : (2.78)
Wd an

A csillapitatlan ¢ = 0 esetben wq = wy,. Bevezetve a £ = wq/(Cwy) segédvaltozdt visszakapjuk
a maximalis kitérés csillapitatlan esetnek megfelelé idopontjat:

1 T,
lim¢* = lim — arctan(§) = T —
¢—0 §—00 Wy 2wy, 4
ugyanis a tangens fiiggvény bal oldali hatardrtéke m/2-nél lime_,./5_tan(§) = oo, igy

lime_, arctan(§) = 7/2, a 227l dbrdnak megfelelGen.
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tan (&) arctan(§)

\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
-
Gy
7r—‘§ 0
\
\
\
\

2.27. abra. A tangens és arkusz tangens fliggvények grafikonjai.

Mivel a tangens fiiggvény m-periodikus, azaz
T
tan(wgt™) = tan (wd (t* —i—j—)) ;
Wq

a ([277) és [278)) kifejezések az Osszes j = 0,..., 00 (azaz végtelen sok) lokélis minimum és
maximum id6pontjat megadjék, melyek m/wq = T4/2 egész szamu tobbszoroseiben térnek
el egymastél. A legnagyobb abszolit értéki kitérést altalaban a legkisebb pozitiv t* érték
[271)-ba helyettesitésével szamithatjuk ki, de az is_eléfordulhat, hogy a kezdeti xq kitérés
nagyobb, mint a szélséérték kereséssel kapott érték [

A rendszer paramétereinek meghatarozasa méréssel

Mig a rugémerevséget szilardsagtani megfontolasok alapjan meg lehet hatérozni (lasd L3711
fejezet és [14]), a csillapitasi tényezd értékét csak nagyon pontatlanul lehet elméleti titon
megbecsiilni. Ez kiilonosen igaz azokra az esetekre, amikor tobb alkatrészbol Gsszeszerelt
testek rezgését vizsgdaljuk. Ekkor ugyanis az egyes alkatrészek kozti litkdzés és a surlodas
meghatarozd szerepet jatszik a csillapitasban. FEzeknek a folyamatoknak a bonyolultsaga
miatt ebben az esetben nem taldlhaté olyan anyagi paraméter, ami megfeleléen jellemez-
né a disszipaciot. A felsorolt okok miatt tehat kitiintetett szerepe van a rezgéstanban a
méréseknek.

Egy viszkozus csillapitasu gerjesztetlen lengérendszer periédusideje a két azonos iranyt
maximalis kitérés kozott mérhet6 ido. A gyakorlatban pontosabb értéket kapunk, ha tobb,
pl. n periddus egyiittes idejét atlagoljuk:

H(Ans1) — 1(A1)

Td mért — n )

ahol A; az i-edik azonos iranyt maximalis kitérést jeloli, a 228 abranak megfeleléen. A
t(A;) id6pontok tehat a (ZT1) képlettel megadott id6pontok kéziil vagy csak a pozitiv,
vagy csak a negativ kitéréshez tartozo idépontoknak felelnek meg. A csillapitott rendszer
sajatkorfrekvencidja a mért periédusid6bél: wamere = 27/ Tamert -

A relativ csillapitasi tényezé meghatarozasahoz azt hasznalhatjuk ki, hogy barmely két,
egymads utan Ty periodusidével bekovetkezo kitérés hanyadosa allando, hiszen sin(wqt +¢) =
sin(wq(t + T4) + €) miatt

vt +Ty)  Ae—Sn(HTd) sin(wy(t + Ty) +¢)

l’(t) Aefcwnt Sin(Wdt + 5) _ CwnTy (2 79)

15 A széls6érték vagy ott taldlhaté ahol a derivalt nulla, vagy pedig az értelmezési tartomany végpontjaiban.
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2.28. abra. A periédusidé meghatarozasa méréssel.

A [279) képlet a maximalis kitérésekre is igaz:

A A A,

—_— = e e . — :eCwan’

A_Q_A3_ _An—I—l

tehat bevezetheto egy 1j mennyiség a lengdérendszer jellemzésére, a logaritmikus dekremen-
tums:

A
A=1 " = Cw,Ty.
! An+1 Cw ¢

A logaritmikus dekrementum meghatarozhat6 az amplitidoék mérésével. Pontosabb értéket
kapunk, ha tobb (n) periddust is figyelembe vesziink:

A A A A,
An+1 AQ A3 An+1

— enCwan’

amibol p
1
Amérs = —In —
n An+1

A logaritmikus dekrementum ismeretében kiszamithat6 a relativ csillapitasi tényezo:

B B 2r 2w 2w B A
A = (w,T = Cwnwd = Cwnwnm Vi (= Wirswe (2.80)

Tehat a relativ csillapitasi tényez6 mért értéke az alabbi képlettel hatarozhaté meg:

Amér
(et = ——— .
\/ 47T2 + Ar2nért

Ha kicsi a csillapitas, akkor Ayge << 27, tehat Cunert & Amert/27.



2.3. Viszkézus csillapitasa szabad rezgés 57

2.3.3. Kritikus csillapitas

Kritikus csillapitasrol akkor beszéliink, ha ¢ = 1. Ebben az esetben a karakterisztikus
egyenlet gyokei megegyeznek: Ao = —(w, + wy/(2 — 1 = —w,, ezért a mozgdstorvény
alakja:

z(t) = (C + Cat) e . (2.81)

Ez azt jelenti, hogy nem jon létre rezgés, ez az un. aperiodikus hatdreset. Ilyenkor a periodus-
id6 helyett a T, idddllandot hasznaljak a mozgas jellemzésére. Az id6éallandé az az id6tartam,
ami alatt e-ad részére (azaz kortilbelil 1/2,718 ~ 0,368-szorosara) csokken a kitérés. Nagy
t értékek esetén a te~“»! fuggvény jo kozelitéssel e “r'-nek megfeleléen viselkedik, tehdt az
idéallandé: T, ~ 1/wy,.

A kezdeti feltételeket figyelembe véve, a mozgastorvény egyiitthatéi a korabban bemuta-
tott médon szamithatok ki:

Cl = o,

Cy = vg + wnxy.

23 & =
(=4 ¢=1
0 t 0 t

zo=0,v9>0 Tog>0,v9=0 Tog >0, v9 <0

2.29. adbra. A mozgastorvény grafikonja kritikus csillapitasi és tulcsillapitott
lengérendszerek esetén.

Egy kritikus csillapitasi lengorendszer legfeljebb egyszer haladhat at az origdn, mert
e “nt =£ () miatt az esetlegesen bekovetkez6 x = 0 kitérés idépontja egyértelmitien meghatd-
rozhato:

(Ci+Cyt)e ™™ =0 = t:(_q).
Cy

Természetesen csak akkor kovetkezik be az origbn valé athaladas, ha ¢ > 0, azaz C1/Cy < 0.

2.3.4. Eros csillapitas

Eros csillapitdsrol akkor beszéliink, ha ¢ > 1. Ebben az esetben a karakterisztikus egyenlet

gyokei:
Mo =—Cwptwy\/(P—1=w, <—C +4/C? — 1) )

Mindkét gyok valds, negativ szam. A gyokok nagysaganak vizsgalatahoz érdemes megvizs-
galni a fenti zardjelben szereplo kifejezés lehetséges értékeit.
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o /(?—1<(miatt —(++/(?—1<0,azaz \; <0,
o (—1<+/(?—1miatt —1 < —(+/(?—1, azaz \| > —wy,
e —(—+/(?—1< —Cmiatt —¢ —+/(? — 1< —1, azaz \y < —wy,.

A fentiekbdl kovetkezden
Ay < —wy < A1 < 0. (2.82)

Az altalanos megoldas
x(t) = CreMt + Cye™t, (2.83)

tehat a kitérés exponencidlisan csokken. Az ilyen rendszereket tiulcsillapitottnak nevezik.
Vegyiik észre, hogy (2:82) miatt eM! lassabban, e*?! pedig gyorsabban cseng le, mint e~“n!.
Elég nagy t-re csak a lassabban csillapodd tag marad szamottevo, tehat a tulcsillapitott
rendszer idéallandéja a tipikus esetben

1 1 1
Tc:——:

N V=) w

Ezek szerint a csillapitas novelése (egy specialis esettl eltekintve, lasd a [ZIZ] megjegyzést)
noveli az idéallandot, ami azt jelenti, hogy egyre lassabb a csillapodéas. Tehat a kritikus
csillapitas mellett a leggyorsabb a mozgds lecsengése ([Z29. abra)ly. Fontos megemliteni,
hogy a modell szerint a viszkézus csillapitdst szabad rendszer rezgése (gyenge csillapitas
mellett) vagy mozgasa (ha kritikusan- vagy tulcsillapitott a rendszer) sohasem dll le teljesen,
csak exponencialis titemben tart a kitérés a nullahoz.

A kezdeti feltételekkel kifejezhetok az altalanos megoldés egyiitthatoi:

Vg — ToAe
Cy = 202
1 )\1_)\2 )
Uo—l‘())\l
Cy= ——. 2.84
2= Tn (2.84)

2.12. megjegyzés: A fenti képletekbdl lathatd, hogy a vy = xoAe specidlis kezdeti feltételek
esetén C = 0, tehat a kisebb, T, spec = —1/A2 = 1/(Cwn+wn/¢? — 1) id6allandé hasznalhato.
A mozgés lecsengése ekkor (kivételesen!) gyorsabb, mint kritikus csillapitds mellett. )

A tulesillapitott rendszer a mozgéasa soran legfeljebb egy alkalommal haladhat at az origén,
hiszen

1 —C
Ait Azt g t — 1 < 2)
Chre™ 4 Cqe 0 = N — 0og C, )

aminek csak log(—Cy/C1) > 0, azaz —Cy/Cy > 1 mellett van egy pozitiv megoldésa

6 Megmutathatd, hogy azonos kezdeti kitérés és zérus kezdeti sebesség mellett a (28] és [Z33) kitérések
kiilonbsége a csillapitas fliggvényében novekedik. Tehét ekkor az idéallandé bevezetése soran alkalmazott
kozelités nélkiil is azt az eredményt kapjuk, hogy a kritikusan csillapitott rendszer cseng le a leggyorsabban
(229 kozépsé abra).

"og a természetes alapt logaritmust jeldli.
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2.13. megjegyzés: A csillapitott linearis lengérendszer mozgasegyenletének megoldasa mas
moédon is levezethetd, az un. Cauchy-atirds (lasd fejezet) segitségével. A Cauchy-atiras
azt jelenti, hogy atirjuk elsérendii differencidlegyenlet-rendszerré a

mi—+ct +kxr=20

mozgésegyenletet, a v = & valtozé bevezetésével. Atrendezve az egyenletet,

. c k
V= ——0 — —2.
m m

i

Felhasznélva, hogy wy, = \/k/m és ¢/m = 2(wy,, az aldbbi két egyenletet kapjuk:

z=0-24+1 v,
@z—wHQ-m—QCwn-v.
Ha bevezetjiik az Y = [z |7 vektort, akkor az alabbi alakban is fel lehet frni ezt az
egyenletet:
T 0 1 x .
110 L[] - vem .
Fz is egy linearis differencidlegyenlet, ezért — feltéve, hogy a H egyiitthatématrix A; és Ag
sajatértékei kiillonbozék — az dltaldnos megoldésa [16] szerint
Y = BihjeM! + Byhye?t. (2.86)

Itt hy és hy a H matrix sajatvektorai, By és By pedig a kezdeti feltételektdl fiiggd egyiitthatdk.
A H matrix sajatértékeit a
det(H—AE) =0
karakterisztikus egyenlet megoldasaval hatarozhatjuk meg, ahol E az egységmétrix. A de-
terminédnst kifejtve a kordbban is felirt (Z.68]) egyenletetre jutunk, azaz a sajatértékek meg-
egyeznek a (Z6J) karakterisztikus gyokokkel. A sajatvektorok a

(H-XE)h =0

egyenlet alapjan hatarozhaték meg. Mivel a sajatvektorok konstansszorosa is sajatvektor, hy
és hy els6 elemét (hacsak az nem nulla) 1-nek valaszthatjuk. A szdmitds soran kihasznélhatéd
az is, hogy egy matrix sajatértékeinek szorzata megegyezik a matrix determinansaval. Mivel
det H = wy?, A\ = w2/ s

Az eredményiil kapott sajatértékek és sajatvektorok

A = wy (—g _Je- 1) , Ao = wn (—g + \/@7—1) , (2.87)

hy = l;] , hy — KJ . (2.88)

A fenti kifejezéseket behelyettesitve a (Z.80) altaldnos megoldéasba, arra jutunk, hogy

z(t) = BieM! + Boet?!, (2.89)
v(t) = BidieMt + Byoe?!, (2.90)
tehét a sebességre kapott kifejezés valéban az x(t) mozgastorvény id6 szerinti derivéltja. Ter-

mészetesen ugyanazokat a kifejezéseket kaptuk, mint a masodrendii egyenlet megoldasa soran.
A korabbi fejezetek alapjan a kovetkezéképpen foglalhatjuk ossze a kapott eredményeket:

18Ez nem teljesiil a kritikus csillapitdst esetben!
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e Ha az elsérendii egyenlet egyiitthatématrixdnak a sajatértékei valdsak (2Z30L/a dbra),
akkor a rendszer tulcsillapitott. Ebben az esetben a sajatvektorok is valésak. A két
sajatvektor azoknak a kezdeti feltételeknek felel meg, melyekbdl inditva a rendszert a
lecsengés id6allandbja 1/A; illetve 1/Xo. Példaul vy = Az mellett az eM? fiiggvény
szerint, vg = Aoz esetén pedig az e*?! fiiggvény szerint torténik a lecsengés, amint
a ([Z84) egyenletekbél is latszik (lasd még a ZT2] megjegyzést).

““' ® nt®

- Re 80\‘ Re
X
1<¢ 0<(<1
a) b)

2.30. Abra. A karakterisztikus egyenlet gydkeinek elhelyezkedése a komplex sikon
pozitiv csillapitds esetén. (a) valés gyokok, (b) komplex gyokok esete.

e Ha a sajatértékek komplex konjugaltak, akkor a sajatvektorok is komplex konjugdlt part
alkotnak. Ebben az esetben a (Z8]) képlethez hasonléan &dtirhaté a két alapmegoldés
kombinacidja szinusz és koszinusz fliggvények linearis kombindacidjara, valés egyiitt-
hatdkkal. A sajatértékek valds és képzetes része alapjan meghatarozhatd a megfeleld
sajatkorfrekvencia és relativ csillapitasi tényezé (lasd ([Z70)):

Rehp = Redg = —Cwn,  [ImA1| = [ImAs| = wq.

Feltételezve, hogy 0 < ¢ < 1, és felhaszndlva, hogy wq = wn/1 — (2, adddik, hogy a
komplex konjugalt gyokok abszolut értékei egyenlok a csillapitatlan rendszer sajatkor-
frekvencidjaval:

A1 2| = \/(Jm)\m)Q + (ReAi2)? = \/CQwHQ +wq? = \/CQwHQ + wn?(1 — ¢?) = wy.

(2.91)

Ebbél kovetkezik, hogy

—fRe)q 2
= 2.92
[A12] (292
illetve
A V1—(? 1
[ImAdl = ¢ = (= —. (2.93)
+ (fReAl)

A fenti eredményt érdemes Osszevetni a logaritmikus dekrementumot megadé (2.80)
képlettel. Megjegyezziik, hogy ImA; /ReA; a komplex sajatérték ¢ irdnyszogének tan-
gense, ezért ¢ = |cos(p)| is igaz (ldsd 2301 /b dbra).

e Specidlis az az eset, amikor két sajatérték megegyezik, azaz A\; = Ay = A. Ekkor a
megoldas nem tisztan exponencidlis, hanem

z(t) = (By + Bat) ™, (2.94)
v(t) = ByheM 4 Byt e + Boet, (2.95)
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Ezzel a helyzettel példaul kritikus csillapitds esetén taldlkozhatunk, ahol A = —wy, (lasd
fejezet). Erdekes megfigyelni, hogy A = 0 esetén a fenti egyenletek szerint

x(t) = B + Bst,
v(t) = Bao, (2.96)
ami az egyenes vonali egyenletes mozgdsnak felel meg (14sd BA4Z] megjegyzés).

Létni fogjuk a tobb szabadsagi fokd lengérendszerek vizsgilata kapcsin (B3l fejezet),
hogy azok is atirhaték elsérendii differencidlegyenlet-rendszer alakjaba és abban az esetben
is a fentiekhez hasonléan hatarozhatok meg a sajatkorfrekvencidk és a relativ csillapitasi
tényezok. &

2.3.5. Lengéscsillapiték és linearizalas

A 222 fejezetben térgyalt linearizaldsi probléma a lengéscsillapitok kapcsan is felmeriil.
A 2.31] abra alapjan kapcsoljunk lengéscsillapitot egy elfordulni képes rudhoz gy, hogy az

y A

2.31. abra. Lengéscsillapité deformaciésebességének szamitasa.

a ¢ = 0 egyensilyi helyzetben legyen merdleges a rudra! Ekkor a csillapitderd értékét az
alabbi modon fejezhetjiik ki: ha az egyensulyi helyzetben dy tavolsagra van a lengéscsilla-
pité rogzitett pontja a radtdl, akkor egy ¢ szoggel kitéritett helyzetben a (Z48]) képlettel
szamithaté a lengéscsillapité d(p) hossza, ugyanigy, mint a rugdk esetében. A csillapitéerd
szempontjabol viszont a d(yp) tavolsdg valtozési sebessége — azaz az id§ szerinti derivéltja —
szamit. Kis kitérések mellett a (250) képlet alapjan kozelithetjitk a d(¢) tavolsdgot, aminek
a derivalasaval az alabbi eredményt kapjuk:
P S
- (p 2%0 (p 2dOS0 SO R
Igy a csillapitéerd nagysaga kis kitérések esetén, linedris kozelitésben
Fy=cd~cl.

Az erékart a (Z56]) formulaval kozelithetjiik, tehéat kis kitérések esetén szamolhatunk a rad
[ hosszaval. A csillapité elem altal az O pontra kifejtett nyomaték igy kozelitoleg

M., = cl*¢ (2.97)
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nagysagu és a ¢ szogsebességgel ellentétes iranyi. A dy eredeti hossz tehat ebben az esetben
is kiesik a linearizalt kifejezésbol.

2.3.6. Az iitkozés folyamatanak leirasa a csillapitott lengérendszer
modellje alapjan

Az fejezetben targyalt iitkozési modell egy olyan szamitasi algoritmust szolgaltatott,
amivel az ltkozés elotti sebességallapot és az e titkozési tényezd ismeretében meg lehetett
hatarozni az utkozés utani sebességallapotot. Az titkozés soran fellép6 eré nagysagarol és
az utkozés idotartamardl azonban semmilyen informaciot nem kaptunk. Tovabbi problé-
mat jelent, hogy az e litkozési tényezo értékének elméleti becslésére vonatkozoéan sem adott
tampontot a modell.

Az titkozés folyamatanak részletesebb leirasahoz figyelembe kell venni az titkozé testek
rugalmassagat és az litkozés soran bekovetkezd energiaveszteséget. Ezeknek a feltételeknek
megfelel egy olyan modell, amelyben a merevnek tekintett titkdzo testek kozé egy k merev-
ségll tugdt és egy c csillapitasi tényezo6ji lengéscsillapitot helyeziink. Hogy az egy szabadsagi
foku lengorendszerek témakorén belill maradjunk, most azt az esetet vizsgaljuk, amikor egy
véges m tomegli deformalhato test — pl. vasiti kocsi, iitkozovel — egy nala sokkal nagyobb
tomegi allo testnek — pl. végtelen nagy tomegilinek tekinthetd, szintén deformélhaté falnak
vagy rogzitett titkozobaknak — titkozik vy sebességgel, a 2.32. abranak megfelel6en.

Vo Vo mo\% 0 s
—_— — || >
— Ky ki — i
m Sn=g p=0|m
Cr CIr &

2.32. abra. Csillapitott lengérendszer, mint litkdzési modell.

A két test érintkezésekor a testek rugalmassagat és csillapitasi tulajdonsagait egy k ered6
rugdémerevséggel és egy c egyenértékill csillapitasi tényezdvel vehetjiik figyelembe, a mozgd
test tehetetlenségét pedig egy m tomegl hasdbbal modellezziik. Igy egy csillapitott, szabad
lengérendszert kapunk, aminek (ZG0) alapjan mar ismerjiikk a mozgasegyenletét:

mi = —kr —ct = &+ 2Cwnd +wyr = 0. (2.98)

Tegyiik fel, hogy ¢ < 1, tehat gyenge a csillapitas. Ebben az esetben a mozgasegyenlet
altalanos megoldasa (2Z71]) szerint

x(t) = e Cnt (01 cos(wat) + Cs sin(wdt)). (2.99)

Figyelembe véve az 2(0) = xy = 0, £(0) = vy kezdeti feltételeket, a ([Z73)) és (Z70) egyenle-
tekbol

CL=0 & Cy— Yo (2.100)
Wd
A mozgastorvény igy
2(t) = e Sent (ﬂ sin(wdt)) . (2.101)
Wy
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Az uitkozés soran a hasab elér egy maximalis kitérést, visszalokédik, majd elvalik a faltol.
Az elvalas pillanataban felvett v; sebességét megtartja, ezt tekintjilk ttkozés utani sebes-
ségnek. A két test kozott csak nyomoberd lehetséges, tehat akkor kovetkezik be az elvalas,
amikor a testek kozott hato eré éppen elGjelet valtana, ahogy a .33l abra is mutatja.
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2.33. Abra. A vizsgalt probléma foronémiai gérbéi. t* a maximalis kitérés,
t a maximalis gyorsulds id6pontjat jeloli. A testek a t = t idSpontban vilnak
el egymastol, amikor a gyorsulas és az eredé eré nulla, valamint a sebességnek
lokalis szélséértéke van. Azonban a maximalis sebesség t = 0-ban kévetkezik be:

Umax = £(0) = vg.

Az utkozés erejét egyrészt a rugdero és a csillapitders osszegeként:
F(t) = —kx(t) — ci(t), (2.102)

masrészt — (298)) alapjan — az
F(t) = mi(t) (2.103)

egyenletbdl, a gyorsulast megadé fliggvény zérushelyét meghatarozva szamithatjuk ki.
Alkalmazzuk a (2.102) egyenletet! A mozgastorvény derivalasaval C = 0 miatt

@(t) = e oot (ngd cos(wat) — Calwy sin(wdt)), (2.104)
tehat az utkozés soran a testek kozott atadodo erd

F(t) = —kz(t) — ci(t) = —ke 'Oy sin(wqt) — ceCwnt (C’de cos(wqt) — Colwy sin(wdt)).
(2.105)
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Keressiik meg azt a ¢t = { pillanatot, amikor kx(f) + ci(f) = 0, tehat a test elvlik az
{itkoz6t6l! Cy # 0 és e “nt £ 0 miatt

—ksin(wat) — ¢ (wd cos(wat) — Cwn sin(wdf)) = 0.
Az egyenletet dtrendezve, ¢/m = 2Cwy, k/m = w,? és wq = wyy/1 — (2 felhaszndlasaval

cwq  _ owwa _ 2Qwnwa 201 =2 (2.106)
Con = lwa—E o220 —1)  22—1 |

tan(wqt) =

amibol mar kiszamithaté ¢, az itkozés idotartama:

<@> . (2.107)

t=———— arct
arctan 22— 1

w1 — (2

A fenti képlet alkalmazasa soran tigyelni kell arra, hogy a tangens fiiggvény m-periodikus,
ezért végtelen sok, Ty/2 = 7 /wq tébbszoroseiben eltéré megoldast kapunk #-re, melyek koziil
a legkisebb pozitiv értéket kell figyelembe venni. ¢ = 0 esetén £ = Ty/2, és a csillapitas
novelésével ez az idStartam csokken: lim., 5, t=Ty/4 és lime sy t = 2/w,.

2.14. megjegyzés: Mivel t fiigg a sajatkorfrekvenciatol is, érdemes megvizsgalni, hogy ho-
gyan aranylik az titkozés ideje a csillapitdsmentes esethez tartozdé ™ = T,,/2 = w/w, fél
periédusidéhéz. A [Z34L dbran a dimenzidtlan /7 iitkozési id6t dbrazoltuk kiilonféle relativ
csillapitasi tényezok mellett. Lathatd, hogy ¢ = 0 esetén valoban visszakapjuk a csillapitas-
mentes esetet jellemzé periodusidd felét: ¢ = Ty, /2 = 7 /wy,.

t/r
1

0.8
0.6
0.4

0.2

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 ¢

2.34. abra. A dimenziétlan titkozési id6 fiiggése a relativ csillapitdsi tényezdtdl.

Az iitkozés utani — tehdt az elvalds pillanataban szamitott — sebesség (2.104) alapjan

v = i(f) = Z—Zecwnf (wd cos(wat) — Cwn sin(wdﬂ)

(i Gt -G

ahol kihasznaltuk, hogy Cy = vp/wq és wqg = wyv/1 — (% miatt lehetett egyszertisiteni a
kifejezést az w, sajatkorfrekvenciaval.
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2.15. megjegyzés: A bemutatott szamitas alapjan ugyantugy bevezetheto az litkozési té-
nyez6, mint ahogy az fejezetben tettiik. Az titkozési normalis paArhuzamos az x tengellyel.
A fal témege végtelen nagy, sebessége pedig nulla, tehat a kozos silypont sebessége is nulla:
vén) = 0. A feladat jeloléseivel az (L) képlet alapjén@

ol \/11__<2e_4°’“IE (C sin(wqt) — /1 — (2 cos(wdf)) (2.108)

az iitkozési tényezé. Mivel az wyt és wqt szorzatok is kifejezhetsk (ZI06) és (ZI07) alapjan,
az utkozési tényezd csak a ( relativ csillapitdastol fiigg. Ahogy a 238 abra is mutatja, a

€
1

0.8
0.6
0.4

0.2

0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 g

2.35. abra. Az iitkézési tényezd fiiggése a relativ csillapitasi tényezotol.

csillapitatlan esetben e = 1-et kapunk, mig lim¢_,;e =1 Je? =~ 0,135. A fenti szamitast az
erds csillapitast esetre is végrehajtva lim¢_,o, e = 0 adddik. &

A ttkozés soran fellépé maximdlis erd is szamithaté a modell alapjan. Abban a pillanat-
ban maximalis az er6d, amikor maximalis a gyorsulds. A gyorsulas szélséértékét a mozgas-
torvény harmadik derivaltjanak zérushelye alapjan hatarozhatjuk meg:

T (t) = Cpe™ ot {(3C2wn2wd — wd3) cos(wqt) + (SCwnwd2 — C?’wn?’) sin(wdt)} ) (2.109)

Ebbél mar kiszamithat6 az erd t szélséértékhelye:

VI-FMA¢-1)
C(4¢>=3)

amit (ZI03)-be helyettesitve meghatarozhaté a maximalis eré — a rugderd és a csillapitderd
ereddjének a maximuma.

A mazximalis rugderé a maximéalis kitérésbél szamithatd: F™* = kxy. = kx(t*), amit
mar vizsgaltunk a 2332 fejezetben. A maximalis kitérés ¢* idépontjat a ([ZT8) képlet adja
meg.

A mazimalis csillapitoerd szamitasdhoz a maximalis sebességet kell meghatarozni: F"* =
CImax- Ehhez célszertinek tiinik azt az idépontot megkeresni, amikor a sebesség derivaltja —
azaz a gyorsulds — nulla. Ezt viszont mar megtettiik, hiszen (ZI03) szerint a gyorsulds akkor
nulla, amikor az eredd erd is nulla: a t = # pillanatban, azaz elvildskor (lasd (ZI08)).

() =0 = tan(wql)= (2.110)

19A délt betiivel irt e az {itkozési tényezd, e ~ 2,718 pedig az Euler-féle szam.
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A vazolt gondolatmenet azonban ebben a feladatban xq = 0 miatt nem ad helyes ered-
ményt a maximélis sebességre: ¢ = f-ot helyettesitve a (ZI04) egyenletbe csak a sebesség
egy lokdlis maximumat kapjuk meg.

A lengorendszer mechanikai energidja kezdetben csak a hasab kinetikus energiajabol
szarmazik:

1
Ey = vag'
Az 6sszenergia a csillapitds miatt folyamatosan csokken, és a t = ¢ pillanatban mar
S
E, = o + ékxl < Ey, (2.111)

ahol 71 # 0 az elvalaskor mérhetd kitérés. Igaz ugyan, hogy t = f-ben lokalis maximuma van
a sebességnek (és inflexios pontja az x(t) kitérésnek), de a globélis maximumot az értelmezési
tartomany szélsé pontjaban, ¢ = 0-ban veszi fel. Tehat a kezdeti vy a maximalis sebesség, a
maximalis csillapitéerd pedig F*** = cuvy.

2.4. Coulomb-surlédassal (szaraz surldédassal) csillapi-
tott szabad rezgések

2.4.1. Sturlédasi modell

A Coulomb-féle surloddsi modellben a sturlodési ero a feliileteket 6sszenyoméd N normaéalerével
aranyos ¢és az & relativ sebességgel ellentétes iranyu:

Fy = —uN sgn(z).

2.16. megjegyzés: A surlédési eré nagysaga fliggetlen az érintkezé feliiletek A nagysaga-
tol. Ez azzal magyarazhatd, hogy a testek feliilete sohasem tokéletesen sima, mindig vannak
kisebb-nagyobb feliileti egyenetlenségek. Erintkezés soran tipikusan a feliileti kiemelkedések
csucsai érnek Ossze, igy a valodi (mikroszkopikus) A érintkezé feliilet a latszolagos (makroszko-
pikus) feliiletnek csak a toredéke, azaz A < A. A nem érintkezé feliiletdarabok természetesen
nem jarulnak hozza a surlédasi er6hoz.

Mivel a valédi érintkezo feliilet kbzel aranyos az N normalerével, a sturlédasi erd jé koze-
litéssel a valdban érintkezé felillet A nagysagaval aranyos. &

Az egyszeriiség kedvéért azonosnak tekintjiikk és egyarant p-vel jeloljiik a cstuszéasi és
a tapadasi surlodasi tényez()'t Az sgn (szignum vagy elgjel) fiiggvényt a 230l dbraval
6sszhangban, a szokasos matematikai definiciotol eltéréen értelmezziik:

1, ha @ >0
sgn(z) = -1, ha <0
_1és 1 kézdtti, ha =0

A legutolso eset fizikailag a tapadasi surlédasnak felel meg. Letapadaskor — zérus sebesség
mellett — a tapadasi surlédasi eré a ulN és —uN hatarok kozott akkora értéket vesz fel, hogy

20M4r Coulomb is megfigyelte, hogy a sirlédési tényezd értéke fiigg az érintkezés idejétél. Minél tovabb
érintkeznek a testek, annal nagyobb lesz a surlodasi tényezd a testek kozott kialakuld kémiai és fizikai
kolesonhatdsok miatt. Ez magyardzza a cstszasi és tapadasi surlodasi tényez6 kozotti eltérést, amit mi most
elhanyagolunk.
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egyensilyt tartson a vizsgdlt testre hatd tobbi erével. Ez is mutatja, hogy a tapadasi surlo-
dasi er6 kényszererd, értékét nemcsak a sebesség hatarozza meg, hanem egyéb koriilmények
isP A cstszési stirlédési erd azonban onmagaban nem biztositja semmilyen kényszerfeltétel
teljesiilését; az N normélerével vett ereddjét tekintjiik in. nem idealis kényszereronek. A sgn

Fs
uN

0 x
—uN

2.36. abra. A Coulomb-féle surlédasi eré karakterisztikdja.

fiiggvény az origdban tobbértéki, és nem teljesiti az an. Lipschitz-feltételt sem. A Lipschitz-
feltétel teljesiilése annak bizonyitasahoz lenne sziikséges, hogy a mozgasegyenlet megoldasa
létezik és egyértelmii [16].

Ebben a fejezetben a 237 dbran lathaté egyszerti lengoérendszer modellt fogjuk vizsgalni.

Szabadtest-abra:

g

k —

>0 ==

2.37. Abra. A szaraz surlédasu lengérendszerek alapmodellje és szabadtest-abrai,
negativ és pozitiv sebesség esetén.

2.4.2. A mozgasegyenlet és a mozgastorvény pozitiv illetve negativ
sebesség esetén

Az el6z6 fejezetben vazolt matematikai problémak kezelése érdekében targyaljuk kiilon a
mozgdas pozitiv és negativ sebességli szakaszait!

Negativ sebességii mozgas

Elészor tekintsiik azt az esetet, amikor z(0) = xg > 0 és £(0) = vy = 0! Ekkor a mozgés elsé
szakaszaban negativ (pontosabban: nem pozitiv) lesz a sebesség. A 231 szabadtest-dbra
alapjan a mozgasegyenlet

mx = —F, + F,

21 Az N normélerd is valtozhat a kiils6 koriilmények megvéltozasa, pl. egy harmadik test hatdsa kovet-
keztében.
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tehat F,. = kx, Fy; = uN és N = mg figyelembevételével
mi = —kx + puN.

A gyorsulas egyutthatdjaval osztva a mozgasegyenletet,

k
T+ —x = ug. (2.112)
m

A szokasos jelolésekkel az egyenlet sztenderd alakja
&4 wnr = fown?, (2.113)

ahol bevezettiik az fo = uN/k = pmg/k statikus kitérést. A statikus kitérés azt az egyensulyi
elmozdulast adja meg, amelyet egy alland6é N nagysagu aktiv ero okoznaf?.

Mivel pumg a tapadasi surlédasi er6 maximdlis értéke, ebben a feladatban a statikus
kitérés annak a zonanak a hatarat is megadja, amin beliil a tapadési surlodasi er6 egyensulyt
tud tartani a rugderovel. Egyenstly akkor lehetséges, ha — fy < x < fy. Ezt az intervallumot
bizonytalansdgi zondnak nevezik, mert ezen belil barhol letapadhat és végleg megallhat a
test — hogy pontosan hol és mikor, azt csak a kezdeti feltételek ismeretében lehet kiszamitani
(238 abra). A gyakorlatban viszont ritkdn ismertek a pontos kezdeti feltételek. Viszkézus
csillapitdsu linearis rendszereknek csak egy egyensilyi helyzetiik van, ott tehat nem jelenik
meg ez a bizonytalansag.

A

bizonytalansagi zéna

bizonytalansagi zona

=

t

2.38. Abra. Szaraz surlodasu lengérendszer rezgése a kezdeti feltételektdl fiiggben
mas és mas kitérésnél all meg. A megallas pillanatat kis kordk jelolik az abrazolt
esetekben; megallas utan a kitérés értéke allando.

(2I13)) egy inhomogén differencidlegyenlet, ezért a negativ sebességii mozgasra érvényes
megoldast

7 (t) = xp, (t) + x,

22 A nehézségi erétérben felfiiggesztett leng6rendszer kapcsidn mar volt sz6 a statikus kitérésrél. Matemati-
kailag itt is ugyanarrél van sz6: a (ZI12) egyenlet ugyanolyan alaki, mint a (Z23) egyenlet, és ez utébbinal
is bevezethetd az fo jelolés, hiszen az fow,? = g feltételbdl fo = mg/k, ami éppen a ([Z22)) statikus kitérés.
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alakban keressiik. Mivel a differencidlegyenlet jobb oldalan konstans &ll, az inhomogén
egyenlet ., partikuldris megolddsdt is kereshetjik x,; = édllandé alakban, tehat @, = 0.
Behelyettesitve a (ZI13) egyenletbe:

2, — 2
wnT, = fown,

amibdl z,; = fo. Nem meglepé médon a statikus kitérést kaptuk, ami az egyik egyensulyi
megoldas.
A homogén egyenlet megegyezik a ([Z2)) egyenlettel, tehat az dltaldnos megoldds alakja

T
x~ (t) = Cy cos(wnt) + Cysin(wnt) + fo, t€ [0, ?n} . (2.114)

A rezgés periédusideje T, = 27 /w,, (lasd 2Tl fejezet), viszont a fenti megoldas csak ad-
dig érvényes, amig a sebesség nem valt elGjelet. Mivel kitéritett helyzetbol, zérus sebességgel
inditjuk a rendszert, az els6 félperiédus alatt marad negativ (nem pozitiv) a sebesség.

A kezdeti feltételek figyelembevételéhez sziikség van a sebesség kifejezésére is:

1 (t) = —Chwy sin(wnt) + Cow, cos(wyt), € {O, %] : (2.115)

Az indulés pillanataban ([ZI114) és (2.I13]) alapjan

z (0)=C1+ fo é 1 (0) = Cown,
tovabbé a kezdeti feltételek szerint x(0) = 2~ (0) = zg és ©(0) = 7 (0) = 0. Az egyenlet-
rendszert megoldv Cy = x9 — fo és Cy =0, tehat

x~(t) = (zo — fo) cos(wnt) + fo, t€ {O, %] . (2.116)

A rezgés amplitidéja A = 29 — fo, és a lengés az © = fy helyzet koril torténik. Igy ebben
a szakaszban a maximalis kitérés x.

Pozitiv sebességili mozgas

Fél periédus utan a hasab sebessége eléjelet valt, és tovabbi T},/2 ideig pozitiv (nem negativ)
marad. A mozgas vizsgalata az eddigiekhez hasonléan végezhetd el, az fy <> — fy cserével.
A mozgéasegyenlet:

T,
Pt = — fyw 2 L€ b, Tn} , (2.117)
aminek a megoldasa
. T,
2" (t) = By cos(wyt) + Basin(wyt) — fo, t€ {7, Tn] (2.118)
alaktu. A sebesség kifejezése
o : T,
7 (t) = —Biwy sin(wyt) + Bawy cos(wyt), t € [E’Tn] : (2.119)

23Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a kezdeti feltételeket nem a homogén, hanem az inhomogén egyenlet
megoldasanak, azaz az v~ (t) = =z (t) + z, Osszegnek kell kielégitenie.
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A B, B, egyutthatdkat ugy kell megvalasztani, hogy a megoldas illeszkedjen az el6z6hoz,
tehat a t = T,/2 pillanatban mind a kitérésre, mind a sebességre megegyez& értékeket kell
szolgdltatnia az x~(t) és 27 (t) megoldasoknak — ldsd (2116) és ([ZII8)). Figyelembe véve,
hogy Tn/2 = 7T/(’un7

T,
T (?) = (20 — fo) cos (wni) + fo=2fo—x0 és (2.120)
Wn
T,
™t (—) = B cos (wni) + By sin (Wnl) — fo = —B1 — fo.
2 wn wn

Mivel a két kitérés egyenlo,
2fp—xo=—-B1—fo = Bi=u1z0—3fo

A sebesség el6jelet valt t = T,,/2-ben, tehat &~ (7,/2) = 21(T,/2) = 0, és igy

T,
ijr (7) = —Blwn sin (Wnl) + B2wn COS (wnl) = _B2wn
n wn

miatt By = 0. Ezzel a nemnegativ sebességii szakaszon érvényes megoldas

T,
TH(t) = (w0 — 3f) cos(wnl) — fo, t€ [—,Tn} . (2.121)
Mivel a surlodas a mechanikai energia csokkenésével jar, ennek a félperiddusnak is az
elején, t = T,/2-ben maximadlis a kitérés nagysdga. (ZI20) alapjin xpm.. = |2(71,/2)| =
xo — 2fo. A lengés az x = — fj helyzet kortl torténik, A, = xo — 3 fy amplitadoval.

A mozgas lefolyasa, megallasi feltétel

Egy T, = 27 /w, hosszlisagt pozitiv sebességli periddus utén a sebesség ismét eldjelet valt az
xT(Ty,) = (xg — 3 fo) cos(2m) — fo = xo — 4 fo kitérésnél. A tovabbi félperiédusokra vonatkozé
megoldasokat szintén a bemutatott médon lehetne kiszamitani, xy helyett ezt az 1j kitérést
hasznalva az egytitthatok meghatarozasara.

A fentiek alapjan megallapithat6, hogy az amplitudé — azaz a cos(wyt) egyiitthatdja —
és az origotdl mért maximalis kitérés nagysaga félperiodusonként 2 fy-lal csokken. A rezgés
lecsengése tehat linedris, amint a .39 abran is lathat6. Negativ sebesség mellett = = fj,
pozitiv sebesség mellett pedig x = — fy koriil torténik a lengés.

A szaraz surlédasi lengorendszer mozgasa — a viszkézusan csillapitott rendszerekkel ellen-
téthben — véges ido alatt véget ér. Addig tart a mozgas, amig az amplitudé 2 fy-nal nagyobb,
mert csak ebben az esetben ,ér at” a megoldas a bizonytalansigi zéna masik oldalara. Mivel
a sebesség mindig félperiodusonként valt eléjelet, csak valamely ¢t = nT,/2, n = 0,1,2,...
id6pontban kovetkezhet be a végleges megéllas, azaz az n-edik fél lengés végén. Ha |x¢| < fo,
akkor a rendszer nyugalomban marad (n = 0). Egyébként a megdllds feltétele

Ap = (w9 — fo) =(n = 1) 2fy <20,
T

ahol A, az n-edik fél lengés amplituddja. A fenti egyenlotlenségbdl

Ay . zo — Jo
n>_—&—=—-,
2fo 2fo
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Megallas

2.39. adbra. Szaraz surlodasu lengérendszer rezgésének linedris titemi csillapo-
dasa. A bizonytalansagi zéna hatarara berajzolt vonalak azt mutatjak, hogy a
mozgas egyes szakaszaiban melyik pozicié koriil torténik a rezgés. A megallas
helye x5 = fo — As.

tehat n = ceil(A1/(2fy)), ahol ceil a felfelé kerekit6 fliggvényt jeloli. n ismeretében a megéllas
idépontja t = nT},/2, és a megéllas az
zs = (An — fo) cos(nm)

kitérésnél kovetkezik be. Itt felhasznaltuk, hogy cos(w,nTy,/2) = cos(wynm/wy,) = cos(nm).
Paratlan n a negativ, paros n pedig a pozitiv sebességli mozgasokhoz tartozik.
A fenti levezetés tapasztalatai tehat a kovetkezéképpen foglalhaték Ossze:

1. Egy szaraz surlodéasu lengorendszer sajatkorfrekvenciaja és periodusideje megegyezik
a hasonlo csillapitatlan lengérendszerével.

2. Az amplitudé csokkenése id6ben linearis, ezért véges idon belil megdll a rezgés.

3. Létezik egy un. bizonytalansagi zéna: —fy < = < fy, ezen beliil barhol megallhat a
lengérendszer, a kezdeti feltételektol fiiggoen.

4. A lengés felvaltva hol fy, hol —fy kortil torténik.

2.5. A masodfaju Lagrange-egyenlet

Az eddig targyalt modellek mozgéasegyenletét az tn. Newton-Fuler médszerrel] frtuk fel,
azaz szabadtest-dbra felrajzoldsa utdn alkalmaztuk a dinamika alaptételét. Osszetett me-

2Tsaac Newton, 1643-1727; Leonhard Euler, 1707-1783
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chanikai rendszerek mozgasegyenletének felirasa azonban hosszadalmas lehet ezen a médon,
mert minden egyes test szabadtest dbrajat fel kell rajzolni, és a kinematikai osszefiiggéseket,
kényszereket figyelembe véve altalaban egy sok egyenletbdl allo egyenletrendszerre jutunk
[A].

A mozgéasegyenlet Un. analitikus maodszerekkel is felirhaté. Az analitikus modszerek alkal-
mazasahoz altalaban energia vagy teljesitmény jellegii mennyiségeket kell megfeleléen felirni
— ebben a lépésben hasznaljuk fel a kinematikai osszefliggéseket —, majd differencialasok el-
végzése utan kapjuk meg a mozgésegyenleteﬁe)t. [lyen médszer példaul a teljesitménytétel
alkalmazasa. A mdsodfaji Lagmnge-egyenle — mely bizonyos szempontbdl a teljesitmény-
tétel tovabbfejlesztésének tekintheté — mind gyakorlati, mind elméleti szempontbdl a legfon-
tosabb analitikus modszerek kozé tartozik. Noha csak anyagi pontrendszerre vezetjiik le, a
masodfaji Lagrange-egyenlet merev test-rendszerekre is érvényes, ugyanis a merev testeket
is tekinthetjiik diszkrét tomegpontok rendszerének. A diszkrét pontokra vald Osszegzést tar-
talmazé képletekrol gy térhetiink at a folytonos merev testekre érvényes képletekre, hogy
az anyagi pontok tomegét a dV térfogatban elhelyezked6 pdV tomeggel helyettesitjik (ahol
p a tomegsliriiség), majd integralunk a test egész térfogatara [5], [10].

A levezetéshez az alabbi jeloléseket vezetjiik be:

e N az anyagi pontok szama,
e m;, i =1,...N az i-edik anyagi pont tomege,
e r;, 1=1,...N azi-edik anyagi pont helyvektora,

e K, i =1,...N az i-edik anyagi pontra hato idealis kényszererdk eredéje, melyek az
un. geometriai kényszereket biztositjak,

e n a rendszer szabadsagi foka.

A maésodfaju Lagrange-egyenlet hasznalata elsésorban oOsszetett mechanikai rendszerek
mozgasegyenleteinek felirdsa soran elonyos, mert a végeredménytil kapott egyenletrendszer-
ben nem jelennek meg a testek egymashoz vagy a kornyezethez képest végzett mozgasat
korlatozd geometriai kényszerfeltételek egyenletei. Ezért a kényszer fogalma kiemelt fontos-
sagu a modszer alkalmazéasa szempontjabol.

2.5.1. A kényszerek osztalyozasa

A geometriai kényszerek a koordinatak segitségével leirhato Osszefiiggések, melyek valamilyen
megszoritast jelentenek a rendszer mozgasara vonatkozéan. Példaul a abran mutatott
esetben egy fi1(rs) = 0 alaki 6sszefiiggéssel fejezheté ki az, hogy az ms tomegi test csak egy
felilleten mozoghat, és az fo(ry, 1) = (r; —1r9)? — 1% = 0 fiiggvény adja meg azt, hogy az my,
ms testek tavolsaga a koztiik levo [ hossztisagi merev rid miatt allandé marad.

Tehat altalaban N anyagi pont és g geometriai kényszer esetén g darab

fp(rl,rg,...,rN,t):Q pzl,,g (2122)

alaku oOsszefiiggést irhatunk fel, melyekben nem szerepelhet a sebesség kifejezése, csak a ko-
ordinaték és az id6. Vannak un. kinematikai kényszerek is, melyek matematikai kifejezéséhez

25 Joseph Louis Lagrange, 1736-1813
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2.40. abra. Kdlcsonhaté anyagi pontrendszer kényszerekkel.

mindenképpen sziikség van a sebességekre is — pl. ilyenek a térbeli gordiilési problémak. A
masodfaju Lagrange-egyenlet nem alkalmas a kinematikai kényszerek kezelésére; az ilyen
probléméak megoldasara pl. az elsoéfaju Lagrange-egyenlet, a Routh-Voss-egyenlet vagy az
Appell-Gibbs-egyenlet hasznalhaté [4], [7]. Ebben a konyvben csak geometriai kényszerekkel
foglalkozunk.

2.17. megjegyzés: A dinamika alaptételének alkalmazdsa soran felirt kinematikai ossze-
fiiggések gyakran szintén (ZI122]) alakban adhatok meg integralds utan. Példaul egy sikmoz-
gast végz6 R sugara gordiilé korong silypontjanak gyorsuldsa és szoggyorsulasa kozott felirt
as = Re alaki Osszefiiggés x5 — Ry = 0 alakra hozhatd, megfelelGen felvett elmozdulds- és
elfordulas koordinatakkal. Ez annak felel meg, hogy minden kényszerfeltétel id6 szerinti de-
rivaltja is kényszerfeltétel — igy a geometriai kényszerek megfogalmazhatok a koordinatak, a
sebességek és a gyorsuldsok ,szintjén” is. A kinematikai kényszerek viszont integraldssal sem

hozhatok (ZI22]) alakra. )

A geometriai kényszerek csokkentik a rendszer szabadsagi fokat, tehat N darab anyagi
pont és g geometriai kényszer esetében a szabadsigi fok n = 3N — g. A szabadsagi fok
ahany szabadsagi foku a rendszer. A masodfaju Lagrange-egyenlet alkalmazasaval pontosan
ennyi, n darab egyenletet kapunk.

A kényszereket mas szempont alapjan is csoportosithatjuk. Idedlisnak nevezzik azokat
a kényszereket, melyek un. virtudlis teljesitménye zérus. Ez azt jelenti, hogy a kényszerek
idotol valo fliiggését figyelmen kivil hagyva, azokat idében ,befagyasztva” szamoljuk ki a
teljesitményt [4, [7]. Ha a kényszererék Osszegzett teljesitménye nulla, akkor a virtudlis
teljesitménytik is nulla:

N

i=1
Itt v; az i-edik anyagi pontra haté K; kényszereré tamadasi pontjanak, azaz magénak az
anyagi pontnak a sebessége. A két vektor skalarisan van 6sszeszorozva, ezért példaul feliileten
torténo mozgas esetén a normalero idealis kényszerer6: N-v = 0, mert N merdleges az anyagi
pont v sebességére (2411 dbra).
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Szabadtest-abra:

V>A>N/°\\V

2.41. Abra. A normalerd idedlis kényszererd, mert merdleges az anyagi pont
sebességére.

Ha két tomegpontot elhanyagolhaté tomegii rud (vagy kotél) kot ossze, akkor a rad
végpontjainak rudirdnyu sebességkomponensei megegyeznek, mig a rudrol a testekre hato
erék rudiranytak és ellentétes értelmiiek, ezért a merev rud is idedlis kényszer (2.42 abra):
K1 'V1—|—K2 %) EKl 'VlH —|—K2'V2|| = 0.

Szabadtest-abra:

m
as KQ 2
o A
1 N
Vi \¥V2
AN
N ma
aj V|

2.42. abra. Az elhanyagolhaté tomegii merev rid, mint idealis kényszer.
Gordiilés soran a test talajjal érintkezo pontjanak a sebessége zérus, tehat a talajrol
atadodo kényszererd teljesitménye — ezen beliil a tapadési surlédasi er6 teljesitménye is —

nulla (Z43 abra): vp =0 = K.vp=0.

Szabadtest-abra:

2.43. abra. A talajrdl a gérdiil6 korongra atadodo kényszererd idealis.

A csuiszasi surlodasi er6 teljesitménye viszont negativ, hiszen az erd a sebességgel ellen-
tétes iranyu. Tehat a cstszasi surlodésos kapcesolat nem idealis kényszer.

Az idotol fiiggd kényszerek teljesitménye nem nulla, virtudlis teljesitményiik viszont mar
altalaban nulla. Gondoljunk példaul egy sima feliiletre helyezett hasabra, melyhez rugot
rogzitiink. A rugd masik végének eléirt figgvény (pl. sin(wt)) szerinti mozgatisa — ez az un.
utgerjesztés, lasd fejezet és 254l abra — id6tol fiiggd kényszerként vehetd figyelembe.
Nyilvanvalo, hogy a rendszerrel energiat lehet kozolni ezen a mddon, a teljesitmény nem
nulla.
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Teniszezéskor a tenisziitonek vagddod labdat az it6 lassi, hatrafelé torténd mozgatasaval
lehet lelassitani. Ennek iitemét a teniszez6 hatarozza meg, ez is egy idofiiggd kényszer.
Ebben az esetben az érintkezési pont sebessége ellentétes a labdara hato kényszererovel,
tehat a kényszererd teljesitménye negativ.

A kiegyenstlyozatlan forgorészek tipikus esetben (jé kozelitéssel) allando6 szogsebességgel
forognak, mozgasuk idébeli lefolyasa tehat — legalabb részben — el6 van irva, ez is id6fliggd
kényszer. Mint latni fogjuk a 2.6.4l fejezetben, kiegyensulyozatlan forgérészekkel is gerjeszt-
het6 egy lengdérendszer, a kényszererd illetve -nyomaték teljesitménye ebben az esetben sem
nulla.

A felsorolt példakban az idofiiggés figyelmen kiviil hagydsa annak felel meg, hogy a rugd
végét rogzitjiik, a tenisziitét nem mozgatjuk, és a kiegyensulyozatlan forgorészt megallit-
juk. Nyilvanvaloan nulla az ilyen médon ,befagyasztott” kényszerekhez tartozd wirtudlis
teljesitmény, tehdat ezek is idedlis kényszerek.

2.18. megjegyzés: Az id6fuged kényszerek ,befagyasztdsdanak” az az oka, hogy igy jol el-
kiillonitheték a kiilsd, aktiv erdk és a kiils6 kényszererdk. Amint késobb latni fogjuk, a
mozgasegyenlet kiilsd, aktiv gerjesztd erékbol vagy nyomatékokbdl szarmazé tagjait (az dn.
altalanos eré komponenseit) az erérendszer teljesitmény alapjan szamitjuk ki (14sd (Z5.3))
fejezet). Az idéfiiggd kényszerek mogott is mindig van valamilyen kiilsé mechanikai rend-
szer, ami a kényszerhez szilikséges kényszererét biztositja. Azonban ebben az esetben nem
ebbdl az ismeretlen kényszererébdél szamitjuk ki a mozgasegyenlet megfelel6 tagjat, hanem a
kényszerfeltételbol, példaul a kényszer altal el6irt elmozdulasbdl szarmazé potencialis ener-
gia valtozasbél. Ha figyelembe vennénk az id6fuiggd kényszerekhez tartozéd teljesitményt is,
akkor duplan jelenne meg a megfelel6 tag a mozgasegyenletben. Erre a problémara még
visszatériink a megjegyzésben. &

2.5.2. A masodfaju Lagrange-egyenlet levezetése

A Lagrange-modszer alkalmazasanak elsé 1épésében intuitiv médon valasztunk n darab dl-
talanos koordindtdt az n szabadsagi foknak megfelelGen:

4i1,4q2; - - qn.

Mindig tobb lehetdség van a koordinatak megvalasztasara, ezek koziil azt célszerti valasztani,
amivel a legegyszeriibb szamolni — ezt azonban sokszor nem lehet elore megallapitani. Min-
denképpen sziikséges, hogy a valasztott n koordinata fiiggetlen legyen — igy egyértelmiien le
lehet irni veliik a rendszer mozgéasat. Ebbol kovetkezoen mindegyik anyagi pont helyvektora
kifejezhetd az altalanos koordinatakkal:

ri:ri(q17q27"'7Qn)7 Z.:]-a"'aNa
illetve révidebb jeloléssel
r,=r;(¢;), i=1,...,N, j=1...,n. (2.123)

Példaul aZZ4l dbran lathaté matematikai inga egy szabadsagi foku (n = 1), a tomegpont
x és y koordinataja nem fiiggetlen egymastél. Altaldnos koordinatanak elvileg valaszthat-
nank az z koordinatat (az y koordindta nem adja meg egyértelmiien a fiigg6leges helyzet

26Pontosabban a virtuélis teljesitménye.
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c s s

nalva kifejezheté az r helyvektor az altalanos koordinataval:

r= l ;gjzlsg;EZ; 1 . (2.124)

A fenti kifejezésbdl latszik, hogy a vektor z és y komponense nem fiiggetlen egymastol,
koztiik egy geometriai kényszer teremt kapcsolatot.

Y
Yo T——————— K l g Szabadtest-abra:
AN~
S =
{ \ —" K ,a
| v
! m -
| G
O .7‘}0 T

2.44. abra. Matematikai inga a valasztott q = ¢ altalinos koordinataval, és a
tomegpont szabadtest-abraja.

A 2277] fejezetben, az ingak targyaldsa soran is természetes volt a szogkitérés haszna-
lata koordindtaként. Altaldban kénnyen attekinthetd, hogy milyen kézenfekvé lehetéségek
vannak az altalanos koordindatak megvalasztasara. Az ,altalanos” jelzé arra utal, hogy a
Lagrange-egyenlet szempontjabdl nem tesziink kiilonbséget elmozdulas- és elfordulas koor-
dinatak kozott.

2.19. megjegyzés: Idofiiggd kényszerek esetén
r =ri(¢;,t), i=1,...,N, j=1,...,n

A maésodfaju Lagrange-egyenlet ekkor is érvényes, de levezetéséhez be kellene vezetni az dn.
virtudlis sebesség fogalmat. Az egyszeriiség kedvéért a levezetést idotél fliggetlen geometriai
kényszerek esetére mutatjuk meg. &

Az altalanos koordinaték idében valtoznak (ez nincs elére megadva, igy ez nem id6fuggd
kényszer!), tehat a (2123 Osszefiiggést az Gsszetett fliggvény derivalasi szabalya alapjan
derivalhatjuk id6 szerint:

i 8]:'@'
= —d; (2.125)
=194
azaz T; a ¢; altalanos sebességek linedris kombindciéja. A fenti egyenlet mindkét oldalat
derivalva ¢; szerint, megkapjuk a ¢; altalanos sebességek egytitthatévektorait:

A 2.126
dq;  0g; ( )
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Ezeket az osszefiiggéseket fel fogjuk hasznalni a masodfaji Lagrange-egyenlet levezetése so-
ran.
A dinamika alaptétele alapjan

erZ:FZ—I—KZ, izl,...,N7

ahol F; az i-edik tomegpontra hato aktiv eréket és a nem idedlis kényszereroket, K; pedig
az idedlis kényszerercket jeloli. 1;-tal szorozva és Osszegezve

N
Z m;t; — z -1, =0,
1=1

hiszen az ideélis kényszerekre definici6 szerint S | K; - #; = 0. (ZI27) behelyettesitésével

N
Z mzrl - z

=1

" Or;
2 50| =0,
=94 ]
ahol (m;t; — F;) nem fiigg a j indextdl (az altalanos koordinatdk indexétdl), tehat a j-re és
i-re torténd osszegzés sorrendje felcserélheto:

i(imrz ——Z j)qJZO (2.127)

Ennek az egyenletnek a mechanikai rendszer mozgéasa soran — mikozben valtoznak az
altaldnos koordinatak — végig teljesiilnie kell. Mivel a ¢; dltaldnos koordinaték fliggetlenek,
a ¢; altalanos sebességek is egymdstol fiiggetleniil valtoznak. Ebbdl kévetkezik, hogy a
j indexre szamitott (ZI27) Osszeg minden egyes tagja zérus, tehat a zardjelben szerepld
kifejezés is minden j indexre nulla:

N

Zmlrl Z j=1,...,n. (2.128)

=1 ]

A masodfaju Lagrange-egyenlet felirasahoz alakitsuk &t ezt a kifejezést! Az egyszertiség
kedvéért a j = 1,...,n feltételt nem irjuk ki a levezetés minden lépésében. ([2I28)) masodik
tagja definicié szerint az dltaldnos erd j-edik komponense:

N
or;
QjEZFi'a—r, j=1,....n, (2.129)
i=1 4j

ami Ggy értelmezendd, hogy az F; és Or;/0q; vektorok skaldris szorzatait kell kiszamitani és
Osszegezni. Az altalanos eré komponensei attél fliggéen eré vagy nyomaték dimenzidjuak,
hogy a megfelel6 altalanos koordinata elmozdulas vagy elfordulas jellegii-e. Az ,altalanos”
jelz6 csak arra utal, hogy az (aktiv) er6ket és nyomatékokat ugyantgy kezeljiik a méasodfaji
Lagrange-egyenletben.

(ZI28) els6 tagjanak atalakitasahoz felhasznaljuk, hogy egy N testbél 4ll6 anyagi pont-
rendszer kinetikus energiaja

m;?,  tehat

7

N)IP—‘
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or X o
O g, OB 2.130
dg; ; dg; (2130)
T X ;
a—. = myt - aI.‘Z- (2.131)
9; I 9q;
[I3T) teljes id6 szerinti derivaltjat véveT]

d oT i\f: . Or 4 d or,

A =2 M | Ti o+ — |

dt 8(]] i—1 8(]] dt 8(]]

A zéréjelben szereplé masodik tag atirdasdhoz a (ZI126]) osszefiiggést hasznéljuk:

— = — = 2.132
és az els6 tagra is alkalmazva a (Z126) képletet
dor Y ( or; 01"i>
e =Ny [ ) 2.133
[(I30) felhasznalasaval
dor or I Or;
S S i 2.134

ami (ZI28) els6 tagja. gy Z128), @I129) és [ZI134) figyelembevételével felirhaté a mdsod-
faji Lagrange-egyenlet:

dor or

—— ——=Q,;, j=1,....n. 2.135
Ez az n darab egyenlet kinematikai kényszereket nem tartalmazé, n szabadsagi fokt me-
chanikai rendszerek mozgasegyenleteit adja meg, akar id6tol fiiged geometriai kényszerek
mellett is.

2.20. megjegyzés: A Lagrange-egyenlet alkalmazasahoz tisztaban kell lenni a teljes idobeli
derivalt és a parcidlis derivalt kozotti kiillonbséggel. A felirt energia vagy teljesitmény jellegii
mennyiségek kozvetlendl fiiggenek a ¢; koordinataktol és/vagy a ¢; sebességektdl. Ezalatt
azt értjik, hogy az adott fizikai mennyiség kifejezésében szerepel g; vagy ¢;. Noha egy
lengdérendszer mozgdsa soran van kapcsolat a ¢; koordindtdk és a ¢; sebességek kozott, az
csak a mozgastorvény meghatarozasa utdn adhaté meg — tehat ezt csak kézvetett fliggésnek
tekintjiik. Parcidlis derivalas soran ezt a kozvetett fiiggést nem vessziik figyelembe.
Példaul ha T = 1/2 mi?, akkor

oT

i mz  (kozvetlen fiiggés @-t6l), (2.136)
by
azonban
oT . Lo p
= 0 (csak kozvetett fiiggés z-t6l). (2.137)
x

2défiiggd kényszer mellett megjelenne ebben a kifejezésben egy Oi /0t derivalt is.
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A teljes id8 szerinti derivalas soran azonban figyelembe vessziik, hogy a koordinatak és se-
bességek is fiiggenek az id6t6l, a mozgastorvénynek megfeleléen. Ezért & = &(t) miatt

dor

Kiilsé hatésok kovetkeztében kozvetleniil is fiigghet a kinetikus energia az idétol — ilyenkor
megjelenik a kinetikus energia kifejezésében az id6, példaul

1
T= §(m + myg)i* — moirw sin(wt) + konstans (2.139)
alakban. Erre az esetre a [2.6.4] fejezetben mutatunk példat. )

2.5.3. Az altalanos er6 meghatarozasa

Az altalanos er6 j-edik komponense definici6 szerint

N
or;
Q=NF, -2 j=1..n (2.140)
i=1 9q;

tehat kiszamitasahoz szitkség van az r;(¢;) figgvényre. Példaul a 244 abran lathaté mate-
matikai inga esetében n = N =1 és a (Z124]) képlet adja meg az r(q) fiiggvényt, amibol

or [ 1 cos(q) ] '

8_q - [sin(q)

A fonalon 16g6 pontszerti testre haté nehézségi eré az egyetlen aktiv er6, tehat

0 I s "
F = l _myg ] és igy az altalanos ero

B lcos(q) | _ .
Q@ =1[0 —mg]- [ Isin(q) | = —mglsin(g),
ami a nehézségi erd felfiiggesztési pontra szamitott nyomatéka.

Gyakran ennél egyszertibben is meghatarozhatok az altaldnos eré6 komponensei, ha nin-
csenek idotdl fiiggd kényszerek, azaz Or; /0t = 0. Ekkor a (ZI40) egyenletet ¢;-tal szorozva
és j-re Osszegezve azt kapjuk, hogy

> Q4 =P, (2.141)
j=1
hiszen ([ZI20) és (); definicidja segitségével az egyenlet bal oldala atirhaté:
N N
SEN G S v = r
i=1 j=1 9q; i=1

Tehat ha a mechanikai rendszerre haté erék teljesitményét ki tudjuk fejezni (ZI41]) alak-
ban, akkor a j-edik altalanos sebesség egyiitthatojaként megkapjuk az altalanos eré j-edik
komponensét.
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2.21. megjegyzés: Egy merev testre hatd, p darab koncentralt er6b6l és r darab koncentralt
er6parbdl allé erdrendszer teljesitményét

P T
P=>Fi-vi+>» Mj -w (2.142)
i=1 j=1

alakban fejezhetjiik ki. v; az i-edik erd tamadaspontjanak sebessége, w pedig a test szog-
sebessége. Ebben az esetben is a ([ZI4]]) Osszefiiggés alapjan szamithatok az dltaldnos erd
komponensei. Egy merev testre haté megoszlé erérendszer teljesitménye megegyezik az eredo
koncentralt erd teljesitményével. Ennek megfelelen jarhatunk el a nehézségi er6 teljesitmé-
nyének szamitasa soran is. &

A matematikai inga példajaban a sebesség fiiggdleges komponense v, = l¢ sin(yp), tehat

P =mg-v=—mg lpsin(p) = —mglsin(p) ¢.

—_— ————
=Q
2.22. megjegyzés: 1dotol fuggd kényszerek esetén
. Or; . n or;
P sy 270
oq; 7 T ot
tehat
n N n N N
) or; . or; or;
Y Qi =Y Fi-Y —g=> Fi-vi—F;- *=P-) F;-—".
— — — g — ot — ot
7j=1 =1 J=1 =1 =1
——
=r;—0r; /0t

Ha az F; erékomponensek nem fiiggenek a sebességtdl, azaz F; = F;(q;,t), akkor a Zf\il F;-
% Osszeg sem tartalmazza a ¢; altalanos sebességeket. Tehat ekkor is helyes eredményre
vezet, ha az erék teljesitményét kifejezziik ([ZI41]) alakban, és a j-edik altaldnos sebesség
egylitthatdjaként azonositjuk az altaldnos er6 j-edik komponensét.

Sebességtdl és id6tél is fiiggd Fi(qj,¢j,t) erd esetében azonban nem alkalmazhaté ez
a modszer. Tetszéleges 1d6t6l fiiggd kényszerfeltétel esetén vagy a (ZI40) definiciét kell
hasznélni, vagy a potencialfiiggvény illetve a disszipativ potencidl derivalasan alapuld, alabb

ismertetett mdodszereket. &

Az altaldnos er6 komponenseinek szamitdsa jol algoritmizalhaté az alabbi specidlis ese-
tekben:

e A potencidlos erék kifejezheték a potencialfiiggvényiik negativ gradienseként. Példaul
egy anyagi pontrendszer i-edik pontjara hatéd ero

p__[0U ou Ul
o 8.’172 8yl 825 .

Alkalmazva a (ZI40) definiciot és az Osszetett fiiggvények derivaldsi szabalyat:

Oox;
0 =% [20 QU AU} || _9U
T i—1 8902 8yl 82’@ % a 8qj i

9q;
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A matematikai inga példajaban

U= —mglcos(q), tehat Q = —%—U = —mygl sin(q), (2.143)
q

ahol ¢ = ¢.

Ha egy m toémegii testhez rogzitett rugd végpontjanak helyzete az eldre megadott u(t) =
ug sin(wt) fiiggvény szerint valtozik a rugd irdnyaval parhuzamosan (lasd 245 dbra),
akkor a potencidlis energia a rugd megnyulasan keresztiil nemcsak a test — elére nem
ismert modon valtozé — x(t) koordindtajatol, hanem az adott u(t) elmozduldstdl is

fligg: X
Uz, t) = ak(x —u(t))? (2.144)
U
t
e
MAY
0

2.45. dbra. Idéfiiggd kényszernek kitett lengérendszer, és a hozza tartozo idofiiggd
potencialis energia.

[tt tehat ido6tol fiiggo kényszerfeltétellel allunk szemben, azonban a kozvetlen idofiiggés
nem befolyasolja azt, hogy a potencidlfiiggvénybdl kiszamithaté a megfelelo altalanos
er: Q(t) = —0Uy/0r = —k(x — u(t)), ahol x az altaldanos koordinata.

e Viszkozus csillapito elemek esetében — a rugalmas elemek potencialis energidjanak min-
tajara — bevezethetd az un. Rayleigh-féle disszipativ potencidl vagy disszipativ fiiggvény,
melynek mértékegysége J /s, ugyanigy, mint a teljesitményé:

D = —ci?. (2.145)

Itt x a lengéscsillapité két végpontjanak egymashoz képest mért elmozdulasat megadd
relativ koordinata. Természetesen csak a tavolsag & valtozasi sebességének van jelen-
t6sége a csillapitas szempontjabol. El6fordulhat, hogy — a abranak megfelelGen
— a csillapité elem mindkét végpontja mozog (pl. lehetséges, hogy az egyik sebesség
idébeli valtozasa elé van irva, idéfiiggd kényszerként). Ebben az esetben & = 0 — @ e
két végpont sebességkiilonbsége, igy
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A csillapité erd eljelhelyesen Fj; = —ci. Ha az = koordinatat kifejezziik a ¢; dltalanos
koordinatakkal, akkor (2.140) alapjan a megfelel6 altalanos eré komponensek az alabbi
alakban adhatok meg:

Ox
= —cx —. 2.146
Q=i 5 (2.146)
0 ¢ 5
-
R
L x .

2.46. dbra. Az z relativ koordinita és az & = 0 — ¥ relativ sebesség értelmezése
a lengéscsillapité példaja kapcsan.

Az altalanos erd a disszipativ potencialbdl a

oD

27 147
Q=5 (2.147

formulaval szamithato, ugyanis a disszipativ potencial (2143]) definici6ja szerint — fi-
gyelembe véve, hogy & figg ¢;-t6l, azaz & = @(q;) —

0D ot
— = = —CT —. 2.148
20, 94, (2.148)
(2126) miatt ez atirhato
0 . Ox
. _Cl‘ _
J 8q]‘

alakba, ami megegyezik a (ZI46]) kifejezéssel.

Tehat az altalanos er6 j-edik komponenséhez hozzajarulhatnak potencidlos erék (pl. ru-
gberd, nehézségi erd), csillapité erék és nem potencidlos erék (pl. adott kiilsé erd) is. A
fentiek alapjan a masodfaju Lagrange-egyenletnek a kovetkezo, a gyakorlatban jol hasznal-
hato alakjat irhatjuk fel:

dor or oD oU

— — — t =+ =
3%‘ 6qj

=Q; ) =1,...,n. 2.14

Itt @} az altaldnos erd j-edik komponensének az a része, ami nem fejezhetd ki az egyenlet
bal oldalan szerepld derivaltak formajaban.

2.23. megjegyzés: Konzervativ rendszerekben minden er6 potencialos, tehat az altalanos
er6é komponensei teljes egészében kifejezheték QQ; = —0U/0q; alakban. Mivel a potencialis
energia nem fiigg a sebességtél, OU/dq; = 0, ezért bevezetheté az L = T — U Lagrange-
fiigguény és a

dor or_ . .,

dta(jj aq]'_ T
(Euler- ) Lagrange-egyenlet szolgaltatja a mozgdsegyenleteket. A fenti egyenletnek fontos sze-
repe van az un. varidcioszdmitdasban. A masodfaju Lagrange-egyenlet Un. variicids elvek
alapjan is levezethetd [§]. A fizika tobb dgaban is — a mechanika mellett elsésorban az elekt-
rodinamikaban — nagy elméleti jelentosége van a variacios elveknek. &

N
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2.24. megjegyzés: A disszipativ potencidl bevezetését az indokolja, hogy segitségével a
rugoer6k potencialis energidjahoz hasonlé médon kezelheté analitikus kifejezést kapunk a
viszkozus csillapitdas megfelel$ leirdsahoz. Azonban fizikai tartalmat is tarsithatunk ehhez
a fuggvényhez: a D disszipativ potencidl a szabad lengbrendszer E mechanikai energidjanak
csokkenési titemét jellemzi:

E=-2D. (2.150)

Ennek az allitdsnak a bizonyitasahoz irjuk fel a mechanikai energia teljes idé szerinti
derivaltjat! Kihasznélva a lancszabalyt,

. d " oT " oT T <~ oU oU
E= U(gi,t)) = —q; —§i + — —qi + —. (2.151
dt< (QJ’QJ? )+ (QJ )) a 3qu] +2 3qu] + ot +2 aqj% + ot ( )
7j=1 7j=1 7=1
Ha a lengoOrendszer szabad, akkor sem a kinetikus energia, sem a potencialis energia nem
fligghet kozvetleniil az id6tol, mert a kozvetlen id6fiiggés mindig valamilyen kiils6 hatds ko-
vetkezménye. Tehat

%—f:o & (2.152)
oU

_o. 2.1
o =0 (2.153)

Szabad lengések sordn a ()} altaldnos erdé komponensek is nulldk, ezért (2149) alapjan kife-
jezhet6 OT'/0q;:
or dor 0D oU

— =77t t+t7-
qu dt 3%‘ 8(]]‘ 3%‘
Visszahelyettesitve a fenti eredményt a (ZI51) egyenletbe, a kovetkez6 kifejezést kapjuk:

(2.154)

d “(dor 8@ " IT - BU
= + 5 + + 2.155
<dt 8(]] aq] ]) q] Z 8 q] Z aqj ( )

Kihasznélva, hogy

" (doT or " oT
jz::l <dt 04, J Bq j) dt (Z 8qj ) ( )
a ([ZI53) képlet tomorebb alakba irhaté &t:

;(TJFU o (Z qj) +2 Z qj+zaqj (2.157)

A tovabblépéshez fel kell hasznalnuk Euler homogén fiiggvényekre vonatkozd tételét. Az
fxy, ..., x,) figgvény homogén r-ed fokid, ha

Fz,..o Axy) = N f(z1,. .., 2). (2.158)

Euler tétele szerint [§] egy homogén r-ed foku fiiggvény esetében

" (O0f(xq,..., T

Z <wxz) =rf(x,...,zn). (2.159)
i=1 Li

Ha a kinetikus energia nem fiigg kozvetleniil az idétél, akkor az a ¢; altaldnos sebességek
masodfoku fiiggvénye (r = 2), azaz

TAG1, ... Adn) = N2T(d1, - - - 4n), (2.160)
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ezért a tétel szerint

" oT
> 550 = 2T (2.161)
=194

Hasonléképpen, a disszipativ potencial is a sebességek masodfoku fiiggvénye, ezért

" 9D
S ja—_qj = 2D. (2.162)
j=1 94;

Mivel a potencidlis energia nem fiigg sem a sebességektol, sem kozvetleniil az id6tol,

(2.163)

Mindezeket behelyettesitve a (ZI57]) képletbe:

dT dU _dT _dU
Tt =g T2 t2D (2.164)

amibdl

| o

E=—(T+U)=-2D, (2.165)

o,

t

allitdasunknak megfeleléen. &

2.5.4. A masodfaju Lagrange-egyenlet és a Newton-Euler-médszer
Osszehasonlitasa

A maésodfaju Lagrange-egyenlet hasznalata sok szempontbdl elényos a dinamika alaptételé-
hez (a Newton-Euler-médszerhez) képest:

e Nem sziikséges szabadtest-abrakat rajzolni.

e Nem kell a sziikségesnél nagyobb egyenletrendszereket megoldani, a szabadsagi foknak
megfelel6 szamu egyenletet kapunk.

o Az energiakifejezések felirdsa utan mar csak derivalasokat kell elvégezni, ami jol algo-
ritmizalhato, szamitogéppel is elvégezheto.

e A maésodfaju Lagrange-egyenlet alkalmazdsa soran konnyen at lehet térni mas (pl.
henger-, gombi polar, stb.) koordindtdkra. A dinamika alaptételének esetében ez
meglehetésen kortilményes []].

Természetesen hatranya is lehet a Lagrange-eljaras alkalmazasanak:

o A belso er6krol és az idealis kényszererokrél nem kapunk informaciét; szamitasukhoz a
mozgasegyenletek felirasa utan kiilon szabadtest-abrakat kell rajzolni és fel kell {rni a
dinamika alaptételének megfelel6 egyenleteit. A kényszererck szamitasahoz alkalmaz-
hat6 a 226] megjegyzésben ismertetett analitikus modszer is [§].

e A Lagrange-egyenlet hasznalata kevésbé szemléletes, az egyenletek mogotti fizikai tar-
talom nehezebben ragadhat6 meg, mint a dinamika alaptételének felirasa soran.
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e A masodfaju Lagrange-egyenlettel kapott egyenletrendszer és a dinamika alaptétele
alapjan felirt egyenletrendszer egyenértékii, de nem feltétleniil egyezik meg. Osszetett
mechanikai rendszerek esetében még az is elofordulhat, hogy a Lagrange-eljaras keve-
sebb egyenletbdl all6, de numerikusan mégis nehezebben megoldhaté egyenletrendszert
szolgéltat.

2.25. megjegyzés: Elso pillantasra az is a Lagrange-egyenlet hasznalata mellett szol, hogy
a kinetikus energiat egyszerii alakban felirhatjuk egy merev test pillanatnyilag 4ll6, nem nulla
gyorsuldsi pontjara is, hiszen a dinamika alaptételét (a perdiilettételt) a stlyponton kiviil
csak tartosan dllo, nulla gyorsulasu pontra célszeri felirni.

Azonban nem szabad elfelejteni, hogy a Lagrange-egyenletben a kinetikus energia ¢ sze-
rinti derivéltjanak id6 szerinti derivaltja szerepel. Ha példaul T = 1/2 0,42, akkor a
OT/0p = Oy kifejezés id6 szerinti derivaltja jelenik meg az egyenletben. Tehét ha a ki-
netikus energiat nulla sebességli, de nem nulla gyorsuldasu pontra irjuk fel, akkor a derivéalas
soran figyelembe kell venni az adott pontra szamitott ©, tehetetlenségi nyomaték megval-
tozéséat is, ami dltaldban bonyolult feladat [5]. Koévetkezésképpen ebben az esetben is az a
célszert ha sulyponti mennyiségeket hasznalunk, vagy tartésan allé pontot valasztunk refe-
renciapontnak. &

2.5.5. Példak a Lagrange-egyenlet alkalmazasara

2.2. példa: Lejt6n legordiilé korong. A[Z2.]7 dbran vazolt, R sugard, m témegd, témor,
homogén korong a wvizszintessel ¢ szoget bezdre lejton gordil. A rendszer szabadsdgi foka
n = 1. Hatdrozzuk meqg a sulypont as gyorsuldsdt!

2.47. abra. Lejtén legérdiilé korong.

Vilasszuk dltalanos koordindtinak a sulypont x koordindtdjat; az x tengely a lejtovel
parhuzamos. A korong mozgdsi energidja

1 1
T = ~mi® + =0,w>
me + 5 w
A Lagrange-egyenlet alkalmazdsdnak kulcsfontossagiu lépése az energiakifejezések felirdsa az
daltalanos koordindtak segitségével. A kinetikus energia elsd tagja mdr ki van fejezve &-tal. A
masodik tag dtirasihoz a gordilés w = @/ R feltételét hasznalhatjuk fel. Mivel az S sulyponton

atmend tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték ©, = %mRQ,

1 11 i\? 13
T = §m$2 + §§mR2 (%) = ——m:tQ.

A potencidlis energia
U = —mgzsin(yp).
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A kényszererdk idedlisak, nincs csillapitds vagy nem potencidlos erd, tehdt D =0 és Q* = 0.
A kinetikus energia nem figg az x koordindtdatol, ezért

oT
— = 0. 2.166
e (2.166)
A (2149) masodfaji Lagrange-egyenlet nem nulla tagjai derivdldssal fejezhetdk ki:
8—T—§m:b = g8—T—§maz és
oi 2 dt 9i 2

2 = —mgsin(y)
5 = —mgsin(e).

Behelyettesitve a
dor or ou

ET . + o 0 (2.167)

Lagrange-egyenletbe:

am:i — mgsin(p) =0,

amibdl & = ag = 2gsin(p). o

2.3. példa: Matematikai inga. Irjuk fel eqy nehézségi ertérben | hosszisdgi kotélre fig-
gesztett m tomegii anyagi pont (a[248 dbrdn vdzolt matematikai inga) — mozgdsegyenletét
és hatdrozzuk meg a kotélben €bredd kényszererd nagysdgadt is!

3

2.48. abra. Matematikai inga

A 274 abranak megfelelden az inga ¢ szogkitérését valasztjuk dltaldnos koordindtdanak.
Mivel az anyagi pont sebessége v = l¢, a mozgdsi energia
1 1
T = §m1)2 = éml2 2, (2.168)

a potencidlis energia pedig a (2.143) egyenlet alapjin
U = —mgl cos(p). (2.169)

A kényszer (dllandd hosszusdgu, nyijthatatlan kétél) idedlis, tovabbd nincs sem csillapitds,
sem nem potencidlos erd, ezért a Lagrange-eqyenletet az alabbi alakban irhatjuk fel:

dor or oU

— = 2.17
dtdp Oy i Op (2.170)
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Az itt szerepld derivdltak:

35 =M

%%=M%
g—:‘; —0, (2.171)
g—g = mglsin(yp).

Behelyettesités utan adodik az alabbi mozgdsegyenlet:
mi*@ + mgl sin(p) = 0. (2.172)

A fenti kifejezést egyszerisitve az alabbi, sztenderd alaki egyenletre jutunk, amit a [Z.21].
fejezetben leirt maodon vizsgdlhatunk:

b+ % sin(y) = 0, (2.173)

A kdtélben ébredo kényszererdt a dinamika alaptétele alapjan hatdrozzuk meg. A

szabadtest-dbra alapjan felirhatok a dinamika alaptételének egyenletei. A feladat megoldasa-

hoz célszerii természetes koordindta-rendszert haszndlni, a ¢ szog novekedésének iranydban
felvett tangencidlis és a felfiiggesztési pont felé mutato normalis koordindtakkal:

ma; = —mgsin(y), (2.174)
ma, = K —mgcos(p). (2.175)

A kényszererd nem szerepel az elsd egyenletben, tehdt azt fel sem kellett volna irni, de segit-
ségével ellenorizhetjik a Lagrange-egyenlettel kapott eredményt. Mivel a; = 1§, azt kapjuk,

hogy
mly + mgsin(p) = 0, (2.176)

ami ekvivalens (de nem tokéletesen azonos) a Lagrange-egyenlettel kapott (Z172) egyenlettel.
A mdsodik egyenlet alapjdin meghatdrozhaté a kényszererd értéke: a, = 1p?, ezért

mlp® = K —mgcos(p) = K =mlp* +mgcos(p). (2.177)
[ )

2.26. megjegyzés: A mozgasegyenlet Lagrange-egyenlettel torténé felirdsa soran nem kell
kiilon foglalkoznunk a kotélben ébred6 kényszererd hatasaval, mert az altalanos koordindta
megfelel6 megvilasztasaval kikiiszoboljiik a kényszer altal megkotott koordinatat, igy arra
nem kell egyenletet felirnunk.

Ha valami miatt mégis sziikségiink van a kényszereré meghatarozasara, akkor altalaban
az eloz6 példdban bemutatott médszer — a dinamika alaptételének felirasa — célravezeto.
Azonban ugy is célt érhetiink, ha képzeletben ,felszabaditjuk” a megfelel6 kényszerfeltételt
és aktivva tessziik a keresett kényszerer('it Jelen esetben az a kényszer, hogy a kotél hossza

28Az itt ismertetett eljdrds hasonlit arra a szildrdsdgtan keretében alkalmazott médszerre, mellyel a
Castigliano-tétel segitségével meg lehet hatdrozni a statikailag hatarozatlan rendszerekben ébred6 kény-
szererOket.



88 2. FEJEZET. EGY SZABADSAGI FOKU LENGORENDSZEREK

allandé. Ennek a kényszernek a felszabaditasa azt jelenti, hogy elvileg lehetové tessziik a kotél
hosszanak valtozasat is, azaz l-et egy méasodik altalanos koordinatanak tekintjiikk. Ugyanakkor
felvesziink egy olyan — most mar aktivnak tekintheté — er6 komponenst, ami a kotél hosszat
az eloirt értéken tartja. Mivel a kotél hossza ismert, a felirhaté Lagrange-egyenletekbdl
meghatarozhato a kényszerer6 értéke.

Ezzel a mddszerrel akar tetszélegesen el6irt médon valtozé kotélhossz (id6tdl fiiggd kény-
szerfeltétel) esetében is meghatarozhatd a kényszereré. Ez hasznos lehet példaul daruk mo-
torjanak méretezése soran, ahol a teher felemelése és leengedése a kotélhossz valtoztatasaval
torténik meg. Azonban ebben az esetben moddositanunk kell a mozgasi energia kifejezését:

. 1 1 .
T(p,1,1) = 5ml2¢2 + 5mz?. (2.178)

A potencidlis energia korabban felirt (ZI69) kifejezését nem befolydsolja a kotél hosszanak
esetleges id6fiiggése, ezért azt valtozd kotélhossz esetén sem kell médositani.

Mivel két altalanos koordinataval jellemezziik a leng6rendszert, két darab skalaregyenletet
irhatunk fel:

doT(p, L) IT(pLD) (e )

TR e 9 = 0, (2.179)
doT(p,1,0)  OT(p,LD)  OU(pl) .
ol Ol a9 (2.180)

Itt Q% a keresett kényszererd. A derivalasok elvégzése utan az alabbi két egyenletet kapjuk:

mi*@ + mglsin(p) = 0, (2.181)
mil — mlp* — mg cos(p) = Q3. (2.182)

Ezekbe az egyenletekbe be kell helyettesiteni a kényszerfeltételt, ami most [ = allandé. Az
els6 egyenlet alapjan kiszamithaté a ¢(t) mozgdstorvény, ugyanigy, mint a [Z3] példaban. A
méasodik egyenletbdl pedig megkapjuk a kényszererd kifejezését:

Q5 = —mlp* — mg cos(p). (2.183)

A negativ el6jel azt jelenti, hogy az erd irdanya [ csokkenése irdnydban hat a tomegpontra,
azaz a felfiiggesztési pont felé — ugyanigy, ahogy a dinamika alaptétele alapjan meghatérozott

IT7) képlet szerint. )

2.4. példa: Erdgerjesztett fizikai inga, ¢ = ¢. A [2.49 dbran ldthato, | hosszisdgi és
m tomegii homogén riudbol, valamint k merevségti rugobol és c csillapitdsi tényezoji lengés-
csillapitobol allo lengorendszer a figgdleges sikban végezhet lengéseket. A rid silypontjaban
F(t) idében valtozé nagysdgu, vizszintes iranytd erdé hat. A rendszer kis kitérést lengéseket
végez a ¢ = 0 egyensilyi helyzet koril. Irjuk fel a rendszer linearizdlt mozgdsegyenletét a
q = @ dltaldnos koordindtaval!

A mozgasi energia
1
_@a '27
2 (p

ahol ©, = %ml2 az A csukloponton datmend tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték. A
potencidlis energia kifejezése két tagbol dall: a nehézségi erd potencidlis energidja a matema-
tikai inga példaja alapjan

1
T = 5@(1002 =

Ureh = —mgé cos(yp),
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2.49. abra. Csillapitott, gerjesztett inga.

a rugoban felhalmozodo potencidlis energiat pedig o [2.2.2. fejezetben leirtaknak megfelelden
kozelitjik:

, 1
U’ = Sk(Ad) ~ Sk(lp)’,

1
2

A disszipativ potencidlt a [Z.33. fejezet alapjin az alabbi modon adhatjuk meg:

ahol vg a B pont sebességének nagysiga. Az S sulypontban hatd kilsé F(t) eréhéz nem
tudunk potencialfiigguényt rendelni, ezért az dltalanos eréhéz valé hozzdjaruldsat a teljesit-
menyébol szamithatjuk:

l
P=F(t) vy, = F(t)§g0 cos(¢).
Az dltaldnos erd nem potencidlos 1észét a ¢ egyiitthatdja adja meg:

Q" = F(t)é cos(¢p). (2.184)

2.27. megjegyzés: Az altalanos er6 csillapitd erébél szarmazod része is szamithatd a telje-
sitménybdl. vp ~ [¢ miatt
Pesin = —clp - lp = —CZQSb p.
*
~esill

Fontos, hogy nem a teljesitmény altalanos sebesség szerinti derivaltja, hanem az altalanos
sebesség egyiitthatoja adja meg az altaldnos erot. &

A masodfaji Lagrange-egqyenlet alabbi alakjdt haszndljuk:

dor 9T 9D U

Wop o op Tap ¢
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Az egyenletben szerepld derivdltak:

d oT
&g—@ - @a¢7
T
B = e,
8(Urug; : ) = k%0 + mgé sin(p). (2.185)

Ezekben az egyenletekben a rugoerd és a csillapitoerd mar linearizalt alakkal van kozelit-
ve, mig az dltaldnos eré nem potencidlos része (2-184) és a nehézségi erd nyomatéka (2.183)
pontos, nemlinedris kifejezésekkel van megadva. Kis kitérések esetén ez utobbi tagokat is
linearizalhatjuk a o = 0 egyensilyi helyzet kioril és cos(y) ~ 1, valamint sin(p) ~ ¢ behe-
lyettesitésével megkapjuk a linearizalt mozgasegyenletet:

Oup + cl*¢ + <l<;12 + mgé) 0= F(t)é. (2.186)
2.28. megjegyzés: A potencidlis energiat és a disszipativ potencialt kozelité alakkal adtuk
meg, és ezutan hajtottuk végre a megfelel6 derivalasokat. Ez nem okozott problémat, mert
ha mdsodfokig pontos az U(p) és D(p) kifejezése, akkor derivélas utan a linedris tag is pontos
lesz. Ehhez hasonléan, a nehézségi erd potencialja UM (¢) = —mgl/2 cos(y) alakii, ami ma-
sodfokig sorba fejtve —mgl/2 cos(p) ~ —mgl/2(1 — ¢?/2). Ezt derivalva OU/0p ~ mgl/2 o,
ami megegyezik a fenti egyenlet megfelel6 tagjaval. Tehat a linearizalt mozgasegyenlet felira-
sahoz vagy a derivalas elott kell masodfoku kozelitéssel felirni a megfelel6 kifejezéseket, vagy
derivalas utan kell elvégezni a linearizalast. &

2.5. példa: Erogerjesztett fizikai inga, ¢ = x. Oldjuk meg ugyanezt a feladatot, az inga
B wvégpontjinak x = lsin(yp) koordindtdjat valasztva dltalanos koordindtanak! Mivel kis ki-
térési rezgéseket vizsgalunk, célunk egy linearizdlt mozgdsegyenlet felirdisa. Ebbil kovetkezik,
hogy elegendd, ha az x = lsin(p) dsszefiggésnek is csak az elséfoki tagjat vesszik figye-
lembe, tehdat az x ~ lp kozelitést haszndljuk, amibol x ~ I = lw. FEnnek a kozelitésnek a
jogossagaval kapcsolatban ldsd még a[Z.37] megjeqyzést.

A mozgdsi energidt most & segitségével kell felirnunk. A tehetetlenségi nyomaték ©, =
%mlz, a szogsebesség pedig w = /1, ezért

1 11 ,i* 11,

T=-0,0° = ——ml?2 = 2 a2,
g e T o3ty T 53

A nehézségi erdé potencidlis energidja ¢ = arcsin(x/l) = z/l figyelembevételével

[ l T l T
neh _ — = — — ] — ~ —Mmg— -
yret = mg2 cos(p) mg2 cos (arcsm ( 7 )) g2 cos (l ) ,

ami masodfokig helyes (ldsd [Z9] megjeqyzés).
A rugéban felhalmozodo potencialis energidat ismét a[ZZ22. fejezetben leirtaknak megfele-

l6en kozelitjik — de ez a kozelités a[2.9] megjeqyzés alapjin még pontosabb is, mint amit a
q = ¢ esetben alkalmaztunk:

;1 1
Tugo _ . AdQQ—k’ 2
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e s

D =~ 503’:2,

az F(t) erd teljesitménye pedig — mivel a sulypont sebessége vs ~ 1 /2,

A mdsodfaji Lagrange-egyenlet

doT 9T 9D U

Gor or o tar ¢

kifejezésében szerepld derivdltak:

dor 1 .
——— = —mi
dtor 3
oT
-0
ox '
o0
% = ct, €és
o(U™9%  Uneh) P [ . (:p) 1 P x
=kr+mg=sin(— |-~ kxr +mg—.
B I95\T1) 7 991
Tehat a linearizalt mozgdsegyenlet
1. . mg F(t)
- — = —7, 2.1
3m:c+c:c+(k—|— QZ)SL’ ) (2.187)
2.29. megjegyzés: A (ZI80) és (ZI8T) egyenletek egyardnt
maqg + Cequ + kequ = Q(t) (2-188)

alakra hozhaték, ahol ¢ egytitthatojat dltaldnos tomegnek, ¢ egyiitthatojat egyenértéki csil-
lapitdsi tényezonek, q egyiitthatéjat pedig egyenértéki rugomerevségnek nevezik. Ha az 4l-
taldnos koordinata elmozdulas jellegili, akkor ezek mértékegysége kg, Ns/m, illetve N/m, az
altalanos eré mértékegysége pedig N.

Azonban ha szogelfordulés jellegii az altaldnos koordinata, akkor az altaldnos tomeg va-
lamilyen pontra szamitott tehetetlenségi nyomatékként értelmezheto, ezért mértékegysége kg
m?, az altalanos csillapitasi tényez6 és merevség mértékegysége Nms, illetve Nm, a nyomaték

jellegti altalanos er6 mértékegysége pedig Nm. &
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Szabadtest-abra: x
gl o
k — :l—»
i = kz ~—] F(t
m |5 = =k (t)
=20 Fy=ci < I
c —_—— C m
N

2.50. abra. A gerjesztett, egy szabadsagi foku lengérendszerek alapmodellje.

2.6. Gerjesztett lengorendszerek

2.6.1. Gerjesztés tipusok
A gépekre, szerkezetekre gyakran hat valamilyen gerjeszté hatds, ami befolydsolja vagy meg
is hatarozza a létrejove rezgéseket. A gerjesztett lengérendszerek alapmodellje a 2250l abran

lathato.
A gerjesztést egy F(t) er6vel vessziik figyelembe. Az F(t) figguény jellege alapjan az

alabbi gerjesztéstipusokat kiilonboztetjilk meg:

1. Tranziens, azaz dtmeneti gerjesztés. Egy tranziens gerjeszto jel a vizsgalt idotartam
hosszahoz képest rovid ideig tart. A tranzienst egy allandosult alaka — un. staciondrius
— jel koveti. Ilyen jelenséget tapasztalhatunk példaul egy gép be- és kikapcsolasakor

(25T ébra).
F(t)

0 \ /\VA
N\

tranziens gerjesztés

2.51. abra. Példa tranziens gerjesztésre gép be- és kikapcsolasakor.

2. Sztochasztikus, azaz véletlenszeri gerjesztésre jo példa a kozuti jarmiivekre hato erének
az utfelillet egyenetlenségei miatti ingadozasa (252 dbra).

3. Matematikailag legjobban a periodikus gerjesztések kezelhetbek, ezen beliil is a legfon-
tosabbak a harmonikus (tiszta szinuszos vagy koszinuszos jellegii) gerjesztések (253l
abra).

A periodikus fuggvények elég altaldnos feltételek mellett Fourier-sorba fejtheték [9],
tehat trigonometrikus fiiggvények dsszegeként fejezhetok ki. Ha a peridodusidé T, akkor

FcO
2

F(t) = + Fy cos(wt) + Fy sin(wt) 4+ Fug cos(2wt) + Fyosin(2wt) + .. .,
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F(t)

NaVAVA

VoV

2.52. abra. Egy sztochasztikus gerjeszté jel.

F(t) L F(t)

NN
T VAR

a)

2.53. abra. Periodikus (a) és harmonikus (b) gerjesztés.

ahol az w (alap)korfrekvencia a periédusid6bél szamithatéd: w = 27 /T. Az alapkorfrek-
vencia tObbszoroseivel (2w, 3w, stb. korfrekvencidkkal) valtakozé osszetevok a rezgés
felharmonikusai. A Fourier-sorfejtés egyiitthatoi az alabbi képletekkel szamithatok ki:

T
2 217 )
FCJ:TO/F@) cos(Tt) dt, j=01,2,...,
T
2 2rj
st:TO/F(t) sin<%t> dt, j=1.2,....

2.30. megjegyzés: A Fourier-sorfejtés egy dltalanositasa a Fourier-transzformdcio,
ami rendkiviil hatékonyan alkalmazhaté mért jelek frekvenciakomponenseinek kimuta-
tdsara. A abran szerepl6 nem harmonikus jel Fourier-transzformaltjat mutatja
a 213l 4bra, melyen jol lathaték a periédusidd reciprokaval egyenld alapfrekvencia
tobbszoroseinél megjelend felharmonikusok. &

Ha adott egy
mE + ct + kx = F(t) (2.189)

alakt linedris differencidlegyenlet, ahol F'(t) periodikus fiiggvény, akkor a kozelité meg-
oldést F'(t) Fourier-sorba fejtésével hatdrozhatjuk meg. Annyi differencidlegyenletet
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kell ehhez felirni, ahdny tagot figyelembe akarunk venni a Fourier-sorbdl:

FcO

mi’co + Cj]co + /{?.TC() =

Mo + i + krea = Foq cos(wt)
Mg + cig + kg = Fg sin(wt)

Mo + ey + kxey = Foo cos(2wt)

Mgy + CTsp + kg, = Fy, sin(nwt).

A szuperpozicié-elv miatt a gerjesztés egyes komponenseinek hatasa ésszeadédik@,
azaz (ZI89) kozelité megoldasa

z(t) = xeo(t) + T (t) + o1 (t) + xea(t) + -+ - + 250 (t).

Ennek az 6sszegnek kell megfelelnie a lengéshez tartozé kezdeti feltételeknek. Az 6sszeg
minden tagja egy-egy inhomogén differencidlegyenlet megoldasa, tehat ezek is tovabb
bonthaték: mindegyikben megjelenik a homogén egyenlet x;,(t) dltalanos megoldasa,
és az egyes egyenletekre jellemzd x.,, s1,p, stb. alaka partikularis megoldas. Mi-
vel a homogén egyenlet megolddsa mindegyik esetben azonos alaki, az xj(t) tagok
Osszevonhatok, ezért

T(t) = xh(t) + Teop + Terp(t) + Ts1,p(t) + Teap(t) + -+ + Ton (1),
ahol z., egy konstans eléfeszité erdnek megfeleld, allandé nagysagu kitérés.

2.31. megjegyzés: A Fourier-sor elsO, F. tagja egy idében dlland6 erének felel meg.
Amint a 217 és fejezetekben lattuk, az ehhez tartozo tag eltiintetheté a moz-
gasegyenletbdl a koordindta megfelelé megvalasztéséval, és ekkor az x. , tag is eltiinik
a megoldasbdl. Egyes gyakorlati esetekben Fiy sokkal nagyobb, mint a Fourier-sor
tobbi tagja. Egy ilyen jel Fourier-transzformaltjat dbrazolva nagy cstucsot lathatunk a
nulla frekvencidnal, ami mellett néha nehezen kiveheték a rezgéshez (azaz nem nulla
frekvencidkhoz) tartozé csicsok. Ezen a problémén segithet az alacsony frekvencidji
komponensek kisziirése vagy — a legegyszeriibb esetben — a jel atlagértékének kivonasa
az eredeti jelbdl. &

A fenti médszert alkalmazva tehat elegend6 az altalanosabb, periodikusan gerjesz-
tett rendszert helyettesité harmonikusan gerjesztett lengérendszerek mozgasegyenletét
vizsgalni.

A gerjesztés forrdsa szempontjabol is tobb kiilonb6zo gerjesztéstipust kiillonboztetiink
meg:

1. Erogerjesztésnek illetve nyomatékgerjesztésnek nevezzik, amikor a vizsgalt lengérend-

szerre F(t) vagy M(t) figgvénnyel megadott kiilsé erd vagy nyomaték hat. Ez a két
eset a mozgasegyenlet felirasa szempontjabdl teljesen azonos médon kezelheto.

29Ez csak linedris mozgasegyenletek esetén igaz!
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2. Ha a lengérendszerhez kapcsolodd rugalmas vagy csillapité elem egy pontjanak az
elmozdulasa van megadva egy r(t) fiiggvénnyel, akkor dtgerjesztésrol beszélink.

3. A gerjesztésnek ,belsd” forrasa is lehet: a kiegyensilyozatlan forgorész dltali gerjesztés.

4. El6fordulhat, hogy a lengdrendszer egy paramétere (példdaul a merevsége) el6re meg-
adott médon valtozik. Ezt paraméteres gerjesztésnek nevezziikk. Mig az eddig felsorolt
esetekben ugyanolyan alaki a mozgasegyenlet, a paraméteres gerjesztés eredménye-
képpen azoktol eltérd, nehezebben vizsgalhaté mozgasegyenletet kapunk. Paraméteres
gerjesztéssel csak roviden foglalkozunk a [2.6.6] fejezetben

F(t r
| - (1) -—¢»—(t>>

\M(t) (1)
Py o

a) b) c)

2.54. dbra. Erd- és nyomatékgerjesztés (a), ttgerjesztés (b), kiegyensiilyozatlan
forgérész altali gerjesztés (c).

2.6.2. Harmonikus gerjesztés analitikus vizsgalata — erdgerjesztés

A Z50 abran lathaté erdgerjesztett alapmodellben legyen F'(t) = Fycos(wt)! Itt Fy a
gerjesztés amplitudoja, w pedig a gerjesztés korfrekvencidja. A mozgasegyenlet konnyen
felirhat6 a szabadtest-abra alapjan vagy a masodfaju Lagrange-egyenlet segitségével:

mi + ci + kx = Fy cos(wt). (2.190)

2.32. megjegyzés: Ha erd- vagy nyomatékgerjesztés esetén alkalmazzuk a Lagrange-mod-
szert, akkor a teljesitmény kifejezésébdl szamithatjuk ki az egyenlet jobb oldalan megjelend
gerjesztést, a Q* altalanos erét.

A fent megadott alakiiak a kordbbi példaban levezetett (2186 és (ZI8T7) mozgdsegyen-
letek is, azok megoldasa is az ebben a fejezetben leirt médon hatarozhaté meg. &

A kordbban is kovetett eljarasnak megfeleléen, az m tomeggel osztva kapjuk meg a
mozgasegyenlet sztenderd alakjat:

. c . k
i+ — 4+ — xr= — cos(wt)
m m m
~— ~— ~—
=2Cwn —wn2 = fown?2
U
&+ 20w + wy’x = fowy” cos(wt). (2.191)

30A paraméteres gerjesztést szokds multiplikativ gerjesztésnek is nevezni, szemben a differencidlegyenlet
inhomogén részén keresztiil megjelen6 additiv gerjesztéssel.
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Az itt bevezetett
Fy Iy

mwy?  k

fo=

paramétert statikus kitérésnek (vagy statikus deformdcionak) nevezzik, ugyanugy, mint a
fejezetben. Ennyi lenne a hasab elmozdulasa, ha alland6 Fj nagysaga eré tartana
egyensilyt a rugderdvel.

Mivel inhomogén a fenti differencialegyenlet, a megoldast

(1) = @ (t) + (1)

alakban kereshetjiik. A homogén egyenlet x,(t) altalainos megolddsat a gyakorlat szdmara
legfontosabb, gyengén csillapitott esetben a (2.71]) egyenlet adja meg, azaz:

xp(t) = e Cent (C’1 cos(wqt) + Cy sin(wdt)), ahol wq = wyy/1 — %

Csillapitott rendszerekben
tli}m xp(t) =0,

tehat a homogén egyenlet megoldasa exponencialis iitemben lecseng, és igy csak a mozgas
els6 szakaszaban megfigyelhetd tranziens (dtmeneti) rezgéseket befolyasolja (255 abra).

X

stacionarius
—

Th (t) tranziens

2.55. abra. Egy gerjesztett és csillapitott lengbrendszer mozgastorvénye.

limy o0 2(t) = x,(t) miatt elég hosszt id6 eltelte utdn — az un. staciondrius rezgés soran
— a megoldas gyakorlatilag megegyezik a gerjesztéssel kapcsolatos x,(¢) partikuldris megol-
déssal, amit ezért staciondrius (dllanddsult) megolddsnak is neveznek.

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat olyan fiiggvény alakjaban keressiik, mint
amilyen az egyenlet jobb oldaldn all6 kifejezés. Tehat jelen esetben trigonometrikus fliggvé-
nyekbdl allé megoldast tételeziink fel:

xp(t) = K cos(wt) + Lsin(wt). (2.192)

Késobb latni fogjuk, hogy a csillapitasnak megfeleld, i-ot tartalmazo tag miatt nem elég
csak z,(t) = K cos(wt) alakban keresni a megoldast; a gerjesztés és a megoldas (a ,vilasz”)
ugyanis csillapitott rendszer esetén nem lesznek azonos fazisban.

A partikularis megoldas probafiiggvényét helyettesitsiik be a (2I91]) mozgasegyenletbe!
Ehhez az alabbi derivaltakra van sziikség:

tp(t) = —Kwsin(wt) + Lw cos(wt) és
ip(t) = —Kw? cos(wt) — Lw? sin(wt).
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Behelyettesités és rendezés utan a kovetkezd egyenletet kapjuk:
(—Kw2 + 2¢wawl 4+ w2 K — fown2) cos(wt) + (—Lw2 — 2CwwK + wn2L) sin(wt) = 0.

Mivel sin(wt) és cos(wt) linearisan fiiggetlenek (tehat nem egymads konstansszorosai), ez az
egyenlet csak tgy teljesiilhet minden ¢ idépontban, ha a zardjeles kifejezések kiilon-kiilon
egyenloek nullaval. Az igy kapott két egyenletet kell megoldanunk a K és L ismeretlenek
meghatarozasahoz:

—Kw? + 2¢wnwl + wy* K = fowy?, (2.193)

—Lw? — 2CwwK + wy’L = 0. (2.194)
A szamitas egyszerfisitése érdekében osszuk el az egyenletek mindkét oldalat w,2-tel és ve-
zessiik be a dimenziétlan

frekvenciahdanyadost (més néven frekvenciaviszonyt vagy hangoldst), ami a gerjesztés kor-
frekvencidjanak és a csillapitatlan rendszer sajatkorfrekvenciajanak a hanyadosa. Az osztéas
utan a

— KX 4+ 20\L + K = fo,

—L)N—20AK+L=0

inhomogén linedris egyenletrendszert kapjuk, ami felirhat6 az alabbi alakban is:
1—-22  2¢\ K| | fo
3 8][4
Nem rezonans megoldas

Ha a (ZI99) egyenletrendszer egyiitthatomatrixdnak nem nulla a determindnsa (nincs rezo-
nancia), akkor az egyenletrendszer megoldhaté:
1— )2

K p—
(1—A2)2 +4§2>\2f0’

2CA
) 2.196
(1_)\2)2+4c2)\2f0 ( )
Ebbdl a megoldasbdl 1atszik, hogy ¢ # 0 mellett L # 0, ezért sziikség van az L sin(wt) tagra
a probafliggvényben.
Mar a csillapitatlan leng6rendszerek kapcsan lattuk (lasd (Z9) és (ZI0)), hogy egy
[(192) alakt megoldas

L=

x,y(t) = Acos(wt — ) = Acos(V) cos(wt) + Asin() sin(wt) (2.197)

alakban is felirhaté. Itt A a staciondrius gerjesztett rezgés amplitiddja, ¥ pedig a fazis-
késés vagy fdazisszog. A faziskésés elnevezése is mutatja, hogy a kialakuld rezgés késik a
gerjesztéshez képest, ezért is vettiik fel negativ eldjellel a megoldasban.
A ([ZTI97) egyenletben szereplé paraméterek kifejezhet6k az aldbbi médon:
Acos(¥) = K A=VEK*+ L? = Lo

V(1-22)24+4¢232”
= (2.198)

Asin(V) = L tan () =
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2.33. megjegyzés: Ha a gerjesztés Fjsin(wt) alaki lenne, akkor a fenti levezetést értelem-
szerlien modositva

. —2C\
KSIH —
-2 racxe!”
. 1-—)\2
LSIH — A

L= w2 4R lo
adddna. Szinuszos gerjesztés esetén a megoldast is szinuszfiiggvénnyel célszert kifejezni,

x;in(t) = K% cos(wt) + L™ sin(wt) = Asin(wt — 9)

alakban, ekkor ugyanis az (ZI98]) egyenletben megadott amplitidé- és fazisszog képletek

valtoztatas nélkil hasznalhatok. &

A gerjesztett rendszerek vizsgalatat megkonnyiti a dimenziotlan

A ! (2.199)

foJa— N raen

N

nagyitds bevezetése. A nagyitas azt adja meg, hogy hanyszor akkora a harmonikusan gerjesz-
tett — un. dinamikus terhelés alatt allé6 — rendszer maximalis kitérése, mint ha csak statikus
terhelésnek lenne kitéve, azaz allandd Fy nagysagu eré hatna rd. A nagyitassal tehdat a
dinamikus és a statikus terhelés hatasat lehet 6sszehasonlitani.

Vizsgaljuk meg az N () fuggvény 2506 dbran lathaté grafikonjat, az tn. rezonancia-
gorbét vagy nagyitdasi gorbét, kiilonbozo ¢ paraméterek mellett! Az alabbi megallapitasokra
juthatunk:

e Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy minden csillapitéasi tényezd értéknél N(A = 0) =
1. Ez annak felel meg, hogy nulla gerjesztési frekvenciandl allandé nagysagu a ger-

R

Osszhangban.
o ( =0esetén N(\) = 1/|1 — A2|, tehat N(v/2) = 1 és limy_,; N()) = oo £
e (=051l NA=1)=1.
e Az N nagyitas frekvenciahanyados szerinti derivaltja

AN 222+ X -1
dd (4 —2) X2+ M+ )Y

(2.200)

Ez alapjan meghatarozhatjuk a rezonanciagorbe \* mazimumhelyét és N* maximumat:

il =0 = XN= 0
dA |, | VI-2¢,

31L4tni fogjuk a kovetkezd fejezetben, hogy rezonancidban (amikor A = 1) nem érvényes a nagyitasi
fiiggvény fenti képlete. Az amplitidé valéban minden hatéron tiil né, de ehhez idére van sziikség, a (ZZI0)
mozgastorvénynek megfelelGen.
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N

3__
(=0
(=01
=02
¢=103
(=04
(=05
(=1/V2

A T T T
Y
T ?
(=0
¢=0,1
= ¢=0,2
| (=03
| (=04
| (=05
! (=1/V2
0 O } } j
0 1 2 3 4 A

2.56. abra. Rezonanciagérbe és faziskésés diagram.

tehat A\ = 0 és A = /1 —2(? a rezonanciagorbe lehetséges széls6érték helyei. A
széls6értékek A = 0-nal N = 1, mig A = /1 — 2¢?-nél

1
201 -2

Kis csillapitisnal a fenti kifejezés 1-nél nagyobb, ezért ez a maximalis nagyitas, a

maximumhely pedig
AT =4/1—2¢% (2.201)

A ( relativ csillapitas novelésével a gorbe maximumbhelye eltolodik a kisebb A frekven-
ciahanyados értékek felé. ¢ = 1/4/2-nél v/T — 2¢2 = 0 lesz, és ennél nagyobb csillapités
mellett mar monoton csokkenévé valik az N()) fiiggvény. Tehat ¢ > 1/v/2 mellett a
rezonanciagérbe maximumhelye és maximuma A* = 0 illetve N* = 1.

N*=N(\) =

e Mig egy erésen csillapitott szabad rendszer nem végezhet lengéseket (1asd[Z34] fejezet),
a gerjesztett rendszerekre ¢ > 1 mellett is érvényesek a fenti képletek, azaz elvileg
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barmekkora relativ csillapitas mellett is kialakulnak rezgések — a gerjesztési frekvencia
novelésével rohamosan csokkeno amplitidoval.

o Az w* rezonancia korfrekvencia a maximalis nagyitashoz tartozd gerjesztési korfrek-
vencia, ami 1/1/2-nél kisebb relativ csillapitds mellett

W= wp N\t = wpy/ 1 — 2¢2 (2.202)

Ertéke kisebb mind a csillapitott, mind a csillapitatlan rendszer sajatkorfrekvenciaja-

nal:
W <wg = wpy/1 — (2 < wy,

bar ¢ < 0,1 mellett ezek a frekvencidk jo kozelitéssel egyenlonek tekinthetdk.

A fdziskésés vagy fazisszog (ZI98) alapjén a

L 20
tan(V) = = 7"

képlettel szamithaté ki. Mivel az L = Asin(¢¥) szamlalé pozitiv csillapitas mellett nem
lehet negativ — ez a (2I96]) képletbdl latszik —, sin(d) > 0, ezért ¢ € [0,7]. Ha A < 1,
akkor ¥ € [0,7/2], mig A > 1 frekvenciahdnyadosnal ¢ € [r/2, 7] — ez utébbi esetben
a szamologépek &ltal kiszamolt negativ szoghéz m radiant kell hozzdadni, a 257 abranak
megfelelen.

L~ 20\

2.57. dbra. A fdziskésés szamitdsa. L ~ 2¢\ > 0 miatt 9 € [0, 7].

A faziskésés J(\) grafikonja a 256 abran lathaté. Ha nincs csillapitas (¢ = 0), akkor
a A < 1 tartomanyban ¥ = 0, tehat a gerjesztés és a létrejovo rezgés fazisban vannak.
Ugyanakkor A\ > 1-re ¢ = 7 adddik, azaz ebben az esetben ellentétes fazisban van a gerjesztés
és a valasz. Ez konnyen szemléltetheto egy kis csillapitasi rugéra fliggesztett test razasaval:
lassti razas esetén azonos fazisban, gyors razas esetén ellentétes fazisban mozog a test a
keztinkkel.

Pozitiv csillapitas mellett folytonos lesz a () gorbe. A csillapitastol figgetlentl, A = 1-
nél tan(v) = oo, azaz ¥ = 7/2 (lasd Z217 abra).

Ez azt jelenti, hogy a A = 1 frekvenciahdnyadosnél (tehat w = w, esetében) a partiku-
laris megoldas x,(t) = Acos(wt — 7/2) = Asin(wt), a sebesség pedig v,(t) = Aw cos(wt).
Ilyenkor az Fjycos(wt) gerjeszté eré mindig azonos fazisban van a sebességgel, a sebesség
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novelése iranyaban hat, tehat teljesitménye pozitiv. Ez a tulajdonsag felhasznalhato a csilla-
pitatlan rendszer w, sajatkorfrekvencidajanak kisérleti meghatarozasara, viszkozus csillapitéas
jelenlétében is.

Ha nem csak az allanddsult (partikuldris) megoldast akarjuk meghatédrozni, akkor figye-
lembe kell venni a homogén egyenlet megoldasat is:

x(t) = Acos(wt — V) + et (01 cos(wqt) + Cy sin(wdt)). (2.203)

A (5 egyiitthatok értéke a kezdeti feltételek alapjan szamithaté ki. A kezdeti kitérés
z(0) = wo, azaz

z(0) = Acos(—v) + C = xy, (2.204)

amibdl
Cy = xg — Acos(—7). (2.205)
A kezdeti sebesség ©(0) = vg. Ennek figyelembevételéhez sziikség van a sebesség kifejezésére:
#(t) = —Awsin(wt — ) — Cwpe” ! (C’l cos(wat) + Ca sin(wdt)) (2.206)
4 g Cnt (—Clwd sin(wat) + Cowg cos(wdt)). (2.207)

t = 0-ban

(0) = —Awsin(—19) — (w,Cy + Cowg = vy, (2.208)

amibdl

v — Awsin(¥) + Cw,Ch
Cy = :

2.209
- (2200)
Lathaté, hogy mindkét egyiitthato fligg a partikularis megoldastél, hasonléan, mint a 2.4.2]
fejezetben vizsgalt szaraz surlodasi oszcillator esetében.

2.34. megjegyzés: Numerikus modszerek alkalmazasa soran gyakran csak az allanddsult
rovidebb a tranziens rezgés. Kiilonosen akkor van ennek jelent6sége, ha hosszi szamitasi idére
szamithatunk — példaul egy bonyolult alakt alkatrész végeselemes dinamikai vizsgalatakor.
Elvileg csokkentheto a tranziensek idotartama a homogén egyenlet megoldasaban szerepld
egyiitthatok megfelel§ megvalasztasaval. Azonban ezek az egyltthaték nemcsak a kezdeti
kitéréstol és sebességtdl, hanem a partikularis egyenlet megoldasitol — azaz a meghatarozni
kivant allandosult allapotbeli rezgéstol — is fiiggenek. Mivel ez altalaban el6re nem ismert, a
tranziens rezgések megjelenése rendszerint nem kertilhet6 el. )

Rezonancia

A (ZI97) egyenletrendszernek nincs megoldésa, ha az egyiitthatémétrix detemindnsa nulla.
Ez az an. matematikai értelemben vett rezonancia:
‘ 1—)X2 20\

Lol 1o =(1=NP+4CN=0 = x=1,(=0.

Tehat matematikai értelemben akkor beszéliink rezonanciarél, ha a csillapitas nulla és a ger-
jesztés korfrekvencidja megegyezik a csillapitatlan rendszer sajatkorfrekvencidjaval. Behe-
lyettesitéssel ellenérizhetd, hogy ebben az esetben nem ([2.192) alaku a partikularis megoldas,
hanem

Tpre(t) = Bt sin(wyt). (2.210)
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Tp,rez(t)

2.58. abra. A mozgastorvény megolddsa matematikai rezonancia esetében.

Rezonancidban tehat az idével egyenesen ardnyosan no az egymés utani maximalis kitérések
értéke, a 208 abranak megfelel6en.

Gyakorlati szempontbdl akkor is tulsagosan nagy lehet a kitérés, ha csak megkozelitjiik
a matematikai értelemben vett rezonanciat — tehat kicsi, de nem nulla az egytitthatomatrix
determinansa. Mérnoki értelemben akkor beszéliink rezonanciardl, ha

08<A<13 és (<01, (2.211)

2.6.3. Utgerjesztés
Gerjesztés rugoén keresztiil

Az 1tgerjesztés elnevezést gyakran lesziikitett értelemben hasznaljak, arra az esetre, amikor
rugén keresztil torténik a lengérendszer gerjesztése. Az ehhez az esethez tartozo alapmodell
lathaté a [ZB9 abran. Itt a rugd egyik végpontjanak az elmozduldsa van el6irva az r(t) =
ro sin(wt) fiiggvénnyel.

c k . 1(t) = rosin(wt)
- <

2.59. abra. Az ttgerjesztés alapmodellje.

Az altalanos koordinata g = x, tehat a masodfaju Lagrange-egyenlet

dor oT n 0D n ou

dt 0r O0r 0t O
alaki. A kinetikus energiabdl és a disszipativ potencialbdl szarmazo tagok szamitasa a
korabbi példdk alapjan egyszeriien megteheto:

) dor . 9T

= Q" (2.212)

1
7L ad 9o 2.21
R T P (2.213)
1, oD
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r(t) figgvény szerint mozog, a masik vége pedig a hasédbbal egyiitt, ezért Az = x —r(t), igy

1 o _ 1 B 2
U 2]{:A:p —2k:(:1c r(t))”.

A potencidlis energiat derivalva el6all a rugoban ébredd erét megado kifejezés:

oU

P k(z—r(t)). (2.215)

2.35. megjegyzés: Természetesen mindegy, hogy az x — r(t) vagy az r(t) — = kifejezést
emeljiik-e négyzetre a potencialis energia kifejezésében. Akkor is a fenti derivaltat kapnank,
ha az U = 1/2 k (r(t) — x)* kifejezést hasznalndnk. Ez esetben ugyanis az f(z) = r(t) — «
jelélés bevezetésével U = 1/2 kf%(z), és az Osszetett fiiggvény derivaldsi szabalya szerint

ou ouaof _
= L k@) () =kl =10,
ahol kihasznaltuk, hogy 0f/0x = —1. &

Lathato, hogy ebben az esetben a potencialis energia kifejezésének a derivalasaval kaptunk
egy gerjesztésnek megfelelo kifejezést. Mivel nincsenek nem potencidlos erdk, ezért Q* = 0.
A [2213), (2214) és 2210]) kifejezéseket behelyettesitve a (Z212) Lagrange-egyenletbe, és
csak az x-et vagy annak derivaltjait tartalmazé tagokat megtartva a bal oldalon, az aldabbi
mozgasegyenletet kapjuk:

mi + ct + kx = krg sin(wt).

Az egyenlet sztenderd alakja:
&+ 2Cwnd + wy?r = fow,? sin(wt),

ahol "
To
fo= o2 o (2.216)

A mozgéasegyenlet stacionarius megoldasa a gerjesztés szinuszos jellege miatt
xp(t) = Asin(wt — V),

a ([ZI98) egyenlettel megadott A és ¥ paraméterekkel.
A rugd méretezéséhez sziikség lehet a mazimalis rugéerd meghatarozasara is. A (2215
képlet alapjan az idoben valtozo rugderd

Fu(t) = k(x(t) = r(t)). (2.217)

Ha a staciondrius rezgést vizsgaljuk, akkor z(t) = x,(t) és r(t) = rosin(wt) behelyettesitésé-
vel

F.(t) = kEAsin(wt — ) — krgsin(wt)
= k;(A cos() — ro) sin(wt) — kAsin(d) cos(wt). (2.218)



104 2. FEJEZET. EGY SZABADSAGI FOKU LENGORENDSZEREK

Jeloljiik sin(wt) és cos(wt) egyiitthatéjat Fi-sel illetve F.-vel:

Fy=Fk(Acos(¥) —19) és
F,. = —kAsin(9).

A maximalis rugderd meghatarozasahoz irjuk fel a rugderd kifejezését

F(t) = Frmax sin(wt + 0) = Frpax cos(0) sin(wt) + Frpax sin(0) cos(wt) (2.219)
=F, =F,

alakban! ([22T8)) és (Z219) megfelels egytitthatdinak egyenlésége miatt a maximalis rugberd

Frnax = \/(Frmax cos(é))2 + (Frmax sin(é))2 =\/F2+ F2= k\/A2 — 2Arq cos(9) + 3.

Gerjesztés lengéscsillapiton keresztiil

A gyakorlatban ritkabban hasznédlatos az az utgerjesztés modell, amelyben egy lengéscsil-
lapit6 egyik végpontjanak az elmozduldsa adott r(t) = 7 sin(wt) alakban (260 dbra). Az

k C . 1(t) = rosin(wt)
<

2.60. abra. Gerjesztés lengéscsillapiton keresztiil.

altalanos koordinata most is ¢ = x. A mozgasegyenlet felirdsa soran ismét a méasodfaju
Lagrange-egyenletet alkalmazzuk:

dor or 9D  oU

- — 4+ — 4+ — =Q". 2.220
G0 or T or ow © (2.220)
A Lagrange-egyenletnek megfelelé derivaltak:
1 d oT oT
T _ — 2 _— = T i
oMY aor " g TV e
1 ou
= —ka? — = kx.
U 5 T o x

A disszipativ potencial kifejezésébe a lengéscsillapité két végpontjanak sebességkiilonbségét
kell befrnunk. A lengéscsillapité el6irt mozgasi végpontjanak sebessége 7(t) = row cos(wt),

ezért )
D= éc(:c — (1) = == =c(i—7(t) = ci — crowcos(wt).

0t
A mozgasegyenlet a ([2Z220) Lagrange-egyenlet alapjan

mi + ¢t + kx = crow cos(wt),
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ezuttal tehat a disszipativ potencial derivalasa szolgaltatja az egyenletben a gerjesztés meg-
felel kifejezését. Az egyenlet sztenderd alakja:

F 4 2Cwnd 4wy’ = fow,? cos(wt),

ahol a ¢ = 2(w,m és A = w/w, Osszefiiggéseket felhasznélva

fo= =22 — 2\ 7. (2.221)
mwy,

Most tehat a statikus kitérés is fiigg a gerjesztési frekvenciatol, de természetesen tovabbra
is x,(t) = Acos(wt — ¥)) alakban adhaté meg az alland6sult megoldés. (2.I98) alapjan

1
\/(1 — A2)2 4 422

Tervezés soran hasznos lehet egy 1j nagyitasi fiiggvény bevezetése az ry egyiitthatojaként
(N" =2(AN), ami mar az 6sszes frekvenciafiiggd tényezot tartalmazza.

Gerjesztés rugén és lengéscsillapitén keresztiil

Az el6z6 két modell kombinacidéjaként kapjuk a gépkocsi legegyszeriibb egyszabadsagfoku
modelljét, a 261l abran lathaté un. negyed jarmiimodellt. A gerjesztést az utegyenetlenség
okozza, melynek alakjat | periédust (hullimhosszi) és ry amplitidéji szinuszhulldmmal
kozelitjitk: r(x) = rosin(2mz/l). Irjuk fel a rendszer mozgisegyenletét a ¢ = y ltaldnos
koordinataval!

v} .

D Miocsi = 4m -==—-4 m —_—

—

27”0

27"0

2.61. dbra. Negyed jarmiimodell tittestrél atadodo gerjesztéssel.

Ha a jarmi v sebességel halad, akkor 7' = /v id6 alatt teszi meg a két szomszédos ki-
emelkedés kozotti utat, tehat ez a gerjesztés periddusideje. Innen a gerjesztés korfrekvencidja
w = 2m/T = 2mwv/l és r(t) = rosin(wt) = rosin(27vt/l). Pontosan ilyen alaki gerjesztést
vizsgaltunk az el6z6 két utgerjesztés modellben is. A jarmire hat a nehézségi eré is, amit
ezekben a példdkban nem vettiink figyelembe. Azonban a[ZT4l fejezetben mar lattuk, hogy
ha a statikus egyensilyi helyzettdl mérjik az y koordinatat, akkor a statikus rugoerd és a
nehézségi ero kiesik a mozgasegyenletbdél. Ehhez hasonldéan, a potencidlis energia felirasa so-
ran is figyelmen kiviil hagyhatjuk a nehézségi eronek illetve a statikus rugderének megfeleld
energiatagokat, mert ezek kiejtik egymast. Egy hasonl6 szamitast részletez a [3.1] példa is.

A Lagrange-egyenletet alkalmazva belathato, hogy a mozgasegyenlet jobb oldalan az
el6z6 két példaban kapott gerjesztd tagok Osszege jelenik meg:

my + cy + ky = krg sin(wt) + krow cos(wt).
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Az egyenlet mindkét oldalat elosztva az m tomeggel:
§+ 2Cwny + wn?y = frwn? sin(wt) + fow,? cos(wt),
ahol (22T0)) és (Z22])) alapjan
fi=ro, ¢és fo=20Ar.
Az egyenlet jobb oldalat atalakithatjuk sztenderd alakba:
fown?sin(wt + 0) = frwn?sin(wt) + fown? cos(wt).
Az fy statikus kitérés meghatarozasahoz alkalmazzuk az addicios tételt:

fosin(wt + &) = focos(d) sin(wt) + fosin(d) cos(wt),
=f =f2

ahol sin(wt) és cos(wt) egyttthatdi az eléz6 egyenlet alapjan éppen f; illetve f. Tehat
fi = focos(d) és fo = fosin(d), igy

fo= [+ f=ro/1+ (20N és
tan(d) = % =20\

1

Most f1 =19 > 0 és fo = 2(Arg > 0 miatt § € (0,7/2). Az éllandésult rezgést az
xp(t) = Asin(wt + 9§ — V)

fliggvény irja le, tehat a stacionarius rezgés tovabbra is ) fazissal késik a gerjesztéshez képest,
a ¢ fazisszog ezt nem befolydsolja. A gerjesztés és valasz kozotti faziskésés

2\

tan v = e

alapjan szamithato, az allandésult rezgés amplituddja pedig

1+ (2002
Ja—mrace

=N

A:Nfoz

(2.223)

a (ZI98) képleteknek megfeleléen. Mivel ebben az esetben az fy statikus kitérés frekvencia-

fiiggd, tervezéshez célszert az ry egyttthatojanak, az N” = /1 4 (2(A)2N alakban felirhaté
nagyitasi fliggvénynek a hasznalata.

2.6.4. Kiegyensulyozatlan forgorész altali gerjesztés

A gépészmérnoki gyakorlatban nagy jelentésége van a kiegyensiulyozatlan forgorész dltali ger-
jesztésnek, hiszen a gépek altalaban tartalmaznak valamilyen forgo alkatrészt. A megfelel6
alapmodell a abran lathato. Itt a statikus kiegyensulyozatlansagot egy mg tomegt,
pontszerl testtel vessziik figyelembe, mely r excentricitassal — egy r hosszisdgi merev rad
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k B wt
':'«;/v; = P
\ w \\m

2.62. dbra. Kiegyensulyozatlan forgorésszel gerjesztett lengérendszer alapmodell-
je.

B jelli végére rogzitve —, w szogsebességgel mozog. ¢ = 0-ban a rud vizszintes, a hasab hely-
zetét az egyensilyi helyzettdl mért x altalanos koordinata jellemzi. Bar egy szabadséagi foku
a rendszer, az energiakifejezések felirdsdhoz célszerti felvenni az (X, Y') koordindta-rendszert,
ahol X = x.
A rendszer mozgasi energiaja a két test energidjanak az Osszege:
1 1
T = —mi® + —mov%.

o g mvs
Az my tomegl test v sebességét legkonnyebben az rg helyvektor derivalasaval szamithatjuk
ki. Figyelembe véve, hogy az S stulypont Y koordinataja yg = allando,

[ x + rcos(wt)
rp =

& — rwsin(wt)
ys + rsin(wt)

] — VB=T = [ rw cos(wt)
Itt felismerhetd a vy, = [ 0]7 szdllité sebesség és a vig = [—rwsin(wt) rwcos(wt)| relativ
sebesséqg kifejezése. Ezzel a kinetikus energia

1 1
T = 5m5b2 +5mo (:i:2 + r2w? sin® (wt) — 2drw sin(wt) 4 rw? cosz(wt))
1 1
= §(m +mg)i? + §m0T2w2 —modrw sin(wt),
—_———
= konstans
amibdl
or : :
pre (m 4 mg)& — morw sin(wt),
d oT
T (m + mg)i — morw? cos(wt), (2.224)
iy
or
= —o.
Ox
A potencidlis energia és derivaltja:
1 ou
U= §k:x2 +mog (ys + r sin(wt)) = e k. (2.225)
x
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A nehézségi erdvel kapcsolatos potencialis energia tag idében valtozik, mégsem befolyasolja
a megfeleld altalanos erot, hiszen nem fligg az x koordinatatél. A Rayleigh-féle disszipativ
potencial és a megfelel6 altalanos er6 tag
1 0D
D=—ci® = ——=ci 2.226
5¢t o = ¢ ( )
Mivel nincsenek nem potencidlos erék vagy nem idealis kényszerek, Q* = 0. Viszont a
kinetikus energia (Z224]) derivdltjaban megjelenik egy gerjesztésnek megfelel tag, amit a
mozgasegyenlet jobb oldalara rendeziink. Igy (2Z220]), valamint (Z220]) figyelembevételével
felirhaté a mozgasegyenlet:

(m + mg)# + ci + kx = morw? cos(wt). (2.227)

A mozgasegyenlet morw? — Fy és (m +mg) — m helyettesitéssel visszavezethetd az er6ger-
jesztett rendszerek (Z.I90) mozgasegyenletére.

2.36. megjegyzés: Erd- vagy nyomatékgerjesztés esetében a gerjeszté erd/nyomaték tel-
jesitményébdl szamitottuk a gerjesztésnek megfeleld Q* altalanos erét. Az ttgerjesztéses
esetekben a potencidlis energia és/vagy a disszipativ potencial derivaltja tartalmazta a ger-
jesztésnek megfelel6 tagot, amit az egyenlet jobb oldalara rendeztiink. A kiegyensilyozatlan
forgérész altal okozott gerjesztésnek megfelelé tag pedig a fenti szamitas szerint a kinetikus
energiabdl szarmaztathato.

A feladatban el van irva az mg tomegl test mozgasa az idd fliggvényében, ez tehdt egy
1dotol fiiggd kényszer. A kényszerfeltétel teljesiilését a forgérészt meghajté M nyomaték biz-
tositja, melynek teljesitménye P = Mw. A hasibra ennek az M nyomatéknak a (-1)-szerese
hat, de annak a teljesitménye zérus, hiszen a hasab szogsebessége nulla. A ([Z5.1]) fejezetben
leirtak szerint a @) altalanos erd kiszamitasa soran csak azokat az eréket és nyomatékokat kell
figyelembe venni, melyek wvirtudlis teljesitménye nem nulla. Az id6éfligeé kényszerfeltétele-
ket biztosité erék/nyomatékok esetében a virtudlis teljesitményt az idéfiiggés kiiktatdsaval, a
kényszer ,leallitasaval” kell kiszamolni. Ebben az esetben a meghajté nyomatéknak a forgo-
rész megallitdsdval szamitott teljesitménye adja meg a virtudlis teljesitményt, ami igy nulla.
Ennek megfelel6en ez az M nyomaték nem jelenik meg a mozgasegyenletben.

Hasonléan jartunk el az Gtgerjesztés esetében is, a[2.6.3] fejezetben: a vizsgalt feladatban
egy ismeretlen F' erének kell biztositania a rugd végpontjanak adott r(t) fiiggvény szerinti
elmozdulasat. Mivel ez egy idofiiggé kényszer, az F erének a rugd képzeletbeli megallita-
saval szamitott virtudlis teljesitménye abban a feladatban is nulla. Mégis, mindkét esetben
figyelembe tudtuk venni a gerjesztés hatasat a masodfaji Lagrange-egyenlet mas tagjai alap-
jan. A kényszerfeltételek ,befagyasztasara” tehat azért van sziikség, mert kiilonben duplan
is figyelembe vennénk a gerjesztést az egyenletben. &

A mozgasegyenlet sztenderd alakja

morw?

+ 2CwnT + wy"r = —— cos(wt).

& 4 2Cwyd 2 t
m —+ my
——
:.fOer2

A statikus kitérés ebben az esetben is fiigg a gerjesztés korfrekvenciajatol, pontosabban a

frekvenciahanyadostol:

mor w2 mor

- — =__" )2 2.228
Jo m-+mowp2  m+my ( )
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Itt bevezetheto az
mor
rTo = ———
m —+ my

jelolés, amivel fy = ro\%. A gerjesztett lengérendszer modell allanddsult megoldésa
zp(t) = Acos(wt — V),
ahol ¥ (ZI9]) alapjan szamithatd, az amplitid6 pedig
22

A=Nfy=
P e aee

=N

alakban frhaté fel. Tehdt itt is bevezethets egy 1j, N = NA? nagyitasi fiiggvény, mely az
Osszes frekvenciafiiggo tagot tartalmazza, ezzel megkonnyitve a kiegyenstlyozatlan forgoré-
szl gépek és a gépalapozasok tervezését.

2.6.5. Rezgésszigetelés

A gépek rezgéseik soran karosithatjak a kornyezetiikben 1évo épiileteket és a kezel6 személy-
zet egészségét, de befolyasolhatjak egymas miikodését is. Példaul ha prés- vagy véségépet
miikodtetiink forgacsold gépek mellett, akkor jelentosen rosszabb mindségii lehet a megmun-
k4lt felilet. Erzékeny miiszerekkel végzett mérések pontossdgat is csokkentheti a kornye-
zetrol atadddod rezgések hatasa. Ezek a problémak elkeriilhetéek megfeleld rezgésszigetelés
alkalmazasaval.

A rezgésszigetelés céljatél fiiggden két esetet kilonboztetjilk meg:

o Aktiv rezgésszigetelés soran a cél a kornyezet védelme a gép rezgéseitol.

o Passziv rezgésszigetelésrdl akkor beszéliink, ha a gépet (miszert) akarjuk megvédeni a
kornyezet rezgéseitol.

AXktiv rezgésszigetelés

Az aktiv rezgésszigetelés alapvetd modellje a .63 dbran lathato. Célunk a talajra atad6édéd
F,(t) erd dinamikus részének csokkentése az w szogsebességgel forgd kiegyenstlyozatlan for-
gorész altal gerjesztett dllandésult rezgés soran. A rendszer mozgasegyenletét (Z227) adja
meg, ami visszavezethetd egy F(t) = Fy cos(wt) = morw? cos(wt) erégerjesztésnek kitett
lengérendszer mozgasegyenletére.

Tudjuk, hogy a kialakul6 stacionarius rezgés kitérése és sebessége az

xp(t) = Asin(wt — ) illetve 4,(t) = Aw cos(wt — V)

fiiggvényekkel irhato le, ha az egyensulyi helyzett6l mérjiikk az = koordinatat. Ebben az
esetben az x = 0, £ = 0, & = 0 allapotban — egyensilyban — a talajra atad6dé eré a gép
és gépalap egyiittes stulyaval egyezik meg. Ez a statikus eré nem karositja a gép kornye-
zetét, ezért csak a talajra atad6do erd dinamikus részének a csokkentésével foglalkozunk.
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F(t)
N
L c

2.63. abra. Az aktiv rezgésszigetelés alapmodellje.

A dinamikus er6 a kitérés és sebesség ismeretében, a rugber6 és a csillapitéerd ered6jébél
szémithat 2

Fi(t) = ka,(t) + cip(t) = kAsin(wt — 9) + cAw cos(wt — 1).
Az addiciés tételek alapjan ez a kifejezés atirhato

Fi(t) = kAsin(wt) cos(?) — kA cos(wt) sin(¥) 4+ cw A cos(wt) cos(¥) + cw A sin(wt) sin(¥) =
= (kA cos(¥) + cwA sin(ﬁ)) sin(wt) + (ch cos(¥) — kA sin(ﬁ)) cos(wt) (2.229)

=F =F,

alakba. A bejelolt Fy és F, egyiitthatok az x,(t) megoldas ismeretében kiszamithatok. Ha
az Fy(t) eré maximalis értékét keressiik, akkor érdemes felirni

Fi(t) = Frax sin(wt + ) = Fipax cos(0) sin(wt) 4+ Fiax sin(0) cos(wt) (2.230)

alakban. A (Z229) és (Z230) egyenletekben sin(wt) és cos(wt) egyiitthatéi megegyeznek,

tehat
Fy = Flhax cos(d) I 5
F, = Fra.sin(d) } = = YIS EE
F és F, kifejezéseit behelyettesitve azt kapjuk, hogy

2
Finae = Aky/1 + (%) ,

amibdl ¢ = 2Cwym, k = mw,?, valamint A = N f, felhasznalasdval

Frax = N fok\/1+ (2CN)°

A megfeleloen szigeteld gépalapozas tervezését megneheziti, hogy kiegyensilyozatlan forgo-
rész 4ltali gerjesztés esetén a (Z228)) egyenletnek megfelelden A = N fy = NM%rg, tehat a

R

ben az esetben a maximalis erének az Fyy = fok = morw? er6hoz viszonyitott ardnyat szoktdk

32A rugdt Gsszenyomo teljes erd a fentiek alapjan tartalmazza a test silydt is, tehdt F, = —kx,(t) + mg,
de a rezgésszigetelés szempontjabdl elég csak a dinamikus rugderével foglalkozni.
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hasznalni a tervezéshez, ami a ([Z223) egyenletben megadott N” nagyitési fiiggvénnyel azo-
nos alaku:

Fy

F, N k‘\/l (2 )\
N//_ max fO + C - N /1+ 2§>\

Az N” fiiggvény grafikonja a .64l abran lathaté. Behelyettesitéssel ellenérizhetd, hogy
N"(A = v/2) = 1, minden ( csillapitdsi tényezénél. A\ < /2 frekvenciahdnyadosokndl a
csillapitas csokkentése a talajra atadodo erd novekedésével, ennél nagyobb frekvenciahanya-
dosoknal pedig az eré csokkenésével jar.

A talajra atad6do erd nagy frekvenciahdnyadosoknal jelentGsen kisebb lehet az Fiy erénél.
Ebben a tartomanyban a A frekvenciahdnyados novelésével és a csillapitas csokkentésével N”
csOkken, tehat olyan alapozast érdemes késziteni, ami kis csillapitasa és lagy. Mivel altalaban
a gép fordulatszama, tehdt az w gerjesztési korfrekvencia adott, A = w/w, néveléséhez az

wn = y/k/m sajatkorfrekvenciat kell csokkenteni. Alacsony fordulatszimon miikodé gépek
esetében elofordulhat, hogy a megfelelo sajatfrekvencia eléréséhez tulsagosan lagy rugokra
lenne sziikség, amiknek a hasznalata megengedhetetleniil nagy kitérésekhez vezetne. Ezekben
az esetekben a [2.64] abra szerint a A < 0,1 frekvenciatartomany vélasztasa — nagyon merev
rugdk hasznalata — jelenthet kompromisszumos megoldast.

N = Finax

Fo

=0
=01
£ =02
\ ¢ =03
\Z
1 N
I .
I I
I I
0 : : : | —
1 9 2 3 4y

2.64. abra. Rezgésszigetelés tervezésére hasznalhaté N” = Ny/1+ (2C\)? fiigg-
vény grafikonja.

Passziv rezgésszigetelés

Passziv rezgésszigetelés soran a kornyezet rezgéseitdl védeni kivant miiszer kitérésének a
csokkentése szokott lenni az els6dleges szempont. A megfelel6 alapmodell a ZGAl abran
lathato, ami pontosan megfelel a negyed jarmiimodell példajaban vizsgalt esetnek. Az ott
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&
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2.65. abra. A passziv rezgésszigetelés alapmodellje.

kapott (2223)) egyenlet szerint a kitérés amplituddjanak csokkentéséhez most is a 264l 4b-

rdn dbrazolt N = Ny/1+ (2¢\)” kifejezést kell csokkenteni. Tehét az aktiv és a passziv
rezgésszigetelés altalaban ugyanolyan feltételek mellett biztosithatd: kis csillapitasa, lagy
gépalapozassal.

2.6.6. Paraméteres gerjesztés

Az eddig targyalt gerjesztési tipusok mellett megemlithet6 még az n. paraméteres ger-
jesztés is. Ebben az esetben a mozgasegyenletben nem egy kiilonallo, idofiiggo tag jelenik
meg, hanem valamelyik tag egyiitthatdja valik idofiggové. Példaként irjuk fel a [2.66l &ab-
ran illusztralt, felfelé forditott (inverz) fizikai inga mozgdsegyenletét, melynek felfiiggesztési
pontja az r(t) = rosin(wt) fliggvény szerint fuggdlegesen mozog! Az éltaldnos koordinéta a
fiiggolegestol mért ¢ szog.

2.66. abra. Paraméteresen gerjesztett inverz inga.

A kinetikus energia

1 1
T = 5mvg + §@S¢2 (2.231)

alakban irhato6 fel, ahol vg = Ig a stlypont helyvektordanak derivaltja. Az abra alapjan

Lgin
I's =Ty +Tag = l'f’(t)2—|— %(ng)S@O)] , (2232)

tehat l
_ | gpcos(p)
Vg = [r(t ] . (2.233)
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Felhasznalva, hogy 7(t) = row cos(wt), a silypont sebességének négyzete

l2
vE = Z¢2 + réw? cos? (wt) — row cos(wt)@l sin(yp). (2.234)

Tehat a mozgasi energia kifejezése
1 I 1
T = 3 <Z<p2 + r2w? cos? (wt) — row cos(wt) Pl sin(@)) + 5939532- (2.235)

A potencidlis energia az alabbi alakban adhat6é meg:

U =myg <r0 sin(wt) + é Cos(go)) . (2.236)

A Lagrange-egyenlet felirasahoz sziikséges derivaltak:

T I 1
g_gb = mch — §mr0wlsin(cp) cos(wt) + O,
d or 2 .1 L row?lsin(o) si
T (mz + @S> @ — émrowl cos() cos(wt) + 5Mrow [ sin(¢p) sin(wt),
T 1
g— = —§mr0wl cos(y) cos(wt), (2.237)
¥
ou [ .
E» = —mgg sin(ep).

A fenti kifejezéseket behelyettesitve a

dor or U

4= = 2.238
dtdp Oy = Op ( )
Lagrange-egyenletbe, kihasznalhatjuk, hogy az alahizott tagok megegyeznek, ezért kiesnek
az egyenletbdl. Tehat a vizsgalt lengorendszer mozgasegyenlete

I 1 l
<mz + @s> @+ §mr0w21 sin(yp) sin(wt) — mgs sin(p) = 0. (2.239)

Az egyenletet rendezve,

<m§ + @S> @+ sin(p) (%l (r0w2 sin(wt) — g)) = 0. (2.240)

A sin(yp) egyttthatoja idében véltozik, tehat ez egy idében véaltozé merevségii lengbérend-
szernek feleltetheté meg. Megmutathatd, hogy a paraméteres gerjesztés képes stabilizalni az
inga felso egyensilyi helyzetét.

Ha a felfiiggesztési pont nem fiiggélegesen, hanem vizszintesen mozogna, akkor a sin(wt)-
t tartalmazo tag egyiitthatdja cos(y) lenne, azaz kis ¢ szogek mellett cos(yp) ~ 1 miatt
visszakapnank a korabban megismert gerjesztett lengérendszer mozgasegyenletét.
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2.6.7. Tranziens gerjesztés

A gerjesztés témakorének lezarasaként vizsgaljunk meg egy olyan lengérendszert, melyre nem
periodikus, hanem linearisan névekvé gerjeszté eré hat. Amint latni fogjuk, ez a gerjesztés
tipus is lengésekhez vezet.

Tekintsiink egy egyik végén befogott, [ hossztisagu, rugalmas, elhanyagolhato tomegi ru-
dat, melynek a masik végére m témegili pontszerii test van rogzitve! A testre F'(t) = pt alaki,
gerjesztd erd hat, a .67 abranak megfelel6en. Amint az [[3.1l fejezetben megéllapitottuk,
a rugalmas rtd helyettesithetd egy k = 31 E/I? merevségli rugéval. A mozgdsegyenlet tehdt

LT
m
Q@
IE

a(t)

D

2.67. abra. Példa tranziens gerjesztésre: a targonca fékezésekor vagy indulasakor
a gyorsulas tipikusan nem allandd, ezért a gyorsulé rendszerben egy idében valtozo
F(t) szallité eré megjelenését tapasztaljuk.

mi + kx = pt (2.241)
alakt, azaz sztenderd alakban
k
it —r =2t (2.242)
m m

A homogén egyenlet altaldnos megoldasa (2.9) szerint
zp(t) = Cy cos(wnt) + Cysin(wyt), (2.243)

ahol w, = \/k/m.

Az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat az egyenlet jobb oldalan talalhaté kife-
jezéshez hasonld, z,(t) = At alakban keressiik, ezért ,(¢) = 0. Visszahelyettesitve a (2.242)
egyenletbe,

Foar— 2y, (2.244)
m m

amib6l A = p/k. A mozgésegyenlet megoldasa igy

x(t) = Cy cos(wyt) + Cysin(wyt) + %t. (2.245)

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a t = 0 pillanatban nyugalombél, az egyensulyi
helyzetbdl indul a lengdrendszer, azaz x(0) = 0 és #(0) = 0! A C 5 egylitthatok kifejezéséhez
sziikségiink van a sebességet megadd fiiggvényre is:

v(t) = 2(t) = —Chwy sin(wyt) + Cowy, cos(wnt) + (2.246)

SRS
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A t = 0 értéket behelyettesitve

2(0) = Cy, (2.247)

v(0) = Cy + L. (2.248)

k

Figyelembe véve az x(0) = 0 és #(0) = 0 kezdeti feltételeket, C; = 0 és Cy = —2, tehdt a
mozgastorvény

() = % (t — sin(wpt)) . (2.249)

Az eredmény szerint az idében novekvé eré hatasara periodikus rezgések alakulnak ki.
A példa arra mutat rd, hogy a gerjesztésnek nem kell periodikusnak lennie ahhoz, hogy
rezgéseket okozzon. Ehhez hasonld az a jelenség is, amikor gyorsité vagy fékezo jarmiivekben
periodikus mozgasokat tapasztalunk — példaul egy gyorsité targonca emeldszerkezete lengeni
kezd a felemelt teherrel.
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3. fejezet

Tobb szabadsagi foku lengorendszerek

Az egy szabadsagi foku lengorendszerek kapcsan mar megéllapitottuk a[Z2] fejezetben, hogy
a rezgések stabilis egyenstlyi helyzet koril alakulhatnak ki, ezért a nemlinearis egyenleteket
az egyenstlyi helyzet koriili sorfejtéssel linearizalhatjuk. Azt is megmutattuk (214l fejezet),
hogy a linearis mozgasegyenletekbdl eltiinnek a konstans tagok, ha az egyensilyi helyzettdl
mérjiik a koordinatat.

Toébb (n) szabadsagi foku rendszerek esetében hasonléan jarhatunk el. A mozgasegyen-
leteket a masodfaju Lagrange-egyenlet segitségével hatarozzuk meg. Az n szabadsagi foknak
megfeleloen felvesziink n darab ¢, ...,q, koordinatat az egyensulyi helyzettol mérve, és
felirjuk az — altalaban nemlinearis —

dor or oD oU

dt 6q] 8qj 6q] 8qj J ( )
mozgasegyenleteket. Feltéve, hogy a rendszer kis kitérésii rezgéseket végez a q = 0 egyen-
stlyi helyzet koriil — ahol q = [q1 ... ¢,]7 az dltaldnos koordindtdk vektora —, az egyenletek
linearizalhatok, igy analitikusan meg lehet hatarozni kozelité megoldasukat. Alapvetéen
kétféleképpen jarhatunk el:

1. Felirjuk a (31 (nemlinedris) egyenleteket, és azokat linearizaljuk. Ez az eljaras mindig
helyes eredményre vezet azokban az esetekben, amikor a masodfaji Lagrange-egyenlet
alkalmazhatd — tehat pl. idofiiggd geometriai kényszerek esetén is. Mivel a linedris
egyenletek mellett a nemlinearis egyenletek is rendelkezésre allnak, lehet6ség van a
linedris kozelités pontossidganak numerikus ellenérzésére (lasd B3l fejezet).

2. Egy masik megkozelités is alkalmazhaté, ha csak a linearis egyenletek meghatarozasa a
cél. Az eljaras lényege az, hogy a T, U és D mennyiségek olyan kozelité alakjat hasznal-
juk, hogy azokat a (B.]) egyenletbe helyettesitve azonnal linearis mozgésegyenleteket
kapjunk

Mg+ Cq+Kq =Q°

alakban. Ez a mddszer 6nmagaban nem alkalmazhatd, ha id6fligg6 kényszerek is korla-
tozzak a rendszer mozgasat, de id6tol fliggetlen esetben ugyanazt az eredményt kapjuk,
mint a Lagrange-egyenlet linearizalasaval. A két moddszer megkiilonboztetése érde-
kében az igy kapott linearis mozgasegyenletet mdtrixz egyiitthatés mozgasegyenletnek
nevezzik.

117
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3.1. Matrix egyiitthatés mozgasegyenlet

3.1.1. A kinetikus energia és az altalanos tomegmatrix

A megjegyzésben mar volt arrdl sz, hogy ha az energiakifejezéseket mdsodfokig sorba
fejtjiikk a megfelel6 valtozd szerint, akkor a Lagrange-egyenletben megadott derivalasok el-
végzése utan linearis kozelitésben helyes mozgasegyenleteket kapunk. Tobb szabadsagi foku
rendszerek esetében tobbvaltozos Taylor-sorfejtést kell alkalmazni. Ha nincsenek iddfiiggo
kényszerek, akkor a T kinetikus energia az altalanos sebességek masodfoku fiiggvénye, tehat
q = 0 és q = 0 koriili Taylor-soraban nincs konstans vagy a sebességben els6foku tag:

T(q,q)| —1i T I G + —1'TM'+ (3.2)
q,9 q=0, g=0 — 91 = 8(]23(]] - qi 45 = 2(1 q .
i,j= q=0
f
=my;

Itt ¢; g; egyttthatoja az M dltaldnos tomegmdtriz i, j indexti eleme:

0*T
Mij = 357>
7 0404

(3.3)

q=0

Nem mindegy, hogy melyik pont koril végezziik a linearizalast: a fenti képletben szerepld
q = 0 jelolés arra utal, hogy a kinetikus energia masodik derivaltjat az egyensulyi helyzetben
kell venni.

3.37. megjegyzés: A kinetikus energia fligghet a koordinataktol is, tehat elvileg a koordi-
naték szerint is kellene szamolni a Taylor-sort — az egyensulyi helyzetet ugyanis q = 0 és
q = 0 egyiitt adja meg. Ez azt jelenti, hogy

1 & 0T 1 & 0°T ,
=y — GG+ >, = di 45 (3.4)
2520 94945 (o 40 2521 9494 | 4o, 40
és . )
1 02T
= 4 qj (3.5)
| . .
2 i,j=1 04i0q; q=0

alaku kifejezéseknek is meg kellene jelenni a fenti sorfejtésben.

Azért nem kell figyelembe venniink ezeket a tagokat, mert ha a sebességekben maéasod-
fokti a kinetikus energia kifejezése, akkor a 9*T'/(0¢;0q;) kifejezés linedrisan fog fiiggeni a
sebességtdl, tehat a q = 0,q = 0 egyensiilyi helyzetben kiértékelve nullat kapunk.

Ebben az esetben tehéat a koordinatdktdl valéd fiiggés nem befolyasolja a linearizalt moz-
gasegyenletet, mert a koordinatak csak a mozgasi energia sorfejtésének harmad- vagy maga-
sabb fok tagjaiban jelennek meg, pl. 42 alakban. Ezt a Lagrange-egyenletbe helyettesitve
méasodfoku tagok jonnének ki — pedig éppen ezeket szeretnénk elhanyagolni.

A fentieknek megfelelden jartunk el a 251 példaban az erdgerjesztett fizikai inga moz-
gasegyenletének felirasakor is. Ezt azért tehettiik meg, mert a szogsebesség kifejezéséhez
felirhat6 a ¢ = = koordindta a szogkitéréssel x = [sin(p) alakban, amibdl & = lp cos(p). A
mozgdsi energia kozelit6 alakjanak felirdsakor ¢ = 0 kozelében alkalmazhaté a cos(p) =~ 1 ko-
zelités, igy az @ = 1 Osszefiiggés még elséfokig, az T ~ i mozgasi energia pedig masodfokig
helyes, és mar nem tartalmazza a koordinatat.

A koordinatak szerinti sorfejtésbol csak annyit vesziink figyelembe, hogy a q = 0 helyen
értékeljiik ki a derivaltat, igy mindenképpen konstans elemii lesz az altalanos tomegmaétrix.
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ARG fejezetben a kiegyensulyozatlan forgérész dltali gerjesztés példajaban lattuk, hogy
a kinetikus energia tartalmazhat az altaldnos sebességben elséfoku tagot is, lasd (Z6.4]). Eb-
ben az esetben az id6fiiggd kényszer miatt a kinetikus energia kozelité alakja nem (B.2]) alak,
ezért kilon kell kezelni a sebességben elséfoku tagjat. Erre az eljarasra a B44l fejezetben
mutatunk példat. A és fejezetekben pedig olyan eseteket mutatunk be, amikor az
idofiiggd kényszer nem vezet idofiiggd gerjesztd tag megjelenéséhez. A BAD] megjegyzés-
ben azt is levezetjiik, hogy a forgd vonatkoztatasi rendszerekben megjelené Un. giroszkopikus
matriz éppen a ([B.4) tagok felhasznéldsival szamithaté ki. &

Mivel a Young-tétel miatt a derivalasok sorrendje felcserélheto, ezért az dltaldnos témeg-
matrix szimmetrikus, sajatértéker valésakﬂ A tomeg csak pozitiv lehet, amibdl kovetkezik,
hogy a kinetikus energia egy pozitiv definit kvadratikus alak: csak zérus sebességnél nulla
az értéke, egyébként pozitiv. Ennek megfelelden az dltaldnos tomegmdtriz pozitiv definit is,
tehdat sajatértékei pozitivak.

3.1.2. A potencialis energia és az altalanos merevségi matrix

Az U(q) potencidlis energia a koordinatak figgvényében Taylor-sorba fejthet6 az egyensulyi
helyzet koriil:

1 ™M oU 1 N 02U 1
(@)la=o 0) I!ZA:Z1 9 | g 2! ”21 94045 | g ’ 2 (36)

A fenti kifejezés konstans tagja a potencialis energia nulla szintjének megvalasztasatol
fiigg, tehat megfelels valasztdssal ez a tag eltintethetd. Az un. Dirichlet-tétel szerint [4]
[7] egy konzervativ rendszer egyenstlyi helyzetében a potencidlis energidnak szélsé értéke
van, ezért az Osszes parcidlis derivaltja nulla — egyenstulyban nulla az eredé er6 minden
komponense. Ez azt jelenti, hogy a q = 0 egyensulyi helyzetben az elsofoku tag is eltiinik,
csak a masod- és magasabb foku tagok maradnak meg. Egy konzervativ rendszer egyensilyi
helyzete akkor és csak akkor stabil, ha a potencialis energianak minimuma van. Ez pedig
annak felel meg, hogy a masodik parcialis derivaltjaibdl alkotott matrix pozitiv definit.

A potencialis energia masodik derivaltjai a q = 0 egyensilyi helyzetben a K dltaldnos
merevségi matriz elemeit adjak:

pU
aQZaQJ q=0 .

(3.7)

ij

A Young-tétel miatt a merevségi mdtrix szimmetrikus és stabilis egyensilyi helyzetben
a potencidlis energia minimumanak megfeleléen pozitiv deﬁnitE Ha az egyensulyi helyzet
instabil, akkor nem jon létre rezgés, lasd a2.2.1l fejezetet. Olyan eset is elo6fordulhat, amikor
az egyensulyi helyzet a stabilitds hataran van. Ilyenkor a merevségi matrix csak pozitiv
szemidefinit lesz, legalabb egy darab nulla nagysagu sajatértékkel.

INem idealis kényszerek (strlédés) jelenlétében eléfordulhat, hogy megjelennek a mozgdsegyenletben
bizonyos gyorsuldsfiiggo tagok, melyek hozzaadhatdk a kinetikus energia derivilasaval kapott tomegmatrix
valamely elemeihez. Az igy kapott egylitthatémétrix mar lehet aszimmetrikus.

2Strlodas jelenlétében megjelenhetnek olyan tagok a mozgasegyenletben, melyeket hozzévéve a merevségi
matrixhoz, a kapott matrix aszimmetrikus lesz.
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[d6fiiggd kényszerek — pl. utgerjesztés (lasd 263 fejezet) — mellett a potencidlis energia
id6tol fuggd tagjait is kiilon figyelembe kell venni. Ebben az esetben a (B.0]) kifejezésb6l nem
csak a koordindtakban masodfoku tagokat kell megtartani.

3.1. példa: A fentiek illusztrdldsdra térjink vissza a fejezetben tdargyalt feladatra, a
nehézségi erdtérben k merevségi rugora figgesztett m tomegii test problémdjira (Z.8. és[3 1.
dbra). Tegyiik fel, hogy eldszor a rugd erémentes helyzete felett h magassagban vesszik fel
a nehézségi erd potencialis energidjanak nulla szintjét. FEkkor a rugo eromentes helyzetétil
lefelé mért y koordindtaval

1
U=-mg(h+y)+ ék‘yz.

U, T
g U
! — "
erOmentes helyzet —--&—-5-——-—- == / \* Z

| | [
- ' Y

egyensulyi helyzet --4--4--4 L. Y \1 l / E=T+U
kitéritett helyzet \ _J/

3.1. dbra. Rezgés a potencidlgédérben. A rezgé testre haté eredd eré az U
potencialis energia gradiensével, azaz z szerinti derivaltjaval ellentétes iranyban
hat: az abran mutatott helyzetben pozitiv z kitérés mellett negativ z iranyud az
ero.

Y = Yst + 2 miatt az egyensuilyi helyzettdl felvett z koordinataval

1 1 1

U= —mg(h+ys+z)+=k(yl+2"+2yq2) = kyl, — mg(h+ yo) + (kys — mg) 2+ =k2>.
2 2 st —MI)ETY

=0

=konstans

A h = —yg/2 vdlasztdssal a konstans tag akdr nulldvd is tehetd, de ezt a gyakorlatban nem
kell kiszdmolnunk, hiszen a potencidlis energia derivdltja keril be a mozgdsegyenletbe. Az
egyszeriséqg kedvéért persze mindig feltehetjiik, hogy a konstans tagot a nulla szint eltoldsd-
val eltintettik. A mehézségi erd potencialis energidjinak nulla szintjét ugyanis a rugoerd
potencialis energidjanak nulla szintjétol fiiggetlendil hatdarozhatjuk meg.

Lényegesebb, hogy az elsifoki tag az egyensily kys = mg feltételébdl kovetkezden nulla
lesz. Tehdt ha a nehézségi erd csak linedris taggal jarul hozzd a potencidalis energia kifejezé-
séhez, akkor ez eqy dllando nagysagu eronek felel meg, ezért ez a tag kiejtheto. Kovetkezés-
képpen elég csak a rugéban felhalmozott potencidlis energidt figyelembe venni U = 1/2 kz*
alakban, az eqyensulyi helyzettol felirt z koordindtdval. [

3.38. megjegyzés: A potencidlis energia grafikonjarél jol latszik (B dbra), hogy ha egy
adott zg > 0 helyzetbdl kezddsebesség nélkiil inditjuk el a testet, akkor kezdetben a mozgasi
energia nulla és az F = —grad U = —90U/0z = —kz erd negativ irdnyba — a potencidlis
energia csokkenésének irdnyaba — hat. Ez az er6 a rugderd és a nehézségi er6 ereddje, hiszen
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a z koordinatat a nehézségi er6 figyelembevételével vettiik fel gy, hogy z = 0 legyen az
egyensulyi helyzetben. Mivel a példaban csillapitatlan lengérendszert vizsgaltunk, a rendszer
E =T + U teljes mechanikai energidja megmarad. Ezért a potencidlis energia csokkenésével
parhuzamosan néni kezd a kinetikus energia, ami éppen a z = 0 egyenstlyi helyzeten torténd
athaladaskor, az U potencidlis energia minimumhelyénél veszi fel maximalis értékét. A z =0
helyzetben OU/0z = 0, ami a rugberd és a nehézségi erd egyensulyat fejezi ki.

Az egyenstilyi helyzet stabilitdsdhoz sziikséges, hogy 0*°U/02% = k pozitiv legyen. Ez
annak felel meg, hogy az egyensulyi helyzetben minimuma van a potencialis energianak,
tehat barmilyen irdnyba is probdlnank kitériteni a rendszert, néne a potencidlis energia.
Mivel az er6k a potencialis energia csokkenése iranyaban hatnak, visszatéritik a rendszert a
stabil egyenstlyi helyzet felé.

Tobb szabadsagi fokt rendszerek potencidlis energidja mar az altalanos koordinatak tobb-
valtozos fliggvényeként irhatéd fel. A stabil egyensulyi helyzet ilyenkor is a ,potencialgdodor
aljan”, az U(q) figgvény minimumhelyénél taldlhaté (3.2 /a dbra). A minimum feltételébol
kovetkezik, hogy egyenstilyban a Q = —grad U = —[0U/dq1 0U/dqs ...]T altalanos erd
nulla. Ha stabil az egyensulyi helyzet, akkor barmilyen kis Aq vektorral kitéritve a rendszert
az egyensiilyi helyzetbdl, a potencialis energia megnd. Ekkor a megfelelé potencidlos eronek
olyan értelmiinek kell lennie, hogy a rendszer tjra kozelebb keriiljon az egyensilyhoz. Ezt a
feltételt matematikailag az fejezi ki, hogy a

oq __[oU
q |g=0 94:04; |
9*U

derivalt tenzor negativ definit, azaz a K = [ By 3%}01:0 merevségi matrix pozitiv definit [4 [7].

Ha az egyensiilyi helyzet nem a potencidlfiiggvény szigori minimumhelye, akkor a sta-
bilitds hataran van a rendszer. Ilyenkor a merevségi matrix egyik sajatértéke nulla, ami
allando6 sebességli (in. merevtest-szer(i) mozgasnak felel meg. Egy ilyen esetet targyal a[3.42]
megjegyzés. A megfelelé potencialfiiggvényt a B2l /b dbra szemlélteti.

3.2. dbra. A potencidlfiiggvény szemléltetése. Az (a) esetben az origé stabil,
a (b) esetben a stabilitas hatdran van. A berajzolt palyak egy anyagi pont po-
tencidlis energidajanak valtozasat mutatjak egy lehetséges mozgas soran. A nyilak
az adott [q1 qo]T helyzethez tartozé Q = —grad U(q) altaldnos erd vektorral
parhuzamosak.
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3.1.3. A disszipativ potencial és az altalanos csillapitasi matrix

A disszipativ potencial — a kinetikus energidhoz hasonléan — az altalanos sebességek masod-
foku figgvénye (ha nincs id6fligg6 kényszer, mint pl. utgerjesztés esetén), tehat a

1 & 02D 1
D(QaQ)|':0, :OZ—Zf QiQ‘Jr"':—chqu....
4 4 2! ij—=1 8(],8% q=0 J 2
——

=cij
sorfejtéssel bevezetheté a C dltalanos csillapitdasi matriz, melynek i, j-edik eleme

o %D
= 9g:04,

q=0

3.39. megjegyzés: A csillapitas azzal jar, hogy a testek mechanikai energiaja hévé, tehat a
széhasznélataval a surlédas, kozegellendllds, csillapitds — azaz a disszipdcio — kovetkeztében
a rendszer teljes energidja ugyan megmarad, de a makroszképikus mozgas mikroszkopikus
mozgassa alakul at, az entrdpia né. Az ilyen folyamatok irreverzibilisek, azaz megfordit-
hatatlanok. Ez azzal hozhaté kapcsolatba, hogy a termikus rezgések tisztdn mechanikai
targyaldsahoz az Osszes részecske mozgasegyenletét fel kellene {rni, ami a gyakorlatban le-
hetetlen. Statisztikus fizikai mddszerekkel viszont targyalhaté a disszipacié folyamata, és
ennek kapcsan megmutathatd, hogy — a sebességtol linearisan fiiggd disszipacié mellett — a
csillapitdsi matrix is szimmetrikus és pozitiv definit [11]. &

3.1.4. A matrix egyiitthatés differencidlegyenlet felirasa

Ha hat olyan aktiv eré (vagy nem idedlis kényszererd) is, ami nem potencidlos, akkor az
altalanos eré komponenseinek eddig figyelembe nem vett, a Q" vektorba rendezett részét
az erék teljesitményébdl szamithatjuk ki a (2I41) és (ZI42) képletek alapjén, figyelembe
véve a [Z22] megjegyzést. Lehetséges, hogy — a [Z4] példahoz hasonléan —, a teljesitmény
alapjan kiszamitott altaldanos er6 komponensek a koordinatak vagy a sebességek nemlinearis
kifejezései. Ebben az esetben ezeket is linearizalni kell.

Helyettesitsiik be az energiakifejezések

1
TzaqTMq,

1
U%aqTKq, és

1
Dz§qTCq

kozelité alakjait a masodfaju Lagrange-egyenletbe!l Igy a nem potencidlos altaldnos erd
komponensek figyelembevételével az alabbi linearis mozgasegyenletet kapjuk:

Mg + Cq + Kq = Q*. (3.8)

Ez a t6bb szabadsdgi fokiu rendszerek matriz egyiitthatos differencidlegyenlete. Ez az egyenlet
mar linearis! Az egyenletben szereplé matrixok és vektorok n szabadségi fokt rendszerek

3A 0T /0q; tag id6tdl fiiggetlen kényszerek mellett masodfoki a sebességekben (14sd aB37] megjegyzést),
tehat a linearizalt egyenleteket nem befolyasolja.
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esetén n x n illetve n méretiiek, azaz
M eR”™™ CeR™, KeR™, Q" eR" é qeR"

Ha van olyan gerjeszté hatas, amit pl. az idofiiggd kényszerek miatt nem tudtunk fi-
gyelembe venni, akkor a mozgasegyenletbdl hianyzo tagokat a masodfaju Lagrange-egyenlet
megfelel6 tagjainak felirasaval lehet levezetni. Erre az eljarasra a [3.4.4] fejezetben mutatunk
példakat.

3.2. Csillapitatlan szabad rezgés

3.2.1. Sajatkorfrekvenciak és lengésképek

Gerjesztetlen esetben a mozgasegyenlet homogén lesz, tehat
Mg+ Cq + Kq = 0. (3.9)

Az egyenlet megoldasa kiilonbozé frekvenciaju csillapodd rezgések kombinacidjaként fejez-
het6 ki, n szabadsagi fok esetén 2n kezdeti feltétel alapjan. Ennek a meglehetésen bonyolult
alakil megoldasnak a pontos kiszamitasa altalaban nem sziikséges vagy gyakorlatilag nem is
lehetséges: az esetek tobbségében a sok szabadsagi foku rendszerek kezdeti feltételeit nem
ismerjiikk pontosan, és a rendszer paramétereinek — elsésorban a csillapitasnak — a meghata-
rozasa is meglehetosen nehéz. Ha van csillapitas, akkor a megoldas hamar le is cseng.

A gyakorlatban inkabb annak van jelent6sége, hogy a gerjesztett rendszer hogyan visel-
kedik, hogyan ,valaszol” kiillonboz6 frekvenciajia gerjeszté hatasokra. Kiilondsen nagy amp-
litudéju rezgések alakulhatnak ki, ha a gerjesztés frekvenciakomponensei az an. rezonancia-
frekvenciak kozelében vannak, ezért ez a szitudcié — a mérnoki értelemben vett rezonancia
— altaldban kertilend6. A rezonancia kirfrekvenciak kis csillapitas mellett jo kozelitéssel
megegyeznek a csillapitatlan rendszer sajatkorfrekvenciaival, ahogy az 1 DoF esetben lat-
tuk (Z202)). Ez az oka annak, hogy nagy gyakorlati jelent6sége van a csillapitatlan szabad
rezgést leird

Mqgq+Kq=0 (3.10)

egyenletnek. Keressiik a fenti egyenlet megoldasat
q(t) = Ae™’ vagy q(t) = Ae™™
alakban! A fenti fiiggvények mésodik derivaltja
q(t) = —wy,? Aetint
alaki, amit behelyettesitve a ([BI0) mozgasegyenletbe, az alabbi egyenletet kapjuk:
(~w®™ + K) Ae*r’ = 0.

Az egy szabadséagi fokii esethez hasonléan (lasd a (Z4) egyenletet), az e*™nt kifejezés nem
lehet nulla, csak ¢ — (—o0)-ben tart nulldhoz. Tehat az exponencidlis fiiggvénnyel tudunk
egyszerusiteni:

(~wM+K)A =0. (3.11)
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Ez egy homogén linedris egyenletrendszer az A lengéskép vektor elemeire. Az A = 0 trividlis
megoldads az egyensulyban, nyugalomban 1évé lengérendszernek felelne meg. A rezgéseknek
megfeleld nemtrividlis megoldas 1étezésének feltétele, hogy

det (—w,"M + K) = 0. (3.12)

Ezt az egyenletet frekvenciaegyenletnek nevezziik, ebbol hatarozhatjuk meg az w, paraméter
lehetséges értékeit, a csillapitatlan rendszer sajdtkorfrekvencidait. A determinanst kifejtve a
frekvenciaegyenlet

(—=1)"det M w, >+ (—=1)" P dy g (W) (=1)" 2 dpy g (W) 2+ -+ det K =0 (3.13)

alaki, tehat w,2-nek n-ed fokt polinomja, ahol n a szabadsagi fok. Stabil egyenstlyi helyzet
koriili rezgések esetében az M és K matrixok pozitiv definitek. Ekkor a frekvenciaegyenlet
minden w,? gydke pozitiv, és az egyenletben szerepld d; tényez6k (i = 0,...n; dy = det K,
d, = det M) is mind pozitivak, tehat a frekvenciaegyenlet egyiitthatéinak eljelei a (—1)
alakt szorzotényez6k miatt valtakoznak (alterndlnak). Ez a tulajdonsdg felhaszndlhat6 az
egyenlet ellendrzésére.

3.40. megjegyzés: A frekvenciaegyenlet fent emlitett tulajdonsagait a kovetkez6 gondolat-
menettel bizonyithatjuk. A [BII]) egyenletet A vel (tehat az A vektor komplex konjugalt-
janak a transzpondltjaval) balrél szorozva

A" (-w™M+K)A =0, (3.14)
amibol T
A KA
wp? = —=——. (3.15)
A MA

Ha K és M pozitiv definitek és A valds vektor, akkor ez a kifejezés pozitiv, hiszen A £ 0.
Ha komplex lenne az A lengéskép vektor, akkor A = A, + ¢A; alakban lehetne kifejezni,
ahol A, és A; mar valés vektorok. Ebben az esetben két-két pozitiv definit alak 6sszegeként
fejezheto ki a szamlalo és a nevezo, példaul

A'KA = A,TKA, + A;"KA;, (3.16)
&

tehat wy? ekkor is pozitiv [T0].

Ezt felhasznalva alkalmazhaté a frekvenciaegyenletre a Descartes-féle el6jelszabaly [2]:
egy valos egyiitthatoju polinom pozitiv gytkeinek szdma egyenlo az egyiitthatok el6jelval-
tasainak szamaval, vagy annal paros szammal kisebb. Az wy,?
ciaegyenletnek n + 1 egyiitthatdja van, tehdt csak akkor lehet az Osszes gyOke pozitiv, ha
ezek az egytitthatdk valtakozo eldjeltiek. Ez azt jelenti, hogy az el6jelek alternalasa sziikséges
feltétele a gyokok pozitiv voltdnak.

-re nézve n-ed foku frekven-

A det (—w,*M + K) = 0 frekvenciaegyenlet megolddsdval w,?-re kapunk pozitiv gyoko-
ket, amibdl a sajatkorfrekvencidk — melyek természetesen szintén pozitivak:

wnlgwn2§"'§wnn-

Tehat a legkisebb sajatkorfrekvenciat jeloljiik wy,-gyel.
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3.41. megjegyzés: A frekvenciaegyenletbdl szamithatd sajatkorfrekvencidk és az egy sza-
badsagi fokii esetben hasznélt wy? = k/m sajatkorfrekvencia definicié kozotti kapesolat tisz-
tazésa érdekében irjuk 4t a (B12) egyenletet a determindnsok szorzéstétele alapjan:

det (—wHQM + K) = det (—WHQE i KM—l) detM =0 = det (—WHQE + KM—l) —0,

ahol E az egységmatrix. Tehéat a frekvenciaegyenlet wy?-re adédé gyokei a KM ™! matrix
sajatértékei. Bzt lattuk az egy szabadsagi foki esetben is, hiszen wy,? = k/m.

A sajatkorfrekvencidk meghatérozasahoz n szabadsagi foki esetben egy wy,2-ben n-ed foki
polinom gyokeit kell megkeresni, ami n > 4-re csak kivételes esetekben oldhaté meg analiti-
kusan. Tehat mar viszonylag kis méretli linearis mechanikai rendszerek vizsgalatahoz is nu-
merikus médszereket kell alkalmazni. Sok gyakorlati esetben a merevségi matrixban szerepld
szamoknal néhany nagysagrenddel kisebbre adddik a tomegmatrix elemeinek a szamértéke.
Mint a (BI3) egyenletbdl latszik, ez ahhoz vezet, hogy a determindns szdmitdsok miatt sok
nagysagrendnyi kiilonbség lesz a frekvenciaegyenlet egytitthatéi kézott. Ez a gyokkeresés fel-
adatat rendkiviil pontatlannd teheti, tehat ezt a szituaciét lehetdleg el kell keriilni. Gyakran
alkalmazott médszer, hogy az w,? valtozé helyett példdul az (w,/10)? vagy (wy/100)? val-
tozéra oldjak meg a frekvenciaegyenletet, ugyanis igy kozel azonos nagysagrendiivé tehetok
az egyitthatok. Segithet olyan mértékegység haszndlata is, mellyel a matrixok elemei ha-
sonl6 nagysagrendiiek lesznek. Koriilbeliil 20 szabadséagi fok felett viszont mar annyira nagy
kiilonbségek adédnak, hogy nem célszerii a determinans szamitast alkalmazni. A nagy sza-
badsagi foku rendszerek sajatkorfrekvencidinak szamitasara specialis gyokkeresé modszereket

hasznélnak [I§]. &

A mozgésegyenlet megoldasanak kovetkezo 1épése az A lengéskép vektorok meghataroza-
sa. Ehhez vissza kell helyettesiteni a sajatkorfrekvencidkat a (BI1]) egyenletbe:

(~enM+K)A; =0, j=1,...,n

Mivel az egyiitthatomatrix determinansa nulla (a frekvenciaegyenlet szerint), az A; vektor-
ra végtelen sok nem trivialis megoldas talalhatd, melyek konstans szorzoban kiilonboznek.
A szamitds egyértelmiivé tétele érdekében a lengéskép vektorok els6 elemét 1-nek szoktak
vélasztani — hacsak nem nulla. Igy mér a tobbi elem egyértelmiien szdmithaté. Ha nulla az
egyik lengéskép vektor els6 eleme, akkor azt 1-nek valasztva ellentmondasra jutunk az egyen-
letrendszer megoldasa sordn. Ebben az esetben egy masik, feltehet6en nem zérus elemet kell
1-nek valasztani.

3.2.2. A mozgas idobeli lefolyasa és a lengésképek fizikai tartalma

Minden lengésképhez két lehetséges alapmegoldas tartozik, melyek az exponencidlis fiiggvény
kitevGjének elGjelében kiillonboznek. Ennek a 2n darab alapmegoldasnak a linearis kombina-
cibjaként kapjuk a csillapitatlan szabad rendszer mozgasegyenletének altalanos megoldasat:

a(t) = > BijA; ' + By Ay e, (3.17)

j=1

ahol a By; és By; egytitthatok komplex szamok. Valos értékdl koordindtakat csak akkor kap-
hatunk, ha ezek egyméas komplex konjugaltjai. Az 6sszegben szereplo kifejezések atirhatok
a (2J) egyenletben bemutatott médon az alabbi trigonometrikus alakba:

a(t) =Y CijA; cos(wnjt) + CojA;jsin(wy;t) = > C; Ajsin(wyt + €;). (3.18)

J=1 J=1
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Az itt szereplé Cy;, Cy; illetve C; és €; konstansok a 2n kezdeti feltétel alapjan hatérozhatok
meg.

Ha azonos jellegiiek az altalanos koordinatdak (mindegyik elmozdulds- vagy mindegyik
szogkoordinata), akkor a lengéskép vektorok dimenziétlanok, és a C; egyttthaték mérték-
egysége adja meg a q(t) vektor mértékegységét. Viszont ha keverednek a koordinaték, akkor
a q(t) mozgastorvény vektor elemeinek, valamint az M, C és K egyiitthatématrixok eleme-
inek a mértékegységei kiillonbozoek lesznek, ezért a lengéskép vektorok elemeinek is meg kell
adni a mértékegységét.

Latszik a ([B.I8) altalanos megoldasbdl, hogy a kezdeti feltételek megfelelé megvalaszta-
saval elérhetd, hogy C; =0, j # k és Cy, # 0 legyen. Ekkor a megoldasbol csak

q(t) = Ck Ak sin(wnkt + 5k)

marad, tehat egy wy; korfrekvenciaju lengés. Mivel az Aj vektor mindegyik eleme be van
szorozva sin(wy,t + €;)-val, az dsszes dltaldnos koordindta azonos korfrekvencidval, azonos
fdzisban vadltozik. Ebbdl mar latszik, hogy mi a lengéskép vektorok fizikai tartalma: a k-adik
lengéskép vektor az egyes koordinatak lengési amplitidoinak az ardnyait adja meg abban a
specialis esetben, amikor csak az wy sajatkorfrekvenciaval torténik a rezgés. Az altalanos
egyiitthatok a kezdeti feltételektdl fliggenek, azok megfelelo megvalasztasaval elvileg elérhetd,
hogy csak a kivalasztott lengésképnek megfelel6 lengés alakuljon ki. Ennek a legegyszertibb
moédja az, hogy a lengésképnek megfeleld kezdeti kitérésekkel, és nulla kezdeti sebességgel
inditjuk a mozgast.

A kovetkezo fejezetben latni fogjuk, hogy a lengésképek segitségével jol szemléltethetOk az
egyes frekvencidkhoz tartozo rezgések. Ez alapjan mar a tervezési folyamat soran ellendrizni
lehet, hogy a vizsgalt szerkezet pontjai nem mozognak-e tulsdgosan nagy kitéréssel a jellemz6
gerjesztés hatasara. Gépjarmivek esetében fontos, hogy a motor tipikus fordulatszamainal
(példaul alapjaraton) lehetéleg csak kis amplitudéju rezgések alakuljanak ki az utastérben.
A vizsgalt szerkezet tomegeloszlasat vagy geometridjat megvaltoztatva elérheté a kivant
cél. Példaul a sebességvalto kar lengései csokkenthetok a valtd végén 1évo gomb tomegének
megfelel6 megvélasztasaval.

A lengésképek alapjan az is lathatéva valik, ha a szerkezet egyes pontjai nem mozognak
az adott sajatfrekvenciaval torténd lengés soran. Az ilyen pontokat csomdpontnak nevezziik;
térbeli mozgas soran a csomoépontok csomévonalakba rendezédnek. A csomévonalak szabad
szemmel is lathatéva tehetOk, ha egy lemezre finom szemcséjii port (mék, kristdlycukor,
stb.) szérunk, és valamelyik sajatkorfrekvenciaval gerjesztjiik a rendszert, a abranak
megfeleloen. A lemezre szért anyag a csomévonalak mentén koncentralédik a rezgés soran.
Megjegyezziik, hogy a peremfeltételektol — példaul a vizsgalt rezgd test rogzitésének modjatol
—is fiigg, hogy milyen sajatkorfrekvenciak és lengésképek alakulhatnak ki (lasd példaul a34Z]
példat és a fejezetet). Ennek megfelel6en eltorzulnak a csomévonalak, ha megfogjuk
a 3.3 abran vazolt rezgo lemez valamelyik pontjat.

3.2.3. Példak a sajatkorfrekvenciak és lengésképek kiszamitasara

3.2. példa: Matematikai kettésinganak nevezzik a abrdan lathato, két nyijthatatlan,

elhanyagolhato tomegi fondlbol és két pontszerinek tekinthetd testbol dllo lengdrendszert.
Az eqyszeriiség kedvéért azt az esetet vizsgaljuk, amikor a két test témege €és a két fondl

hossza megeqyezik: m = my = mo, | = 1 = ly. Altaldnos koordindtdknak a fonalak figgéleges
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3.3. Abra. A csomdévonalak szemléltetése elektromagneses gerjesztével razott le-
mezre szort por segitségével.

Y

0]

O.
msy

|

| ~,
/o
[

3.4. Abra. Matematikai kettésinga.

helyzettol mért szogkitéréseit vilasztjuk: g1 = o1 €s qo = o, tehdt az dltaldnos koordindtdk

vektora
_| ¥
! [ 0 ] '
A kinetikus energia
1 1
T = §mvf + §mv§.

Az egyes tomegpontok vi €s vy sebességuektorai a helyvektoruk derivdlasaval szamithatok a
legkonnyebben. Az dbra szerint felvett (x,y) koordindta-rendszerben

| Ilsin(¢) | gy cos(gr) ,
= [ —lcos(¢1) ] - Vi= [ lpr sin(py) °

—lcos(py) — lcos(pa) Iy sin(pr) + 1o sin(gs)

A vy sebességquektor kifejezésében a @q-et tartalmazo tagok a szallito sebesség komponenseit,
a po-t tartalmazo tagok pedig a relativ sebesség komponenseit adjik. A sebességuektorok
kifejezéseit behelyettesitve a kinetikus energia képletébe,

. l Isin(ipr) + Isin(ipy) ] L [lgbl cos(p1) + liga cos(i2) ]

1
T = om 203 + P33+ 2%01n cos(pr — )]
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A potencidlis energia nulla szintjét vegyiik fel az O csukld magassdgdban! Igy a potencidlis
energia kifejezése

U = —2mgl cos(p1) —mgl cos(pz).
Nincsenek csillapito- vagy nem potencidlos erdk, ezért D =0 és Q* = 0.

A kovetkezokben felirjuk a matematikai kettésinga kis kitérések mellett érvényes moz-
gasegyenletét két maodszerrel: 1) a mdsodfaji Lagrange-egyenlettel, 2) a mdtriz egyitthatds
differencidlegyenlet segitségével. FEzutdn meghatdrozzuk a sajatkorfrekvenciakat és a lengés-
képeket a paraméterek figguényében.

Mozgasegyenlet a masodfajii Lagrange-egyenlettel levezetve

Mivel két szabadsdgi foku a rendszer, két
dor or ou
E&Pi - Opi Oy B
alaki mdsodfaju Lagrange-egyenletet kell felirnunk. Szamitsuk ki el0szor a @1 és a py szerinti
derivaltakat:

0, i=12.

ar 1 5 . 5 .

N =5m [4l P11+ 217¢ps cos(pg — gol)} . (3.19)
A teljes idd szerinti derivdlt szdmitdsa sordn figyelembe kell venni, hogy a szogkoordindtdk is
fiiggenek az iddtél, tehat d/dt cos(pa — 1) = —sin(ps — ©1)(Pa — P1):

dor 1

oo = 2" 41731 + 2@, cos(pa — 1) — 20%¢y sin(pa — ¢1)(p2 — ¢1)] - (3.20)
A kinetikus energia fligg a koordindtdktol is, ezért
or 1 9. . .
Do =5m {2[ P12 sin(pg — cpl)} .
Végiil a potencidlis energia derivaltjat kell kiszamitani:
ou
— = 2mgl si . 3.21
5o = 2mgl sin(i) (321)
Hasonlo eredményeket kapunk a po és o szerinti derivdaldsokkal is:
aor 1 .. .
o =gm _2l2g02 + 20%p1 cos(py — gol)} : (3.22)
dor 1 ... . . . .
3 05, =gm _2l2g02 + 20231 cos(ipy — 1) — 2021 sin(pa — 1) (P2 — @1)} , (3.23)
or 1 ¢ L.
90 2" —20%¢1¢0 sin(ps — wl)} ; (3.24)
ou
92s = mgl sin(py). (3.25)

A kapott kifejezéseket behelyettesitve a Lagrange-egyenletbe, a kévetkezd nemlinedris moz-
gdsegyenleteket kapjuk:
2mi (1 + mi*@y cos(py — 1) — mi*ps sin(ps — @1) + ml2p1ps sin(py — @1)
— ml*¢1py sin(ps — @1) + 2mgl sin(p;) =0 (3.26)
Mm@ +mi*P1 cos(pa — 1) +ml*@7 sin(ps — 1) — ml’P1pa sin(pe — ¢1)
+ml%p1ps sin(ps — @1) +mgl sin(ps) = 0 (3.27)
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Az egyenletek elsé sordban a (320) illetve (3Z23) kifejezések szerepelnek. Ldthatd, hogy a
kinetikus energia koordindta szerinti derivadltjdval (ezek az egyenletek mdsodik soranak ele-
jén vannak) ellenkezd eldjeli tagok jelentek meg az elsé sorok végén, ezért lehetdség van az
egyenletek eqyszeriisitésére.

Az egyenleteket a o1 = py = 0, o1 = Yo = 0 helyzet koril linearizdlva kapjuk a kis
kitérésekre érvényes mozgdsegyenleteket:

2mil* Py + ml*@s + 2mgl @1 = 0,
ml*py +ml*@y + mgl oy = 0. (3.28)

A linearizdalds sordn minden olyan tag kiesik, ami vagy az dltaldnos sebességek, vagy a koor-
dindtdk elsonél magasabb foku kifejezése. Példdul

¢35 sin(ps — 1) &0,

hiszen harmadfoki (3 o2 alaki) a legalacsonyabb fokszdmii tag a Taylor-sordban.

Mozgasegyenlet a matrix egyiitthatos differencidlegyenlettel levezetve

A kinetikus energia dltalanos sebességek szerinti, illetve a potencidlis energia dltaldnos koor-
dindtdk szerinti elsd derivdltjait o (313), (323) illetve o (321), (F23) egyenletek adjik mey.
Ezért az dltalanos tomegmatrix és az daltaldnos merevségi matriz elemeinek meghatdrozasahoz
mdr csak ezeket a kifejezéseket kell még egyszer derivdlni.

A kinetikus energia kétszeres derivdltjait matriz alakba rendezve és az eqyensiulyi helyzet
koordindtdait behelyettesitve kapjuk az dltalanos tomegmdatrixzot:

| 0T B 2m/? mi? cos(ps — 1) | 2mi* mil?
| 0909, o | mi* cos(pa — 1) mi? S T ml2 omi? |
A merevségi matriz elemeit a potencialis energia derivaldsdbol kapjuk meg:
| U | 2mgl cos(p1) 0 | 2mgl 0
99095 | (o 0 mgl cos(ps) SR 0 mgl |’

Ezekkel a matrizokkal felirhato a matrixz eqyiitthatos differencidlegyenlet:

.. o 2 2 1 gbl 2 0 gpl o O
Mg+Kq=0 = mlll 1][@ + mgl 01 o |~ o

A szorzatok kifejtésével ellendrizhetd, hogy ezek az eqyenletek megfelelnek a Lagrange-egyenlet
alapjan kiszamitott (3.28) linearizalt mozgdsegyenleteknek.
Sajatkorfrekvencidk és lengésképek

A sajdatkorfrekvencidk a frekvenciaegyenletbol hatdrozhatok meg:

—2wn?ml? + 2mgl —wy2ml?
—wy2ml? —w2ml? + mgl

m2lt wyt — Am?Bg wy® + 2mPg*l? = 0.

det (—wn21\/I + K) = } =0,

Y
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Ldthatd, hogy az egyenlet egyiitthatéinak vdltakozik az elbjele, és wy* egyiitthatdja det(M),

a konstans tag pedig det(K). Az egyenlet gyokei m>I*-nel vald egyszeriisités utin kénnyen
kiszamithatok: ,
toadurel =0 = wl,=T(2+42)
Wn 7 Wn i Wiy = 7 .

Innen a sajatkorfrekvencidk

wm:\/gw—\/ﬁ és anI\/?\/%L\/Z

ahol a szokasos jelolésnek megfelelden wy, a kisebb sajdtkorfrekvencia.

A kovetkezd feladat a lengésképek meghatdrozisa. w, = wy-et helyettesitve a (F11))
egyenletbe eqy olyan homogén linedris eqyenletrendszert kapunk, melynek két egyenlete ossze-
fiiggé. A frekvenciaegyenlet teljesilése ugyanis éppen azt jelenti, hogy a (Z11l) egyenlet
eqyitthatomdtriza szinguldris. Az egyenletek dsszefiiggdsége miatt a mdtriz mdsodik sordt
nem is érdemes kiirni:

[ —2w2ml? + 2mgl  —wyimli? ] [ A ] - [ 0 ]

0 0 (3.29)

Ennek az egyenletnek végtelen sok, eqymastol konstans szorzoban kilonbézo megolddsa van
az Ayy, Ais elemekre. Mivel szamunkra csak a lengéskép vektor elemeinek az ardnya fontos,
legyen Ay = 1! Ezzel a vdlasztdassal a (3.29) egyenletrendszer elsd egyenlete

(—2wn%ml2 + 2mgl) 1 —wiml?- Ay =0,

amibdl

—2wptmi? 4+ 2mgl  2g
= —2=V2
wWatmi? lwy? V2

A12 =

Hasonloan kapjuk wy, = wny behelyettesitésével, hogy Asy = —\/2, tehdt a két lengéskép vektor

1 . 1
Al—[ﬂ‘| €S AQ—[_ﬂ]
A lengéskép vektorokat az inga [30 szerkezeti abrdja segitségével szemléltethetjiik.

A g = po sz6g maximalis értéke — az alsé inga lengésének amplitiddja — mindkét esetben
V/2-sz6r nagyobb abszolit érték(i, mint a ¢; = o1 sz6g maximuma, de a masodik lengéskép
esetében ellentétes fazisban mozog az inga also és felsé része. Ezért az A, lengéskép abrajan
megfigyelhetd a csomopont, mely az inga mozgasa soran végig a helyén marad.

3.3. példa: Sorbakapcsolt tomeg-rugé lanc 1. A abrdn eqy két hasabbol és hdrom
rugébdl ¢l lanceszert lengérendszer lathatd. Irjuk fel a mozgdsegyenleteket a mdtriz eqyiitt-
hatés differencidlegyenlet segitségével az egyensilyi helyzettél mért q = [x; xo]T abszo-
lat koordindtikkal, majd hatdrozzuk meg a sajatkorfrekvencidkat és lengésképeket! Adatok:
my =mg =1 kg és ky = ky = kg = 100 N/m.

A kinetikus energia

1 1
T = amll'% + émgi‘g,



3.2. Csillapitatlan szabad rezgés

131
\ \
i i
i i\
i\ i
i \\ | \\
1\ 1\
‘ o
? /|
|\\ /l
t\ po
A I
\
, -2
V2 \ csomopont /;! V2
Wnt, Ax Wna, Az Py

3.5. dbra. A matematikai kettGsinga lengésképeinek szemléltetése

3.6. dbra. Sorba kapcsolt tomeg-rugé lanc.

a potencidlis energia pedig

1 1 1
U= ék/’l{f% + 5]@’2(1‘2 - IL‘1)2 + 5[631‘3

Ezek alapjin differencialdsok utan szdmithato az dltaldnos tomeg- és merevségi mdtrix:

. my 0 o 1 0 . k’l -+ k’g —k?g
és felirhato a frekvenciaegyenlet:

—mleQ + /{71 + /{72 —/{72

—ks —Mgwy? + kg + k3
~ | 200 — w2 —100
- —100 200 — wy,?

det (—wn21\/[ + K) =

Jol latszik, hogy ugyan csak két nagysdgrendnyi kilonbség van a tomeg kg-ban és a merev-
ség N/s-ban kifejezett szamértékei kozitt, a frekvenciaegyenlet egyiitthatdi kézott mar négy
nagysagrendnyi eltérés van. Eqy hasonlo, n szabadsdgi foki rendszernél mar 2™ nagysdgrend-
nyi eltérést taldlndnk, ami mdr komoly szamitdsi problémdkat okozhat sok szabadsdgi foku

rendszerek frekvenciaegyenletének megolddsa soran. Az egyenletet dtirva

10 (ﬁ)4 — 400 102 (E)Z 130000 = 0. azaz
10 10 o

wy\ 4 Wy \ 2
) g (22 =
<10) <10> +3=0

200 —100
—100 200

= wy* — 400 w,? + 30000 = 0.

N

m
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alakra, az egyiitthatok azonos nagysdgrendiivé tehetdk, és (w,/10)*-re mdr pontosabban szd-
mithato az egyenlet két gyoke:

Wny\ 2 rad )’ Wno\ 2 rad )’
) =0 (2 s (2
10 S 10 S

amibdl gyokvonassal és tizzel valo szorzdssal kaphatok a sajdtkorfrekvencidk:

d d
woy =10 2€ 0 L, = 10v3~ 17,3 229, (3.30)
S S

A lengésképek meghatdrozdsdihoz valasszuk mindkét lengéskép vektor elsd elemét 1-nek, tehdt
legyen Ay = A9y = 11 A lengéskép vektorok mdsodik (A1 és Ass) elemeinek a meghatdroza-
sahoz a

_ 2 _
(—wn?MJrK)Ai:l Mg+ btk k?Hj 1:[0], i=1,2.
: : i2 0

egyenletrendszert kell megoldani. Mivel ennek az egyenletrendszernek a két egyenlete lined-
risan 6sszefiigq, elég csak az eqyiitthatomatrixz elsd sordat figyelembe venni. Ebbdl

ky + ko — W2 200 — wy?
_ it sz Min; _ 100w Loi—1.0 (3.31)

A

Behelyettesitve wy; helyére a (330) értékeket, A1o =1 és Ay = —1 adodik, amibél a lengés-
kép vektorok

AF[” és AF[_ﬂ. (3.32)

Bar a lengéskép vektorok a szerkezeti abra segitségével is szemléltethetok, ldncszerd rend-
szerek lengésképeit gyakran a kitérésre merdlegesen rajzoljak fel. A7 dbranak megfelelden,
altaldban a rugomerevségek reciprokaival, azaz a rugéallandokkal aranyos tdvolsagokban ve-
szik fel a lengéskép wvektorok egyes elemeit. Az igy kapott pontokat egyenes szakaszokkal
osszekdtve, a rugok egyes pontjainak elmozduldsat is lehet szemléltetns.

A lengésképek olyan specialis rezgéseknek felelnek meg, amikor a két test wy, frekvencidval
azonos iranyban, illetve wyy frekvencidaval ellentétes iranyban mozog. Ez utobbi esetben — az
A, lengéskép abrajan jol lathato modon — kialakul eqy csomopont, azaz olyan pont, mely nem
mozog a rezgés soran. A csomopontot akdr rogzitettnek is tekinthetjik, és helyettesithetjik a
ko rugdt eqy kb és egy ki merevségli rugoval. Mivel ezek sorosan kapcsolt rugdk,

i, = 1 i, azaz a rugédllanddkkal kifejezve wy + wy = ws. (3.33)
ky kb ko

Az Ay lengésképnek megfeleld rezgés soran a két hasdb egqyszerre veszi fel a szélsé helyzetét,
ezért a csomdpont akkor marad egyensilyban, ha kb -1 = kI - Agg, tehdt 1/wl = Ag/wh. Ez
azt jelenti, hogy a rugodllandokkal aranyos tdvolsigban felvéve a lengéskép vektor elemeit, az
0sszekdtd vonalak metszéspontja helyesen adja meg a csomopont helyét. [ )

3.42. megjegyzés: Ha k; = k3 = 0 (B8 dbra), akkor a két hasabbdl és egy rugdbdl al-
16 lengérendszer nem kapcsolédik a kérnyezetéhez (megvaltoztak a peremfeltételek), és igy
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3.7. dbra. Tdmeg-rugé lanc lengésképei kétféle abrazolasban.

megvaltozik a feladat jellege is. A példaban kiszamolt témegmatrix valtozatlan marad, de a

merevségi matrix
- [ ke —ky] [ 100 —100] N
K= l —ky ko ] B l ~100 100 ] m (3:34)

lesz. Konnyen ellenérizheto, hogy det K = 0, tehat ez mar nem pozitiv definit matrix. Ez
Osszhangban van azzal, hogy a lengorendszer barmilyen x1 = xo helyzetben — azaz amikor
nyujtatlan a rugd — egyensulyban lehet. Ezek a helyzetek nem stabilak, csak a stabilitas
hatarhelyzetében vannak.

3.8. abra. Két hasabbdl allé, merevtest-szerii mozgasra is képes ,,szabad” rugé-
lanc.

Wni, Al Wna, A2

3.9. dbra. Merevtest-szeriti mozgasra is képes rugélanc lengésképei.

A frekvenciaegyenlet azonos m tomegi testek esetében

2
—miwn” + k2 —k o4 2 _
ko ke | Wn 200 wy,“ = 0.
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Ennek a negyedfoki egyenletnek a gydkei: 0,0,10v/2, —10/2.

A T3] megjegyzésben lattuk, hogy a sajatkorfrekvencidk a karakterisztikus gyokok kép-
zetes részének abszolut értékeként szamithaték, mig a valds rész a csillapitassal kapcsolatos.
Ez igy van tobb szabadsagi foku rendszerek esetében is (lasd B44] megjegyzés). Ebben a fel-
adatban nincs csillapitds, tehat mindegyik karaktersztikus gyoknek nulla a valds része. Ebbol
az kovetkezik, hogy a sajatkorfrekvencidk koziil a kisebbik, w,; = 0 valdjaban két egybeesd,
nulla értéki gyoknek felel meg, ami a ([Z96]) egyenlet szerint a lengérendszer merevtest-szerti,
haladd mozgasat irja le. Az ehhez tartozé lengéskép vektor

A= H , (3.35)

ami szerint x1(t) = x2(t), azaz a két test ugyanakkora sebességgel halad (B9l abra).
A mésik sajatkorfrekvencia és lengéskép wyo = 102 ~ 14,14 rad/s, illetve

Ay = [_h_] - l_ﬂ . (3.36)

Ez az eredmény azt jelenti, hogy a két test kozos tomegkdzéppontja (stilypontja) — ami egytttal
a csomoépont — egyenes vonali egyenletes mozgast végez, és a testek ekoriil rezegnek wys
sajatkorfrekvenciaval. Mivel a csomépont ebben az esetben éppen a rugd felénél van, a
rendszer két azonos lengérendszerre bonthaté szét a csomoépontndl. Ezek a lengérendszerek
egy m = my = my tomegl testbdl és a feladat jeloléseivel wh = wh = wy/2 rugdallanddj,
tehdt k = 2ko merevségli rugdbdl dllnak. Ez alapjan is kiszdmolhaté a sajatkorfrekvencia:

wno = +/2ko /m. &

3.4. példa: Sorbakapcsolt tomeg-rugd lanc II. Oldjuk meg az el6z6 feladatot a q =
(1 @]T altaldnos koordindtakkal, ahol To relativ koordindta. FEz azt jelenti, hogy T az
meo tomeqgt test mq-tol mért tavolsaganak valtozdsdt — a ko merevségii rugé megnyulasat —
adja meg, €s igy To = 0 az egyensulyi helyzetben. Az xo abszolut és Ty relativ koordindta
kapcsolatat o [310. dbra szemlélteti.

X1 X2
||-> |v—>
I
gl ! :
! |
i ; 7
>~ L2
ma ma W

3.10. abra. Témeg-rugo lanc az Ty relativ koordinataval.

Mivel az mo tomegi test abszolit helyzetét az vo = x1 + T9 koordindta irja le, a mozgdsi
energia kifejezése

1 1
T = —mlzt% + —mgi‘g =

) 1 . -
2 5 mlx? + —mo (7 + $2)2>

1
2 2
a potencidlis energia pedig

1 1 1
U= akll‘% -+ §k2j§ -+ 5]@’3(1‘1 + i‘g)Q.
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A tomeg- és merevségi mdtrizok:

. my -+ mg Mo . 2 1 . k1—|—]€3 ]{Z3 . 200 100 E
M—l ms mJ—L Jkg’ K‘[ ks k2+k3]_l100 QOO]m'

Ezekkel a mdtrizokkal ugyanazok a sajdtkorfrekvencidk jonnek ki, mint az eredeti x1, x
koordindtdkkal, de a lengéskép vektorok mar mdsok lesznek, mint az el6z6 feladatban vizsgdlt
esetben:

AF[H, AF[H. (3.37)

A lengéskép vektorok masodik elemei éppen 1-gyel kisebbek mint az eredetileg vdlasztott abszo-
lut koordindtakkal. Ez természetes, ha arra gondolunk, hogy az mo témegii test mozgdsat az
mq-hez képest vizsgdljuk, tehdt példdul a két test azonos sebességii mozgdsdt az Ay = [1 0]T
vektor adja meg. A példabal latszik, hogy mig a sajatkorfrekvencidk egyértelmien jellemzik a
vizsgadlt lengorendszert, a lengéskép vektorok nem egyértelmiek, mert a vdlasztott koordind-
taktol fiiggenek. [ )

3.43. megjegyzés: Ha k; = k3 = 0, akkor a példaban kiszdmolt témegmatrix ismét valto-
zatlan marad, de a merevségi matrix

N 0 0 0 0 N
K‘lo @]‘lo 100]5 (3.38)

lesz. Ekkor det K = 0, és az egyik — a kisebbik — sajatkorfrekvencia nulla: wy; = 0. &

3.3. Numerikus szimulacio

Nemlinearis rendszerek linearizalt mozgasegyenlete csak kis kitérések mellett szolgaltat elfo-
gadhato pontossagii megoldast. Ha a linearis kozelités mar nem alkalmazhaté, akkor nume-
rikus szimuldcioval vizsgalhatjuk a nemlineéris mozgésegyenleteket A numerikus szimula-
ci6 a linearizalt mozgéasegyenletek megoldasanak el6allitasara és ellendrzésére is hasznalhato,
hiszen példaul a sajatkorfrekvenciak meghatarozasara is numerikus algoritmusokat kell hasz-
nalni a sok szabadsagi foki esetekben, a [B.4T] megjegyzésnek megfelelGen.
A differencidlegyenletek numerikus megoldasara kidolgozott matematikai modszerek al-
talaban
y=1f(y,t), yeR" (3.39)

alaku — tehat elsérendil — egyenletekre alkalmazhatok. A legelterjedtebb médszerek az Fuler-
modszer és a Runge—Kutta-mddszer valtozatai [18]. Kiilonosen széles korben hasznéljak az
un. negyedrendi Runge-Kutta-moddszert. A lehetséges szamitasi algoritmusok bemutatasat
mell6zziik, mivel ezek az eljardsok szamos matematikai programcsomagban megtalalhatok.

Ebben a fejezetben az in. Cauchy-atirds alkalmazasat mutatjuk meg, amivel a gyorsulast
tartalmazo — tehdat méasodrendi — differencidlegyenleteket ([B.39) alakira lehet transzformal-
ni. A médszer lényege az, hogy az altaldnos sebességeket 1j valtozéknak tekintjik. Igy
n szabadsagi foki esetben az n darab masodrendii differencidlegyenletbél m = 2n darab
elsorendii egyenletet kapunk.

4 Bizonyos esetekben a numerikus szimuldcié is csak korldtozottan alkalmazhaté. Példiul elég nagy
kitérések mellett a matematikai kettGsinga mozgasa kaotikus, tehat gyakorlatilag elorejelezhetetlen moédon
viselkedik.
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Eqgy szabadsagi foki esetben egyetlen masodrendii egyenletet kell két elsérendii egyenletté
transzformalni. Az els6 1épésben 1j valtozdkat kell bevezetni a g altalanos koordinéata helyett:
Y1 = q és ys = ¢. Az elsorendti differencidlegyenlet-rendszer elsé egyenlete 1, = ys lesz, ami
az eredeti jeloléssel a ¢ = ¢ azonossagnak felel meg. A masodik egyenlet abbdl adddik, hogy
az altalanos gyorsulds — tehat ¢, — kifejezheto az altalanos koordinataval és az altalanos
sebességgel, azaz y,-gyel és yo-vel.

3.5. példa: Az eqy szabadsdgi foku, csillapitott és harmonikusan gerjesztett lengdrendszer
mozgdsegyenletének sztenderd alakja

& 4 2Cwnd 4wy’ = fow,® cos(wt).

A Cauchy-dtirashoz 1j koordindtdkat vezetiink be:
_fw]_[=
Yo l v ] l i ] |

g = | _ Yo _ fi(y1, y2, 1)

Ua —2CWny2 — Wa Y1 + fown® cos(wt) folyr y2,t) |
ami mdr [339) alakd. Valdjiban csak az ys-vel jeldlt dltaldnos sebesség uj vdltozé. Az x
daltaldnos koordindtdt tovabbra is haszndljuk, csak a formdtum egységessé tétele érdekében
vezetjik be helyette az y, jelolést. [ )

Ezzel

Tobb szabadsagi foku rendszerekre is igaz, hogy a mozgasegyenletek az dltaldnos gyor-
suldsoknak — azaz az altalanos koordinatdk mésodik derivaltjainak — a linedris kifejezései.
Példaul a kettds inga ([B.20) és (B27)) egyenletei koziill mindkettében megtaldlhato @y és @,
de csak az els6 hatvanyon. Ez azt jelenti, hogy az altalanos gyorsuldsok (elég dltaldnos fel-
tételek mellett) killon-kiilon is kifejezheték csak az altaldnos sebességekkel és az altaldnos
koordinatakkal. Ha ezt megtettiik, akkor alkalmazhat6 a Cauchy-atirds az egy szabadsagi
foku rendszerek kapcsan bemutatott médon.

3.6. példa: A matematikai kettdsinga egyenleteinek Cauchy-dtirdsa. Az eqyszeriség kedvé-
ért csak a linearizdlt

2mil Py + ml*@s + 2mgl 1 = 0,
ml%@Gy + ml*G; + mgl s = 0.

egyenletek datirasat mutatjuk be, a nemlinedris (3268) és (327) egyenletek dtirisa hasonléan
végezhetd el. Vezessiink be 1j vdltozokat a kévetkezd modon:

Y1 ®Y1

— | V2| _| ¥2
V= Y3 o1
Ya D2

Ezekkel a jeldlésekkel datirhato a differencidlegyenlet-rendszer

U1 = Ys,
Y2 = Ya,
2mil?ys + mi*yy + 2mgl y, = 0,
ml*ys +ml*js +mgl yo = 0
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alakba. Ez az eqyenletrendszer mdr csak elsérendi derivdltakat tartalmaz, de még nem felel
meg a (339) egyenletnek, hiszen a harmadik és a negyedik egyenlet nem csak egy vdlto-
20 derivdltjat tartalmazza. A (3-43) egyenletbdl kivonva a (343) egyenletet, ys kifejezhetd.
Visszahelyettesitve a (3.43) egyenletbe, megkapjuk y, kifejezését is:

g
Y3 = 7(y2 —2uy1),
. 29
mz—;@y—m%

A fenti két egyenlet a (340) és (341) egyenletekkel egyiitt mar (3.39) alaki egyenletrendszert
alkot. ®

Altaldnosan, egy
Mq + Cq+Kq=Q"

s sz

az

[ Y1 | —Ch_
_ Un _ || =4
A T Q1 _[Q]
_y2n | _Qn_

vektor bevezetésével térhetiink at elsérendii egyenletre. Mivel az altalanos gyorsulas vektora
kifejezheto
qg=-M"'Cq-M'Kq+M'Q

alakban, a Cauchy-atirassal kaphato elsérendli differencidlegyenlet-rendszer

S’E[g]:l_MolK _MIch?J*lMOlQ*]'

s sz

ra. Ha tudjuk, hogy a rendszer rezgése milyen frekvenciakomponenseket és azokhoz tartozo
periddusidOket tartalmazhat, akkor ezek alapjan hatarozhatjuk meg az idélépést. A BA] pél-
déban vizsgalt lengérendszer esetében T = 27 /wq és Ty = 27 /w a két jellemzd periédusidé.
Periodikus, de nem harmonikus gerjesztés szamos frekvenciakomponenst tartalmazhat, me-
lyeket a gerjeszté jel fiiggvényalakjanak ismeretében Fourier-sorfejtéssel (lasd 261 fejezet)
hatarozhatunk meg.

Ha ismertek a rezgés jellemzo periddusai, akkor az id6lépés javasolt értéke

1

Az Un. adaptiv modszerek automatikusan allitjak be az idélépést, a megkivant pontos-
sagnak megfelelGen.

°Ha a gerjesztés fiiggvényalakjat nem ismerjilk, de mérni tudjuk, akkor a mért jel Fourier-
transzformdcidjival hatarozhaték meg a frekvenciakomponensek. A gyakorlatban az in. gyors Fourier-
transzforméciét (FFT) hasznéljak.
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3.44. megjegyzés: A 2I3] megjegyzésben lattuk, hogy egy egy szabadsagi foku lengé-
rendszer esetében hogyan lehet meghatarozni a sajatkorfrekvenciat és a relativ csillapitdsi
tényezOt. Az ott részletezett mddszer altalanosithatd tobb szabadsagi fokt lengbrendszerek

esetére is. Ha a
0 I

H=| Mk _MIC

egylitthatématrix valamelyik A; sajdtértéke valds, akkor az annak megfelel6 sajatvektor olyan
kezdeti kitéréseket és sebességeket ad meg, melyek mellett éppen az et fiiggvény szerint tart
a kitérés a nulldhoz. Ez a tilcsillapitds esete. A valds sajatvektorok linedris kombinacidiként
eloallo kezdeti feltételekbdl inditva a rendszert, a mozgas rezgés nélkil csillapodik.

Ha van egy komplex konjugdlt sajatérték par (A; = \;), akkor a valés rész és a képzetes
rész alapjan meghatarozhato a hozza tartozd csillapitatlan és csillapitott sajatkorfrekvencia,
valamint a ¢; moddlis relativ csillapitdsi tényezé (1asd 270) és ([293)):

—Re;
wni = i, wa; = [ImAil, G = .
|Adl
Minden komplex konjugélt gyokpar egy megfelel6 sajatfrekvenciaju lengésnek felel meg. Tet-
sz0leges kezdeti feltételek mellett ezek linedris kombinacidja valésul meg. &

3.4. Harmonikusan gerjesztett rezgések

A tobb szabadsagi foku linearis lengérendszerek esetében is kitiintetett gyakorlati jelento-
séggel bir a harmonikus gerjesztés esete — ennek okait mar kifejtettiik a 2.6.1] fejezetben az
egy szabadsagi foku rendszerek kapcséan.

Most azt az esetet vizsgaljuk meg, amikor a

Mg+ Cq+Kq=Q"

differencialegyenlet jobb oldalan szerepld altalanos erd egy szinuszos és egy koszinuszos tag
osszegeként irhato fel, azaz

Q" = Qo sin(wt) + Qo cos(wt), (3.45)

ahol n szabadsagi fok esetén

QSO € Rna QCO € R".
A fenti kifejezés természetesen atirhato
Q" = Qq sin(wt + ¢)

alakra is, egy megfelel6 e fazisszog bevezetésével.

3.4.1. A stacionarius megoldas meghatarozasa

A fentiek szerint a tobb szabadsagi fokd, harmonikusan gerjesztett, linearis lengérendszer
mozgasegyenlete a legaltalanosabb esetben

Mq + Cq + Kq = Qo sin(wt) + Qo cos(wt) (3.46)
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alaki. Az egy szabadsédgi foku esethez hasonléan (lasd fejezet), ennek az egyenletnek
a megoldéasa is a homogén egyenlet altalanos megoldasanak és az inhomogén egyenlet egy
partikuldris megoldasanak az 0sszegébol allithato eld.

Tobb szabadsagi fokt esetben a csillapitas jelentosen megneheziti a homogén egyenlet
megoldéasat. Viszont mivel a homogén egyenlet megoldéasa lecseng, gyakran elegend¢ is, ha
csak a staciondrius megoldast szamitjéak ki. A stacionarius (dllandésult) megoldast

q,(t) =L cos(wt) + N sin(wt) (3.47)

alakban keressiik, ahol n szabadsagi foka rendszer esetén L és N is n elemt vektor: N € R"”,
L € R™. A fenti kifejezést id6 szerint derivalva:

q,(t) = —Lw sin(wt) + Nw cos(wt) és
§,(t) = —Lw? cos(wt) — Nw? sin(wt).

Ezeket a kifejezéseket visszahelyettesitve a (B.40) mozgasegyenletbe egy meglehetdsen nagy
méretii vektoregyenletet kapunk. Ez az egyenlet két kiilon egyenletre bonthaté a sin(wt) és
a cos(wt) egyiitthatéinak megfelelen, ugyanigy, mint az egy szabadsagi foku esetben (lasd

&.194)):

cos(wt) egyiitthatéi:  — w?ML + wCN + KL = Q, (3.48)
sin(wt) egyiitthatéi: — w?*MN — wCL + KN = Q. (3.49)

Matrix alakba rendezve

—w*M + K wC L| | Q.
e —w2M+K] [N] - [ Qu ] (3.50)

Ebben az egyenletben a matrix 2n x 2n, a két vektor pedig 2n x 1 méretli. Az egyenlet jobb
oldalan &all6 vektor elsé eleme az els6-, masodik eleme a masodik altalanos eré komponens
koszinuszos részét adja meg. Hasonldéan, n szabadsagi foka rendszer esetén az n + i-edik
elem az i-edik altalanos eré komponens szinuszos része.

B50) egy inhomogén linearis egyenletrendszer, aminek csak akkor van megoldésa, ha
az egylutthatomatrix determinansa nem nulla. Ennek kapcsan érdemes megvizsgéalni azt az
esetet, amikor pl. csak koszinuszos jellegli a gerjesztés és nincs csillapitas. Ekkor a (B.50)
egyenletrendszer két fliggetlen egyenletrendszerre esik szét, melyekben L és N egytitthato-
matrixa megegyezik:

(—wQM + K) L = Q., (3.51)

(™M +K)N =0. (3.52)
Az els6 egyenlet inhomogén, aminek akkor van megoldasa, ha

det (—w?M +K) #0.

A maésodik — homogén — egyenletnek mindenképpen van egy megoldasa: N = 0. Nullatol
kiilonbozd, nemtrividlis megoldds csak akkor lehetne, ha det (—w?*M + K) = 0 lenne. Ez
azonban nem teljesiilhet, mert ez ellentétes az elsé egyenletre megfogalmazott feltétellel.
Tehat csillapitas nélkiili esetben N = 0, azaz 0 vagy 7 radidn a faziseltolodas a gerjesztés és
a valasz kozott, ugyanigy, mint az egy szabadséagi foka esetben (256 dbra).
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A ([B52) egyenlet megfelel a sajatkorfrekvencidk és lengésképek kiszdmitasa soran hasz-
nalt (BI0) egyenletnek. Tehat ha nincs csillapitds, és a gerjesztés korfrekvencidja megegyezik
valamelyik sajatkorfrekvenciaval, akkor az egyiitthatomatrix determinansa nulla. Koévetke-
zésképpen a ([B.52) egyenletnek elvileg lehetne ugyan nemtrividlis N # 0 megoldasa is, vi-
szont ekkor a (351 egyenletnek nem lenne megoldasa. Ez az eset az egy szabadsagi fokui
rendszerek kapcsan a 6.2 fejezetben mar emlitett, matematikai értelemben vett rezonan-
cia. Rezonancidban nem (B47) alakd a mozgastorvény — lasd ([Z2I0) —, ezért nem jelent
ellentmondést, hogy ilyenkor nem oldhat6 meg a (B.51)) egyenlet. A rezonancia kozelében
mindegyik koordinéta kitérése (L elemei) naggya valik, ami altalaban elkeriilends. A rezo-
nancia jelenségével a fejezetben foglalkozunk bévebben.

3.4.2. Ero- vagy nyomatékgerjesztett rendszerek stacionarius meg-
oldasanak meghatarozasa

3.7. példa: A[ZT] dbran vizolt mechanikai rendszer elemei kis kitérési lengéseket végeznek
a vizszintes sikban. Az dltaldnos koordindtdk vektora q = [py  po]T. A ridra M(t) =
Mpg cos(wt — e1) gerjesztéd nyomaték, a korongra pedig F(t) = Fp sin(wt + 9) gerjesztd erd
hat. Hatdrozzuk meg az dallanddsult lengés amplitudojdat és fazisszogét, és szamitsuk ki a ko
merevséqgli rugoban €bredd erd legnagyobb értékét!

A

3.11. abra. Rudbdl és korongbdl &ll6 2 DoF' gerjesztett lengérendszer M (t) =
Mp cos(wt — 1) nyomaték- és F(t) = Fp sin(wt + 2) erdgerjesztéssel.

A rendszer kinetikus energidja
1 . 1 .
T= 591b<ﬁ% + 592%03,

ahol ©1, = 1/12 myl? és Ogp = 1/2 mar? + maa® a két test B illetve F ponton dtmend
tengelyre szdmitott tehetetlenségi nyomatéka. Ebbol az dltaldnos tomegmdtriz

Oy o]

M:l 0 Oy

A potencidlis energia

1 1
U= ékrl(agol)Z + §k2(l902 — ap1)?,
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amibél kétszeres derivdlassal kapjuk az dltaldnos merevségi matrixzot:

(/{71 + /{ZQ)CLZ —kgla

K= —kola kol?

Az erd- és nyomatékgerjesztésnek megfeleld dltalanos eré komponenseket a teljesitmény kife-
jezésébol szamithatjuk ki:
P =Mpg cos(wt —e1) - wi + Fp sin(wt + &9) - vp.

Mivel az Mp nyomaték azonos értelmii mint az wi = [0 0 ¢1]7 szdgsebesség, viszont
az Fp erd irdnya ellentétes az (x,y,z) koordindta-rendszerben felirt vp = [lga 0 0]7
sebesséquektor iranydval, a teljesitményt az aldbbi alakban adhatjuk meg:

P = Mg cos(wt —e1)p1 — Fp sin(wt + €2)lps. (3.53)

Ugyanakkor a (Z-171) egyenlet szerint a teljesitmény kifejezhetd az dltalanos erdkkel és se-
bességekkel is:

P=0Q, o1 + Qs ¢o. (3.54)
(3.53) és (3-54) dsszevetésébdl

Q1= Mp cos(wt —e1) = Mp cos(ey) cos(wt) + Mp sin(ey) sin(wt),

T T
Qo = —Fpl sin(wt + £9) = —Fpl sin(eq) cos(wt) —Fpl cos(ez) sin(wt).
—— ——
:Q2C :QQS

A fenti egyenletekben megjeloltik a két dltaldnos eré komponens szinuszos €s koszinuszos
osszetevoinek egyiitthatoit, ugyanis ezekbol allithato ossze a gerjeszto erd amplitiudoit tartal-
mazo vektor.

A gerjesztett rendszer staciondrius megolddasaban szerepld Ly, Lo, N1, Ny egyiitthatok a

(Z520) egyenlet alapjan felirt

—w2@1b + (kl + /{ZQ)CLZ —kgla 0 0 L1
—k2la —w2@2f -+ kng 0 0 L2 .
0 0 —wz@lb + (k’l + k‘z)(lz —k’gla, N1 N
0 0 —k‘gl(l —u}2@2f + k’gp N2
Q1 Mg cos(ey)
QQC _ —FDZ Sin(Ez)
- le o MB SiIl(El)
(Qas —Fpl cos(e)

linearis egyenletrendszer megolddsdval hatdrozhatok meg.
Az ko merevségli rugoban ébredd erd a rugo két végének elmozduldsdbol szamithato:

Fk2 = ]{32 (ZQOQ — (l(pl).
Mivel az dllandosult dllapotban ¢, (t) = Ly cos(wt) + Ny sin(wt) és @a(t) = La cos(wt) +

Ny sin(wt), ez az erd

Fy, = kQ((LQl — Lia) cos(wt) + (Nol — Nya) sin(wt))
—_———— S

=z, =xs
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alakban fejezhetd ki, ahol bevezettik az x. és x4 jeloléseket. A maximdlis rugéerd meghatd-
rozasdhoz a (Z11]) egyenlethez hasonld dtalakitdst kell végrehajtani:

Fy, = ko /22 4+ 22 sin(wt + 9).

Mivel a szinuszfiigguény -1 és 1 kizotti értékeket vehet fel, a mazximdlis rugoerd
Fkg mam:kQ \/xg—FSUg ‘

3.8. példa: Lancszerii leng6rendszer gerjesztett rezgései. Vizsgdaljuk meg a[33] pél-
daban wvizsgdlt ldncszert rendszer gerjesztett rezgéseit abban az esetben, amikor F(t) =
Fy cos(wt) erd hat az mo tomegi testre! Adott Fy = 10 N eréamplitids és w = 10 rad/s
gerjesztési korfrekvencia mellett hatdarozzuk meg gy az my tomeg nagysagdt, hogy az ms to-
megt test nyugalomban maradjon a staciondrius rezgés soran! A [3.3] példanak megfelelden
mgzlkg éSk'l:k’Q:k’g:lOON/m

gl . L1 . L2
— —
ki : ko ——> F(t) ks

3.12. abra. Erdgerjesztett tomeg-rugo lanc. F(t) = Fy cos(wt).

A [33] példaban madr meghatdaroztuk a témeg- és merevségi matrizot, de most my értéke
ismeretlen:

my O]:[ml O]k K:[k1+k2 —ky ]:lmo —100] N

M:l 0 my 0 1 —ky  ky+ ks ~100 200 | m’

A kovetkezd lépés az dltalanos erd vektoranak meghatdrozdsa. Ehhez irjuk fel a gerjesztd
ero teljesitmeényét:
P = F(t)i,.

A teljesitmény kifejezésében x1 egyiitthatoja lenne az dltalanos erd vektor Q1 komponense,
ami most nulla. &5 egyiitthatdjabol Qu = F(t), tehdt a mozgdsegyenlet

Mg + Kq = Qg cos(wt), azaz kifejtve
my 0 Zi‘l k’l + ]{32 —]{32 T . 0
v [ ][R ] e
Mivel csillapitatian a lengorendszer, a partikularis megoldast kereshetjiik
q, = Xo cos(wt) (3.55)

alakban. FEzt azért tehetjik meg, mert csillapitis nélkil — az eqy szabadsdgi fokiu esethez
hasonléan — a gerjesztés és a megoldds (vilasz) fazisa vagy azonos, vagy ellentétes (ezzel
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kapcsolatban ldisd a (F53) egyenlet megolddsdarol leirtakat). A fenti prébafigguényt vissza
kell helyettesiteni a mozgdsegyenletbe, amihez sziikség van a masodik derivaltjdra:

G, = —w?Xy cos(wt).
Visszahelyettesités utan a
—w? MX, cos(wt) + KX cos(wt) = Qq cos(wt)

egyenletre jutunk, aminek minden t idépontban teljesilnie kell. Tehdt cos(wt)-vel egyszeri-
sithetiink, és igy

(—w® M+K) X, = Qo (3.56)

Adott rendszerparaméterek mellett ebbél mar meghatdrozhato lenne az Xqo vektor mindkét
eleme, tehat tényleg megfeleld volt (354) alakban keresni a partikuldris megolddst.

Most nincs megadva az my tomeg; ezt abbol a feltételbdl lehet meghatdrozni, hogy az Xq
vektor mdsodik eleme nulla kell legyen. Tehdt ebben az esetben is két ismeretlen van az
egyenletben: my és Xo elsé eleme — amit Xoi-gyel jelolink. A (320) egyenlet tehat igy
fejtheto ki:

—ks —mow? + ky + k3
200 — m1w2 —100 X01 . 0
—100 200 — w? 0 110 |7

Az egyenletrendszer elsd egyenletébdl

[ —m1w2 —+ ]{31 —+ ]{32 —]{32 ‘| [ XOl ]

(—m1w2 + k‘l + k‘g)X()l = 0,
amibél a keresett my témeg

b+ ks 200
o2 100 &

my

Az egyenletrendszer masodik sordbol az my témegi test staciondrius rezgésének maximdlis
nagysagu kitérésére Xogp = —0,1 m adodik. A negativ eldjel arra utal, hogy a gerjesztéssel
ellentétes fazisban mozog a test.

Tehdt az my témeg megfelelé meguvdlasztisival zérussd tehetd az mo tomegi test amp-
litidoja az dllandosult dllapotban, pedig éppen arra a testre hat a gerjeszté erd. Az ilyen
tulajdonsdgu lengorendszereket dinamikus lengésfojtonak nevezik.

Ha az mo tomegti testet lerdgzitenénk, akkor az mq tomegi testbol és a ki, ko merevséqgi
rugokbol dllo eqy szabadsdgi fokiu lengdrendszernek

k1 + ko
my

Wn =

lenne a sajdtkorfrekvencidja (ldsd o[22 fejezetet), ami az my tomeg fenti megvdlasztdsdval
éppen megegyezik a gerjesztés korfrekvencidjdval. [
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3.4.3. Rezonancia és antirezonancia

Az el6z6 példaban bemutatott jelenséget — amikor egy tobb szabadsagi foku lengérendszer
valamelyik elemének az amplitidéja nulla kozelivé valik egy bizonyos gerjesztési frekvencian —
antirezonancidnak nevezik. Az antirezonancia jelenségének nemcsak dinamikus lengésfojtok
tervezése soran lehet jelentosége, hanem példaul rezgésmérések kiértékelése kapcesan is.

A sajatfrekvenciak kisérleti meghatarozasanak egyik modja a vizsgalt rendszer elektro-
magneses gerjesztovel torténd gerjesztése, és a kialakuld rezgési amplitidok mérése. Az
egyszeriség kedvéért vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor egy egy szabadsagi foka rendszert
helyeziink a gerjesztore!

3.13. Abra. Elektromagneses gerjesztével vizsgalt lengérendszer, és annak me-
chanikai modellje.

A feladat a BI3l abran lathato, rugalmas rudra szerelt m, tomegi tomegpontbdl al-
16 lengorendszer sajatkorfrekvenciajanak meghatarozasa. Feltételezziik, hogy a csillapités
elhanyagolhat6. A riad rugalmassagabol szamithatd merevség k,. Azonban ha a vizsgalt
mechanikai rendszert egy elektromégneses gerjesztore szerelve vizsgaljuk, akkor magat a
gerjesztot is figyelembe kell venniink a mechanikai modell felallitasa soran.

Tételezziik fel, hogy a gerjesztd egy m, tomegti, k, merevségii lengérendszerrel modellez-
hetd, melyre F'(t) = Fysin(wt) gerjeszté er6 hat! Ez azt jelenti, hogy a gerjeszté és a vizsgalt
egy szabadsagi foku rendszer egytittese mar két szabadsdgi fokiu modellel irhato le, a B.13
abranak megfelelGen.

A feladat megolddsa soran az alabbi adatokat hasznaljuk: m, = 1 kg, my, = 0,5 kg,
ky = k, =200 N/m. A gerjeszt6é er6 amplitudéja Fy = 1 N, az w gerjesztési korfrekvenciat
pedig valtoztatjuk a mérés soran.

Az altalanos koordinatak vektora a két tomegpont abszolut elmozduldsat adja meg az
egyensulyi helyzettél mérve: z, a gerjeszto, x, pedig a vizsgalt m tomegli tomegpont elmoz-
dulésa:

q= l%] . (3.57)

A kinetikus energia kifejezése:

(3.58)

amibdl az altaldnos tomegmatrix

M = [mg O] - [0’5 01 k. (3.59)
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A potencidlis energia
1 1
U= ékgxz + 51@@(% —z,)% (3.60)

aminek a kétszeres derivaltjaibol szadmithato az altaldnos merevségi matrix:

kg +Fk, —k,| |400 —200| N
K= [ ~ky Ky 1 a [—200 200 ] m’ (3.61)
A gerjeszt6 ero teljesitménye:
P = F(t)t,, (3.62)
ezért az altalanos ero vektora
Q= lFOO] cos(wt). (3.63)
A frekvenciaegyenlet
det(—w,*M + K) = wn4mgmv — wy? (myky +mgk, +myk,) + kgk, = 0, (3.64)
amibol a két sajatkorfrekvencia
d d
wny = 93643 2% &y, = 30,2045 28 (3.65)
s s

A vizsgalandé, egy szabadsagi foku lengérendszer sajatkorfrekvenciaja — amit ki szeretnénk
mutatni a mérés soran — az adatok alapjan

K d
Wy = 1) 2 — 14,1421 22€ (3.66)

My, S

A kovetkezOkben arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy hogyan ismerhetok fel ezek a
korfrekvenciak a gerjesztett rendszer mért amplitudoi alapjan.
Mivel a csillapitast elhanyagolhatonak tekintjiik, a partikularis megoldast

v

qy, =L cos(wt) = lég] cos(wt) (3.67)
alakban kereshetjitk. (B.51) szerint az L, és L, egyttthatokat — azaz a gerjeszté és a vizsgalt
test rezgésének amplitudojat — a

(- +K)L =Qq (3.68)
egyenlet megolddsaval szamithatjuk ki, ahol Qo = [Fy, 0]7. Az egyenletet kifejtve,
—Loky + Ly(ky + ky — mgw?) = Fy, (3.69)
Lgky, + Ly(ky — mw?) = 0. (3.70)
Ennek a megoldasa

I Fo(ky — myw?)
I koky — (mgky +my(k, + ky))w? — mymyw?t’
Fok,
koky — (mgky + my(ky + ky))w? — mgmyw?’

L, =
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—0.02 +

—0.04 +

3.14. abra. A gerjesztl kitérése a gerjesztési korfrekvencia fiiggvényében.

Ha a gerjeszté L, kitérését a gerjesztési korfrekvencia fiiggvényében abrazoljuk, akkor a [3.14]
grafikont kapjuk. Itt megfigyelhetd, hogy a kitérés mindkét sajatkorfrekvencia koézelében
megno, azaz rezonancia tapasztalhaté. Az L, egyiitthaté mindkét sajatkorfrekvencidnal
el6jelet valt, ami azt jelenti, hogy a gerjesztéshez viszonyitott fazisa ellentétesre valtozik.
Az egy szabadségi foku rendszer wy, sajatkorfrekvencidjandl az L, egyiitthat6 értéke nulla,
azaz itt tapasztalhat6 az antirezonancia. Mivel L, elGjele is megvaltozik itt, a gerjesztéshez
viszonyitott fazis is megfordul. Ha az L, egyiitthaté abszolut értékét abrazoljuk, akkor a
rezonanciagérbéhez hasonlé dbrat kapunk (I8l abra).

| Lg|[m]
0.05 +

€
£
€
g
£
=}
[\

0.04 +

0.03 +

0.02 T+

0.01 +

O R ==y —wr—wr—w——s M

3.15. Abra. A gerjeszt6 kitérésének abszolit értéke a gerjesztési korfrekvencia
fliggvényében.

A gerjesztore szerelt, vizsgalt test mozgéasat jellemz6 L, egyiitthatot és annak abszolut
értékét a és BI7 abrakon abrazoltuk. Megfigyelhetd, hogy a vizsgalt test kitérése is
megno mindkét sajatkorfrekvencianal, ahol a fazisszog is megfordul. Azonban ezeken az
abrakon nem jelenik meg az antirezonancia jelensége.

Ha tisztan a gerjesztére tett egy szabadsagi fokd rendszer vizsgalata a célunk, akkor
célszerl a két egytitthatd ardnyat vizsgdlni:

Lo b (3.73)

L,  ky—myw? 1—=X%
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—0.02 +

—0.04 +

3.16. abra. A vizsgalt rendszer L, kitérése a gerjesztési korfrekvencia fiiggvényé-
ben.

| Ly|[m]
0.05

(S
2

Why Wno
1

0.04
0.03

0.02 1

0.01 A1

O LT X

0 20 30 40 w

3.17. &bra. A vizsgalt rendszer |L,| amplitiddja a gerjesztési korfrekvencia fiigg-
vényében.

ahol A = w/wy, a frekvenciahdnyados. Ez mar megegyezik az egy szabadsigi foku, csillapi-
tatlan rendszer nagyitasi diagramjaval, amint a [3.18 abra mutatja.

Az eredmények szerint a gerjesztés sordan nem mindegy, hogy a gerjeszté erdnek (mint
ebben a példaban) vagy a gerjeszté kitérésének az amplitudéjat tartjuk-e allandé értéken a
mérés soran. Ez utébbi ugyanis a kordbban vizsgalt ttgerjesztés esetének felel meg, tehét
ekkor kozvetleniil kimérheté a gerjesztore tett egy szabadsagi fokt rendszer sajatkorfrek-
vencidja. Erdemes megjegyezni, hogy az elektromégneses gerjesztSk teljesitménye korldtos,
ezért a sajatkorfrekvencia kozelében nem képesek a rezonancianak megfelelo nagy kitérés
megvalositasara.

3.4.4. A matrix egyiitthatos differencidlegyenlet hasznalata idofiig-
g0 kényszerek esetén

Ha idotdl kozvetleniil fliggd kényszerfeltételek korlatozzak a rendszer viselkedését, akkor a
gerjesztésnek megfeleld altalanos eré6 komponensek nem szamithatok a matrix egytitthatos
differencidlegyenlet Bl fejezetben részletezett felirdsi modszerével. Az ilyen jellegii felada-
tok vagy a mésodfaju Lagrange-egyenlet altal szolgéltatott nemlinearis egyenletek lineariza-
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Lv/Lg Wn2

1

20 + !
i

|

1

15+ !
1

!

1

10 1 1
|

|

1

5 i
i

|

1

0 } 1 t
0 20 30 40 w

modszerre mutatunk példakat.
3.9. példa: Utgerjesztés rugén keresztiil (fé1 jarmiimodell). A kéttengelyes jarmiivek

eqyszert — eqy merev testbol és két rugobol felépitett — két szabadsagi foki mechanikai modellje
lathato a[3.19. dbrdn.

3.19. abra. Jarmii ttegyenetlenség altali gerjesztése és a megfelel fél jarmiimo-
dell. Az idéfiiggd kényszerfeltétel: u(t) = ug sin(wt).

Az m tomegii és Oy tehetetlenségi nyomatéku jarmii mozgdsdnak leirdsdra bevezetett dl-
taldnos koordindtdk q = x és g = . Ezek kozil x a sulypont fiiggoleges elmozduldsa az
egyensulyi helyzettol lefelé, mig ¥ a karosszéria megddlése az oramutato jdrdasdval eqyezd
iranyban mérve. Az eqyszeriség kedvéért az ttegyenetlenség dltali gerjesztést csak az elsd
keréken wvessziik figyelembe, azaz a modellben gy tekintjik, hogy a ki merevségi rugo also
végpontja az eldirt u(t) = uy sin(wt) fliggvény szerint mozog. A feladat a mozgdsegyenletek
levezetése.

A rendszer mozgdsi energidja

amibél az daltaldnos tomegmdtriz
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Mivel most kiilonbozo jellegiiek az dltalanos koordindtdk, a tomegmdtriz elemeinek is kiilon-
bozoek lesznek a mértékegységei:

B kg kg m
[M]_[kgm kgmzl'

Amint o [31] példiban mdr ldttuk, a konstans tagok kiesnek a linearizalt mozgdsegyen-
letbél, ha az egyensulyi helyzettél mérjik a koordindtdkat. Ebben a feladatban ez azt jelenti,
hogy figyelmen kivil hagyhatjuk a nehézségi erd potencidalis energidjat, és a rugok potencidlis
energidjanak azt a részét, ami a jarma sulydnak megfeleld eléfeszitésbol adodik. Eqyensilyban
éppen az ezeknek a potencidlis energidknak megfelelé erdk tartanak egyensilyt, azaz ereddjik
nulla.

Ennek megfeleléen a potencidlis energia kozelitéleg (lasd 2223, fejezet és meqgjeqy-
26s):

1
U=k (uta—0L0)"+ Sk (z + 19)° =

N

1 1
5 (/{?1 -+ /{?2).1’2 —+ i(kll% —+ kglg)’lsa + (kglg - klll);m? + klux - k1l1u19 + §k1u2.

A mozgdasegyenlet felirisihoz sziikség van a potencidlis energia koordindtdk szerinti derivalt-
jaira. Az elsé derivdltak o QQ; = —0U/0q; 6sszefiiggés miatt az dltaldnos eré komponenseinek
(-1)-szeresét adjik:

oU
6—55 = (kl -+ kg)l’ —+ (kglg — klll)"l? -+ ,

oU
VR (Rl + kal3)0 + (koly — kyly)x - (3.74)

A merevségi matriz elemeit tovabbi differencialdsokkal kaphatjuk meg:

0*U
ki = ) = k1 + ko,
0*U
]{le = RQ1 = 8;5819 - ]{ZQZQ - klll, (375)
0*U
koo = 205 = kil + kol

Ezeknek az elemeknek a mértékegysége is kilonbozo:

[K]:[Nﬁlm Nl\IIn]

A mdtriz egyiitthatos mozgdsegyenletben a Kq szorzat jelenik meg. A szorzist elvégezve
megkapjuk azokat az dltalanos erd komponenseket, amelyeket figyelembe vehetiink a merevségi
matrix felirisdval:

Kq = ky + ko kaly — kily ] [ T ] o [ (k1 + ko)x + (koly — k1ly)0

q= koly — k1ly /{71@ + kglg O || (koly — kily)z + (kll% i le%)ﬂ (3.76)

A (37]) egyenletekkel dsszehasonlitva latszik, hogy az dltaldnos eré w = ug sin(wt) ger-
jesztést tartalmazd tagjai — melyeket bekereteztink a (374) egyenletekben — hidnyoznak a
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(Z70) kifejezésbol. Ezeket a hianyzo tagokal a mozgdsegyenlet jobb oldaldn tintetjik fel,
(-1)-gyel szorozva:

m 0 $’ + ]{31 + ]{32 k‘zlg - k‘lll X . —k‘llLO sin(wt) (3 77)
0 @s v k2l2 - klll ]{le% —+ kgl% Y o ]{leluO sin(wt) ' '
A feladat megolddsa egyszeriibb, ha az utgerjesztést helyettesitjik eqy azzal azonos fdzisban
valtozo, Fy = kyug eréamplitidoji, F(t) = Fy sin(wt) gerjesztd erdvel, mely kozvetlendil a

testre hat a rugo felsd rogzitési pontjandl. Ennek az erének a nyomatéka jelenik meg (3777)
jobb oldalanak mdsodik tagjdaban. [

3.10. példa: Kiegyenstulyozatlan forgérésszel gerjesztett 2 DoF leng6rendszer. A
[Z.20. abran ldthato lengorendszer my €s mo tomegi hasdbokbol, valamint azokat eqgymdssal és
eqy rogzitett fallal osszekdtd k merevségi rugokbol all. Az meo tomegi testhez régzitett tengely
koril mg tomegi kiegyensilyozatlan forgorész forog w szégsebességgel és r excentricitassal.
Az dltalanos koordindtdk vektora q = [14 xQ]T, ahol az x1 és 19 elmozdulasokat a hasdabok
eqyensulyi helyzeteitol mérjik. A forgorész a t pillanatban wt szoget zar be a vizszintessel,
ami eqy 1dotol fiiggd kényszerfeltétel.

3.20. abra. Kiegyenstlyozatlan forgorésszel gerjesztett tomeg-rugé lanc.

A rendszer kinetikus energidja

1 1
T = amle + §m21’3 + émovg.
Az mq témegi test vy sebességének kiszamitdsdhoz irjuk fel a test helyvektordt:
[ xo + 1 cos(wt) ]
g = . .
r sin(wt)

Ebbol differencidlassal hatdrozhato meg a vy sebesséquektor és annak négyzete:

To — Tw sin(wt)
Vo = )
rw cos(wt)
ve = i35 4+ r*w? — 2rwiy sin(wt).
Tehdt a kinetikus energia az dltaldnos koordindtdikkal felirva

1 1 1
T= émlztf + §m253§ + §m0x€ + §m0r2w2 — morwiy sin(wt).

A potencidlis energia kifejezésében egyardnt figyelembe vesszik a rugokban és a nehézségi
erotérben felhalmozodo energidt:

1 1
U= ékx% + 5]{?(1‘2 — 21)? + mogr sin(wt).
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Csillapitas vagy nem potencidlos erd nem szerepel a feladatban (ldsd a megjeqyzést),
ezért a masodfaji Lagrange-egyenlet(ek)et az aldbbi formdban irhatjuk fel:
dor or ou
A0  on 0w
Az alabbiakban dsszehasonlitjuk a fenti eqyenletek és a mdtriz egyiitthatos egyenlet levezeté-
sének lépéseit, az eqymasnak megfeleld kifejezéseket eqgymds mellé irva.

0, i=1,2.

Masodfaju Lagrange-egyenlet Matrix egyiitthatés egyenlet
oT . - o*T
— =1 T = -
o, = 27 9110
d oT . o*T
—— =& =— =
dtoi, =y T
oT 0T
95 (mo + mg)is — morw sin(wt) N Ma2 = 8i2 Mo + My
d oT . 2 A mdtriz egyiitthatos egyenletbol ki-
dt iy (mo + ma) iy —morw” cos(wt) esik a gerjesztést tartalmazo tag.
Az altaldnos témegmdtrizx
M — ma 0
0 mo+meo |

Ezeknek a tagoknak nincs megfelelo-
Jik a matrixz eqyiitthatos eqyenletben,

0 — mert idofliggd kényszerek nélkil min-
dig vagy nullat, vagy nemlinedris ki-
fejezést adnak eredményiil.

or_,or_
8371_’ 8.’172—

A potencidlis energia derivaldsa sordn a nehézségi erébél szarmazo tag mind a Lagrange-
egyenletbol, mind a mdtriz eqyiitthatos eqyenletbdl kiesik, hiszen nem fiigg a koordindtdktol:

2
k’llEa—Z:2k’
a—U—Qk:x — kx Ori
8.’171 N ! 2 = foos = 82—(] e
a—U:k(:c — 1) © on
8@ 2 ! L 82U _k

12 = =
89018902

Ebbol az dltaldnos merevségi matrix

2k —k
k- %]

A levezetés alapjan a mdtriz eqyiitthatos differencidlegyenlet

[ngl moimgl [2 ] + l - _kk] [ﬁ; ] = [moTWQOCOS(wt) ] (3.78)
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A jobb oldalon ldthato dltaldnos erd vektort a mdsodfajiu Lagrange-egyenletbdl kapott, bekere-
tezett tagbol szamitottuk. Az egyenlet t6bbi tagja ugyanolyan alakban adodik a két modszerrel.
Természetesen a tomegmatrizot az dltaldnos gyorsulds vektorral, a merevségi matrizot pedig
az dltalanos koordindtdk vektordval megszorozva lehet dsszehasonlitani az eqgymasnak megfe-
leld tagokat.

A feladat megolddsa leeqyszeriisithetd, ha a kiegyensilyozatlan forgorészt eqy Fy = morw
amplitudoju gerjeszté erdvel helyettesitjik, ami az mqg tomegi test felé mutat. Ezen kivil az
mg tomeget is hozzd kell adni a tomegmdtrix megfeleld eleméhez. [

2

3.11. példa: Utgerjesztés lengéscsillapitén keresztiil [12]. A[ZZD. dbrdn lithatd, len-
géscsillapiton keresztil gerjesztett lengorendszer m tomegi, R sugard korongja el tud fordulni
az S sulypontja koril, és maga az S pont is elmozdulhat vizszintes iranyban. A lengéscsil-
lapité jobb oldali végpontjdnak elmozduldsdt az v(t) = rosin(wt) figguény adja meg. Irjuk
fel a mozgasegyenleteket a sulypont xgs elmozduldsdt és a korong o elforduldasdat tartalmazo
q=|zs | dltaldnos koordindta vektor segitségével!

3.21. abra. Lengéscsillapitén keresztiil gerjesztett 2DoF lengdrendszer. Az id6-
fiiggs kényszerfeltétel: r(t) = rosin(wt).
Mivel a szdgsebesség W = o, a mozgdsi energia azonnal felirhato az dltalanos sebességek
kifejezéseként:
1 . 1.
T = §mxi~ + §@s<p2,

ahol ©, = 1/2 mR? az S silyponton dtmend tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték. Ez
alapjan az altalanos tomegmatriz
m 0
M = .
e

A potencidlis energia kifejezése:
1 1

Kihasznalva, hogy linedris kozelitésben xq ~ xg és xg =~ xg + ap, a potencidlis energia az
altaldnos koordindtakkal is felirhato:

1 1
U= éklxé + §k:2(x5 + ap)?.
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Az xg €s ¢ szerinti kétszeres derivaltakbol szamithaté a merevségi mdtriz:

K:[k1+k2 kQCL‘|'

k’g(l k2a2
A Rayleigh-féle disszipativ potencidl
1 2
D= ac(vc —7(t))",
azaz vo = T — ap €s r(t) = row cos(wt) miatt
1
D= 3¢ (ig — ap — row cos(wt))?.

A disszipativ potencidl elsé derivdltjai:

oD

95s c (:’cs —ap —|row cos(wt) ) és
D

?Tp = —ca (x's —ap —|row cos(wt) ) :

Innen a csillapitdsi matric elemei akdr s és @ egyutthatoibol is szamithatok:

C= l c—7 ] .
—ca  ca
Mivel a disszipativ potencidl elso derivdltjaiban szereplo, gerjesztéssel kapcsolatos tagok nem
jelennek meq a csillapitasi matrizban, azokat a mozgasegyenlet jobb oldaldn — ellentétes elo-
jellel — figyelembe kell venni:

m 0 Zg | ¢ e Ty n ki + ke  koa r | krow cos(wt)
0 O, % —ca  ca? % ksa  koa? e | | —karow cos(wt) |’

)

3.12. példa: Oldjuk meg az el6z6 feladatot a q = [xp yp|T koordindtavdlasztdssal is!
A mozgasi energia természetesen ugyanigy irhato fel, mint az elézd példdban:
1 1
A mozgasegyenletek levezetéséhez az dltaldnos koordindtdk seqgitségével kell kifejezni a kineti-
kus energidt. Ebben az esetben Oy = 1/2 mR*, & = ¢ =~ yp/R és is ~ ip felhaszndldsdval
1 5 11 1 5 1m,

-2
~ . 2Yp .
T gmip 5y Mi = 9Mab + 55 U,

tehdt az dltaldnos tomegmdtriz

m
M-

NIE
[

A potencidlis energia jo kézelitéssel

1 1
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alakban irhato fel. x4 ~ xp és xp = xp + ap = xp + ay/R felhaszndldsdval, linedris

kozelitésben

1 1 yp\?
U~ ék’ll‘% + 5]4?2 (ZL‘D +a§) .

Innen a merevségi mdtriz

K — l k1+ak2 kaf; ]
kog  kogz

A disszipativ potencidl v ~ ip — ayp/R és 7(t) = row cos(wt) felhaszndldsdval
1 1 ) 2
D= §c(vc — (1) = 3¢ (:’L’D - ayED — Tow cos(wt)> :

A disszipativ potencidl elsé derivdltjai, melyek a Lagrange-egyenlet megfeleld tagjainak felel-
nek meg:

9D : Yo ,
Fre c <a:D o cos(wt) > és
0D . yD a
i =c <xD o cos(wt) > <_E) :

Ujabb differencidldsokkal szdmithatd ki a csillapitdsi mdtriz

_CE Cﬁ
ami most sem tartalmazza a gerjesztésnek megfeleld, a fenti eqyenletekben bekeretezett tago-

kat. Ezeket ismét a mozgdsegyenlet jobb oldaldara célszeri rendezni:

m 0 Ip c —c% Ip k14 ko kol Tp crow cos(wt)
m y + a GQI:E y _'_ a C{g = a
0 7 Up —C%  Chz YD kog ko YD —cgrow cos(wt)
A példa megolddsat egyszerisiti, ha gy tekintjik, mintha egy F(t) = crow cos(wt) alaki
erogerjesztés hatna a C' pontban, és rogzitett lenne a lengéscsillapito masik végpontja. Itt

tgyelni kell arra, hogy ennek a helyettesitd erének a fiigguényalakjdt az r(t) = ro sin(wt)
utgerjesztés ido szerinti derivaltjabol hatarozzuk meg. [ )

3.4.5. Giroszkopikus matrix

Az id6flugego kényszerek nem minden esetben vezetnek Gn. nem autondm mozgasegyenletre,
azaz olyanra, amelyben kozvetleniil megjelenik valtozoként az id6. Egy ilyen esetre mutat
példat a 3221 abra, melyen egy allandé w szogsebességgel forgd merev lapra szerelt len-
gorendszer lathatd. A lengérendszer egy m tomegl pontszert testbdl és két-két darab, &y
illetve ko merevségi rugdbdl all. A forgas szogsebessége adott, tehat a szoghelyzet kifejezheto
¢ = wt alakban, ami egy idofiiggd kényszerfeltétel.

A g1 = x és qo = y altalanos koordinatak a tomegpont helyét adjak meg a forgé laphoz ké-
pest, tehat ezek relativ koordindtdk. Az xry koordinata-rendszert a merev laphoz rogzitettiik,
ami w szogsebességgel forog. A kinetikus energia

T = —mv?, (3.79)
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3.22. Abra. Forgo laphoz rogzitett két szabadsagi foku lengérendszer. A témeg-
pont elmozdulasat felnagyitva abrazoltuk, a szamitdsok csak kis kitérések esetén
érvényesek.

ahol az anyagi pont sebessége a relativ és a szallito sebesség 6sszegébdl szamithato:

T 0 T T —wy
v=|y|+ |0| x |y| = |y +wzx|, (3.80)
0 w 0 0
amibol 1
T=gm (4% + 9 + (2 + y?) — 2iyw + 2aw) . (3.81)

Linearis kozelitésben — az x és y koordinatakat kicsinek tekintve — a k; merevségii rugok
deformacidja x-szel, a ko merevségii rugdk deformacidja pedig y-nal aranyos. Ennek figye-
lembevételével felirhatd a potencidlis energia:

_ 1 2 2
U= (2k12% + 2hay?) . (3.82)

A Lagrange-egyenletben szerepld derivaltak:

oT . orT -
— =mi—mw — = my + mwx
ax y? ay y Y
d oT . ) d or i .
——— =mi—mw —— =mj + mwi
dt 0z 4 dt 9y 4 ’
or . or .
— = mw T + mwy, — =MW Y — mMwe,
ox Jy
ou ou
— =2k — = 2koy.
837 17, ay Qy
A fenti eredmények szerint a mozgasegyenletek
mi + (2/{31 — me) x — 2mwy = 0, (3.83)
my + (2k2 — mwQ) Y+ 2mwit = 0. (3.84)

Matrix egytutthatokkal felirva:

1 R P e S
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Az [i 9]T vektor egyiitthatémdtrixa antiszimmetrikus, a f6atloban nulla elemek szerepelnek.
Ez nem a kordbban megismert C csillapitasi matrix, hiszen az szimmetrikus — és a modellben
nem is szerepel csillapité elem. Ezt a

0 —2nw
G= [Qmw 0 ] (3.86)
matrixot giroszkopikus matriznak nevezik. Azért jelent meg a mozgasegyenletben, mert az
x és y koordinatakat forgd rendszerben értelmezziik: igy veheto figyelembe a testre hatd
Coriolis-eré. A Coriolis-erérol ismert, hogy teljesitménye nulla, nem végez munkat, tehat
nem jarulhat hozza a disszipaciohoz. Ezzel 6sszhangban, a giroszkopikus matrixbol szamit-
haté Gq giroszképikus erd teljesitménye is nulla:

Py=Gq-q=[—2mwj 2mwil m = 2mw(iy — i) = 0. (3.87)

A szallité (centrifugalis) erének megfeleld mw?x és mw?y tagok a merevségi matrixon
keresztiil jelentek meg az egyenletben.

3.45. megjegyzés: A levezetéshdl lathato, hogy a giroszképikus matrix elemei a kinetikus
energia derivaldsaval hatdrozhatdok meg, a méasodfaju Lagrange-egyenlet alapjan. Azonban
a giroszkopikus matrix is kifejezhet6 a kinetikus energia maéasodik derivaltjaival, a tomeg-
maéatrixhoz hasonléan. A B37] megjegyzésben mar volt arrédl szo, hogy a kinetikus energia
sorfejtésében a masodfoku tagokat kell figyelembe venni. Ha 7" masodfoki a sebességekben,
akkor a masodfoku tagok egyiitthat6ibol — a sebességek szerinti masodik derivaltakbdl — a
tomegmatrix elemeit szamithatjuk ki. Azonban a vizsgalt feladatban sebességhben els6foki
tagok is megjelentek a mozgasi energia kifejezésében, ezért a masodfokig torténé sorfejtés
soran figyelembe kell venni a (84 egyenletnek megfelel§

dj g (3.88)

tagokat is. Mivel a Young-tétel miatt a derivalasok sorrendje felcserélhet6, duplan jelenik
meg minden tag a kinetikus energia fenti sorfejtésében — ezt kompenzalja az 1/2-es szorzo.
Példaul : =1 és j = 2 mellett

1 02T - 1 02T | o*T . (3.89)
- X — €Tr = xTy. .
2020y Y T 2090x Y T Bxay Y
Vezessiik be a
o°T
Tij = i,j=1,2 (3.90)

00:945| 4o, 4=0

jelolést! Ezzel a kinetikus energia koordinataktdl is fiiggd része

Tg =Txx + Tlgxy + Tglyj} + ngyy. (391)
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Végrehajtva a kijelolt derivalasokat,

o*T T
Tllz—a BE = 379 =0
ror q=0, g=0 ror q=0, =0
T 9*°T o%*T
12 — 3 - ; = mw
0209|4040 999%|q0, 40
. 0*T o*T
21 — 5 == - = —mnmw
yoi 4=0, §=0 00y 4=0, 4=0
9*T o*T
=55 = 990 =0
yoy q=0, §=0 yoy q=0, 4=0

A fentieket behelyettesitve a Lagrange-egyenletbe, kifejezheték a mozgdsegyenlet giroszképi-
kus méatrixhoz kothetd tagjai:

dor, 0T,

S8 P9 a4 Tori — (T + Tiai) = (Tog — Th2)i = grai) = —2mwi
%o o nt+ Ty — (Tnd + They) = (Tor — Th2)y = 9129 mwi,
d oT, 0T,

&6—3)9 — 8—; =Tk + Ty — (Tond + Tooy) = (Th2 — To1)E = go1d = 2mwi.

Kovetkezésképpen a giroszkopikus matrix elemei az alabbi formuldval szamithatok:

0*T

a0, 40 0990

9T
9q;0q;

i = Tji — Ty . Q=12 (3.92)

q=0, =0 &

3.5. Rudak hajlitélengései

Az [L3Tl fejezetben mar lattuk, hogy egy szabadsagi foku, rugalmas rudat tartalmazo lengo-
rendszerek egyenértékli rugémerevsége hogyan szamolhaté ki szilardsagtani meggondolasok
alapjan. Ebben a fejezetben tobb szabadsagi fokt rendszerekre altalanositjuk az ott leirt
modszert. Olyan szerkezeteket vizsgalunk, melyek egy valamilyen médon megtamasztott,
elhanyagolhato tomegii rugalmas radbdl, és arra raékelt merev testekbdl allnak. A rendszer
csillapitatlan rezgéseit leird linearizalt mozgasegyenlet

Mg+ Kq=Q

alakban irhato fel.

Ha a ridhoz rogzitett merev testek tehetetlenségi nyomatéka elhanyagolhatd, akkor pont-
szerlinek is tekinthetjik azokat. Altaldnos koordintdknak a testek silypontjainak elmoz-
dulaskoordinatait valasztjuk. Ha a testek ridra merdleges tengely koriili elfordulasat is
figyelembe akarjuk venni, akkor azok elfordulasi szogeit is hozza kell venni az altalanos
koordinatak vektorahoz. Ezzel a koordinatavalasztassal az egyes testek mozgasi energiaja
kilon-kiilon figyelembe veheto. Az altalanos esetben egy merev test mozgasi energidja a
tehetetlenségi nyomatéki matrix 6sszes elemétdl fiigg:

1
T= (0202 + O, + 0.2 — 2Dy, — 2Dgwyw: — 2Dy, ) - (3.93)

A témegmatrix felirdsahoz a szogsebesség w,, w, és w, komponenseit ki kell fejezni az alta-
lanos koordinatakkal.
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3.23. abra. Rugalmas tengelyre ékelt fogaskerekek és a megfelel6 harom szabad-
sagi foku mechanikai modell.

Ha a test stkmozgast végez, és az elforduldshoz tartozé tengely a test egyik tehetetlenségi
fotengelye — mint példaul aB.24] abran lathato fogaskerék g3 koordinatdja esetében —, akkor
az egyes altalanos sebességek kiilon tagokban szerepelnek a kinetikus energia kifejezésében,
azaz

1 1 1.
T = §m1qf - §m2q§ - 5@2q§ . (3.94)
Ebben a legegyszeriibb esetben tehat a tomegmatrix diagondlis:
mq 0 0
0 mo 0

M=119 0o e,

A merevségi matrix a Bl fejezet alapjan az U potencidlis energiabdl szamithatd, melyet
az altalanos koordinatak segitségével kell kifejezni. Jelen esetben a potencialis energia meg-
egyezik a hajlitott riud alakvdltozdsi energiajdval. Szilardsagtanbol ismert [14], hogy az M,
hajlitonyomatéki fiiggvénnyel

v L
2IE Jq

alakban, tehat végeredményben az F;, M;, i =1,2,...N, j = 1,2,... R terhelések fiiggvé-
nyeként fejezheto ki az alakvaltozasi energia, ahol x a riad hossza mentén felvett koordinata,
I a hajlitas tengelyére szamitott masodrendii nyomaték, és F a rugalmassagi modulusz. Bar
a szilardsdgtan munkatételei (a Betti- és a Castigliano-tétel) segitségével kiszdmithatéd az
U alakvaltozasi energiabol egy keresztmetszet ¢; elmozduldsa vagy elfordulasa, a forditott
feladat megoldasa nagyon nehézkes.

Ez az oka annak, hogy egy masik megkozelitést alkalmazunk a rad rugalmas tulajdon-
sagainak a figyelembevételére. Az egy szabadsagi foku lengérendszerek vizsgalata kapcsan
mar lattuk (lasd [L3J] fejezet), hogy a rugalmas rudak rugééllandéja konnyebben szamit-
hatd, mint az egyenértékli rugémerevségiik. Tobb szabadsigi fokd esetben a W = K1
rugoallando mdtrizot tudjuk egyszertien kiszamitani. A W rugdallandé matrix szimmetri-
kus, hiszen a szimmetrikus K merevségi matrix inverze. Ez az eredmény az an. Mazwell-féle
felcserélhetdségi tételnek [14] felel meg.

Ha a lengorendszer valamilyen Q=allando altaldanos er6 hatasa alatt a q. koordinatakkal
megadott egyensulyi helyzetben van, akkor . = 0 és g, = 0 miatt

Kq. = Q, tehat

M} (z, Fy, Mj) dz
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q =K'Q=WwQ. (3.95)

Az altalanos eré komponenseinek
|1 ha k=y,
@ = { 0 ha k#j

alakban torténo megvalasztasaval a q. vektor komponenseibol — tehat az akar numerikusan is
meghatarozhaté elmozdulasokbodl — konnyen kiszamithatok a W rugéallandd matrix elemei.

3.46. megjegyzés: A fenti gondolatmenet szerint a potenciélis energia
U= e’ K qe (3.96)
kifejezését (lasd (B0)) az alabbi alakokban is felirhatjuk:
U=2a"Q=;Q"WQ (3.97)

Kihasznalva, hogy a szimmetrikus matrixok inverze is szimmetrikus, azaz W = W, a rugé-
allandé matrix elemei kifejezhetok

0*U
= ——— 3.98
w J an 8Q] ( )
alakban, a merevségi matrix
0*U
ki = 3.99
7 0qi0q; (3.99)
kifejezéséhez hasonldan. &

Nézziik meg a rugdallandd matrix kiszamitasat egy egyszert példan keresztiil! A B.24l ab-
ran lathato lengérendszerben két pontszerii test van egy rugalmas riudra rogzitve. Ha allandé

my meo
Pas - —- R
IQ1 IQ2 =

3.24. abra. Rugalmas rudra régzitett pontszerii testek — két szabadsagi foku
mechanikai modell.

nagysaglii Q = [Q1 Qo] erd hat, akkor ([B.95]) alapjdn a két test egyenstlyi elmozduldsa az

erOmentes helyzettol mérve
q1 Wi Wiz 1
= , 3.100
l(b} [wm w22][@21 ( )

tehat kifejtve

@1 = wn Q1 + wi2Q2 (3.101)
¢2 = wa1 Q1 + w2Qs. (3.102)
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Ha példaul wq;-et akarjuk meghatarozni, akkor ()1 = 1 és Qo = 0 valasztassal ¢; szamértéke
éppen megadja wy; értékét. Ugyanilyen er6komponensek mellett ¢, éppen wq; szamértékével
egyezik meg. Q1 = 0 és QYo = 1 valasztassal wyo és wqy értéke szamithatd ki. Altalénosan,
w;; szamértéke g; szamértékével egyezik meg ha @); = 1, a tobbi altaldnos eré komponens
pedig nulla.

Az egyes er6k vagy nyomatékok altal okozott elmozdulasokat a szilardsagtan munkatételei
(pl. a Castigliano-tétel), vagy a rugalmas szal differencidlegyenlete segitségével hatarozhatjuk
meg. Egyszerli esetekben javasolhato a jarulékképletek hasznélata is. Ha bonyolult geomet-
ridju a vizsgalt szerkezet, akkor numerikus modszereket — példaul a végeselem mddszert is
lehet alkalmazni az elmozduldsok szamitasara.

3.25. abra. A rugdallandé matrix elemeinek meghatarozasa megfelel tamadas-
pontu és iranyd, egységnyi nagysagu erdk alkalmazasaval. a) wiy és war, b) wio
és wo9.

A rugééllandd métrix ismeretében elvileg szamithato a merevségi matrix, és igy alkalmaz-
hatéak az eddig emlitett megoldasi modszerek. A matrixinvertalds miivelete azonban nagyon
szamitasigényes, kiilondsen nagyméretii matrixok esetében. Ez a probléma elkeriilheto, ha
az

Mg+ Kq=Q

mozgasegyenletben szereplé tagokat beszorozzuk balrol a W rugdallandé matrixszal. Mivel
WK =1, ezért
WMg + q = WQ.

Ennek az egyenletnek nyilvan ugyanaz a megoldésa, mint az eredeti mozgasegyenletnek. Pél-
daul Q = 0 mellett kiszamithatok a rendszer sajatkorfrekvenciai és lengésképei. A megoldast
q = Ae®™nt alakban keresve, és azt visszahelyettesitve a fenti egyenletbe, a frekvenciaegyen-
letet

det (—(,UHQWM T I) —0

alakban kapjuk, amibél szamithatok az wy, wns, ... sajatkorfrekvencidk. A lengésképek a
(@ WM +1)A; =0

egyenlet alapjan hatarozhatok meg. A lengésképek abrazolasa ebben az esetben folytonos
vonalakkal torténik — a valdsagos lengésképeket jelleghelyesen visszaadva —, ahogy a [3.26
abra is mutatja.

A mozgasegyenlet atirasdhoz csak matrixszorzast kellett elvégezni, ami jelentGsen egy-
szeribb és pontosabb, mint a matrix invertalds. Arra azonban tigyelni kell, hogy ugyan egy
szimmetrikus matrix inverze is szimmetrikus, de két szimmetrikus matrix szorzata mar nem
biztos, hogy az. Ennek megfeleloen, az altalanos esetben a WM matrix sem szimmetrikus.
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3.26. abra. Hajlitolengést végzé rid lengésképeinek abrazolasa.

3.6. Tengelyek kritikus fordulatszama

Egy rugalmas tengelyre szerelt, kiegyensulyozatlan forgorészre a szogsebesség négyzetével
és az r excentricitassal aranyos szallité (centrifugdlis) eré hat. Az ehhez kothetd gerjesztd
hatas karos rezgésekhez vezethet. Az alabbiakban két modell alapjan is megvizsgaljuk, hogy
milyen rezgések johetnek létre egy kiegyensulyozatlan forgérész mozgasa soran.

3.6.1. Egy szabadsagi foku modell

.-

|
1/2 ' le

GO
e
I1E

1/2

r _IJ:I_

3.27. abra. A statikusan kiegyensulyozatlan forgorész egyszerii modellje.

A abran vazolt forgérész dinamikusan kiegyenstlyozott, de statikusan kiegyensu-
lyozatlan, azaz az S silypontja r tavolsagra van a tengelyt6l, melynek K pontjaban van
felékelve a tarcsa. A tarcsa siulypontjanak mozgasat a tengely elméleti vonalan taldlhato O
ponttdl felvett ¢ altaldnos koordinatéval irjuk le. Allé helyzetben a tengely egyenes, ezért
az O és K pontok egybeesnek, az altalanos koordindta értéke ¢ = r. A tengely forgasa
egy idofliggd kényszerfeltételt jelent, és ¢ a tengellyel egytitt forgd rendszerben értelmezett
relativ koordinata, a [B.4.9 fejezetben leirtakhoz hasonldan.

Kisérleti tapasztalatok szerint egy bizonyos wy, kritikus szogsebességnél kisebb szogse-
bességek mellett a tengely meghajlik, K pontja eltavolodik az O ponttol, a sulypont kitérése
pedig q > r lesz.

3.47. megjegyzés: A kritikus fordulatszam feletti szogsebességnél tapasztalhatd a tengely
yonkiegyensulyozasa”. Ez azt jelenti, hogy az S silypont atkeriil a tengely masik oldalara,
az O és K pontok kozé, a 328 abranak megfeleléen. FEkkor a g koordindta negativ lesz:
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g < 0, és |g| < r is teljesil, azaz a stlypont kozelebb keriil a tengely elméleti vonalédhoz,
mint allé6 helyzetben. Mint latni fogjuk, a vizsgdlt modell szerint ez a megoldas instabil,

3.28. abra. Kiegyensiilyozatlan forgorész onkiegyensilyozasa.

viszont megmutathatd, hogy a kisérleti tapasztalatokat egy bonyolultabb, két szabadsagi
fokd mechanikai modell mér visszaadja (ldsd Bi6.2] fejezet). &

Ha a tengely [ hosszisagi, I E hajlitomerevségil, és a forgérész mindkét csapagytol /2
tavolsdgra van felékelve, akkor az [[L31l fejezetben leirt mddszerekkel meghatarozhatd az
egyenértékii lengérendszer merevsége:

481 F
I3

Figyelembe véve, hogy a tengely K pontjanak elmozduldsa g — r, felirhaté a rugalmas ten-
gelyben tarolt potencidlis energia:

k= . (3.103)

1
U= 5k(q —r)? (3.104)
a forgorész kinetikus energiaja pedig

1 1
T = imvé + §@sw2. (3.105)

A sulypont sebessége a abra szerint
vg ="+ ¢ (3.106)
ezért a mozgasi energiaﬁ
T= %m (cjz + q2w2) + %@SWZ. (3.107)
A mozgéasegyenletet a Lagrange-egyenlet alapjan irjuk fel:

dor or oU

o 1
wog og ag (3.108)

6Lathat6, hogy a mozgési energidnak van a koordindtaban masodfoki tagja is. Tobb szabadséagi foki
rendszerekben ebben az esetben a ([BH) képletnek megfelelé tagokkal kellene kiegésziteni a kinetikus energia
sorfejtését. Eredményiil egy olyan matrixot kapnank, ami 6sszevonhaté a merevségi matrixszal.
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ahol
g—? — mq, (3.109)
%% — mi, (3.110)
aa—z = mqw?, (3.111)
%_Z — k(g —1). (3.112)

Ezeket behelyettesitve a Lagrange-egyenletbe, az aldbbi mozgasegyenletet kapjuk:
mg — mqw? + kq = kr. (3.113)

Az egyenlet bal oldaldn ldthaté —mquw? tag a szallité (centrifugélis) erének feleltetheté meg.
A mozgéasegyenlet sztenderd alakban

- k 2 k - 2 2 2
— — = ho — = n y 3114
q+< w)q r G+ (wng —w?) g =wng 7 (3.114)

ahol wyy = \/k/m az &ll6 tengely hajlitélengéseinek a korfrekvencidja.

A mozgasegyenlet megoldasat q(t) = qn(t) + g (t) alakban keressiik, tehat tgy tekintjik,
hogy a tengely a partikularis megoldasnak megfelel6 pozicié koriil leng a homogén megoldas
altal megadott modon.

Ha a ¢ koordindta egytitthatoja pozitiv a mozgdsegyenletben, azaz w,2 — w? > 0, akkor
a homogén egyenlet megoldédsa

xp(t) = C} cos(wyt) + Cy sin(wyt) (3.115)

alakban frhaté fel, ahol w, = \/wyd — w? a lengés — fordulatszamtol fiiggd — korfrekvencidja.
A partikularis megoldéast konstansnak tételezziik fel, tehdt ¢ = g,-t helyettesitve a moz-
gasegyenletbe:

(wng — wQ) Qp = Wnp T (3.116)
Bevezetve a A = w/wy frekvenciahdnyadost:
Wna T r
qp = - . (3.117)

Wag —w? 1 — A2

A g, kitérés az w = wy szogsebesség mellett a végtelenhez tart, tehat a gyakorlatban
el kell keriilni ezt az tn. kritikus fordulatszdmot. Noha a modell szerint A > /2 — azaz
w > \2wyo — mellett a |g,| kitérés kisebb lesz az r excentricitasnal, ez a megoldds nem stabil.
Ekkor ugyanis a ([3I14]) képlet szerint ¢ egyiitthatéja negativva véalik, ami az egyensulyi
helyzet (a g, megoldds) instabilitdsat vonja maga utan.

Emlékeztetiink arra, hogy a csillapitatlan lengorendszerek nagyitasi figgvénye N =
1/]1 — A% (l4sd fejezet). Ennek megfeleléen, |g,| grafikonja hasonlit a rezonancia-
gorbére, ahogy a[3.29. dbra is mutatja. A rezonanciagérbéhez valé hasonlésiag azonban csak
latszélagos, valdjaban itt egészen mas jelenségrol van szd. A rezonanciagorbe hajlitélengé-
seket végz6, w korfrekvencidval gerjesztett tengelyre értelmezhetd. Ezzel szemben a forgd
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3.29. abra. A kiegyensilyozatlan forgérész mozgasegyenletének partikularis meg-
oldasa.

tengely nem végez gerjesztett hajlitélengéseket, hanem a deformdlt alakja korbe forog, mi-
kozben a tengely huzott és nyomott szalai ugyanazok maradnak[] Ez az oka annak, hogy a
forgd tengely esetében nem tapasztalhatd az anyag kifairadasa — amit hajlitolengések soran
tapasztalhatnank.

3.6.2. Jeffcott-rotor

Az el6z6 fejezetben targyalt egy szabadsagi fokti modellbdl a kisérleti tapasztalatoknak el-
lentmondd, instabil megoldas adddott a kritikus fordulatszam felett. Ennek a problémanak
a megoldasa érdekében ebben a fejezetben egy két szabadsagi foki modellt vizsgalunk meg,
az un. Jeffcott-rotort.

)w/ mﬁgz

3.30. abra. A Jeffcott-rotor mechanikai modellje

A abran lathato a Jeffcott-rotor mechanikai modellje. A modell két darab egymasra
merdleges, k merevségli rugdt tartalmaz, melyek a K pontban — ahol fel van ékelve a tarcsa
a tengelyre — kapcsolodnak egymashoz. A rugdk a csapagyak és a tengely rugalmassagat
egyarant jellemezhetik. A K pont elmozdulasat és a rugdk megnyulasat a tengely elméleti
vonalatol mért x és y koordinatak adjak meg. Az x = y = 0 helyzetet a abra bal
oldalan illusztraljuk. Statikus kiegyensulyozatlansag esetén az S silypont r tavolsagra van
a K ponttol.

"Erre a mozgésra persze rarakédhatnak a homogén egyenlet megoldasinak megfeleld rezgések, de azok a
valbsagos szerkezetben mindig jelenlévo csillapitas mellett lecsengenek.
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A forgorész allandd w szogsebességgel forog. Ez egy idofiiggd kényszerfeltétel, hiszen
annak felel meg, hogy a ¢ pillanatban a KS szakasz ¢ = wt szoget zar be az x tengellyel.
Az altalanos koordinatak vektora:

Y

A mozgasegyenlet felirasahoz a masodfaju Lagrange-egyenletet hasznaljuk:

dor or U

q= m . (3.118)

dtdq;  dq; g5
A kinetikus energia
1 1
T = 5mvg + 5953& (3.120)
ahol a stulypont sebessége annak helyvektorabdl szamolhato:
e |TT 7 cos(wt) N _|% — rwsin(wt) (3.121)
57 1y 4 rsin(wt) VST g+ rw cos(wt) | '

Visszahelyettesitve vg komponenseit a kinetikus energia kifejezésébe:
1 1
T = 3 (ng + 9% 4 r2w? — 23rwsin(wt) + 2yrw Cos(wt)) + 5@52(,(}2, (3.122)

Végrehajtva a ([B.I19) képletben szereplo derivalasokat, az alabbi kifejezéseket kapjuk:

oT d ar or

e mi — mrw sin(wt), pri i mi — mrw? cos(wt), e 0, (3.123)
oT d or oT
9 my + mrw cos(wt), T mij — mrw? sin(wt), oy 0. (3.124)
A potencidlis energia és annak derivaltjai:
1 1 ou ou
— Zhq? 4 Zeq)? R — = k. A2
U Sk + Shy" = e x, 3y Y (3.125)

A fentieket behelyettesitve a ([BI19) Lagrange-egyenletbe, az alabbi két egyenlet adodik:

mi + kx = mrw? cos(wt), (3.126)

mij + ky = mrw? sin(wt). (3.127)

E két egyenlet egymastol fiiggetlen, ezért a tovabbiakban elegendé csak az egyiket vizsgalni.
Az els6 egyenlet sztenderd alakja:

&+ wy?r = rw? cos(wt), (3.128)

ahol az w, sajatkorfrekvencia nem fligg az w szogsebességtol.
A megoldas a homogén egyenlet altalanos megoldasanak és az inhomogén egyenlet egy
partikularis megoldasanak az Osszege: z(t) = x5 (t) + x,(t), ahol

zp(t) = Cy cos(wnt) + Cysin(wyt), (3.129)
zp(t) = Xo cos(wt — 10). (3.130)
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A homogén egyenlet megoldasaban szereplé C 5 egyiitthatok a kezdeti feltételek alapjan
hatarozhatok meg. A partikularis megoldas — azaz a kiegyenstlyozatlansiag altal gerjesztett
rezgés — szamitasahoz vissza kell helyettesiteni a fenti probamegoldéast a (BI28) mozgas-
egyenletbe:

— Xow? cos(wt — ¥) + wy?Xp cos(wt — ¥) = rw? cos(wt). (3.131)

Felhasznalva, hogy cos(wt — ¥) = cos(wt) cos(¥) — sin(wt) sin(?)), valamint szétvalogatva
sin(wt) és cos(wt) egyiitthatéit, az alabbi két egyenletre jutunk:

cos(wt) 1 — Xow? cos(V) + Xowy? cos(V) = rw?, (3.132)
sin(wt) :  — Xow?sin(¥) + Xowy?sin(d) = 0. (3.133)
Az egyenletrendszer megoldasa:
9 =0, (3.134)
w? A2
Xo = e =T =T (3.135)

Xo

_____________________________________

H_
>

Y Y
>

3.31. abra. Az X, amplitidé és a 9 faziskésés a \ frekvenciahanyados filiggvé-
nyében.

A B3T] abra az X, amplitudot abrazolja a A frekvenciahdnyados fliggvényében. Amint
lathato, ez a modell mar a kisérletekkel mindségileg egyezo eredményekre vezet: kis fordu-
latszamokon X, pozitiv, és az allo tengely sajatkorfrekvencidjanak megfelel6 szogsebességnél
végtelenhez tart. Itt eldjelet valt, és w > w, mellett mar Xy, < 0. Ezzel az eredménnyel
egyenértéki, ha pozitivnak tekintjiik X, értékét — annak abszolut értékét vessziik — és w > wy
mellett ¥ = 7 fazisszoggel szamolunk:

)\2
Xo| = ———
[Xol 11— \2]

Ekkor |X| kifejezésében azonosithaté a kiegyensulyozatlan forgdrésszel gerjesztett lengd-
rendszerek kapcsan bevezetett N nagyitasi fiiggvény (1asd (Z6.4) egyenlet).

A kapott eredmény szerint nagy fordulatszamokon kozelebb kertil a sulypont a tengely
elméleti vonaldhoz, tehat bekovetkezik a forgérész onkiegyensilyozasa, amit a abra
szemléltet.

Mindkét fenti modellbdl azt kaptuk, hogy az all6 tengely sajatkorfrekvenciajanak megfe-
lel6 szogsebességgel egyenlo a kritikus fordulatszam, azonban ez a valdosagban nem teljesen
pontos, az alabbi okok miatt:

r = Nr. (3.136)
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A porgettytihatas (dinamikus kiegyenstlyozatlansdg) altalaban csokkenti a kritikus
fordulatszamot.

e A csapagyak a valésdgban nem tokéletesen merevek. Rugalmassaguk szintén a szdmi-
tottnal kisebb kritikus fordulatszamot eredményez.

A tengely melegedése soran a rugalmassagi modulusz csokkenése is csokkenti a kritikus
fordulatszamot.

A tengely axidlis terhelése is a kritikus fordulatszam csokkenését okozza.
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