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Bevezetés

A dinamika a testek mozgasanak vizsgalataval foglalkozé tudomany. Bér a folyadékok és
gazok mozgasat is a dinamika torvényei hatarozzak meg, ebben a jegyzetben a szilard testek
— els6sorban a merev testek — mozgéasa all a targyalds kozéppontjaban. A dinamika két
nagy témakorre oszthaté. A kinematika a testek mozgésanak lefrasaval foglalkozik, nem
vizsgalja azt, hogy a kialakulé mozgis miért jott létre vagy mitol valtozik meg a testek
mozgasallapota. Ezzel szemben a kinetika a mozgas okait kutatja — célja olyan szabalyok
meghatarozasa, melyek alapjan meg lehet dllapitani a testek tulajdonsagaibol, helyzetiikbdl,
sebességiikbdl, stb., hogy milyen mozgéast fognak végezni.

Mind a kinematika, mind a kinetika kifejezés a gorog kivnua (kinema) — mozgas, mozga-
tas szOobdl szarmaztathaté. Mar az 6kori gorogok — itt elsdsorban Arisztotelészt (i.e. 384 - i.e.
322) fontos kiemelni — is kisérletet tettek a mozgas torvényszeriiségeinek megfogalmazasara,
de tisztan logikai moédszereik tévutra vezették Oket. A dinamikai jelenségek megalapozott
vizsgalatanak uttoréje Galileo Galilei (1564-1642) volt, aki felismerte, hogy az elméletek
felallitasa soran nagyon fontos szerepe van azok kisérletekkel vald ellenérzésének. Egyik
legnagyobb eredménye a tehetetlenség torvényének megfogalmazasa volt, ami szerint nem a
mozgdas fenntartasdhoz (ahogy Arisztotelész allitotta), hanem a mozgasallapot meguvaltozta-
tdsdhoz van sziikség mas testek hatasara, azaz erore. A dinamika tudomanyos alapjait Isaac
Newton (1642-1727) fektette le a réla elnevezett Newton-torvények megfogalmazasaval. Mig
Newton elsésorban az anyagi pontok mozgasaval foglalkozott, Leonhard Fuler (1707-1783)
kiterjesztette az elmélet alkalmazhatdsigat merev testek mozgasanak vizsgalatara is. A
mozgasok idébeli lefolyasanak szabalyait differencidlegyenletek segitségével lehet szabatosan
lefrni. Ezeknek az egyenleteknek nemcsak a megoldasa, hanem mar felirasa is bonyolult
feladatot jelent tobb testbol all6 mechanikai rendszerek esetében. Ezért nagy jelentéségili
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) és William Rowan Hamilton (1805-1865) munkéssaga,
akik altalanos érvényii mechanikai elvek és moddszerek kidolgozasaval a mechanikai prob-
lémak jol attekintheté matematikai targyalasat tették lehetévé. Fontos kiemelni, hogy a
mechanika fejlédése elképzelhetetlen lett volna a megfelel6 matematikai modszerek kidolgo-
zasa nélkiil. Az emlitett tudosok kozul példaul Newton a differencidlszamitas kidolgozasaval,
Euler pedig (szamos egyéb eredménye mellett) a koordindta-rendszerek alkalmazasaval alko-
tott maradandét a matematikaban.

A jegyzet els6sorban Stépan Gabor , Kinematika és Dinamika” illetve ,Dinamika” el6ada-
sainak tananyagan alapul, melyeket a BME Gépészmérnoki Karan masodéves gépészmérnok
és mechatronikai mérnok hallgatéknak tartott, azonban egyes témakorok targyalasmodja
szamos részletben eltér az eléadasokon elhangzottaktol.

A dinamika tudoménya folyamatosan fejlodétt a Newton munkassaga 6ta eltelt mintegy

haromszaz évben. Ezalatt kutatok generacioi finomitottak a fogalmak jelentését és ennek
soran szamos eltéro értelmezés, gondolatmenet is sziiletett. A mérnoki gyakorlat, a felada-



tok megoldasa szempontjabol ezek kozott az értelmezések kozott nincs lényegi kiilonbség.
A dinamika azonban nem egyszertien csak a mozgassal kapcsolatos feladatok megolddsdrol
szol! Egy jol képzett mérnoknek azt is latnia kell, hogy az alkalmazasok mogott egy szisz-
tematikusan felépitett, az évszazadok prébajat kiallt elmélet all, mely egyszerii kiindulasi
feltevésekbol, modellekbdl kiindulva rendkiviil bonyolult gyakorlati problémak megoldasara
hasznalhaté eredményekhez vezetett.

Az elméleti anyag felépitése soran arra torekedtem, hogy az olvasé minden lépésben vi-
lagosan lassa, miért van sziikség tjabb és Gjabb fogalmak, tételek kimondasara. A tananyag
befogadasat rovid feladatok kidolgozasaval prébaltam megkonnyiteni. Egyes elméleti anyag-
részeket megjegyzésbe vagy labjegyzetbe tettem, tovabba a jegyzet végén két fejezetben
osszefoglaltam a dinamika legfontosabb eredményeit, valamint a megértéshez sziikséges ma-
tematikai ismereteket. A szoveg jobb tagolasa érdekében a tételek, kovetkezmények, példak
végét a @, mig a definicidk és megjegyzések végét a & szimbolum jelzi.
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1. fejezet

Kinematika

A kinematika a testek mozgasanak leirasaval foglalkozé tudoméany. A testek mozgasanak
okait, a kialakulé mozgas és mas testek hatésa (er6k) kozotti osszefiiggéseket azonban nem
vizsgdlja — ezek a témakorok a kinetika (2 fejezet) téargykorébe tartoznak. Mivel a ben-
niinket kortlvevo vilag rendkiviil osszetett, a valds jelenségek leirasa soran nem vehetiink
figyelembe minden koriilményt. Ehelyett alkalmas kozelitésekkel éliink: a vizsgalt probléma
szempontjabdl legfontosabb jellemzokre, hatasokra korlatozzuk figyelmiinket — azaz model-
leket allitunk fel. A valosagos testek legegyszeriibb modellje az anyagi pont.

1.1. definicié. ANYAGI PONTKENT olyan testeket modelleziink, melyek méretei lényegte-
lenek a wvizsgalt probléma megolddsa szempontjabol vagy elhanyagolhatoak a vizsgdlt prob-
lémdban szerepld eqyéb tavolsagokhoz képest. Az anyagi pontként modellezett testek térbeli
mozgdsat eqy pontjuk mozgasanak megaddsdval jellemezzik. s

Az anyagi pontoknak nincs belso struktiraja vagy alakja — ha egy valos test esetében vannak
is erre vonatkozo informécioink, azokat a modellezés soran nem vessziik figyelembe. Bizo-
nyos esetekben — példaul egy részecskegyorsitoban mozgé elektron vizsgalata soran — erre
nem is nyilik lehetoség. Ugyanakkor csillagaszati problémakban akar a Naprendszer bolygéi
is anyagi pontokként modellezheték. Ugyanazt a testet kiilonbozo feladatokban mas-més
mechanikai modellekkel vehetjiik figyelembe. Az orszagutakon kozleked6 gépkocsikat anya-
gi pontokként modellezhetjiik, ha a cél a jarmiiforgalom jellemzése (lasd [l dbra). Egy

WS

1.1. Abra. Anyagi pont modellel irhaté le egy V sebességgel haladé gépkocsi
mozgasa az utakon.
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adott manéver (fékezés, kanyarodas) vizsgilata sordan mar fontos a gépkocsi mérete, alakja,
tomegeloszlasa, tehat alkalmazhatova valik a merev test modell. Frontdlis litkdzés kozben
deformalodik a gépkocsi karosszéridja is, tehat itt mar deformélhaté testként kell modellezni.

A kinematikaban kiterjedt (tehat nem elhanyagolhaté méretii) testek egyes pontjainak
mozgasat is vizsgalhatjuk ugy, mint az ott 1évé anyagi pontok mozgisat. Ez lehetOséget
teremt arra, hogy a merev testek kinematikajat (L2 fejezet) is az anyagi pontok kinemati-
kajabol kiindulva, annak alapvetd fogalmait felhasznédlva vezessiik le.

1.1. Az anyagi pontok kinematikaja

1.1.1. A kinematika alapvet6 fogalmai

Barmely anyagi test helyzete és mozgasa csak mas testekhez képest értelmezhets. Tehat
egy test mozgasanak lefrasdhoz valasztani kell egy (vagy tobb) masik testet, amelyhez a
mozgast Viszonyitjuk A tovabbiakban ezt a ,masik” testet vonatkoztatasi rendszernek ne-
vezzik. A vonatkoztatasi rendszert mindig meg kell adni, mert egy adott mozgas kiilonboz6
vonatkoztatasi rendszerekbol nézve egészen kiillonbozé lehet. Példaul egy gépkocsi gordiild
kerekének pontjai a karosszéridhoz képest korpalyakon mozognak, az tthoz képest viszont
un. cikloisgorbéken. Ugyanakkor a mozgé jarmiiben tlve az utastér pontjait allénak latjuk
és ugy tlinik, mintha a kornyezet mozogna (L2 dbra).

koordinata-rendszer koordinata-rendszer vonatkoztatasi rendszer

vonatkoztatasi rendszer

(a) (b)

1.2. dbra. A gordiil6 kerék egy pontjanak mozgasa fiigg a vonatkoztatasi rend-
szert6l: mas alaki palyat és mas v sebességvektort latunk a talajhoz régzitett
rendszerbdél (bal oldali dbra), mint a gépkocsihoz régzitettbél (jobb oldali dbra).

A mozgasok matematikai leirdasahoz koordindta-rendszert kell felvennifl Fontos annak
megértése, hogy egy mechanika feladat megoldasa soran mind a hasznalandé vonatkoztatési
rendszert, mind a koordindta-rendszert nekiink kell megvalasztanunk. Mivel a feladatokban
altaldban tobb kézenfekvs vélasztési lehetdség is adédhat (elvileg végtelen sok van!) a va-
lasztas soran az a legfontosabb szempont, hogy a kivalasztott vonatkoztatasi rendszerben
és koordinata-rendszerben a leheto legegyszeriibb legyen a feladat megoldasa. Példaul ha a
mozgas egy egyenes mentén torténik, akkor elegendé egy azzal parhuzamos koordinataten-
gely felvétele. Bizonyos sikbeli mozgasok — példaul kor- vagy ellipszispalyan torténd mozgas

LCélszerti egy merev testet valasztani, lasd fejezet.
2Ezt leggyakrabban a kivilasztott vonatkoztatési rendszerhez régzitik, de néha célszerti lehet egy mésik
merev testtel egylitt mozgoénak képzelni.
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— esetén alkalmazhaté a polarkoordinata-rendszer is. Altaldnos térbeli mozgas lefraséhoz
a legtobb esetben a Descartes-féle derékszdogii koordindta-rendszert hasznéaljak. Sok esetben
talalhaté egy kitiintetett irany, példaul merev test rogzitett tengely koriili forgasa esetében
a tengellyel parhuzamos irany. Ilyenkor célszerti lehet a z tengelyt is ezzel parhuzamo-
san felvenni. Bonyolult feladatokban viszont altalaban mérlegelni kell, hogy a koordinatak
felvételének tobbféle modja kozil melyiket érdemes valasztani. A koordinatak megfelelo
megvélasztasanak nagy jelentésége van a rezgéstani feladatokban is [4].

Az eddig elmondottak tetszoleges test mozgdsanak lefrasara is érvényesek. A feladatok
megoldasa sordn az elsé 1épésben fel kell allitani a vizsgalt testbdl és kornyezetébdl allo
mechanikai rendszer modelljét. Ez nemcsak azt jelenti, hogy valamilyen kategéridba (pl.
anyagi pont, merev test, deformalhato test) soroljuk a testet, hanem a modell alkalmazaséhoz
szitkséges paraméterek megéllapitdsat (pl. merev test esetében a test alakja, méretei) is
magaban foglalja. Sot, azt is meg kell fontolni, hogy hogyan befolyasoljdk a vizsgalt test
mozgasat a kornyezetében 1év6 egyéb testek (lasd [LI4l fejezet). Példaul egy meredek lejtére
tett hasab esetében kézenfekvo feltételezni, hogy a lejtével parhuzamosan fog mozogni.

A kovetkezd 1épésben valasztani kell a modellhez egy vonatkoztatasi rendszert és egy
koordinata-rendszert. Egy kiterjedt test esetében akkor tekintjiik ismertnek a mozgast, ha
a test barmely pontjanak adott idépontbeli helyét meg tudjuk mondani. Ha a test pontja-
inak mozgasa kozott talalhatd valamilyen Osszefiiggés, akkor ez akar véges sok idéfliggvény
segitségével is megteheto.

1.2. definicié. A MOZGASTORVENY az a figguény (vagy figguények dsszessége), mely(ek)
alapjan — a mechanikai rendszer modellje, a vonatkoztatdsi rendszer és a koordindta-rendszer
ismeretében — eqyértelmiien megadhato, hogy a vizsgdlt test pontjainak helye hogyan vdltozik
az idében. Anyagi pontként modellezhetd testek esetében a mozgdastorvény a helyvektor iddbeli
vdltozasdat megado vektor értéki r(t) fdggvényﬁ s

1.1. megjegyzés: A mozgasillapot szabatos leirasahoz és vizsgalatdhoz nemcsak az anyagi
pontok, hanem a merev testek esetében is vektorokat fogunk hasznalni. Nagyon fontos, hogy
az egyenletekbdl egyértelmiien kideriiljon, hogy egy adott szimbdélum skalar mennyiséget,
vektort, annak egy komponensét, nagysagat, stb. jeloli-e. A skalar mennyiségeket délt betiivel
(pl. m) jeloljiikk. A differencidlds és integrélds sordn hasznalt ,,d” betii viszont 4ll6 karakter,
mert az nem 6nall6 valtozé, hanem a differencialt jeloli. Nyomtatasban —ebben a jegyzetben is
—a vektorokat vastag bettivel (pl. v) jeloljiik, de kézirasban célszerii az aldhuzés (v) vagy a nyil
(¥) hasznélata. Egy vektor nagysagat (mely lehet el§jeles mennyiség is) d6lt betiivel (v), adott
skalar komponensét pedig alsé index hasznélataval (v,) jeloljiik. Ha ki akarjuk hangstlyozni,
hogy nem el6jeles mennyiségrol van sz, akkor az abszolut érték jelet hasznaljuk (|v|) a vektor
nagysaganak megadédsakor. Matrixok jelolésére nyomtatasban vastag betiit (©), kézirdsban
kettés aldhtizast (©) hasznalunk. A jegyzetben bemutatott levezetések megértéséhez és a
szamitasi modszerek hasznalatahoz sziikséges alapvetd vektoralgebrai ismeretek Gsszefoglalasa
a ?77. fejezetben taldlhaté. &

Az anyagi pontok mozgéastorvénye — azaz helyvektora — a legaltalanosabb, térbeli moz-
gas esetében harom skalarfiiggvény segitségével adhatdé meg, melyek az egyes koordinatak

3A magyar nyelvii miiszaki mechanikai szakirodalomban &ltaldban csak az r(t) fiiggvényt nevezik moz-
gastorvénynek (vagy mozgésfiiggvénynek), mig a fizikai — és a kiilfoldi — szakirodalom nem hasznilja ezt a
fogalmat. Mi hasznosnak taldltuk a fenti, kibévitett értelemben megérizni a mozgéstorvény fogalmat.
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idobeli valtozasat irjak lef A leggyakrabban hasznalt, Descartes-féle derékszogl koordinata-
rendszerben
x(t)

r(t) = | y(t)
2(t)

Az x(t), y(t) és z(t) koordinatak id6beli valtozasanak egytittes abrazolasahoz négydimenzids
térre (z,y, z,t) lenne szitkség. Megoldast jelenthet egy dbrasorozat (,film”) készitése, mint

1.3. Abra. Anyagi pont mozgédsa térben és idében. A bal oldali abrasorozaton
az anyagi pont helyét abrazoltuk kiilénboz6 idépontokban. A jobb oldali abra az
egymas utan elfoglalt térbeli poziciok osszekétésével kapott palyat mutatja.

az[[3 abrdn. Ennél gyakrabban alkalmazott megoldas, hogy kiulon-kiilon dbrazoljék az x(t),
y(t) és z(t) fuggvényeket, vagy az (xyz) koordinata-rendszerben rajzoljak meg a mozgastor-
vény grafikonjat — azaz nem abrazoljak az idotengelyt. Ez utobbi esetben kapjuk az anyagi
pont palyajat.

1.3. definicié. A PALYA az anyagi pont v(t) helyvektordnak grafikonja térben, az iddfiggés
feltintetése nélkil. A pdlya tehdt azt adja meg, hogy mely geometriai pontokon halad keresztil
mozgdsa sordn az anyagi pont dabra). &

1.4. példa: Egy anyagi pont mozgdastorvényérol tudjuk, hogy

x(t) To + Vogt
r(t)= | y(t) | = | yo+ voyt
2(t) 20 + vo.t

alaki, ahol xo, Yo, 20, Voz, Voy €S Vo, ismert, dllando értéki paraméterek. Milyen alaki a
pdlya?

4Ezeknek a skalarfiiggvényeknek egyértékiicknek és folytonosaknak kell lenniiik, tovabbé — a késébb be-

c sz

4lhatodk is.
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palya

T

1.4. Abra. Anyagi pont mozgasanak kinematikai jellemzbi. Az dbra a palya tg
és t1 idépontok kozti szakaszat abrazolja, kiilén feltiintetve a palya P geometriai
pontjaban taldlhaté anyagi pont r(t) helyvektorat, v(t) sebességét és a(t) gyorsu-
lasat egy kivalasztott t pillanatban.

Megoldas:
A helyvektor z(t) komponensébdl kifejezhetd a t ido:
p— 2B =20
Vox

Az eredmény behelyettesithet6 a masik két skalarfiiggvénybe, melyek igy az x koordinéta
fliggvényei lesznek:
x(t) — xo x(t) — xo
y(z(t) = yo + UOy()ia z2(x(t)) = 20 + v, =20
Vox Vox
Ez azt jelenti, hogy elég csupdn az x(t) fiiggvény a mozgas leirdsdhoz. Mivel mind az y(x),
mind a z(x) fiiggvény linedris x-ben, az anyagi pont palydja egyenes, azaz egyenes vonald,
egyenletes mozgdast végez, amint az abra mutatja. 'Y

1.5. abra. Térbeli egyenesen mozgé anyagi pont és a palyahoz illeszkedé
koordinata-rendszer.

1.2. megjegyzés: Az el6z6 példa megoldasabol latszik, hogy ott nem a legcélszeriibben volt
felvéve az (xyz) koordindta-rendszer. Jelentésen egyszertisithettiik volna a mozgas leirasat,
ha az egyenes palyaval parhuzamosan vessziik fel az egyik tengelyt, mint az abran az '
tengelyt. &

A mozgéastorvény minden informéciot tartalmaz az anyagi pont mozgasaval kapcsolatban,
mégis érdemes tovabbi, a hétkoznapi életben is hasznalatos fogalmakat bevezetni. A mozgés
itemét és irdnyat a sebesség jellemzi:
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1.5. definicié. Anyagi pont PILLANATNYI SEBESSEGE (VAGY SEBESSEGE): az r(t) hely-
vektor idd szerinti derivdltja, vektormennyiség. Mértékegysége: m/s.
dr(t)

de -

v(t) = (1.1)

Az idd szerinti derivdldst gyakran a derivalando fiigguény folé tett ponttal jeléljik, azaz
v(t) = r(t). )

A differencialhanyados értelmezésébol kovetkezik, hogy a sebességvektor mindig a palya
érintoje iranyaba — a haladas iranyaba — mutat, amint az [L4] 4bran is latszik.

1.3. megjegyzés: A dinamika levezetéseiben gyakran van sziikség vektormennyiségek deri-
valasara, ezért nagyon fontos kiemelni, hogy csak akkor nulla egy vektor idd szerinti derivdltja,
ha sem a nagysdga, sem az iranya nem vdltozik. Ez konnyen beldthaté a a korpélyan torténo
mozgas (lasd [LI5] példa) kapcsan: ha a kor kozéppontjaban vessziik fel az origbt, akkor az
r(t) helyvektor nagysiga a korpalya sugaraval egyezik meg, tehét allandé, a sugérra meréleges
irdnyd sebesség viszont — a helyvektor idé szerinti derivaltja — természetesen nem nulla! &

A mozgés soran a sebesség is valtozhat, ennek titemét jellemzi a gyorsulds:

1.6. definicié. Anyagi pont PILLANATNYI GYORSULASA (GYORSULASA): a sebességuektor
idé szerinti derivdltja, vektormennyiség. Mértékegysége: m/s?.

a(t) =v(t). (1.2)
&

A definiciébdl kovetkezik, hogy a gyorsulas a helyvektor idé szerinti masodik derivaltja:
a(t) = ¥(t).

A gyorsulasvektor kapcsan ismét utalunk a vektorok derivalasaval kapcsolatos [L3] meg-
jegyzésre. Ennek értelmében a gyorsulas akkor is kiilonbozik nullatol, ha a sebességnek csak
az iranya véltozik. Tehat egy allandé nagysagi sebességgel korpalyan (vagy barmilyen, nem
egyenes palyan) mozgd anyagi pont gyorsuldsa nem nulla. Csak az egyenes vonali, egyenletes
mozgds esetében nulla a gyorsulas.

1.4. megjegyzés: Mivel a kinetika egyenleteinek felirdsdhoz (1asd [ZTlfejezet) altaldban nem
sziikséges a helyvektor magasabb rendii derivaltjainak ismerete, ezeket ritkdn hasznaljak. A
helyvektor harmadik derivaltjanak (németiil ,ruck”, angolul ,jerk”) értéke példdul a tomeg-
kozlekedési jarmiivek mozgasa soran lehet fontos: az allo utasok testtartasuk megvaltoztata-
saval konnyen tudnak alkalmazkodni egy adott gyorsulashoz, a gyorsulas — és a haté erék —
hirtelen megvaltozasat viszont nem tudjik kévetni. )

1.1.2. A sebesség és a gyorsulas a palyahoz illeszked6 koordinata-
rendszerben

Az el6z6 fejezetben belattuk, hogy a sebességvektornak parhuzamosnak kell lennie a pa-
lya érintojével. Kovetkezésképpen, ha a palya minden pontjahoz hozzarendeliink egy olyan
koordinata-rendszert, melynek az egyik tengelye érinto iranyu, akkor a sebességvektor meg-
adasa leegyszertisodik.
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Ehhez hasonléan, a gyorsulasvektor is megadhato két ,természetes”, palydhoz illeszked6
komponens segitségével, melyek koziil az egyik a sebesség nagysaganak valtozasaval kapcso-
latos és szintén érinté iranyt, a masik pedig a sebesség irdanydnak valtozasat jellemzi és a
palya érintéjére meroleges.

A fenti allitdsok bizonyitasdhoz fel kell hasznalnunk a differencidlgeometria [13] [16] né-
hany fogalmat és Osszefiiggését. Ehhez feltételezziik, hogy a pélya vizsgalt szakasza kétszer
derivalhato folytonos gorbe és a sebesség nem nulla, azaz valoban halad az anyagi pontﬁ.

Vezessiik be a sebességvektorral parhuzamos e; érintd egységuektor, mas néven tangen-
cialis egységuektor fogalmat az alabbi modon:

1.7. definicié. Az e, TANGENCIALIS EGYSEGVEKTOR a pdlya érintdje irdnydba mutatd, a
sebesséquektorral megegyezo értelmi, eqységnyi hosszisagu vektor, azaz

€; s (13)
v(t)]
ahol |v(t)| a sebesség abszolit értéke (1A dbra). L
z
T
1.6. dbra. Az e, érint6 egységvektor egységnyi hosszisagi és a palya érintGjével
— egytittal a sebességvektorral is — parhuzamos.
1.8. kévetkezmény. A sebesséquektor kifejezhetd
v(t) = [v(t)le: (1.4)

alakban. Ennek megfelelden, a tangencialis eqyséquektort eqy pdlydahoz illeszkedd koordindta-
rendszer eqyik bazisvektoranak tekinthetjik, ahogy az[L.8 dbra is mutatja. [ )

A gyorsulasvektor altaldban nem parhuzamos a palya érintéjével, de annak is lehet érinto
iranyt komponense (lasd [L7 dbra).

5 A sebességet csak a palya megfeleléen sima szakaszain tudjuk értelmezni, hiszen egy ,szdgletes”, példaul
sokszog alakt palya esetében a csiicsokban nem értelmezheté a helyvektor derivaltja. Tovabbd, a palyahoz
illeszked6 koordindta-rendszer tengelyeinek iranyitdsat a sebesség irdnyaval szeretnénk megadni, azonban
nulla sebesség mellett ez hatarozatlan.
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1.9. definicié. A gyorsuldsvektor érintd irdnyid vetilete, az a; TANGENCIALIS GYORSULAS
(skaldrmennyiség) az aldbbi skalaris szorzattal kaphato meg:

a; = aey. (1.5)

A sebességuektorhoz hasonléan bevezethetjik az a; TANGENCIALIS GYORSULASVEKTOR fo-
galmat is, az alabbi modon:
a = ae; = (aey)ey. (1.6)

[ )

T

1.7. dbra. A gyorsuldsnak is lehet a pdlya érintGjével (azaz a v és e, vektorokkal)
parhuzamos dsszetevije: az a; tangencialis gyorsulds.

A gyorsulasnak azt az a, komponensét ami nem parhuzamos a sebességgel, normdalis
gyorsuldsvektornak nevezziik.

1.10. definicié. A NORMALIS GYORSULASVEKTOR az anyagi pont a gyorsuldsvektordnak
és az a; tangencialis gyorsuldsvektornak a kiilonbsége:

a, =a—ay. (1.7)

[ )

A fenti képletekbol kovetkezik, hogy a normalis gyorsulas vektora merdleges az e, tangencialis
egységvektorra (L8 dbra).
Ha a normalis gyorsulas nagysaga nem nulla, azaz

a, = |a,| # 0, (1.8)

akkor az aldbbi médon definialhato a palyahoz illeszkedd koordinata-rendszer masodik ten-
gelyének bazisvektora, az egységnyi hossziisagi e, normalis egységvektor:

1.11. definicié. A NORMALIS EGYSEGVEKTOR

- (1.9)

y, &
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T

1.8. Abra. A sebesség a palya érintGjével parhuzamos, a gyorsulas pedig egy érintd
iranyu a; és egy arra merdleges, a simulokor kézéppontja felé mutaté a, kompo-
nensre bonthaté. Ennek megfelel6en a palya minden pontjahoz hozzarendelheté
az e, e, 6s ey egységvektorokbdl all6 bazis, az un. kiséré triéder.

1.12. kévetkezmény. A gyorsuldasvektor a kévetkezd alakban fejezhetd ki az ey tangencidlis
és e, normalis eqyséquektorokkal:

a= e + a,e,. (1.10)
[

A fentiek szerint mind a sebesség, mind a gyorsulas megadhatd a bevezetett e; és e, ba-
zisvektorok segitségével. A palyahoz illeszkedd koordinata-rendszer harmadik, e, binormélis
bazisvektorat abbdl kiindulva vezetjiik be, hogy az legyen meréleges mind az e;, mind az
e, vektorra, tovabba e;, e, és e, alkossanak jobbsodrasu rendszert. Mindkét kovetelmény
teljesiil, ha a vektorialis szorzas tulajdonsagait kihasznéalva az alabbi médon definidljuk a
binormaélis egységvektort:

1.13. definicié. A BINORMALIS EGYSEGVEKTOR

e, =e X e,. (1.11)

[ )

Mivel a palya minden pontjaban més és mas iranyuak lehetnek az e;, e, és e, vektorok, ezt
a harom bazisvektort kisérd triédernek nevezik (L8 ébra).

A kiséro triéder bevezetését az motivalta, hogy kapcsolatot talaltunk a pélya alakja és a
sebesség iranya — a tangencialis egységvektor — kozott. Az alabbi tételben azt vizsgaljuk meg,
hogy a gyorsulds 0sszetevéi milyen kapcsolatban vannak a palya geometriai jellemzoivel.

1.14. tétel. A TANGENCIALIS GYORSULAS a sebesség ABSZOLUT ERTEKENEK idd szerinti
derivdltja:

a; = |vl. (1.12)

A NORMALIS GYORSULAS a sebesség TRANYANAK wvdltozdsdval kapcsolatos mennyiséy.
Nagysaga

a, = —, 1.13
; (1.13)
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ahol p a pdlya gorbileti sugara. A normdalis gyorsuldsvektor a pdlya géorbileti kézéppontja felé
mutat, ahogy az [L.8 dabra is mutatja. A fentiek szerint a gyorsuldsvektor az alabbi alakban

fejezheto ki:
2

. v
a=|v|e;+ —e,. (1.14)
p
Bizonyitas:
Az ([LI0) képlet szerint
a = qie; + ane,. (1.15)
Ugyanakkor, mivel a gyorsulds az (4] egyenlettel kifejezheté sebességvektor id6 szerinti
derivaltja,
a=v=—(ve)= [v]e; + |v]er. (1.16)

Itt |V| a sebesség abszolit értékének derivaltja. Az e; tangencialis egységvektor derivaltjanak
kifejezéséhez vegyiik figyelembe, hogy annak nagysiga nem valtozhat, hiszen mindig egység-
nyi hosszusagu. Ezért e; derivaltja csak az iranyanak — és egyuttal a sebesség iranyanak —
megvaltozasaval lehet kapcsolatban (ldsd [L31 megjegyzés). A derivalt kiszamitasahoz irjuk
at az |e¢| = 1 feltételt egy ezzel egyenértékii, de matematikailag jobban kezelheté alakba:

le)] =1 = el=e e =1. (1.17)
A kapott kifejezés id6 szerint derivalasdaval azt kapjuk, hogy
%e? = 2et . ét = 0,

azaz a skaldris szorzat tulajdonsigal miatt az é; vektor meréleges az e; vektorra. Ebbol
kovetkezik, hogy az (ILIH]) és (ILI6]) képletek 6sszehasonlitdsabol

ag = |v| és (1.18)

anen, = |Vv|é;. (1.19)

(CIR]) szerint a tétel tangencidlis gyorsuldsra vonatkozé részét beldttuk. Az (LI9) képletbél
lathat6 az is, hogy az &; vektor parhuzamos az e, normalis egységvektorral, tehat a normalis
gyorsulas valoban a sebesség iranyanak megvaltozasat jellemzi.

A normalis gyorsulds nagysaganak kifejezéséhez a differencidlgeometria egy fontos tételét
hasznaljuk fel.

A tétel szerint egy r(t) vektor-skaldr fiiggvénnyel megadott sima pélya pontjaihoz tn.
stmulokort lehet rajzolni. A palyahoz rendelhetd e; érinté egységvektor é; derivaltja (tehét a
fentiekbdl kovetkezéen e, is) egy olyan vektor, mely a simul6kor gorbiileti kozéppontja felé
mutat. A péalya p gorbiileti sugara definici6 szerint a simulékor sugaraval egyezik meg, ami

i
= Exd (1.20)

Mivel i = v, [F| = |v| és I = a, a gorbiileti sugér kifejezése atirhaté az aldbbi alakba:

v VP

= = , (1.21)
v x a| ‘ﬁxa
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ahol v/|v| a tangencidlis egységvektor. A tort szamlaléjdban a sebesség eldjeles nagysagat
megad6 v négyzete v2 = |[v|]2. A nevezébdl pedig e; x e; = 0 és |e; x e,| = |ep] = 1
felhasznalasaval kifejezhetd a normalis gyorsulds nagysaga:

v
‘m x a| = |e; X (arer + aney)| = |er X aney| = ap. (1.22)
Kovetkezésképpen,
2 2
v v
LA (129
an p

& = —e,. (1.24)
[ )

A fenti tételben szerepld |v| a sebesség abszolit értékét jeloli, hiszen a tangencidlis egy-
ségvektor tartalmazza a sebesség iranyaval kapcsolatos informéciét. Ennek megfelelen, az
a; tangencialis gyorsulas a sebesség abszolut értékének valtozasat mutatja: pozitiv, ha a
sebesség abszolut értéke nd és negativ, ha a sebesség abszolit értéke csokken.

A normaélis gyorsulas mindig a normalis egységvektor iranyaba, azaz a palya gorbileti
kozéppontja felé mutat, ezért nem lehet negativ. Nulla értéket v = 0 vagy p — oo esetében
vehet fejlg. Ez utobbi feltétel egyenes vonalt palyan és gorbe vonali palya inflexids pontjaiban
teljestl

1.5. megjegyzés: Differencidlgeometriabdl az is ismert, hogy ha az anyagi pont az (x,y)
sikon mozog és adott a pélyat leird y(z) fiiggvény, akkor a péalya k gorbiilete — a simuldkor
sugaranak reciproka — az alabbi képlettel szamithato:

&y
da?

(1 + (%)2)%

Ezt a képletet hasznaljak a Szilardsagtan keretében targyalt rugalmas szal differencidlegyen-
letének levezetése soran is. &

=
Il
==

Merev testek mozgasanak vizsgalata soran sok feladatban talalhatok korpalyan mozgd
pontok. Ezek azonositasa jelentésen egyszertisiti a kialakuld mozgas elképzelését és a felada-
tok megoldasat, hiszen kozvetleniil alkalmazhatova valnak az anyagi pontok kinematikdjanak
eredményei. Ez adja a kovetkez6 példa jelentoségét, melyben anyagi pont keringésére alkal-
mazzuk a sebességrol és gyorsulasrol tanultakat.

1.15. példa: Anyagi pont régzitett O pont kérili R sugari korpdlyan torténd mozgdsa, azaz
KERINGESE.

6 Anyagi pont pillanatnyi sebessége is és gyorsuldsa is a simulékor sikjiba, az tn. simulésikba esik. A
palya akkor lehet igazi térbeli gorbe, ha a mozgas soran folyamatosan valtozo irdnyu e; és e,, vektorok altal
kifeszitett simulésik helyzete valtozik. Megmutathaté, hogy a simulésik palya menti elforduldsat a torzio
nevii mennyiség jellemzi, ami a helyvektor harmadik derivaltjaval van kapcsolatban.
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1.9. dbra. Kérpalyan mozgé anyagi pont.

Keringés sordan a test helyvektora

R cos cp(t))
r(t)=| Rsin gp(t)) (1.25)

20

alakban adhato meg, az [ abra szerint. Itt kihaszndltuk, hogy a test helyzete jellemezhetd
eqy idében valtozo ¢(t) szégkoordindta segitségével. A tovabbiakban feltételezziik, hogy a ¢
szoget a sebesség iranydnak megfeleld irdnyitissal mérjik fel, tehdat a mozgas sordn ¢ nd.
Hatdrozzuk meg az anyagi pont sebességét és gyorsuldsat, valamint azok palydhoz illeszkedd
komponenseit!

Megoldas:
A helyvektor idé szerinti derivdlasaval — az Osszetett fiiggvények derivaldsi szabalyat alkal-
mazva — meghatarozhaté az anyagi pont sebessége:

—R¢sin (p(t)) —sin (p(t))
v=r1(t)=| Rgcos(p(t)) | =Rp| cos(p(t)) (1.26)
0 0

és gyorsulasas:

t))
)

—R@sin (p(t)) — Rp? cos (p(
ot

a=v(t)=| Rgcos (p(t)) — Rp?sin (
0
—sin (o(t)) —cos (1))
= Rp | cos (p(t)) | + Rp* | —sin (¢(t)) | - (1.27)
0 0

Az eredményiil kapott vektorokat az [LT0l abran tiintettiik fel. A képletek alapjan belathato,
hogy a v sebességvektor nagysiga v = |v| = Ry, irdnya pedig merdleges az r helyvektorra,
tehat valéban érinto irdany.

A tangencialis egységvektor

v | Tsin(e)
e =—=| cos (o) |- (1.28)

Ilyen irdnyu a gyorsuldsvektort megad6 (L27)) képlet elsé tagja is, melyben az a; tangencialis
gyorsulasvektort ismerhetjiik fel. Ennek eldjeles nagysaga

ar =0 = R, (1.29)
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ami valéban a sebesség nagysaganak a derivaltja.
A gyorsuldsvektor masik komponense a normalis gyorsulas, melynek egységvektora a kor-
palya kozéppontja felé mutat:
— cos ((1))
e, = | —sin(p(t)) |. (1.30)
0

Mivel a palya gorbiileti sugara R, a normalis gyorsulds nagysaga is 6sszhangban van az [[L.T4]
tétel allitasaival: ) .
v (Rp)”

Rg?. (1.31)
a

Ay —

R R

1.10. abra. Korpalyan mozgé anyagi pont sebességének és gyorsulasanak palya-
hoz illeszked6 komponensei.

A fenti példaban feltettiik, hogy ismert a sebesség iranya, ezért annak megfeleléen tudtuk
felvenni a tangencialis egységvektort. Kovetkezésképpen, hasznalhattuk a sebesség el6jeles
nagysagat jelolé v szimbdélumot a sebesség |v| abszolut értéke helyett.

Természetesen el6fordulhat — példaul rezgéstani feladatokban —, hogy az adott palyan
mozg6 anyagi pont megall és ugyanazon a palyan visszafelé indul el. Ekkor az e, = v/|v|
definicié szerint minden iranyvaltaskor megfordul a tangencialis egységvektor iranya is, a
megallas pillanataban pedig e; nem értelmezhetd.

Ebben az esetben ugy jarhatunk el, hogy a két lehetséges (egymassal ellentétes) tangenci-
alis egységvektor koziil kivalasztjuk az egyiket és a sebesség v eldjeles nagysagaval szamolunk
|v| helyett.

1.16. definicié. A sebesség v eldjeles nagysdgdt PALYASEBESSEGNEK nevezzik. s

Ha az e; tangencidlis egységvektort a sebesség tényleges iranyaban vessziik fel, akkor
v > 0 azt jelenti, hogy a pozitiv v nagysiagu sebesség no, tehat ez megfelel a tangencidlis
gyorsulasnak. Azonban ha a sebesség tényleges iranyaval ellentétesen vessziik fel a tangen-
cialis egységvektort, akkor v negativ, ezért v > 0 a sebesség abszolut értékének csokkenését
jelenti, ami nem felel meg a tangencialis gyorsulas eredeti értelmezésének. Ezért szoktak
bevezetni a palyagyorsulas fogalmat:
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1.17. definicié. A PALYAGYORSULAS a sebesség eldjeles nagysdgdnak idé szerinti derivdlt-

ja. &

A szakirodalomban altalaban a palyagyorsulast is tangencialis gyorsulasnak nevezik. E
két fizikai mennyiség valoban megegyezik, ha egy olyan kivalasztott pillanatban vizsgaljuk
a mozgast, amikor a sebesség irdanya ismert. A kovetkezd fejezetben megmutatjuk, hogy
a palyagyorsulas fogalma abban kiilonbozik a tangencidlis gyorsulastol, hogy nem a sebes-
ségtol fliggd iranyu e; tangencialis egységvektorhoz képest, hanem egy palya mentén felvett
koordindtahoz képest adja meg a sebesség valtozasanak az el6jelét.

1.1.3. Palyahoz illeszked6 koordinatak
Korpalya menti mozgas leirasa

Az [LT5] példaban lattuk, hogy az anyagi pont korpalyan torténé mozgasanak jellemzésére
elegendd a ¢(t) szog idébeli valtozdsanak megadasa. Ezt a szoget a pont koordinatajanak is
tekinthetjitk egy palyahoz illeszkedd polarkoordinata-rendszerben, ahol » = R = allandé. Ha
definidltuk a ¢ koordinata névekedésének iranyat, akkor a palya ismeretében a o(t) fiiggvény
alapjan megallapithaté az anyagi pont mozgasdnak minden jellemzdje.

A sebesség el6jeles nagysiaga — a pdlyasebesség — megadhatd a o(t) szog id6 szerinti
derivaltja segitségével:

v=Re. (1.32)

A palyasebesség tovabbi derivalasaval a gyorsulas érinto irdnyi komponensének eldjeles nagy-
sagat kapjuk, a pdlyagyorsulast:
U= R¢. (1.33)

A fentiek alapjan korpalyan torténo keringés jellemzésére érdemes bevezetni két tijabb fogal-
mat:

w = @(t) (1.34)
a keringés szogsebessége,
e =@(t) (1.35)

pedig a keringés szoggyorsulasa. FEzekkel az el6jeles mennyiségekkel megadhatdé mind a
palyasebesség, mind a palyagyorsulas:

v = Ruw, (1.36
0 = Re. (1.37)

Nagyon fontos hangsilyozni, hogy anyagi pont szégsebességét és szoggyorsuldasdat nem értel-
mezziik, a bevezetett mennyiségek a kérpdlydn torténd keringést jellemzik! Ugy is képzel-
hetjiik, hogy a korpalyan keringé pont egy rogzitett iranyu tengely koriil forgd merev test
valamely pontja és a bevezetett szogsebesség illetve szoggyorsulas ennek a merev testnek a
mozgasat jellemzi (lasd fejezet).

1.6. megjegyzés: Ha Osszevetjik az (L30) képletet az ([L24]) képlettel, akkor lathatjuk,
hogy |é¢| = |w|. A szOgsebesség tehat — mely a merev testek kinematikdjdnak egyik kozponti
fogalma — ugy tekinthetd, hogy egy vektor ,elfordulasdnak iitemét” jellemzi. &
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Tetszoleges palyahoz illeszkedd koordinatazas

A palyasebesség és a palyagyorsulas akkor is értelmezhetd, ha a palya nem kor alaka, de
ehhez a ¢ szog helyett egy masik, palyahoz illeszkedd koordinatara van sziikség. Ha a palya
egyenes, akkor célszeri a palyaval parhuzamos irdnyban felvenni az egyik koordindta-tengelyt
— példaul az x tengelyt —, mint az[[.25] példaban. Ekkor a palyagyorsulas és a palyasebesség

v =1, (1.38)
0 = i. (1.39)

Elofordulhat, hogy az anyagi pont palydja ismert, de nem egyenes vagy kor, hanem
valamilyen bonyolult alaka gorbe — példaul ilyen egy autépalya nyomvonala. Ebben az
esetben is bevezethetd egy olyan koordinata, ami felhasznalhaté a palyan halad6 anyagi
pont mozgasanak leirdsara. Nem valaszthatjuk minden pélya esetében valamelyik Descartes-
koordinatat, ugyanis ha a palya hurkokat ir le a térben, akkor az x, y vagy z koordinata
egy adott értéke a pélya tobb pontjat is jellemezheti (lasd pl. [L4] abra). Ehelyett a palya
mentén mért s whosszt hasznalhatjuk, mert az egyértelmiien megadja az anyagi pont palyan
elfoglalt helyét.

1.18. definicié. Adott pdlydin mozgo anyagi pont pozicidjat egyértelmiten megadhatjuk egy
vdlasztott kezdbponttél mért s IVHOSSZPARAMETERREL, azaz a pdlya mentén mért koor-
dindtaval (II1 dabra). Az ivhosszparaméter idébeli vdltozasat megado s(t) skaldrfigguényt
BEFUTASI TORVENYNEK nevezziik. L]

egy méroészalagot illesztenénk a palyahoz.

A pélya ismeretében tehat az r(t) helyvektor xz(t), y(t), z(t) komponensei kifejezheték a
befutdsi torvény segitségével, azaz r(t) = r(s(t)) (LI2 abra). Az [LI5] példaban a befutési
torvény s(t) = Rp(t) alakban adhaté meg, tehat z(t) = Rcos(s(t)/R). A mozgastorvény és
a befutasi torvény kozotti osszefliggés sok esetben ennél joval bonyolultabban adhaté meg.
Egy autépalyan haladé gépkocsi esetében az it mentén taldlhato kilométer tabldk mutatjak
az s ivhosszparaméter aktualis értékét. A tablak koordinatai nem képlet, hanem példaul egy
térkép segitségével hatarozhatok meg az ivhosszparaméter értékébdl.

Az ivhosszparaméter nem keverendd Ossze a kozépiskolaban megismert tt fogalmaval: s
a palya menti pozicidt (palya menti elmozduldst) adja meg, tehat a kezdOpont felvételétél
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fiiggden akar negativ is lehet, illetve a mozgas iranyatél fliggéen névekedhet vagy csokken-
het. Ezzel szemben az anyagi pont altal megtett it mindig pozitiv: ha a test a palya A
kezd6pontjabdél B-be megy, majd vissza az s = 0 ivhosszparaméterit A kezdépontba, akkor
a mozgas végén az ivhosszparaméter zérus, a megtett Gt viszont az AB ivhossz kétszerese
lesz.

Az alabbi tétel szerint az ivhosszparaméter fogalma jol haszndlhaté a palyasebesség és
palyagyorsulas kiszamitasa soran.

1.19. tétel. A PALYASEBESSEG a befutdsi torvény idd szerinti derivdltja:

v = 5(t) (1.40)

Bizonyitas:

Az Osszetett fiiggvények differencidlasi szabalya segitségével a sebesség az aldbbi alakban

fejezheto ki:

dr(s(t)) drds
dt  dsdt’

Differencidlgeometriai alapon belathat6, hogy a fenti szorzat elsé tényezlje egységnyi
hosszusagu és a palya érintéjével parhuzamos. Ez tehat egy olyan vektor, ami vagy megegye-
zik a sebesség irdanyaban felvett tangencidlis egységvektorral, vagy azzal ellentétes irany:

vV =

(1.41)

dr
— = *+ey. 1.42
P e (1.42)

Mivel a sebességnek csak érinté irdnyt komponense lehet, az (ILZI]) jobb oldaldn szerepld
szorzat masodik tényezOje a sebesség elGjeles nagysiga, azaz a palyasebesség. [

1.20. kovetkezmény. A PALYAGYORSULAS a befutdsi torvény mdsodik idd szerinti deri-
valtja:

0= §(t) = . A

Anyagi pontok mozgésa jol szemléltethetd az s(t) befutasi torvény, s(t) palyasebesség és
5(t) palyagyorsulas fliggvények dbrazoldsdval.

1.21. definicid. Az s(t) befutdsi torvény, v = $(t) palyasebesség és v = 5(t) pdlyagyorsulds
grafikonjait FORONOMIAI GORBEKNEK nevezziik. &

Ha az anyagi pont nem fordul vissza a pélyajan, akkor az ivhosszparamétert a sebesség
iranyanak megfeleloen célszerti felvenni. Ekkor a palyasebesség pozitiv, a palyagyorsulas
pedig a tangencialis gyorsuldssal egyezik meg, azaz v = |v| és a; = 0. Ilyen eseteket lathatunk
az és abrékon.

A pélyagyorsulds és a tangencialis gyorsulas akkor kiilonbozik, ha az ivhosszkoordina-
tat nem a sebesség iranydnak megfeleléen vessziik fel. Adott palyan torténd, valtakozd
irdnyt mozgas esetén célszerli az ivhosszkoordinataval definialt palyasebesség és palyagyor-
sulas haszndlata. Ugyanis ha példaul egy egyenes palyan mozgd anyagi pont lelassul nulla
nagysagu sebességre, majd ellenkez6 iranyban felgyorsul, akkor a sebesség iranyahoz kotott
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simuléokor

1.12. dbra. Az s(t) ivhosszparaméter (befutdsi torvény) alapjan egyértelmiien
meghatarozhaté az r(s(t)) mozgastérvény, igy a sebesség és a gyorsulds kompo-
nensei is kifejezhet6k a befutasi torvény derivaltjai segitségével.

skalar tangencialis gyorsulas el6jelet valt, mig a palyagyorsulas nem valt elb’jeletﬂ A pa-
lyagyorsulas és a tangencidlis gyorsulas kozti killonbséget az [L14] abra szemlélteti. Ahogy
az abran is latszik, a rezgd mozgas folyamatanak jellemzésére sokkal alkalmasabb a v = §
pélyasebesség és az § palyagyorsulds, mint a sebesség |v| abszolut értéke és az a; tangencialis
gyorsulas.

1.7. megjegyzés: A szakirodalomban elterjedtebb az a megkdzelités, melyben nem kotik
ki, hogy az e; érinté egységvektor a sebességgel egyezd értelmii legyen. Ebben az esetben
a sebesség v = $(t)e; alakban, a gyorsulds pedig a = 3§(t)e; + ﬂen alakban irhaté fel.
Kovetkezésképpen, nincs kiillonbség a tangencialis gyorsulas és a palyagyorsulds kézott. Mivel
fontosnak tartottuk kihangsilyozni a tangencialis gyorsulas fogalmanak bevezetése soran,
hogy az a sebesség abszolit értékének valtozasaval kapcsolatos mennyiség, mi nem ezt a

megkozelitést valasztottuk. &

1.1.4. Kényszerek: a mozgast korlatozoé feltételek

A legaltalanosabb, térbeli mozgasok — az igynevezett szabad mozgdsok sordn — a helyvektor
mindharom koordinatajanak valtozasat meg kell adni az anyagi pont mozgasanak leirdsahoz
— gondoljunk példaul egy repiil6 madarra vagy repiilogépre. A legtobb gyakorlati esetben
azonban van valamilyen informdcionk a lehetséges mozgasokrol, amit kihasznalva elérhet-
jik, hogy kevesebb skalarfliggvény is elég legyen a mozgas egyértelmii megadasahoz. Kzt
hasznaltuk fel a korpdlyan torténé mozgast ismerteté [LI5] példaban is, ahol a ¢(t) szog
vagy az s(t) = Rp(t) befutdsi torvény egyértelmiien megadta a pont helyét.

1.22. definicié. Egy mechanikai rendszer SZABADSAGI FOKA azon fiiggetlen skaldrfiiggué-
nyek szama, melyek egyértelmiien megadjik a rendszer mozgdstorvényét. s

Emlékeztetiink arra, hogy a mozgéastorvény (lasd [LZ] definici6) a vizsgdlt mechanikai
rendszer modellje, a vonatkoztatdsi rendszer és a koordindta-rendszer ismeretében teszi lehe-
tové a mozgas leirasat. Ez azt jelenti, hogy a szabadsagi fok szoros kapcsolatban van azzal,

"E folyamat sordn a tangencidlis gyorsulds a; vektora sem véltoztatja meg értelmét, az mindig a gyorsu-
lasvektornak a sebességvektor egyenesébe esé komponense.
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1.13. abra. Egy versenypalyan haladé motorkerékpar foronémiai gérbéi. Az ab-
ran megfigyelhetd, hogy a kanyarokhoz érkezés el6tt, a t 4 illetve to pillanatokban
kezd fékezni a motoros.

hogy milyen pontos modellt allitunk fel a vizsgalt feladat megoldasahoz. A modell felallitasa
soran kell atgondolni, hogy a mozgas milyen 6sszetevoit tekinthetjiik elhanyagolhatéonak.

Példaul egy versenypalyan szaguldé motorkerékpar ¢ idépontbeli helyének megadasa so-
ran célszerii lehet elhanyagolni a versenypalya szélességét. Ez esetben elég csak azt megmon-
dani, hogy az it mentén hol taldlhat6 a motor, azaz csupan egy darab s(t) fliggvényre van
szitkség (lasd [[I3abra), a rendszer egy szabadsagi foki. Azonban annak is lehet jelentésége,
hogy a motor egy kanyar kiilsé vagy belso ivén halad-e. Ha ezt is figyelembe akarjuk venni,
akkor nem elég a palya menti ivhosszparamétert megadni, hanem sziikség van egy mésik
koordinatara is — tehat mar két szabadsagi foku lesz a rendszer.

Ehhez hasonléan, egy nyugalombdl elengedett, szabadon eso test esetében el szoktak ha-
nyagolni a vizszintes irdnyu hatasokat (1asd 2l fejezet), ezért a palyajarol célszerti feltételezni,
hogy egyenes. Ennek megfelel6en tekinthetjiik ezt a rendszert egy szabadsagi fokunak.

Sok esetben a vizsgalt test érintkezik a kornyezetében 1évé tobbi testtel és ez alapjan
vonhatunk le kovetkeztetéseket a mozgassal kapcsolatban. Példaul egy hasab sik asztalla-
mozgds egy sikban torténik, igy leirdsdhoz elegend6 két skalarfiiggvény — példaul z(t) és y(t)
— azaz a szabadsagi fok ketto.

A korpalyan torténd mozgassal kapcsolatos[LI5] példaban nem foglalkoztunk azzal, hogy
milyen mechanikai rendszerrol van sz6. Ha a vizsgalt pont egy tengely koriil forgd kiterjedt
elhanyagolasabol kovetkezik, hogy a pélya kor alaku.

A fentiek szerint a modell felallitdsa soran megfogalmazhatunk olyan feltételeket, melyek
a lesziikitik a lehetséges mozgasok korét és igy egyszertisitik a feladat megoldasat. Ezeket a
mozgast korlatozo feltételeket kényszereknek nevezziik.

1.23. definicié. A KENYSZEREK eldirt geometriai vagy kinematikai feltételek, melyek kor-
latozdsokat jelentenek a mozgasokra nézve. s

El6fordulhat, hogy a kényszerfeltételek adott médon valtoznak az id6ében (iddfiggd kénysze-
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1.14. dbra. Egy k merevségii rugora fiiggesztett m tomegi test (linedris lengé-
rendszer) s(t) befutdsi toérvénye, $(t) pdlyasebessége és §(t) palyagyorsuldsa (azaz
a foronémiai gérbék), valamint a sebesség |v(t)| abszolut értéke és az ay(t) tan-
gencialis gyorsulas. A foronémiai gérbék folytonosak és simak. FEzzel szemben a
sebesség abszolit értékét abrazolo gérbének térése, a tangencialis gyorsulds goér-
béjének pedig szakadasa van a sebességvektor iranyvaltasainak pillanataiban. A
tangencialis gyorsulas akkor pozitiv, ha a sebesség abszolit értéke né.

rek), vagy a helykoordinaték id6beli derivaltjai, a sebességek kozott kell valamilyen 6ssze-
fiiggésnek teljestilnie (kinematikai kényszerek). Ha a kényszerfeltétel kifejezheté csupan a
helykoordinatak és az id6 segitségével, akkor geometriai kényszerrél beszéliink.

A legegyszertibb, iddtél figgetlen geometriai kényszerek esetében az anyagi pont egy gor-
bilt kényszerfeliileten, sik- vagy térgorbén (kényszerpalyan) mozog. Kényszerfelileten tor-
tén6 mozgas esetén a mozgastorvény r(u(t),w(t)) alakban irhaté fel, ahol u és w a feliilet
paraméterei. Mivel két fliggetlen skalarfiiggvény (u(t) és w(t)) szerepel a mozgastorvényben,
ez a mozgas két szabadsagi fok.

1.15. dbra. Forgasparaboloidon térténé mozgas.

1.24. példa: Az[I13 dbrdn ldthato forgasparaboloidon torténd mozgds esetén a kényszerfel-
tétel az f(x,y,2) = 2(t) — x(t)® — y(t)> = 0 fiigguény alakjdban irhaté fel, ezért az x = u,
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Yy = w paraméterezéssel
u(?)
r(u(t),w(t)) = w(t) . [
—u(t)? — w(t)?

Ha az anyagi pont egy eldirt gorbén, azaz kényszerpdlydn mozog, akkor a harom térbeli
koordinata kozotti Osszefliggéseket két skalar egyenlet segitségével adhatjuk meg, a szabad-
sagi fok egy.

1.25. példa: A z = zy sikon olyan egyenes pdlydn mozog eqy anyagi pont, mely dthalad a z
tengelyen és az x tengellyel o szdget zar be (10 dbra).

1.16. abra. Egyenes kényszerpalyan mozgé anyagi pont.

Ekkor a két kényszeregyenlet

’

es

(1) -
g(a(t). y(t). =(1)) = % ~ tan(a) = 0.

Az anyagi pont helyét egyértelmien megadja akdr az x(t), akdr az y(t) fugguény, hiszen
ha barmelyik ismert, akkor a mdsik két térbeli koordindta értéke kiszamithato a fenti két
kényszerfeltétel alapjin. Példdaul az x(t) koordindtdt valasztva a mozgdstérvény

ami valoban csak egyetlen skaldrfiggvényt tartalmaz.

Ebben a példdaban jol hasznalhato az s ivhossz koordindta is a mozgas leirdsara. Példdul
valaszthatjuk ivhossz koordindtanak az anyagi pont origotol mért s = /x* + y? tavolsagat
(L1d dbra). Ebben az esetben z(t) = s(t) cos(a) és y(t) = s(t) sin(«), azaz a mozgdstorvény

s(t) cos()
r(s(t)) = | s(t)sin(a) | . [ )

20

A fenti példdkban a kényszerfeltételeket f(x,y,z) = 0 alaki egyenletekkel lehetett meg-
adni. Azonban el6fordulhatnak olyan kényszerfeltételek is, melyeket egyenl6tlenséggel fejez-
hetiink ki. Ezeket unilaterdlis (egyoldali) kényszereknek nevezik. Példaul ha egy vizszintes
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1.17. abra. Példa unilateralis kényszerre: a z = zg feliileten pattogé labda.

asztallapon mozg6 test elvalhat a felilettél — mint az [LT7 abran lathatoé pattogd labda —,
akkor a kényszerfeltétel z(t) — zy > 0 alakban fogalmazhaté meg.

Az u(t), w(t), x(t), s(t) figgvények idéfiiggése annak felel meg, hogy az anyagi pont a
felilleten vagy gorbén mozog, maga a kényszerfeliillet vagy goérbe viszont nem véltozik az
idében, azaz idotdl fiiggetlen kényszerrdl van sz6. Példaul egy domboldalon lecstiszd kavics
(lasd abra) esetében a talaj nem mozog, de a test pozicigja — mely két szdmmal adhaté
meg, mint az példaban — idében valtozik.

Ezzel szemben az idotol fiiggd geometriai kényszerekezﬁ legtobbszor ugy képzelhetjiik el,
hogy maga a kényszerfeliilet vagy kényszerpdlya mozog. Példaul egy allando v, sebességgel
mozgd lift egyenletesen valtozd 2y (t) = v.t koordinataju padldjan elguritott goly6 esetében
a kényszerfeltétel z(t) — zug () = 0, azaz z(t) —v,t = 0. Az is id6fuiggd kényszerhez vezet, ha
a vizsgalt mechanikai rendszer egy eleme idoben el6irt, ismert mozgast végez, mint példaul
egy gép adott fordulatszammal forgd tengelye (I8 abra).

w = all. »
—_7 Y = wt

v, = all.

1.18. abra. Példak idotdl fiiged kényszerekre.

Kinematikai kényszerekﬁ esetében a mozgasra vonatkozo feltétel a koordinatak derivaltjai
(a sebességek) kozott fejez ki valamilyen kapcsolatot és nem fejezhetd ki csupan a koordi-
natak segitségével — még integraldassal sem. Ha a sebességekkel kifejezett kényszer atirhatéd
geometriai kényszerré, az azt jelenti, hogy a koordinatak kozott all fenn valamilyen kapcso-
lat, azaz a test nem viheté at barmilyen pozicioba. Ha minden pozicidba el tud jutni a
test, akkor az integralas nem hajthato végre, tehat valoban kinematikai kényszerrel allunk
szemben. Ilyen esetre példa a szénkézds vagy a korcsolydzas (LI9 dbra). A korcsolyaval a
jégpalya barmely pontjaba, barmilyen szoghelyzetben eljuthatunk, a kényszer csak azt koti
ki, hogy az él valamely pontjanak sebessége parhuzamos kell legyen az él iranyaval.

8 A szakirodalomban az id6tél fiiggetlen kényszereket szkleronomnak, az id6tél fiiggdeket pedig reonomnak
nevezik.

9FEzeket a szakirodalomban anholonom kényszernek nevezik, szemben a geometriai kényszerfeltételekkel
kifejezhetd holonom kényszerekkel.
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1.19. abra. Példa kinematikai kényszerre.

A fentiek szerint a kinematikai kényszerfeltétel integralhatosdga nem csak matematikai
kérdés. Ha egy adott feladat kapcsan megfogalmazunk egy sebességallapottal kifejezhetd
kényszert és nem tudjuk végrehajtani az integralast, akkor kisérleti uiton kell eldonteni, hogy
a vizsgalt test eljuthat-e minden (a geometriai kényszerek altal megengedett) helyzetbe.

1.8. megjegyzés: Az fejezetben latni fogjuk, hogy egy vizszintes sikon gordiild, sikmoz-
gast végzd r sugaru korong silypontjanak sebessége vg = rw nagysagu, ahol w a szogsebes-
ség nagysiga. Ez a gordiilés kényszerfeltételének felel meg (L20] dbra). Elsé pillantésra ez
kinematikai kényszernek tlinik, azonban integralassal atirhaté xg = ry alakba, ahol ¢ a ko-
rong szogelfordulasa és g a sulypont koordinataja. Itt tehat a sebességallapotra vonatkozo
kényszerfeltétel egy csak koordinatdkat tartalmazo kifejezés teljes id6 szerinti derivalja, ezért
lehetett integralni. Kinematikai kényszerek esetében — példaul ha térbeli gordiilést végez a
korong, azaz ide-oda billeghet és elkanyarodhat — az integralas nem hajthaté végre. &

1.9. megjegyzés: Barmilyen kényszerfeltétel id6 szerinti derivaltjanak is teljesiilnie kell. Ez
azt jelenti, hogy ha valamilyen Osszefiiggés all fenn a koordinatak kozott, akkor a megfeleld
kényszerfeltétel id6 szerinti derivaldsa a sebességre illetve gyorsulasra vonatkozo feltételekre
vezet. Példaul egy z = zyp = édlland¢ feliileten mozgd anyagi pont sebességének (és gyorsu-
lasdnak) a z komponense nulla.Az fejezetben még szamos tovabbi példat latunk majd a
kényszerfeltételek derivaldsara.

A dinamika alaptétele (1asd 23] ésB.2 fejezetek) alapjan egy test gyorsuldsdllapota hozhatd
kapcsolatba a ra haté erdrendszer hatasaval. Ezért a dinamika alaptételének alkalmazasa
soran a kényszerfeltételeket is a gyorsuldsallapotra kell alkalmazni — ehhez pedig kétszer kell
derivalni a geometriai kényszerek koordinatakkal kifejezett alakjat.

A fentieknek megfelelen, a szakirodalom megkiilonboztet geometriai szinti, sebesség szin-
tii és gyorsulds szintl kényszerfeltételeket, attol fiiggben, hogy az adott kényszert a koordi-
natakkal, a sebességekkel vagy a gyorsulasokkal fejezziik-e ki. A geometriai kényszerek mind-
harom szinten megfogalmazhatok, a kinematikai kényszerek azonban csak a sebességek és a
gyorsulasok szintjén. &

A kényszerek csokkentik a vizsgalt mechanikai rendszer szabadsagi fokat[d Az alta-
luk megadott korlatozasok gyakran vilagosan latszanak a problémak megfogalmazasabdl.
Ugyanakkor ne felejtsiik el, hogy a kényszerek felvétele a modellalkotds része, ezért a mii-
szaki problémak megolddasanak fontos lépése. Az asztallapra helyezett golyé a valésagban

10Minden geometriai kényszerfeltétel eggyel csokkenti a szabadsagi fokok szdmét. A kinematikai kény-
szerfeltételek és a szabadsagi fokok kapcsolata viszont meglehet&sen bonyolult probléma, ennek targyalasa
talmutat e jegyzet keretein.
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1.20. dbra. A vizszintes sikon gordiil6, sikmozgast végzs korong sulypontja altal
megtett xg tavolsag megegyezik az r sugar és a ¢ szdgelfordulas szorzataval. Bar
a kényszerfeltételt sokszor vg = rw vagy — iijjabb derivalassal — ag = re alakban
célszerti felirni, ebben az esetben felirhaté a gérdiilés feltétele a koordinatak kozti
Osszefliggés segitségével is, tehat ez geometriai kényszer.

kis mértékben deformalja az asztalt, az autépalyan haladd gépkocsi pedig csak az it altal
kijelolt tartomanyon beliill marad — menet kozben példaul attérhet a masik savba. Ehhez
hasonldan, a gépek alkatrészei — példaul mechanizmusok riadjai — rugalmasan deformaldd-
nak mozgéas kozben és az azokat meghajté motorok fordulatszama is ingadozik a terhelés
fiiggvényében. Nyilvanvaloan egyszertisiti a mozgas leirdsat, ha ezeket a kis eltéréseket elha-
nyagoljuk, azonban mindig tudataban kell lenniink annak, hogy a kényszerek a valosdgban
sohasem teljesiilnek tokéletesen.

A kényszer fogalmanak jelentéségét mutatja, hogy a merev testek kinematikajat abbol
kiindulva épitjiik fel az fejezetben, hogy a merev testek egymassal kényszerkapcsolatban
allé anyagi pontokbdl allnak.

1.1.5. Az anyagi pont kinematika alkalmazasai
Ferde hajitas

A Fold felszine kozelében elhajitott testek jo kozelitéssel g = 9.81 m/s? nagysagu gyorsuldssal
esnek fiiggolegesen lefelé. A sebességnek csak a fiiggéleges komponense valtozhat, ezért a
kezdeti pozicio és sebesség kijeloli azt a fliggoleges sikot, melyben az elhajitott test mozog.
Kovetkezésképpen, ez egy két szabadsigi foki mozgés, elegendd két koordindta (x és y),
melyek tengelyeit a mozgas sikjaban vessziik fel az [[L21] abranak megfelel6en.

Ha valamilyen ro = [z yo]” kezdeti poziciobdl vo = [vg, vo,|” kezdeti sebességgel hajitunk
el egy anyagi pontot a t = t; pillanatban, akkor az ismert

o [—09]

gyorsulasvektor integraldsaval a test sebessége és pozicidja is kiszamithatd egy késobbi t
idépontban.
A sebesség

t
v(t)=vo+ [ adt=vo+a(t—ty), azaz
to

[Zigﬂ - L}Oy _Zoé - to)} '
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1.21. dbra. Egy r(ty) pontbdl vy sebességgel elhajitott anyagi pont palydja és a t
pillanatban érvénes kinematikai jellemzdbi. A gyorsulds a palya minden pontjaban
megegyezik a nehézségi gyorsulassal.

A mozgastorvény egy tjabb integralassal fejezhet6 ki:

t
r(t) =ro+ / v(t) dt = 1o+ vo(t — to) + %(t —t0)?,  amibél
to

[x(t)] _ l 20 + voa(t — to) ] _ (1.43)

y(t) Yo + voy(t — to) — L(t — to)?

A kezdeti sebesség vektorat egyértelmiien megadja a sebesség vy nagysaga és vizszintessel
bezart a szoge, tehat vy, = vy cos(a) és vy, = vpsin(a), amivel

W:Pm@w

vo sin ()

A gyorsulds nem tartalmaz minden informaciot a mozgas sebességérél és mozgastorvényérol,
ezért kellett felhasznalnunk a kezdeti sebességet megadd vy és kezdeti pozicidt megadd ry
vektorokat. Ezek a vektorok a hatarozatlan integalas kapcsan bevezetett integralasi kons-
tansoknak felelnek meg.

1.10. megjegyzés: A fenti képletekbdl latszik, hogy a ferdén elhajitott test sebességének
vizszintes komponense a mozgés soran nem véltozik. Ebbél kovetkezik, hogy az x(t) fiiggvény

linedris: (1) = xo + voz(t — to). Kovetkezésképpen, t(z) = L1 4 ¢, amit y(t) kifejezésébe
helyettesitve megkapjuk a palyat megadd y(z) fliggvényt:

2
. T — X _g T — X
y(x)_y0+7)0y Vox 2( Vox ) )

Ez a fiiggvény z-ben masodfoku, tehat a ferde hajitas palyaja parabola. A valésdgban szamos
tényez6 befolyasolja az elhajitott test mozgasat, példaul a légellenallds, a Fold forgasa és a
gravitaciés eré magassagfiiggése. A feladat bonyolultsiga miatt nagy pontossagot igényld
feladatokban numerikusan szamitjak ki a valodi palyat, melyet ballisztikus gérbének nevez-
nek. &

1.26. példa: Egy anyagi pontot az[1.22 dbrdn ldthato maodon dt akarunk hajitani eqy R = 1
m sugari hengeres test felett gy, hogy a pdalydja legfelsé pontjaban még éppen ne érintse a
hengert. A koordindta-rendszer origojdt a henger és a talaj érintkezési pontjaban vessziik fel.
Ebben a rendszerben a kezdeti pozicio
_ |%o
ro = l0‘| )
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ahol xg-at a feladat kévetelményeinek megfeleloen valaszthatjuk meg. Legfeljebb mekkora lehet
a kezdeti sebesséq vizszintessel bezdrt o szége, hogy ez a feladat végrehajthato legyen?

le brax ’ Voo

1.22. abra. Anyagi pont athajitasa egy R sugaru hengeres test felett.

Megoldas:

Egyszertsiti a feladat megoldasat ha az id6t az elhajitas pillanatatol mérjiik, mert akkor
to = 0. A pélya legfels6 pontjaban a fliggbleges (y irdnyi) sebesség éppen nulla, ezért ennek
idépontja a vy (tmax) = Voy — gtmax = 0 egyenletbdl szamithaté ki, azaz tmax = voy/g =
vosin(a)/g. Ebben a pillanatban a test helyvektora (L43)) alapjén

()| | w0+ e ) vf costa)sinfo)
Y(tmax) | |2Bi2@) _ gosin’(@) | = v sin? () (1.44)
g 27 42 5

Mivel az R sugari henger magassdga 2R, akkor érinti a palya a hengert, ha y(tmax) = 2R,
azaz
2 (o2
wsin(@) _,p (1.45)
29

amibél 0 < o < 90° feltételezésével
~ VAgR

= sin(a)’

Minél kisebb az « szog, anndl nagyobb vy kezdeti sebességre van sziikség, példaul a = 45°
mellett vy ~ 8.86 m/s, mig o = 30° esetén vy ~ 12.53 m/s. Mivel a pélya legfels6 pontja
az Z(tmax) = 0 koordindtaju pontban kell legyen, a kezdeti pozicié is kiszamithat6 (L44])
alapjan:

_1)8 cos(a) sin(a).

p (1.46)

o =
Eszerint minél nagyobb a hajitas szoge, annal kozelebbrél kell elhajitani a testet (pl. o = 45°:
xog=—4 m; a =30° zy~ —6.93 m).

Nagy « szogek mellett azonban a fenti szamitas alapjan mar olyan kozelrdl kellene el-
hajitani a testet, hogy az beleiitkdzne az R sugartd hengerbe, még mielétt elérné a palyaja
cstucsat (L23] abra). Csak ugy keriilhetd el ez az titkozés, ha a palya legfelsé pontjaban R-
nél nagyobb a palya simulokérének gorbiileti sugara. Az egyenlet szerint a simulokor
gorbiileti sugara a sebesség nagysagabdl és a normalis gyorsulds nagysagabdl szamithatd. A
palya legfels6é pontjaban a sebesség vizszintes iranyi, megegyezik a kezdeti sebesség vizszintes
irdnyu osszetevéjével, azaz

V(tmax) = lvo C%S(O‘)] .
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1.23. abra. Kiilonbo6zo kezdeti feltételekhez tartozé palyak. Tul kézelrol hajitva
az anyagi pontot, a palya belemetsz a hengeres testbe, mert gorbiileti sugara kisebb
R-nél.

A gyorsulasrdl tudjuk, hogy az a palya minden pontjaban fiiggéleges. Ez azt jelenti, hogy a
palya csuicspontjaban nulla a tangencialis gyorsulds, igy a teljes nehézségi gyorsulds normaélis
irdny1, azaz a, = g. Tehat a palya gorbiileti sugara a legfelsé pontban, (LI3]) szerint

p= U vhcos’(a) (1.47)
G, g
A legnagyobb megengedhetd hajitasi szég mellett p = R, amibdl

v3 cos?(a) = Ry.
Ugyanakkor az dtdobas masik feltételét megadd (L4H) egyenletbdl
va sin® () = 4Rg.

E két egyenletet Gsszeadva, gyokvonas utdn megkapjuk azt a legkisebb sebességet, amivel
még at tudjuk dobni a testet a henger felett:

Vomin = VD Rg ~ 7.0036 m/s.

Ezt visszahelyettesitve az eléz6 egyenletekbe, megkapjuk a legnagyobb szoget, amivel a fel-
adat megoldhato:

VR 1
Qmax = arccos 9 = arccos (—) ~ 63.453°.
V0min \/g

Ezt a szoget behelyettesitve az (L40) képletbe, megkapjuk a hozzé tartozd zg értéket is:
Tomax = —2R = —2 m.

Az abra az amax $z0gU hajitdshoz tartozé foromoémiai gérbéket mutatja. A pélya tobbi
pontjaban nem nulla a tangencidlis gyorsulas, ezért a normaélis gyorsulds azokban a pontokban
g-nél kisebb, a sebesség pedig vy cos(a)-nal nagyobb. Koévetkezésképpen, a p gorbiileti sugédr a
palya legfelsé pontjaban a legkisebb — igy a kiszamolt hajitasi szég mellett sehol sem titkozik
neki az anyagi pont a hengeres testnek. [

1.27. példa: Egy anyagi pont (pl. kisautd) olyan pdlydin halad, melynek eqy szakaszin ,fejjel
lefelé” mozog (.23 dbra). Magyardzzuk meg kinematikai ismereteink alapjdan, hogy miért nem
esik le a kényszerpalydrol!
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1.24. abra. Ferde hajitas foronémiai gorbéi amay Sz0gl hajitas esetén.

1.25. abra. Kisauto mozgasa fiiggbleges kényszerpalyan. Kis sebesség mellett
leesne a kényszerpalyardl (vékony folytonos vonal), elegendéen nagy sebesség mel-
lett azonban a kényszerpalya ,visszatartja” (vastag folytonos vonal). A szaggatott
vonal a nagy kezdGsebességgel térténd ferde hajitas palyajat mutatja.

Megoldas:

Képzeljiik el tgy a problémat, mintha az anyagi pontot elhajitandnk a kényszerpdlya egy
pontjabol!l Egy ferdén elhajitott anyagi pont esetében természetesnek érezziik, hogy nem
fiiggblegesen esik le (mint egy all6 helyzetbél elengedett test), hanem gorbiilt palyan halad.
Ennek az az oka, hogy a sebesség ugyan mindig a gyorsuldsnak megfelel$ iranyban valtozik,
de ez a valtozas fokozatosan kévetkezik be. Kovetkezésképpen, minél nagyobb a test vizszintes
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irdnyt sebessége, anndl ,laposabb” lesz a pélya alakja. Az ([47) képletbdl is latszik, hogy
minél nagyobb kezdeti sebességgel hajitanak el egy testet, anndl nagyobb lesz a palya gorbiileti
sugara a legfelsé pontban. Ha a test sebessége elég nagy, akkor az igy szamolhatd, hajitdshoz
tartozo gorbiileti sugar nagyobb lesz a kényszerpalya sugaranal, tehat a kényszerpalya inkabb
Visszatartja” a rajta mozgd anyagi pontot, az nem esik le — ezt illusztralja az abréaba
berajzolt szaggatott vonalt palya.

Mas megkozelitésben: a palya R sugara és a pont sebessége meghatarozza a palyan hala-
déshoz sziikséges normélis gyorsulas értékét:

p = —.
"R
Ha elég nagy az anyagi pont sebessége, akkor a,, > ¢, tehat a nehézségi gyorsulas 6nmagaban
nem is elegendd ahhoz, hogy a palyan haladashoz sziikséges iitemben véltoztassa a sebesség
2
irdnyat — pedig az anyagi pontnak az R sugdrnal kisebb sugari pélyan (azaz %;-nél nagyobb
normélis gyorsuldssal) kellene repiilnie, hogy leessen. [ )

Forgattytis mechanizmus

1.28. példa: Dizelmozdony motor forgattyis mechanizmusanak vizsgdlata az anyagi pontok
kinematikdja alapjan. Az[L20 abrdan eqy dizelmotor forgattyis mechanizmusdnak sematikus
abrdja és az annak megfelelé mechanikai modell lathato. A mechanizmus AC' forgattyijinak
szoghelyzete a

o(t) = o + wol(t — to) + %s(t — t9)” (1.48)

fiigguény szerint vdltozik. Szdamitsuk ki ez alapjin a mechanizmus B csuszkdjanak xp pozi-
ciojat, vg, sebességét és ap, gyorsuldisdt a t =t; = 0.1 s iddpontban!
Adatok: tg =0's, ¢o = 2 rad, w = 100 rad/s, ¢ = 500 rad/s*, R =0.1 m, L = 0.4 m.

1.26. abra. Dizelmotor forgattyis mechanizmusa és annak mechanikai modellje.

Megoldas:
Feltételezziik, hogy a mechanizmus alkatrészeinek deforméciéja elhanyagolhatd. Ebbdl ké-
vetkezik, hogy a C pont R sugaru korpalyan, a B pont pedig egyenes palyan mozog. Ezeket
a kényszerfeltételeket felhasznaljuk a megoldas sordn.

A vizsgélt t = ¢ pillanatban

1
@(t1) = o + wot1 + 5575% = 14.5 rad. (1.49)
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Mivel a kapott érték a 27 tobbszorose, a forgattyd tobbszor korbe fordult a ¢; ideig tartd
mozgasa soran. A szoghelyzet megaddsdhoz elegendd a fenti érték 2m-vel vald osztdsa utani
maradékot megadni: ¢(t1) = @(t1) mod 27 ~ 1.934 rad.

Az ([4]) figgvény derivalasaval kiszamithatd, hogy a C' pont keringésének a szogsebes-
sége a t1 pillanatban

d
Wt)) = wo + ety = 150 ——, (1.50)
S

a keringés szoggyorsulasa pedig ¢ = 500 rad/s?.
A kovetkez6 1épésben meg kell hatarozni a ¢ szog és a B pont z koordindtaja kozti
kapcsolatot. Az ABC hiromszogre felirhaté szinusztétel alapjan

R

sin(fB) = 7 sin(yp), (1.51)

ezért
xp(t) = Rcos(p(t)) + Lcos(B(t)) = Rcos(p(t)) + L cos (arcsin (% sin(gp(t)))) . (1.52)

A vizsgalt idépillanatban:
xp(t1) ~ 0.353 m. (1.53)
Figyelembe véve, hogy a ¢(t) szog is fiigg az id6tél, az Osszetett fiiggvények differencialsi

szabalya alapjan

(B singe) |
UB:v(t):xB(t)_ ( L\/W + (Qp(t))R) Sp(t)' (1'54)

o(t) = p(t1) és ¢(t) = w(ty) behelyettesitésével

vpa(ty) ~ —12.744 2. (1.55)
S
Tovabbi differencidlas utdn, a ¢ szog id6éfiiggésének jeldlését melldzve, kapjuk a B pont gyor-
sulasat:
] cos(p)sin(@)pR? | sim2(@)g*R?  cos(o) ¢t R?
an(t) = UBx(t) - sin? () R2 + sin? () R2 B sin? () R2
N T

cos® (i) sin®(p)¢ B!

I3 (1 . sin2£<€)R2 ) 3

—sin(p)@R — cos(p)P*R, (1.56)

amibdl behelyettesités utan, ¢ = ¢ felhasznaldsaval
m
s

A kapott eredményeket az [[L27] és [[.28] abrak szemléltetik.

A forgattytus-cstuszkas mechanizmus egy szabadsagi fokid, mert minden helyzete leirhato
egyetlen koordindtéval. Altaldban jé valasztas lehet akdr a ¢, akar az x koordindta haszné-
lata, azonban az ezek kozotti (LE2) kényszerkapcesolat egy Osszetett, nemlinedris fliggvénnyel
irhato le. Ez az oka annak, hogy a kényszerfeltétel derivalasaval levezetett sebesség és gyor-
sulas kifejezései meglehetésen bonyolultak lettek.
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1.27. dbra. A mechanizmus helyzete, valamint a B pont sebessége és gyorsuldsa
a t1 pillanatban.

Az anyagi pont kinematika eszkoztarat hasznalva az idéfiiggvények felirdsa és derivalasa
még akkor is elkeriilhetetlen, ha nem a mozgas iddbeli lefolydsdra vagyunk kivancsiak, csupan
egy adott pillanatban szeretnénk meghatarozni valamely pontok sebességét vagy gyorsulasat.
Azonban ha egy merev testekbOl Gsszetett mechanikai rendszernek csak a pillanatnyi moz-
gasallapotat szeretnénk megvizsgalni, akkor van egy olyan mddszer, ami sokkal gyorsabban
vezet eredményre. Ennek a modszernek a leirasaval foglalkozik a kovetkezo fejezet.
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1.28. abra. Forgattyis mechanizmus B pontjanak foronémiai gorbéi.
egyenes vonalil mozgast végez a dugattyu, az ivhosszparaméter s = xpg. A befutasi
torvény, a palyasebesség és a palyagyorsulas igy rendre megegyezik az abrazolt
xp(t), vp.(t) és ap,(t) mennyiségekkel. MegfigyelhetS, hogy amikor a sebesség
nulla, akkor a csiiszka kitérésének, nulla gyorsulas mellett pedig a sebességének

van lokalis sz€Isé értéke.
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1.2. A merev testek kinematikaja

1.2.1. A merev test helyzetének megadasa

A miszaki gyakorlatban altalaban nem hagyhatjuk figyelmen kivil a mozgd testek alakjat
és méreteit. A valésdgban a szilard testek deformalhatéak, méreteik valtozhatnak, de ez a
deformacié szamos gyakorlati probléméaban olyan csekély, hogy a test egészének a mozgasat
vizsgalva eltekinthetiink téle, azaz merevnek tekinthetjiik a testet.

1.29. definicié. MEREV TEST: olyan anyagi test, melynek barmely két A illetve B pontja
kozotti tavolsdg idében dllando: |rap| = dllands (129 dbra).

1.29. abra. A merev test barmely két pontja — példaul A és B, B és C vagy A
és C' — kozti tavolsag dllandé. Az A, B és C pontok helye meghatarozza a merev
test helyzetét.

Az |rap| = allandé kifejezés kényszerfeltétel, hiszen korlatozéast jelent a test pontjainak
mozgasara nézveld Ezt a kényszerfeltételt felhaszndlva a merev test helyzete megadhatd
példaul a kovetkezd gondolatkisérlet alapjan, melyet az abran szemléltetiink.

Az els6 1épésben rogzitjitk az A pont helyzetét az r vektor megadasaval — ez harom
egymastol figgetlen koordinatat tartalmaz. FEzutdn a B pont méar csak egy |rap| suga-
ra gombfeliileten lehet, tehat tovabbi két koordinata sziikséges a helyének a megadasahoz.
Altalaban két szogkoordinatat haszndlnak (az dbréan 1 és 99), hasonléan mint a foldrajzi
szélességi és hosszusagi fokok esetében. Az A és B pontok helyének rogzitése utan még
mindig végtelen sokféle helyzetben lehet a merev test, az AB pontok egyenese koriil elfor-
gatva. Tehat a teljes merev test helyzetének megadasdhoz még meg kell adni egy hatodik, ¢
koordinatat is, ami az AB tengely kortli szogelfordulast jellemzi. A szabad mozgéast végzo
merev test szabadsagi fokainak szama tehat hat.

A szabadsagi fokok szamat egy egyszerli szamitassal is meghatarozhatjuk: a merev test
helyzete harom nem egy egyenesbe esé pontjanak megaddsaval rogzithet6é (L294abra), amihez
a térben 3 x 3 = 9 koordindta sziikséges. Ezek a koordinatak azonban nem valtozhatnak
fliggetlentil a test mozgédsa soran, hiszen a harom pont kozotti tavolsagok allanddak, ami
harom geometriai kényszerfeltételt jelent. Mivel a kényszerek mindegyike eggyel csokkenti a
szabadsagi fokot, ismét arra jutunk, hogy a merev test hat szabadsagi foku.

HTtt ismét emlékeztetiink arra, hogy a kényszerek felvétele a modellalkotas része. Egy adott feladat megol-
dasa soran meg kell fontolni, hogy a vizsgalt test deformécidja tényleg elhanyagolhato-e, azaz hasznalhaté-e
a merev testeket jellemz6 rap = allandé kényszerfeltétel.
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1.30. Abra. A merev test helyének és helyzetének megadasa, kihasznalva, hogy
lrap| = dllandé.

1.11. megjegyzés: A merev test helyzetének megadasahoz gyakran szogelfordulasokat kell
megadnunk kiilonbo6z6 tengelyek koriil. Egy szogelfordulas azonban nem vektor, hanem mat-
rix segitségével irhaté le (lasd fejezet). Egymads utani elforduldsok eredménye a megfelel
matrixok szorzataval szamithaté ki, viszont — mivel a matrixok szorzasa altaldban nem kom-
mutativ — a forgatdsok sorrendje nem tetszoleges! Az[[3T]4bréan is lathatd, hogy a forgatdsok
sorrendjének felcserélése mas végeredményre vezet.

1.2.2. A merev test sebességallapota

A merev test pontjai végtelen sokféle kiillonb6z6 sebességgel mozoghatnak egy adott pilla-
natban. Gondoljunk példaul egy all6 tengely koriil forgd korongra! FEnnek Osszes pontja
korpalyan mozog, ezért a kiillonboz6 irdnyu sugarak mentén (pl. az abra D illetve B
pontjaban) kilénbozé a sebességvektorok irdnya. A tengelytél tavolodva pedig né a pon-
tok sebességének nagysaga, ahogy az abra A és B pontja kozott berajzolt sebességvektorok
is mutatjak. Ez azt jelenti, hogy nem beszélhetiink egy merev test sebességérol, csak a
test valamely adott pontjanak sebességérol. Lehetetlen egyesével megadni ezeket a sebes-
ségvektorokat, ezért inkabb egy olyan szabdlyt szeretnénk talalni, mellyel véges sok adat
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1.31. abra. Két forgatas egymasutanja. Bal oldali abrak: forgatasok el6szor az
x, majd az y tengely koriil. Jobb oldali abrak: forgatasok elGszor az y, majd az x
tengely kortil.

segitségével barmely pont sebessége kiszamolhatd. Ha ismertek a szabaly alkalmazésahoz
sziikséges adatok, akkor azt mondjuk, hogy ismerjiik a merev test sebességallapotdt.

1.32. abra. All6 tengely kériil forgé korong sebességallapota. A tengelyre merd-
leges sikokban ugyanolyan az egymas ,alatti” vagy ,folétti” pontok sebessége, de
egy sikon beliil az ésszes pont sebességvektora mas-mas iranyu vagy nagysagu.

1.30. tétel. A merev test A és B pontjainak sebesséquektorai kozott a kévetkezd dsszefiiggés
all fenn:
VB = V4 +w XTIyp, (1.58)

ahol w a merev test forgdsdt jellemzd SZOGSEBESSEG (mértékegysége rad/s). A fenti képletet
SEBESSEGREDUKCIOS KEPLETNEK nevezzik[

12 A szakirodalomban Euler-féle formula néven is szerepel ez a képlet.
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1.33. Abra. A merev test sebességallapotat megadé vektorok: egy pont sebessége
(pl. v4) és a merev test w szogsebessége.

Bizonyitas:
Tegyiik fel, hogy a test A pontjanak v 4 sebessége ismert. Ekkor az[[.33] 4brdnak megfelel¢en
rp = ryq + rap, ahol |rup| = éllandd, és a B pont sebességét (L)) alapjan id6é szerinti

derivalassal kaphatjuk meg:
I'p=r~TA+Taup = VB =V4q+Tup. (1.59)

Kérdés, hogy mi az rap vektor derivaltja. Mivel ez egy allandé nagysagu vektor, a deri-
valtja csak az irdnyanak megvaltozdasaval — a vektor elforduldsaval — lehet kapcsolatos. A
derivalt kiszamitdsdhoz irjuk at a merev testet jellemz6 |r4p| = alland6 kényszerfeltételt egy
ezzel egyenértékili, de matematikailag jobban kezelhet alakba, ugyanigy, mint az [LT4] tétel
bizonyitasaban:

lrap| = dllandé = 145 =rap-rap = dllando. (1.60)

A kapott kifejezés id6 szerint derivalasdval azt kapjuk, hogy

dydp=2ryp-tap =0,

azaz a skalaris szorzat tulajdonsagai miatt az r 4 vektor meréleges az r4p vektorra. Kihasz-
nalva, hogy két vektor vektoridlis szorzata mindkét vektorra meroleges, biztosan talalhaté
egy olyan w vektor, mellyel 45 kifejezhetd a kovetkez6 alakban:

T'AB = W X IAR. (1.61)

Mivel tudjuk, hogy az r4p vektornak a nagysiga nem valtozhat, az w vektor csak az r op for-
gasaval lehet kapcsolatos. Ezért — az anyagi pont keringése kapcsan bevezetett szogsebesség
fogalom altalanositasaként — az w vektort a merev test szégsebességének nevezziik.

A tétel bizonyitasdhoz azt kell még belatnunk, hogy barmely két pont valasztdsa esetén
ugyanazt a szogsebességet kapjuk. (LHY) és (LGI) alapjan még csak az jelenthetd ki, hogy a
B pont sebessége felirhaté ebben az alakban: vg = v4 +wap X rap.

Vélasszunk a merev testen egy harmadik, C' pontot is (L29] 4bra), oly médon, hogy ne
legyen rajta az AB egyenesen! Ekkor a fentiekhez hasonléan irhatjuk, hogy

Vo =VB+WRBc XTo €8 V4=Vo+woa XTroa. (1.62)
Ugyanakkor nyilvan

rap+rpc+rca=0 ¢és (1.63)
(vB—va)+ (va—ve)+ (ve —vp) =0, (1.64)
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tehat e két Osszeg vektorai két vektorhdromszoget alkotnak. Az (LG2) Osszefliggés miatt

(C64) igy is irhato:
WAB X TAB +wWpe XTrpoc +weoa Xroa =0. (1.65)

Az (L63)) és (L60) osszegek mindharom tagja egy sikba esik (kiilonben nem lehetne nullvektor
az Osszegiik), ez pedig csak akkor teljesiilhet, ha wap || wpe || weoa.

Tegyiik fel, hogy e harom szogsebességvektor nagysiga rendre a, b és ¢! Ekkor (LG5
atirhat6 az alabbi alakba:

we X (arap+brpe+croa) =0, (1.66)

ahol w, a szogsebességekkel parhuzamos egységvektor, tehat példaul wap = aw.. A fenti
egyenlet csak akkor lehet igaz, ha a zardjelben szereplo kifejezés nulla vagy parhuzamos az
w, vektorral.

Vizsgaljuk el6szor az (a rap + b rpe + ¢ rca) = 0 esetet! Ha az ABC pontok nincsenek
egy egyenesen, akkor rap, rpc és roa haromszoget alkotnak, tehat a fenti kifejezés csak tgy
lehet nulla, ha a haromszog minden oldalat azonos mértékben nagyitjuk vagy kicsinyitjiik.
Kovetkezésképpen, a = b = ¢, ezért w = wap = wpc = wc A, azaz barmely két pont valasz-
tasa esetén ugyanazt az w szogsebességvektort hasznalhatjuk a sebességredukcios képletben.

Az (arap+brpe+crea) || we feltétel csak abban a kis valdszintiségili esetben teljestil-
het, ha a szdgsebesség éppen az rap, rpo és roa altal kifeszitett sikkal parhuzamos. Ekkor
valasszunk egy olyan D pontot, ami az ABC haromszog sikjan kiviil esik! Az el6z6 gondo-
latmenet alapjan, az ABD pontokat vizsgdlva belathatd, hogy wap = wpp = wpa = w,
a BCD pontharmas vizsgilatabdl wpe = wep = wpp = w, az AC'D pontharmassal pe-
dig wac = wep = wpa = w. Természetesen egy egyenesbe es6 ABC' pontok esetén is
valaszthatunk egy megfelel6 D pontot, igy a bizonyitas arra az esetre is kiterjeszthetd.

Tehat valéban barmely két pont esetében ugyanazt a szogsebességvektort hasznalhatjuk,
a merev test mozgésat egy szogsebességvektor jellemzi. 'Y

1.12. megjegyzés: A sebességredukcios képlet levezetése soran abbdl indultunk ki, hogy
mind az A, mind a B pont a merev testhez tartozik. A tovdbbiakban a ,merev test pont-
ja” kifejezést kibovitett értelemben hasznaljuk: a feladattél fliggben ugyanis célszerti lehet
bizonyos, a merev testen kiviili pontok mozgasat is igy képzelni, mintha a testtel egytitt
mozognanak. Példaul a merev test nulla sebességii sebességpodlusa, nulla gyorsulasu gyorsu-
laspélusa (551 és[LE8] definicidk) vagy sulypontja (lasd [L34abra) keriilhet a test konttirjain
kivilli pontba. Sikmozgés esetén (LZ2.8] fejezet) a testre ragasztott, a merev test kontirjéanél
nagyobb papirlap segitségével szemléltethetd ez a kiterjesztés.

1.13. megjegyzés: A szogsebességvektor az anyagi pontok keringése vagy kormozgasa (L5
példa) kapcsan bevezetett szogsebesség fogalom altalanositasa. Tekintsiink példaul egy rog-
zitett irdnyu tengely koriil forgd r sugari korongot (L35l dbra). A tengely pontjai nem
mozognak, tehit vy, = 0 és igy az (L58]) képlet alapjén vp = w X rap. Mivel w L ryp,
a vektoridlis szorzas tulajdonsagai miatt a vp = rw nagysagi vp sebességvektor éppen a
szemléletnek megfelel$ értelmii, a sugarra merdleges vektor. Ugy tekinthetjiik tehat, hogy a
B pont az A pont koriil korpalyan kering.

A tengely egy maésik, szintén all6 C' pontjabdl felirva a B pont sebességét, vp = w X rop
adédik. A vektoridlis szorzat tulajdonsigai és |rop|sin(p) = r miatt ezzel a képlettel is
ugyanolyan iranyu és nagysagu sebességet kapunk, mint a vg = w X rap képlettel. Tehat a
C viszonyitasi pontnak nem kell a mozgas sikjaban lennie, mint a keringésnél.
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1.34. dbra. A sebesség- és gyorsuldsallapot elképzelését és a szamitasok elvégzését
segitheti, ha talalunk speciédlis tulajdonsagi — példaul nulla sebességii vagy gyor-
suldsii — pontokat, ezek viszont sok esetben a test kontirjain kiviil esnek. Ezért
szamitasaink soran gyakran célszerii a vizsgalt testet kiterjesztett értelemben te-
kinteni, mintha a rajta kiviil fekvé pontok (pl. az dbran a B pont) is vele egytitt

mozognanak.

A kormozgés egy tovabbi altaldnositasat is megengedi az (L58]) képlet, amikor példaul az
A pont — és a tengely tobbi pontja — nem rogzitett, hanem tetszélegesen mozog. Ebben az
esetben viszont a vg — v4 = w X rap képletet agy is értelmezhetjiik, hogy az A és B pontok
koziil egyik sincs kitiintetve a masikhoz képest; ezek a pontok egymds koril keringenek w
szogsebességgel. &

1.31. kovetkezmény. Az (I58) sebességredukcios képlet szerint vg — va = w X rap. A
vektordlis szorzat tulajdonsdgai miatt vg — va L rup, tehdt eqgy merev test két pontjanak
sebessége csak a pontokat dsszekdto eqyenesre merdleges komponensben kiilonbézhet. Példaul
egqy rud két végpontjanak rudirdnyi sebességkomponenseinek meqg kell eqyezniiik, kilonben a
végpontok tdvolsiga néne vagy csokkenne (L.30 dbra).

1.32. kovetkezmény. Csak azt a kényszerfeltételt hasznaltuk ki az [L.30] tételben, hogy
lrap| = dllandd, az rap vektor eqyéb tulajdonsdgait nem. FEzért kijelenthetd, hogy barmely
p dllando nagysdagu, de w szogsebességgel forgo vektor idd szerinti derivadltja:

p=wXp. (1.67)

Az igy kaphato p vektor merdleges az eredeti p vektorra. Ha a p vektor nagysaga is vdltozik,
akkor p-nak p-vel parhuzamos dsszetevoje is lesz. [

A szogsebesség vektori jellege elsé pillantdsra egyértelmiinek tiinik, hiszen irdnya (mi-
lyen tengely kortl, milyen irdnyba forog a test) és nagysiga is van. E két tulajdonsag
mellett azonban az 6sszeadasra vonatkozo parallelogramma-szabalyt is ki kell elégiteniiik a
vektoroknak (BT definici6), amibél az kovetkezik, hogy az 6sszeadandé vektorok sorrendje
felcserélhets. Lattuk az [LTT] megjegyzés kapcsan, hogy a véges elforduldsok nem irhaték
le vektorokkal, raadasul az egymés utani elforgatasok sorrendjének felcserélése mas ered-
ményre vezet. Ezzel szemben megmutathat6 (lasd [L2Z0 fejezet), hogy a szogsebesség tényleg
vektor, igy két killonbozd tengely kortili forgas eredd szogsebességét a szogsebességvektorok
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1.35. abra. A sebességredukcios képlet, mint a korpalyan valé keringés altalano-
sitasa. A bal oldali abran lathatjuk, hogy a kérpalyan mozgé B pont sebessége
nemcsak a kérpalya kézéppontjaban 1évé A referenciapont segitségével szamithato
ki, hanem a tengely tetszéleges C' pontja is valaszthatoé referenciapontnak. A jobb
oldali abra az altalanositas kovetkez6 lépését mutatja, amikor a tengely pontjai
(pl. az A pont) mar barmilyen irdnyu és nagysagu sebességgel mozoghatnak.

V||

X

1.36. Abra. Mivel a merev test pontjainak tavolsaga allandoé, az A és B pontokat
Osszekotd szakaszra es6 Osszes pont rudirdnyt sebessége megegyezik. Tehdt v 4| =
Vs|| = VB

Osszegeként szamithatjuk ki. Ehhez hasonloan, a szogsebességvektor a feladatnak megfelelo
iranyu komponensek Osszegére is felbonthato.

Gyakran olyan esetekben van sziikség a szogsebességek Osszeadasara, amikor a vizsgalt,
(2) jel test egy masik, w; szogsebességgel forgd (1) testhez képest is forog, woy szogsebes-
séggel. Elore bocsatjuk, hogy ennek a szituacionak az alapos megértéséhez sziikséges lehet
a relativ kinematikdban (LZII fejezet) bevezetett abszolut és relativ szogsebesség fogal-
manak ismerete. A szogsebességek vektori Osszeadhatdsaga relativ kinematikai alapon is
levezethetd, ezzel kapcsolatban lasd az [L78] tételt.

1.33. példa: Az[I.37 dbran vazolt, | hosszisdgi, (2) jeli rid az A csuklon keresztil kap-
csolddik a fiiggdleges z tengely koril wy szogsebességgel forgo (1) testhez. A vazolt helyzetben
a Tid az (1) testhez képest woy pillanatnyi szégsebességgel mozog. Hatdrozzuk meg az A
és B pont sebességét, valamint a (2) rid we szdgsebességét, ha | = 0.5 m, b = 0.125 m,
wi, = 10 rad/s, way, = 5 rad/s, tovdabbd sin(a) = 0.6 és cos(a) = 0.8/

Megoldas:
Az (1) test O pontja az allé z tengelybe esik, ezért annak a sebessége is nulla: vp = 0. Ezért
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/2

1.37. abra. Példa a sebességredukcios képlet alkalmazasara.

az A pont sebessége — mely szintén az (1) test pontja:

0 —-b 0 0
va=vop+twiXxroa=|0| x| 0 | = |=bw| =|-125| — (1.68)
W1z —1/2 0 0 S

Mivel az (xyz) koordindta-rendszer jobbsodrési, az y tengely az abra sikjaba befelé mutat,
tehat az A pont a szemléletnek megfelel6en, az dbra sikjabol kifelé (az olvasé felé) mozog. Az
O és B pontok sebességei k6zotti kapcsolatot nem lehet kozvetleniil, egy sebességredukcios
képlettel megadni, mert e két pont kiillonb6z6 testekhez tartozik. A B pont sebességének
kiszdmitdsdhoz azt hasznéljuk ki, hogy az (1) és (2) testek A pontjai egybeesnek, tehét
azonos sebességiiek. Kovetkezésképpen,

VB =V4 +wy XT4B. (1.69)

A fenti kifejezés kiszamitasahoz szitkség van a (2) test wy szogsebességére is. A szogsebességek
vektori 6sszegzését alkalmazva

0 0 0 0 rad
wo=wi+wor =10 |+ Woly | = |Woiy| = —. (170)
S
Wiz 0 W1z 10
Felhasznalva, hogy rap = [[cos(a) 0 —Isin(a)]?, a B pont sebessége
—Isin(a)wary —1.5
VB =VA+ws Xrap = |—bwy,+lcos(a)wi,| = |2.75| —. (1.71)
—lcos(a)wary 2| ®

Az [[3T] kovetkezmény teljesiilését is ellendrizhetjitk ebben a példaban. Szemlélet alapjan
beldthatd, hogy az A és B pontok radirdnyu sebességkomponensei egyarant nulla értéki-
ek. Az A pont esetében ez kozvetlenill latszik a fenti szamitds eredményeibdl is, a B pont
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sebességének radirdnyt komponense pedig skalaris szorzdssal szamithaté ki:

rap —1.5lcos(a) — 2I(—sin(a))
vp|| = VB = ] = 0. (1.72)
TAB Py

1.2.3. Vektorkett6sok redukcidja

Az (C58) sebességredukcids képletnek megfeleléen a sebességallapot két vektorral: a merev
test valamely pontjéna sebességével és az egész merev testet jellemzo szogsebességgel jel-
lemezhet6. A dinamikdban sokszor fogunk még talalkozni olyan esetekkel, amikor valamilyen
allapotot vagy hatéast két vektor segitségével tudunk leirni. Ezeknek az eseteknek a megfelelo
targyalasahoz célszertt bevezetni a vektorkettds fogalmat.

A matematikaban definidlt vektorok — az Euklideszi vektortér elemei — esetében nem
foglalkozunk a vektorok kezdépontjaval, azok barhol elhelyezkedhetnek a térben.

A mechanikdban azonban altalaban nagy jelent6sége van annak is, hogy a vizsgalt test-
hez képest hol talalhaté egy vektor hatasvonala vagy tamadaspontja. Ennek megfelelGen,
mechanikai szempontbol megkiillonboztetjiik a vektorok alabbi harom tipusat:

o A szabad vektorok esetében nem szamit a vektor térbeli elhelyezkedése, ezek 6nmaguk-
kal parhuzamosan barhova eltolhatok. A szabad vektorok harom térbeli koordinataval
adhatok meg, melyekbdl kifejezheté a vektor nagysaga és iranya.

o A ponthoz kététt vektorok esetében meg kell adni a vektor kezdépontjanak a helyét
is, ,,ahol a vektor hat”. Els6sorban a deformalhato testek mechanikajaban van szere-
piik; ebben a jegyzetben ponthoz kotott vektorokkal nem foglalkozunk. A félreértések
elkertilése érdekében felhivjuk a figyelmet arra, hogy a pontra szdmitott vektoroknak
viszont nagy jelentésége lesz a kovetkezokben.

e A vektorok harmadik csoportjat a hatdsvonalukhoz kététt vektorok alkotjak. Ezek
a vektorok a hatasvonaluk mentén szabadon eltolhatok, mert ett6l a hatasuk nem
valtozik meg.

Statikabol ismert, hogy egy merev testre haté eré a hatdsvonala mentén eltolhato, de ha a
hatdsvonalat is elmozditjuk, akkor a hatdsa (adott pontra szamitott nyomatéka) megvaltozik
— itt tehat hatdsvonaldhoz kotott vektorrdl van szd. Egy koncentralt erépar viszont szabad
vektor: a merev test barmely pontjaba athelyezhet6 és a hatasa ugyanaz marad.

A hatasvonaldahoz kotott F erd vektor hatasanak jellemzésére célszertinek bizonyult be-
vezetni egy masik, altalunk valasztott (pl. A) referenciapontra szdmitott vektort is, az er6
M 4 nyomatékat. Ha megadjuk a referenciapontot, akkor mar elég két szamharmassal, az F
és M4 vektorok komponenseivel jellemezni az erd hatésat. Ugy is elképzelhetjik, hogy az
adott hatasvonalt erot eltolhatjuk a referenciapontba, de mivel igy megvaltozna a hatéasa,
ezt a valtozast egy megfeleld nyomatéki koncentralt eréparral kompenzéaljuk. Igy ugyan-
azt a hatast végteleniil sokféleképpen tudjuk leirni, minden referenciaponthoz a megfelelo
nyomatékot valasztva.

A nyomaték (koncentralt erépar) tehat szabad vektor, indexe az erd hatasvonalarél ad
informéciét. Abrdkon a nyomatékot is a referenciapontba szoktdk berajzolni, hiszen oda

3Ttt az [12] megjegyzés szerint kiterjesztett merev testre gondolunk.
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lehet képzelni egy nyomatékkal parhuzamos tengelyt, mintha az erérendszer akoriil forgatna
a merev testet.

Az abran lathaté, hogy az A ponton atmeno hatasvonali F erd hatasa egyenértékii
egy olyan erorendszer hatasaval, mely egy B tamadasponti F erobol és egy Mg =rpsq x F
koncentralt eroparbdl all. Ha az F er6t ehhez képest kétszeres tavolsagba toljuk, a C' pontba,
akkor az erdrendszerek egyenértékiiségéhez Mo = roy X F = 2Mp nyomatékra van sziikség
az F er6 mellett.

1.38. abra. Harom egyenértékii, azaz azonos hatasu erérendszer.

Ennek a megkozelitési modnak az az elonye, hogy lehetové teszi egy merev testre hato
erorendszer eredojének kiszamitasat, az un. redukciot. Ez azt jelenti, hogy az F, Fy, ... F,
koncentralt er6kbdl és My, Ms, ... M,, koncentralt eréparokbol allé erérendszer helyette-
sithetd egy egyszertibb erorendszerrel:

az A ponton dthalad6 hatédsvonalt F =>_F; erével és (1.73)
i=1

a szabad My = Z M; + Z r; X F; erOparral,

j=1 i=1

ahol r; az A pontbdl az F; er6 hatasvonalanak barmely pontjahoz hizott vektor[1

Matematikailag az erérendszer hatasanak megadasdhoz a kovetkezo adatok kellenek: a
referenciapont (pl. A) helye, az F vektor harom komponense és az M 4 vektor harom kompo-
nense. Fzeket az informdaciokat az [F;Mala statikai vektorkettdssel szoktdk tomoren meg-
adni. Megmutathato, hogy a referenciapont megfelel6 megvalasztasaval talalhato olyan vek-
torkettos, melyben a nyomaték nulla vagy parhuzamos az eré vektorral — az igy kaphaté
vektorkettost tekintjiik a leheto legegyszertibb alaktnak[d

Az (C73) képletbél kovetkezik, hogy az F és M 4 vektorok helyettesithetok egy B ponton
atmeno hatasvonali F erovel és az

MB:MA+I'BAXFEMA+FXI‘AB (174)

nyomatékkal (39 abra). Tehat Mp két masik vektor eredéjeként foghato fel: az egyik a
szabad M 4 nyomaték, a masik pedig az A ponton atmend hatasvonali F eré nyomatéka.

14 GQokféleképpen el lehet képzelni a fenti két vektort. Vannak, akik ponthoz kétottnek tekintik az M,
nyomatékot — mintha egy A ponton atmend tengely koriil forgatna — és szabadnak a vektorkettdsben sze-
repld F er6ét. A mi szempontunkbdl ennek nincs kiilonosebb jelentOsége: az a fontos, hogy matematikailag
egyértelmiien irjuk le az erérendszer hatasat.

15 A bizonyitds az [[2.4 fejezetben leirt médon végezhetd el, F <+ w és My <> v4 cserével.
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1.39. abra. A statikai vektorkettds redukdlasa.

Minden olyan vektor-part vektorkettosnek neveziink, melyre ugyanez a redukaléasi szabaly
alkalmazhato.

1.34. definicié. A w vektor és a pontra szamitott u, vektor VEKTORKETTOST alkot, ha az
u vektor B pontbeli értékét a kovetkezd dsszefiiggéssel szamithatjuk:

U = Uy + W X TIyp. (1.75)
Az A referenciapontba redukdlt vektorkettds jelolése: [wiuala. s

A fenti definicié alapjan a sebesség- és szogsebességvektorok is egy vektorkettost, an. ki-
nematikai vektorkettdst alkotnak, hiszen vp = vy + w X rup (lasd abra). Tehat a
merev testek sebességallapotat is végteleniil sokféleképpen meg lehet adni, a referenciapont
valasztasatol fliiggden.

1.35. definicié. A merev test A pontba redukdlt KINEMATIKAI VEKTORKETTOSE

[w;VA]A. (176)
&

1.40. dbra. A kinematikai vektorkett&s redukéldsa.

1.14. megjegyzés: Osszehasonlitva az [F; My statikai és az [w; va]a kinematikai vektor-
kettost, arra a kovetkeztetésre juthatunk, hogy az w vektor is hatasvonalahoz kétott, mint az
er6. Ennek megfelel6en, ugy képzelhetjiik a merev test mozgasat, hogy az egy halado, azaz
0 szogsebességli mozgés és egy forgd mozgas ereddje (lasd [L2A fejezet). Tehdt egy B pont
sebessége is két vektor ered6jeként szamithato, az [[41] 4bra szerint.

Az egyik, vp; vektor egy haladé mozgast végzd test sebessége. Ez a sebesség az A
referenciapont v4 sebességével egyezik meg és a haladé test minden pontjara ugyanaz a
vektor, tehat a szabad koncentralt er6parnak felel meg.
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A maésik, vgo = vB—v4 = w Xr4p sebességvektor pedig egy olyan test B pontjdnak a se-
bessége, ami az all6 A (referencia)ponton dtmené tengely koriil w szogsebességgel forog. Ugy
is fogalmazhatunk, hogy a forgdasbdl ad6do vps sebesség a szogsebesség A pontra szamitott
,hyomatékabdl” szarmaztathatd: vge = w X rap.

A B pont sebességének kiszamitdsdhoz a merev test barmelyik masik pontjat — pl. a
D pontot — is hasznalhatjuk referenciapontnak. Ez annak felel meg, hogy athelyezziik a
képzeletbeli tengelyt a D pontba, a haladé mozgas sebességét pedig vp-re valtoztatjuk.

A vp = vai+wXxrp sebességredukcios képlet arra is lehetéséget ad, hogy a vonatkoztatasi
rendszer valamely térben rogzitett O pontjahoz viszonyitsuk a mozgast. rap = rp —rgq =
rop — roa, ezért

vp=(va—w Xroa)+wXrop (1.77)

alakban is felirhatjuk a B pont sebességét. Az els6 tag itt is haladd, a masodik pedig forgd
mozgasnak feleltetheté meg.

1.41. dbra. Barmilyen sebességallapot elképzelheté egy haladé és egy forgé moz-
gas eredd@jeként. vp = vp1 + vps, ahol vg1 = v4 a bal oldali, haladé mozgast
végzG testet jellemzi, vgs = w X rap pedig az allo A ponton atmend tengely kortil
forgé mozgast végzé test B pontjanak sebessége.

A statikai és kinematikai vektorkett&sok kozti analdgia teljessé teheté az Un. forgdspdr
fogalmanak bevezetésével. A forgaspar két azonos nagysagu és ellentétes irdnyu szogsebes-
ségvektorbdl all, az eréparhoz hasonléan. Belathatd, hogy a forgaspéar egy haladé mozgéssal
egyenértéki, mely a forgaspar sikjara meroleges iranyu.

A fenti értelmezéstdl eltéréd médokon is elképzelhetd a szogsebesség és a sebesség fizikai
tartalma. Mivel a szogsebességhez nem feltétleniil kapcsolddik fizikailag is egy hatasvonal, az
er6 és a szogsebesség kozott nincs tokéletes analdgia. Ez abbdl is latszik, hogy az F erének
az w szogsebesség, az M 4 nyomatéknak pedig a v4 sebesség felel meg, noha a szemléletiink
alapjan — a nyomatékot ,forgaté hatasként” elképzelve — éppen forditva varhatnank. &

A kilénbozo6 fizikai mennyiségeket megadd vektorokra kiilon-kiilon meg kell vizsgalni,
hogy vektorkettost alkotnak-e egy mésik vektorral — igy tettiik ezt a sebességredukcios kép-
let esetében is. A vektorkettosok hasznalata lehetoséget biztosit kiillonféle mechanikai hata-
sok vagy allapotok tomor jelolésére és egységes eljarast ad a mas referenciapontba torténd
redukciéra. Ennek az a jelentésége, hogy akarmilyen fizikai mennyiségekre vonatkozik is a
vektorkettos, mindig ugyanigy lehet megtaldlni a lehet6 legegyszeriibb alakjat — errdl szél a
kovetkez6 fejezet.
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1.2.4. Elemi mozgasok

Az ([L58) egyenlet alapjan a merev testek sebességallapota végtelen sokféle, egymassal egyen-
értéki kinematikai vektorkettossel adhaté meg, a referenciapont megvalasztastol fiiggoen.
Mind elméleti, mind gyakorlati szempontbdl elonyos, ha meg tudjuk keresni ezek koziil azt,
ami valamilyen szempontbdl a legegyszertibb alaki. A kinematikdban azokat a vektorket-
tosoket tekintik legegyszeriibb alakunak, amiben az egyik vektor nulla vagy a két vektor
egymassal parhuzamos.

Ezek a tovabb nem egyszertisithetd alaki vektorkettosok a merev test Uun. elemi mozgdsait
jellemzik. A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy egy tetszéleges A pontba redukélt [w;va]a
vektorkettos alapjan hogyan lehet megallapitani, hogy milyen elemi mozgéast végez a test.

Ha a vektorkettés barmelyik vektora nullvektor, akkor nincs lehetoség tovabbi egysze-
risitésre. Azonban a sebességvektor nullvektorra redukalhaté a referenciapont megfelelo
megvalasztasaval, ha a vektorkettos vektorai merdlegesek egymasra. Ez konnyen belathato:
ha létezik olyan P pont, melyre a kinematikai vektorkettds |w;0]p alaki, akkor barmelyik
masik, A pontra szamitott vektorkettds [w;w X rpala lesz, tehat az w szogsebesség valéban
merdleges a vy = w X rpy sebességre. Ha w [ v 4, akkor a legegyszeriibb alakt vektorkettos
olyan alaki, melyben a két vektor parhuzamos.

Az aldbbiakban részletesen is megvizsgaljuk és definialjuk a lehetséges elemi mozgédsokat.

1. w=0¢és vy =0: pillanatnyi nyugalom,

2. w =0, azaz a test nem forog, de v, # 0. Ez a pillanatnyi haladd mozgds. Igy mozog
az [L41] 4brén a bal oldali test.

3. va = 0, azaz az A pont sebessége nulla, de w # 0. Ez a pillanatnyi forgé mozgas.
Ekkor a mozgas gy képzelhetd el, hogy a vizsgalt pillanatban az 4116 A ponton atmeno,
w-val parhuzamos tengely kortil forog a test (lasd [LATabra). Ezt a tengelyt pillanatnyi
forgdstengelynek nevezziik.

Az altalanos esetben a pillanatnyi forgastengely helyét nem egy fizikailag is 1étezo,
csapagyazott tengely jeloli ki, hanem a kiterjesztett merev test valamely pontjan at-
mend képzeletbeli tengelyrdl van sz6. Természetesen pillanatnyi forgd mozgas sordn a
forgastengely minden pontjanak nulla a sebessége, hiszen példaul a tengely C' pontja-
nak sebessége r ¢ || w miatt ve = vy + w X rac = 0.

Ez a megfigyelés nagyon jol hasznosithato feladatok megolddsa sordn: ha egy merev
testnek van két nulla sebességii pontja (de vannak olyan pontjai is, melyek mozognak),
akkor pillanatnyi forgo mozgdst végez és a nulla sebesséqii pontokra illeszkedik a pilla-
natnyi forgdstengely, ami pdrhuzamos a szégsebességgel.

4. w 1L vy, de w # 0 és vy # 0. Ez is pillanatnyi forgé mozgads, hiszen az abran
lathaté moédon mindig lehet talalni olyan O sebességii P pontot, ami az A ponttdl d =
va/w tévolsdgban van a v és w vektorokra egyarant merdleges irdnyban. Szemlélet
alapjan belathatd, hogy ha ismert az allé6 P pont helye és a szogsebesség (jobb oldali
abra), akkor a v, sebesség irdnya a bal oldali abranak megfelel§, nagysdga pedig
va = dw. Ez azt jelenti, hogy a P pontba redukalt vektorkettos lesz a legegyszeriibb
alaki: [w;0]p.

Az abran mutatott eljaras altaldnosabb esetével és a P pont helyének szamitasaval
foglalkozik a kovetkezo tétel. A levezetést két 1épésre bontjuk: el6szor megmutatjuk,
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1.42. Abra. Ha a szdgsebesség és a kivalasztott pont sebességvektora merdlege-
sek, akkor az A ponttol a sebességre és a szogsebességre is merdleges iranyban,
d = va/w tavolsagban van a kiterjesztett testnek egy 0 sebességii P pontja. Ide
redukalva lesz legegyszeriibb a vektorkettds, tehat ez is pillanatnyi forgé mozgas.

hogy a merev test minden nem nulla szogsebességii mozgasa soran lehet talalni végtelen
sok olyan P pontot, amire vp = 0 vagy vp || w. A masodik 1épésben pedig azt
latjuk be, hogy w L v4 esetében a kivalasztott P pont szogsebességgel parhuzamos
sebességkomponense is nulla. Amint az és [L47 dbrakon is illusztraljuk, térbeli
forgd mozgasok soran a pillanatnyi forgastengely mas és mas P pontjat talalhatjuk
meg a tétel segitségével, attdl fiiggden, hogy a merev test melyik pontjanak sebességét
hasznaljuk fel a szamitas soran.

1.36. tétel. Ha egy merev test szogsebessége nem nulla, akkor mindig vdlaszthato vég-
telen sok olyan pont a merev testen, melyek pillanatnyi sebessége nulla vagy pdrhuzamos
az w szogsebességgel. Az ilyen tulajdonsdgi pontok eqy w-val pdrhuzamos egyenesen, az
iin. CENTRALIS EGYENESEN helyezkednek el. A centrdlis eqyenesnek a merev test egy
A pontjihoz legkdzelebbi P pontja az A-n dtmend, w-ra merdleges sikban helyezkedik el
és helye a kovetkezo vektorral adhato meg:

w X Vy
I'APZT. (178)

Bizonyitas:
A sebességekre levezetett
Vp =VA+WwXTgp

formulat balrél vektoridlisan szorozva w-val, a keresett P pontot jellemz6 vp || w vagy
vp = 0 feltételek miatt (mindkét esetben w x vp = 0) azt kapjuk, hogy
0=wxvg+wX(wxXryp).
Az [B.5] kifejtési tétel segitségével a jobb oldal atirhaté:
0=w X vy +w(rapw) — rapw?. (1.79)

Ahogy az abra is mutatja, a P pontot az A ponton atmend, w-ra merdleges
sikban keressiik (trividlis, hogy igy taldlhaté meg a centralis egyenes A-hoz legkozelebbi
pontja), ezért rap L w. Kovetkezésképpen, a jobb oldal mésodik tagjdban szerepld
skaldris szorzat eredménye nulla, igy (LT9)-b6l kifejezheté a keresett rap vektor, a
tétel allitasanak megfelelGen. 'Y
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‘ N y
centralis egyenes

1.43. abra. A legegyszeriibb vektorkettés meghatarozasa az A referenciapont
sebessége és az w szégsebesség segitségével. A centralis egyenes P pontjat az A
ponton athalado, w-ra merdéleges sikon keressiik, tehat egy masik referenciapont
helyének és sebességének ismeretében a forgastengely masik pontjat talalhatjuk
meg ezzel az eljarassal. A P pontnak mar csak szdgsebességgel parhuzamos sebes-
ségkomponense lehet és vp = v 4.

1.37. kovetkezmény. Az[1.36] tételben szerepld P pont sebessége a sebességredukcios
képlet alapjin, az[5.5] kifejtési tételt felhaszndlva:

WXV 1 1 1
A —vat Ew(wvA) — EVAW2 = Ew(wvA).

Vp =Vy+w X 5
w
Ha w 1 vy, akkor az wvy = 0 skaldris szorzat miatt vp = 0, azaz a centrdlis egyenes
megegyezik a pillanatnyi forgdstengellyel.

Ha w [ va, akkor wvy # 0 skaldr szam, ezért vp || w, tehdt a centrdlis egyenes
pontjai a szégsebességgel parhuzamos sebesséqgiiek. [ )

A levezetés alapjan a referenciapont eltolasaval (P pontba torténd redukélassal) a
vektorkettosben szereplo sebességvektor szogsebességre merdleges komponensét nullara
lehet redukalni.

. wva # 0. Ekkor egyik vektor sem lehet zérus, és nem is merdlegesek egymasra. Tehat

az A pont v4 sebességvektora felbonthatd egy w-val parhuzamos és egy arra meroleges
Osszetevore:
VA =Va|+VaL (1.80)

Az tétel és az [L3T] kovetkezmény szerint ekkor meg lehet talalni a centralis
egyenest, amely parhuzamos a szogsebességgel és pontjai a szogsebességgel parhuzamos
sebességgel mozognak. Ezt az esetet mutatja az abra. Ebben az esetben a centra-
lis egyenest pillanatnyi csavartengelynek nevezziik. A csavartengely barmely pontjaba
redukélva a vektorkettost, a sebességnek a szogsebességre merdleges Osszetevije nul-
lava valik (43 dbra). Tehédt az ehhez az esethez tartozé legegyszertibb kinematikai
vektorkettos egy szogsebességvektorbol és egy vele parhuzamos sebességvektorbol all.
Ezt az elemi mozgést pillanatnyi csavarmozgasnak nevezzilk. A csavarmozgas a merev
test legdltalanosabb mozgasa (Chasles tétele) [3].
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1.38. példa: Vizsgdaljuk meg, hogy az[I.33] példdban latott (2) jelii rid milyen elemi mozgdst
végez!

Megoldas:

A vizsgalt szerkezet az [[37] dbran lathaté. Az [ hosszisigi, (2) jelit rad az A csuklén
keresztiil kapcsolodik a fliggbleges z tengely koriil w; szogsebességgel forgd (1) testhez. A
vazolt helyzetben a rid az (1) testhez képest wo; pillanatnyi szogsebességgel mozog. Az[[33]
példaban meghataroztuk az A pont sebességét és a rid wo szdgsebességét:

o] [ o o
va=|—-bw| = |-1.25] —, (1.81)
o | | o S
0 _
rad
Wy = WQly = ? (182)
W1z | _10
Ezek skaldris szorzata:
m
Wov g = —bwlZWQly = —6.25 ) 75 0. (183)
S

Tehat a (2) rud elemi csavarmozgast végez. Ha az A csukld a z tengely vonaldba esne, akkor
v4 = 0 miatt a rad pillanatnyi forgd mozgast végezne. [

Ebben a példdban a szogsebesség két komponense (ws, és wy,) egymastél figgetlen. En-
nek megfelelden, wy irdnya e két komponens aranyatoél fiigg és széles tartomanyban valtozhat.

Azonban szamos — a mérnoki gyakorlat szempontjabol jelentés — feladatban fontos a
szogsebesség iranyanak megfelelo bedllitasa, példaul a gordiilés biztositasa érdekében. Bi-
zonyos esetekben pedig mar a mechanikai modellbdl meghatarozhaté a szogsebesség iranya.
Leggyakrabban elemi forgd mozgas kapcsan taldlkozhatunk ilyen feladatokkal, ahol a pilla-
natnyi forgastengely megkeresése 1ényegesen megkonnyitheti a sebesség- és gyorsuldsallapot
attekintését.

1.39. példa: Az[1.74) dbran ldthato golyds talpcsapagy csapdgygolyoi két-két ponton megta-
maszkodva gordilnek az dllorész hornydaban. A (2) jeli tengely a csapaggyolydkon tamasz-
kodik, szintén két-két ponton érintkezve minden egyes golyoval. Hatdrozzuk meg annak a
feltételeit, hogy a golyok ne csisszanak meg és a (2) tengely a tervezett, figgdleges forgds-
tengely koril forogjon!

Megoldas:

Valasszuk ki a csapagygolyok koziil az abrén (1)-gyel jelolt golyét! Ha a golyd nem cstszik meg
az allérész hornyaban, akkor az A; és By pontjainak sebessége nulla. Kovetkezésképpen, az (1)
jelt golyé PF pillanatnyi forgastengelye atmegy az A és By pontokon. A golyé szogsebessége
az allérészhez képest egy olyan wi vektor, mely ezzel a forgastengellyel parhuzamos.

El akarjuk érni, hogy a (2) jelli tengely se cstusszon meg a golyékon. Ez akkor teljesiil,
ha az (1) goly6 és a (2) tengely Ag és By érintkezési pontjainak megegyezik a pillanatnyi
sebessége. Ennek megfelelen, a (2) tengely a goly6hoz képest egy olyan PFy; pillanatnyi
forgastengely kortl forog, mely dtmegy az A és Bs pontokon. Ezzel parhuzamos a (2) tengely
golyOhoz viszonyitott woi szdgsebessége. A PFo pillanatnyi forgastengely iranyanak elkép-
zelését megkonnyiti, ha elképzeljiik, hogy a (2) tengely all és az ,&llérész” forog. Ebben az
esetben is arra jutunk, hogy a golyo6 pillanatnyi forgastengelye dtmegy az Ay és By pontokon.

Mind a PFy, mind a PF9; pillanatnyi forgastengely a golyot kovetve korbe forog a fiiggo-
leges tengely koriil.



52

1. FEJEZET. KINEMATIKA

1.44. dbra. Talpcsapaggyal megtamasztott tengely wo szdgsebessége és egy csap-
agygoly6 wi szogsebessége kozti kapcsolat.

A szogsebességek Osszeadhatdsiga miatt a (2) tengely szOgsebessége wo = wi + woq,
melynek a tengellyel parhuzamosnak — az abran fliggélegesnek — kell lennie. Tovabbi feltétel,
hogy a tengely kozépvonalanak sebessége zérus legyen. Ez Ggy érheto el, hogy a két pillanat-
nyi forgastengelynek a tengely kozépvonaldban kell metszédnie. Ennek a kdvetelménynek a
figyelembevételével kell megtervezni a hornyokat és a tengelyvéget [12]. o

1.40. példa: Az[I.[Jdbra egy R sugari kanyarban kanyarodo kerékpdrt abrdzol. Kanyarodds
kézben a kormdny szége dllandé és az (1) jelii vaz is dllandé wy szdgsebességgel fordul el a
palya O kozéppontjan dthalado, fiiggdleges pillanatnyi forgastengely koril. Ekézben a kerékpar
talajon gordild, (2) jelii elsé kereke wqy szdgsebességgel forog a vdzhoz képest. Hatdrozzuk
meqg a kerék wy szogsebességét!

Megoldas:
A szogsebességek Osszeadhatdsiga miatt a kerék szogsebessége

Wy = w1 + woq. (184)

Ha a (2) jelii kerék gordiil, akkor az wq és woy vektorok nem lehetnek fiiggetlenek: a keréknek
éppen olyan szogsebességgel kell forognia, hogy a kerékpar a megfelel6 sebességgel mozogjon
a korpalyéan.

Az (1) jelit vdz mozgasihoz tartozé pillanatnyi forgastengely a korpélya kozéppontjan
athaladd z tengelybe esik, az wy szogsebesség fliggbleges iranyu. Mivel a kerék tengelye a
vazzal egylitt mozog, a tengely B pontjanak sebességét kiszamithatjuk csupan az wq szogse-
bességbdl. Az egész OB egyenes wq szogsebességgel forog, a kerék tobbi pontja ehhez képest
forog woq szdgsebességgel. Az OB egyenes ehhez a relativ forgdshoz tartozé pillanatnyi for-
gastengelyt adja meg, tehat wo; parhuzamos az OB egyenessel.

A gordiilés feltételének megfelelen a keréknek a P érintkezési pontban nulla a sebessége,
tehat ezen a ponton kell atmennie a kerék pillanatnyi forgastengelyének is.

A mozgés soran a talajjal érintkezé P pont mindig ugyanolyan helyzetben van a kerék-
parhoz képest, tehat az O B P haromszog is korbe forog wq szogsebességgel. A fentiek szerint
a kerék helyébe egy korbe gordiilé kupot képzelhetiink, melynek csticsa az O pontban van.
Tehat az wo szogsebességhez tartozd pillanatnyi forgastengelynek at kell haladnia mind a
P, mind az O ponton. Ezért az wy szogsebességnek is az OP egyenessel parhuzamosnak
kell lennie, nagysaga pedig csak wq vagy csak wsy ismeretében is meghatarozhato, példaul
wg = woy cos(a), ahol sin(a) = wy/wa a kip félkapszoge. '
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1.45. dbra. Kanyarodé kerékpar. Példa a szogsebességek Gsszeadasara allando
nagysagu, de forgé szégsebességvektor esetén. Az abran a szogsebességvektor idb
szerinti derivaltjaként értelmezett g9 széggyorsulasvektort is feltiintettiik. A vizs-
galt példaban o csak az ws szdgsebesség iranyanak valtozasaval kapcsolatos, ezért
arra meroéleges iranyu.

Személygépkocsik kanyarodasa soran hasonlé geometriai dsszefiiggéseknek kell teljestilni
a kerekek csuiszasmentes gordiiléséhez.

Az el6z6 példak kapesan lathattuk, hogy szamos térbeli gordulési probléma visszavezet-
het6 egy mozgd kupnak sikon vagy masik kipon torténé gordiilésére. A kovetkezd feladatban
részletesen elemezziik egy gordild kup sebességallapotat.

1.41. példa: r sugari és h magassagi, egyenes kérkup alakid merev test gordil az xy sikon
ugy, hogy O pontja a mozgds sordn végig a koordindta-rendszer origojaban marad. A B
pont sebessége adott. A wvizsgdlt pillanatban a kip eqyik alkotdja pdrhuzamos az y tengellyel,
az [1.76] abrdnak megfeleléen. Hatdrozzuk meg a kip sebességdllapotdat! Adatok: r = 0.14 m,
h =048 m, v, = 1.92 m/s.

Megoldas:
A geometriai adatok alapjan a kup alkotéjanak mérete R = vh2 + 12 = 0.5 m, a félktipszo-
gének szinusza és koszinusza pedig

sin(a) = — = 0.28, (1.85)

cos(a) = = = 0.96. (1.86)

=yl RS asv]

Mivel a vp sebesség adott, fejezziik ki a B pont helyvektorat is:

0 0
rop = |—hcos(a)| = |-b| . (1.87)
hsin(a) c
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1.46. abra. Sik talajon gérdil6 kip.

A fenti képletben a jelolések roviditése érdekében bevezettiik a b = hcos(a) = 0.4608 m és
¢ = hsin(a) = 0.1344 m paramétereket, az abranak megfeleléen.

A sebességallapot meghatdrozasahoz eldszor azt tisztdzzuk, hogy milyen elemi mozgast
végez a test. Szemléletiink alapjan azonnal kizarhatjuk a haladé mozgast, tehat két lehetGség
jOhet szoba: pillanatnyi forgd mozgas — ilyenkor a testnek van nulla sebességii pontja — vagy
csavarmozgas. Most a feladat megfogalmazasabdl tudjuk, hogy a kup cstcsa az origdban
marad, tehat sebessége nulla, azaz pillanatnyi forgé mozgdssal allunk szemben.

Pillanatnyi forgd mozgas esetében megtalalhatéd a pillanatnyi forgastengely, aminek min-
den pontja nulla sebességli. Ennek megtaldlasa azért fontos, mert ezzel parhuzamos a kip ws
szogsebességvektora is. A gordiilésnek az a feltétele, hogy a kip talajjal érintkezé pontjainak
a sebessége nulla legyen. Ebbdl kdvetkezik, hogy a pillanatnyi forgastengely a kip és a talaj
érintkezésének vonaldban, az y tengellyel parhuzamosan helyezkedik el, tehat

0
w9 = (,UQy . (1.88)
0

woy kiszdmitdsdhoz felhasznalhatjuk a sebességredukcids képletet. Mivel vp = 0,

0 0 WayC
VB = W2 XTORB = Wy | X —b| = 0 . (1.89)
0 c 0

Tehat — szemléletiinknek megfeleléen — vp = [vg, 0 0]7 és

d
YBzr _ 149857 2

WQy == (190)

s
A vp = cws eredmény szerint a B pont pillanatnyi sebességallapota szempontjabol tgy
mozog, mintha az y tengely koril végezne kérmozgést.
Megjegyezziik, hogy altalanosabb esetben eléfordulhat, hogy a szdgsebesség minden kom-
ponensének meghatarozdsahoz egy mésik referenciaponthoz (pl. az A-hoz) képest is ki kell
fejezni a B pont sebességét.
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Osszetett, térbeli mozgasok értelmezését megkonnyiti, ha azokat két (vagy esetleg tobb)
kiilonb6z6 tengely koriili forgds Osszetételeként képzelhetjiik el. A mozgas elképzelését segiti,
ha taldlunk korpalyan mozgd pontokat. Az [[47] dbra alapjan a szimmetriatengelyen 1évé B
pont b = h cos(a) sugart korpalyan mozog a z tengely koriil, az xy siktél dllandé ¢ = hsin(«)
tavolsdgban. Ehhez hasonlbéan, az OB szimmetriatengelynek &sszes pontja kérpalyan kering a
z tengely koriil. Jeloljiik a szimmetriatengely forgdsanak szogsebességét wi-gyel! Ez a vektor
a z tengellyel parhuzamos, ezért

0
wi=1]0]. (1.91)
Wiz

A kup tobbi pontja az wq szogsebességgel korbe forgd OB egyeneshez képest mozog korpa-
lyan!™ Ennek a szimmetriatengely koriili forgdsnak a szogsebességét jelolje wao! A B pont

fws

1.47. dbra. Gordiil6é kip néhany pontjanak sebessége és a szdgsebesség kompo-
nenseinek kapcsolata. Az abran bejeloltiik a C' és D pontok pillanatnyi forgasten-
gelyre vetett merdleges vetiileteit — a P és Py pontokat — is.

sebességét nem befolydsolja az woy szogsebességil forgas, ezért a korpalyan torténd keringés
kapcsan tanultak alapjan a sebesség nagysaga vp = bwq, amibdl

d
wi=]0]=|0|=5 (1.92)

T & S
ez | 416

Osszehasonlitva ezt az eredményt az (LI0) képlettel, 1athatd, hogy a szdgsebességek nagysiga
kozott az bwy = cwo Osszefiiggés érvényes, azaz

b w

- =22 (1.93)

& w1
Ez azt jelenti, hogy a gordiilés miatt e két forgas szogsebessége nem fiiggetlen egyméastol.
Szintén a gordiilés feltételébdl kovetkezik, hogy — mivel az O pontot nemcsak az ws, ha-
nem az wi, és wop szogsebességli forgas is helyben hagyja — mindharom forgas pillanatnyi
forgdstengelye dtmegy ezen a ponton, ahogy az [[47] Abra mutatja.

6 Mivel itt kiilon vizsgaljuk az OB egyeneshez képest torténd mozgast, ez a feladat kénnyebben targyalhaté
a relativ kinematika eszkoztarat felhasznédlva — lasd [[L.89) példa.
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A kip ws szogsebességét igy két ismert irdnyt komponensre bonthatjuk:
Wy = W1 + Wot. (1.94)

Ezek a szogsebességvektorok az [[L47] Abra szerinti, az ABO haromszéghtz hasonld vektorha-
romszoget alkotjak. Tehat ez a megkozelités is arra vezet, hogy a szogsebesség komponensei
kozott az (LI3]) osszefliggés teljesiil. Tovabba,

w1
wa1 = Sin(a) = \/w? + w3 = 14.881 rad/s, (1.95)

azaz az abra szerint, az irdnyok figyelembevételével

0 rad
wor = [14.2857| —. (1.96)

4.16 S

A kup sebességallapotdanak ismeretében barmely tovabbi pont sebessége is kiszamithato.
Példaul v4 = 0 miatt

21 cos(a)way 3841
Vo =VA+wo XTao =Wy XTAC = 0 =2vp=| 0 —, (1.97)
0 0] °®
a D pont sebessége pedig
0 —r 7 cos(ar)way 1.92
. m
VD =Wy XIgp = |wyy| X |rsin(a)| = 0 =] 0 —. (1.98)
0 7 cos(a) TWay 2 °

Az ([LT8) egyenlet szerint egy pont sebessége és a szogsebesség ismeretében a pillanatnyi
forgastengely egy pontjanak helyzete is meghatarozhatd. Az el6bb kiszamitott vo és vp
sebességekkel

0 0
ropy = 222 Y0 0 = 0o | m (1.99)
w2 —2r cos(a) —0.2688
illetve
Wa X VD T 0.14
rppo = a5 = 0 = 0 m. (1100)
w2 —rcos(a) —0.1344

Ahogy az abran is illusztraljuk, az igy kapott P, és P» pontok nem esnek egybe, hiszen az
egyiket a C' pont, a mésikat pedig a D pont forgastengelyre vald vetitésével kaptuk. [

1.2.5. Véges mozgasok

A pillanatnyi vagy elemi mozgasok mellett véges ideig (tehat nem csak egy pillanatig) tarto,
un. véges mozgasokat is definialhatunk.

A véges mozgasokat geometriai szempontbdl két csoportra bonthatjuk: ha a test pontjai

egymassal parhuzamos sikokban mozognak, akkor sikmozgdsrol beszélink. Az ettdl eltérd
eseteket térbeli mozgasnak szoktak nevezni

ITTermészetesen a sikmozgés is térben torténik, de nem akartunk elszakadni a szokésos elnevezésektél.
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Sikmozgas

1.42. definicié. STKMOZGAS kdzben a test pontjai egymdssal parhuzamos sikokban mozog-
nak, minden pont sebesség- €s gyorsuldsvektora is pdrhuzamos ezekkel a sikokkal. Az [ 301
tétel szerint ekkor a szégsebességquektor nulla vagy merdleges a mozgas sikjaira. s

Sikmozgas soran minden pillanatban elemi halad6 vagy elemi forgd mozgast figyelhetiink
meg, elemi csavarmozgas nem lehetséges ebben az esetben. Ennek megfeleloen a véges
sikmozgasok két csoportra bonthatok: véges halado és véges forgd mozgasokra.

A véges mozgasok koziil a haladé mozgas egyfajta atmenetet képez a merev testek és az
anyagi pontok kinematikaja kozott, tehat ez tekinthetd a legegyszeriibb véges mozgasnak.

1.43. definicié. SIKBELI HALADO mozgds vagy SIKBELI TRANSZLACIO (eltolds) sordn a
merev test térbeli iranyitisa nem wvaltozik, a test pontjai eqymdssal eqybevago sikgorbéket
irnak le. A sikbeli haladé mozgds sordn a test eqy véges iddtartam minden pillanatdban
elemi halado mozgdst végez, szogsebessége nulla. s

Nemcsak a sikbeli, hanem tetszoleges térbeli haladé mozgés soran is igaz, hogy a test bar-
mely két pontjanak sebessége és gyorsuldsa megegyezik, de ennek a kozos sebességnek illetve
gyorsulasnak az irdnya a mozgas soran valtozhat. Ez tehat nem azt jelenti, hogy egyenes
vonalon mozog a test, hanem azt, hogy — mivel szogsebessége és szoggyorsuldsa nulla —
sebességallapota és gyorsulasdllapota egyetlen pontjianak sebességével és gyorsulasdaval megad-
hato, igy, mint az anyagi pontoknal. Ilyen mozgast végeznek példaul az abran lathato
oridaskerék gondolai, melyek minden pontja ugyanakkora sugaru korpalyat ir le.

1.48. abra. Példa halado mozgasra: az oriaskerék gondolai.

1.44. definici6é. SIKBELI FORGO mozgds vagy SIKBELI ROTACIO (elforgatds) sordn a merev
test eqy véges idotartam minden pillanatiban elemi forgo mozgdst végez. s

Példaul az [[.49 abran lathato uthenger vazszerkezete haladé mozgést, tomoritohengere
forgd mozgast végez.

A sikbeli forgd mozgasnak van egy kittintetett jelentOségii esete, az allo tengely kortli
forgas:
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=
pillanatnyi forgastengely

1.49. abra. Példa sikmozgasra: az Uthenger tomdéritGhengerének pontjai az allan-
dé iranyu pillanatnyi forgastengelyre meréleges sikokban mozognak. Az tthenger
vazszerkezete ugyanakkor sikbeli haladé mozgast végez. A két bejeldlt sikban
ugyanugy mozognak az egymasnak megfelelé pontok.

1.45. definicié. ALLO TENGELY KORULI FORGO MOZGAS vagy ROTACIO sordn a merev
testnek eqy meghatdrozott eqyenesen, a forgdstengelyen levé pontjai valtozatlanul megtartjak
helyzetiket, mig a test tobbi pontjinak palydi korivek a forgdstengelyre merdleges sikokban.
Ez tehdt elemi forgd mozgdsok sorozata, ugyanazon tengely koril (lasd 20 dbra). s

1.50. abra. All6 tengely koriili forgé mozgds, mint a sikmozgds egy specidlis
esete.

Szamos gyakorlati probléma vezethetd vissza sikmozgas vizsgalatara, ezért a stkmozgas
kinematikajaval részletesebben is foglalkozunk az [[L2.§] fejezetben.

Térbeli mozgasok

A haladé mozgédsnak nem csak sikbeli, hanem térbeli valtozata is van:

1.46. definici6. TERBELI HALADO mozgds vagy TERBELI TRANSZLACIO (eltolds) sordn a
merev test térbeli iranyitisa nem wvaltozik, a test pontjai eqymdssal eqybevdgo térgorbéket
irnak le. A térbeli haladé mozgds sordn a test eqy véges iddtartam minden pillanatdban
elemi halado mozgdst végez, szogsebessége nulla. s
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Térbeli halad6 mozgast végezhetnek példaul nyomtatott aramkori elemek beiiltetéséhez hasz-
nalhato6 robotkarok, de igazan jellemz6 példat nehéz talalni a miiszaki gyakorlatban.

A térbeli mozgasok egy masik csoportjaval — a gdmbi mozgasokkal — sokkal gyakrabban
talalkozhatunk a legkiilonb6zobb gépelemek mozgasa kapesan:

1.47. definicié. GOMBI MOZGAS vagy PORGETTYUMOZGAS sordn a merev test pillanatnyi
forgastengelye mindig ugyanazon pontra illeszkedik. A mozgds elemi forgdsok sorozata, de a

forgastengely iranya vdltozik (ldsd (L2110 és (34 fejezetek). &

A definiciobdl kovetkezik, hogy gémbi mozgds soran a testnek van egy tartésan nulla se-
bességti pontja. Ilyen mozgast végeznek a kupgorgds csapagyak gorgdi, egy kardancsukld
kereszttagja vagy az [L5]] dbran lathaté robotkar.

A robotkar (1) jelii részének szogsebessége w;. Ehhez képest a (2) jeli kar woy; szog-
sebességgel mozog. A szogsebességek Osszeadhatdsiga miatt a (2) kar teljes szogsebessége
wo = w1 +ws;. A pillanatnyi forgastengelyek metszéspontjaban talalhaté pont tartosan all.

Szamos jaték is gombi mozgdst végez, mint példaul a bugdcesiga (LH2 dbra). Gordiilési
problémék kapcsan is talalkozhatunk gémbi mozgassal — ezt az[[.74] abra szemlélteti egy kup
gordiilése kapcsan.

1.51. dbra. Példa gémbi mozgdsra: a robotkar (2) jelii karjanak szogsebességét
az wo vektor adja meg, ami az (1) jelii, wy szogsebességgel korbe forgo talpazattal
egylitt forog.

A térbeli mozgasok kozil a legaltalanosabb a véges csavarmozgas:

1.48. definicié. A VEGES CSAVARMOZGAS elemi csavarmozgdsok sorozata.

Véges csavarmozgast végez példaul egy betonkeverd auté tartalya (L3 abra) vagy egy fi-
roszar.

1.2.6. Kiegészités: a merev testek sebességallapotanak targyalasa
elemi eltolasok és elforgatasok segitségével
Konnyen belathato, hogy a merev test adott 1 kezdohelyzetbdl tetszoleges 2 véghelyzetbe

atvihet6 egy eltolassal (transzlaciéval) és egy forgatéssal (rotacioval). Az eltolas egy pont
elmozdulasaval ekvivalens, tehat harom szabadsagi fok jut ra, mig a forgatds megadasahoz
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1.53. abra. Példa csavarmozgasra: betonkeveré auté tartalya.

sziikség van a forgastengely irdnyara — ez két szoggel adhatdo meg — és az elforgatéas szogére
is. Tehat a forgatasra is harom szabadsagi fok jut, ahogy az abran szemléltettiik.

Az igy kapott, egy eltolasbdl és egy rogzitett tengely koriili forgatasbol el6allé mozgas
altalaban eltér a kozbiilso helyzetekben a valosagos, 1 és 2 helyzetek kozti mozgéstol, hiszen
a gyakorlatban mind a haladas (eltolds) irdnya, mind a forgastengely iranya folyamatosan
valtozhat az idoben. Nagyon kicsi elmozduldsok esetén azonban ez az eltérés elhanyagolhaté.
A merev test mozgasat tehat végtelentl kicsi elemi haladé mozgasok és forgdsok sorozata-
ként képzelhetjik el. Egy-egy ilyen elemi mozgas kozben mind a haladas irdnya, mind a
forgastengely iranya allandonak tekintheto.

A test A pontjanak elmozduldsat leir6 elemi transzlaciot egy végteleniil kicsi dr 4 vektorral
adhatjuk meg. Az elemi elforduldst a pillanatnyi forgastengely iranya és a végtelentil kicsi
de elfordulési szog jellemzi. Mivel irdnya és nagysaga is van, célszeriinek tlinik bevezetni
az elemi elfordulds d¢p vektorat, a jobb menetli csavarnak megfelel6 irdanyitassal. Viszont a
véges elfordulasokra nem teljesiil a parallelogramma szabaly, nem cserélhet6 fel a sorrendjiik
(lasd [LIT] megjegyzés és[L3T dbra), ezért a vektor definici6jabdl (LI definicié) kovetkezik,
hogy altalaban nem lehet elfordulasvektort bevezetni. Az aldbbi tétel szerint azonban a
végteleniil kicsi elfordulasok leirhaték vektorok segitségével.

1.49. tétel. A végtelendil kicsi, elemi elforduldsok — a véges nagysagu elforduldsokkal ellen-
tétben — kovetik a vektori dsszeadds szabdlyat, tehdt a bevezetett elemi de elfordulas vektor
tényleg vektornak tekintheto.

Bizonyitas:
Egy B pont helyzetét rogzitett A pont esetén megadja az r4p vektor. A B pont elmozdulasa
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a fix A ponton atmend pillanatnyi forgdstengely koriili elemi elforgatas soran
|drap| = de |rap| sin(),

ahol ¥ az rp vektor és a forgastengely &ltal bezart szog (L54] bra).

lde drap

1.54. dbra. Elemi elforgatds az A ponton atmené tengely koriil.

Mivel az elmozdulds mercleges mind a forgastengelyre, mind az r 4 g vektorra, a vektoridlis
szorzas szabalyai szerint
drap =dep X rap, (1.101)

feltéve, hogy d¢p vektornak tekintheto.
Tekintsiink most két egymads utani elemi forgatast a rogzitett A ponton atmend két kii-
16nb6z6 tengely koriil, az [L53 Abranak megfelelGen.

d(pg
draps ,/BI

A
U\,
| \d<p2
1.55. abra. Két elemi elforgatas egymads utani alkalmazasa: a de, forgatas soran
a B pont Bi-be, majd a d, forgatas utan Bo-be jut.

Az elézbek szerint a B pont elmozduldsa

a de, forgatas soran drap; = de; X rap,

a de, forgatds sordn  draps = dey X (rap +drapi) = dey X rap + dey X drap;.

A de, x dryp; tag méasodrendben kicsi, hiszen mindkét tényezéjét végteleniil kicsinek téte-
leztiik fel. Tehat a tobbi, elsérendben kicsi mennyiséghez képest ez elhanyagolhat6 (ami nem
tehetd meg véges elforduldsok esetén). Kovetkezésképpen, a B pont eredd elmozduldsa:

drap =drap; +draps = dp; X rap +des X rap = (de; + dey) X rap.

Ez azt jelenti, hogy az elemi d¢ forgasok vektorokként adddnak Gssze, sorrendjiik is tetszo-
leges. 'Y
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A fentiek szerint a merev test B pontjanak tetszéleges elemi elmozdulasa Osszetehetd a
test valamely A pontjanak elemi elmozdulasat megadé dr 4 elmozdulasbol és az Gj helyzetben
rogzitett A ponton atmend tengely kortli elemi elforduldsbol:

drg =dry + dep X rap. (1.102)

Az ([LI02) egyenlet mindkét oldalat osztva az elmozduldshoz sziikséges kicsi, dt idéinterval-
lummal, majd véve a dt — 0 hatardtmenetet:

drg dry de

E:E‘FEXI'AB, aAzZaZ
VB:VA+d_L‘tO X T'AB,
ahol
de
w = —

Codt

a szogsebesség. Nyilvanvaldan ez ugyanaz a vektor mint amit az[[.30] tételben bevezettiink.
Mivel az elemi elfordulas jellemzésére bevezetett dp mennyiségrol belattuk, hogy vektor, a
szogsebesség is vektormennyiség.

1.50. kovetkezmény. A szdgsebességek vektorként adhatok dssze. [ )

1.15. megjegyzés: Szigortian véve a szogsebesség Un. azidlis vektor vagy pszeudovektor.
Az an. valodi vagy poldris vektorok — mint példaul a helyvektor vagy az abbdl szarmaztatott
sebességvektor — minden komponense eldjelet valt egy pontra vald tiikrozéskor. A szogse-
besség irdnyat viszont a jobbkéz-szabdly alapjan értelmezziik. Pontra térténd tiikrozéskor
mindharom tengely felcserélodik, viszont ez azzal jarna, hogy ,,balkéz-szabalyt” kellene alkal-
maznunk. Ha tovabbra is a jobbkéz-szabalyt alkalmazzuk, akkor ez az irdny megéllapitasakor
még egy sikra vald tiikrozésnek felel meg. Ez latszik az abran, ahol a T pontra tértén6
tikrozés nem valtoztatja meg a szogsebesség iranyat.

1.56. Abra. A szégsebesség axialis vektor: a felénk tarté gépkocsi kerekeinek
szégsebessége és a T pontra valo tiikrozéssel kapott, toliink tavolodé gépkocsi
kerekeinek szbgsebessége ugyanolyan iranyt.

A pszeudovektorok mindig szarmaztathatok poléris vektorok vektorialis szorzasanak ered-
jik a merev test két olyan A és B pontjanak sebességét, melyek a pillanatnyi forgastengelyre
merdleges egyenesen vannak, tehat w L rap, akkor az [L36] tétel bizonyitasahoz hasonld
modon belathato, hogy

VB — VA4

W =Typ X (1.103)

rapl?
Pontra torténd tiikkrézéskor mind az r4p, mind a vg — v 4 vektor komponensei eléjelet val-
tanak, szorzatuk irdnya viszont nem véltozik.
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A pszeudovektorok antiszimmetrikus matrixok alakjaban is kifejezhetok — ez az alak job-
ban kifejezni a forgatdsi matrixokkal valé kapcsolatukat. A szogsebességnek megfelelé mat-
rixot az fejezetben vezetjiik le.

A vektorkettdsok redukcidjardl szélo fejezet szerint a szogsebességvektor az erd vek-
tornak feleltethet6 meg. Ezt az analégiat nem zavarja meg, hogy az erd vektor polaris, a
szogsebesség pedig axidlis, mert a vektorkettés-formalizmus a vektorok eltoldsaval, a polaris-
axialis megkiilonboztetés pedig a vektorok tiikrozésével kapcsolatos. &

1.2.7. A merev test gyorsulasallapota

A merev test kiillonb6z6 pontjai végteleniil sokféle gyorsulassal mozoghatnak egy adott pil-
lanatban, ezért a gyorsuldsdllapot (lasd [LE7 abra) jellemzésére is egy szabalyt keresiink.

1.51. tétel. Eqgy merev test A és B pontjainak gyorsuldisvektorai kézott a kévetkezd dssze-
fliggés teljestil:
ap=ast+exXrapt+wx(wxXryp), (1.104)

ahol e = w a merev test SZOGGYORSULASA, ami a szogsebességuektor idd szerinti derivdltja.
Meértékegysége rad/s*. Az (T.10]) képletel GYORSULASREDUKCIOS KEPLETNEK nevezziik.

Bizonyitas:

A vp = v4 + w X rap Osszefliggés derivalasabol kovetkezik az allitds, felhaszndlva, hogy
ap =vVp, € = w, ésTpp = w Xrap. A vektoridlis szorzatot a szorzat szokasos derivaldsi
szabdlya szerint kell derivalni, tehat %(w XTAB) =W X TAR +w X I'4B. 'Y

1.57. abra. Merev test gyorsulasallapota harom vektorral: egy pontjanak gyor-
suldsaval (pl. as), w szogsebességével és € szoggyorsulasaval adhaté meg.

(CI04) szerint egy merev test gyorsulasallapotat harom vektorral adhatjuk meg: egy
tetszoleges pont gyorsulasaval, valamint a merev test egészét jellemz6 szogsebességgel és
szoggyorsulassal.

Mivel a szogsebesség vektor, ezért ido szerinti derivaltja — a szoggyorsulas — akkor is lehet
nullatol kiilonb6z6, ha a nagysaga nem valtozik, csak az irdnya (lasd [L3] megjegyzés).

1.52. kovetkezmény. Ha eqy dllando nagysigi, we szégsebességuektor wi = dllando szdg-
sebességgel forog, akkor (ILG7) szerint wo derivdltja

szEQ = Wi X Wsy. (1105)

)
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Ezt az 6sszefiiggést alkalmazhatjuk a [[L40)] példa kapcsan is: az ws szogsebességvektor
a kerékpar mozgasanak megfelel6en, w; szogsebességgel korbe forog, ezért az [LH2] kovet-
kezmény szerint az els6 kerék szoggyorsuldsa €5 = w; X ws, ahogy az abra mutatja.
Hasonléan lehet eljarni az [L4T] példaban is. Viszont mivel a gordiilés megfelelo targya-
lasdhoz még tovabbi tételek kimondasara van sziikség, a gordiilé kup gyorsulasallapotanak
targyalasara csak késébb, az [L2.10 és [L2.11] fejezetekben keritiink sort.

Az [[L33] példaban szerepld szerkezet gyorsulasallapota kielégitéen targyalhatd az eddig
levezetett eredmények alapjan, ezért ezt vizsgaljuk meg az alabbiakban.

1.53. példa: Az[1.58 dbran vdzolt, | hosszisagi, (2) jelt rid az A csuklon keresztil kap-
csolodik a figgdleges z tengely koril dllando w, szdgsebességgel forgo (1) testhez. A wvazolt
helyzetben a rid az (1) testhez képest dllandé nagysagi wey szogsebességgel mozog. Hatdroz-
zuk meg az A és B pontok gyorsuldsat, valamint a (2) rid €y szoggyorsuldsdt, ha | = 0.5 m,

b=0.125 m, wy, = 10 rad/s és way, = 5 rad/s, tovdbbd sin(a) = 0.6 és cos(a) = 0.8/

12

1.58. abra. Példa a gyorsuldsredukcios képlet alkalmazasara.

Megoldas:
Az wi szogsebesség allando, ezért €1 = 0. Tovabbd, mivel a tengelybe es6 O pont gyorsuldsa
nulla,
bwi, 1250
ag=ap+e; Xroga+wi X (w) Xrpoa) =wi X (wy xXrpoa)=1] 0 | =] 0 - (1.106)
0 0

A B pont gyorsuldsédnak kiszamitdsdhoz a (2) test kinematikai jellemzbire van szitkség:
ap=ay+e2 Xrap+ws X (We XTr4R). (1.107)
Léattuk az [[33] példdban, hogy a (2) test szogsebessége

0 0
Wy = W1 + Wwo1 = Waly | = —_—. (1.108)
W1z 10
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Ez a vektor dlland6 nagysagu, de wq szogsebességgel forog, ezért az[[L52] kévetkezmény miatt

—W1zW21y —50

rad
€9 = W] X Wy = 0 = 0 - (1109)
0 0| °®
Ezeket az eredményeket felhasznalva,
0 0
€2 X rap = |—Isin(a)wiwary | = |ezlsin(a) (1.110)
0 0
és
—lcos(a) (w%z + w%ly)
wy X (wy XrAB) = —lsin(a)wi.waty ) (1.111)
Isin(a)ws,,
amib6l
apy — L cos(a) (w%z + w%ly) —37.5
ap = —2lsin(a)wi.waiy = | =30 2 (1.112)
l sin(a)w%ly 7.5

Bar néhany tagot azonositani lehet a kormozgassal kapcsolatos képletekkel vald Gsszevetés
utan, a B pont gyorsulasanak kiszamitdsa mér nagyon nehezen lenne elvégezhetd csupan
fizikai szemlélettiink alapjan. [

1.2.8. A merev test sikmozgasanak kinematikaja

Az eddig levezetett Osszefliggések merev testek tetszéleges térbeli mozgasara vonatkoznak.
Fontos specialis eset az, amikor a merev test sikmozgast végez, ekkor ugyanis egyszeriibb
alakra hozhato mind a sebességredukcios-, mind a gyorsulasredukcios képlet és a test moz-
gasanak elképzelése is sokkal konnyebb.

Az [[42] definicié szerint merev test stkmozgasa soran a test pontjai egymassal parhuza-
mos sikokban mozognak és minden pont sebesség- és gyorsulasvektora is parhuzamos ezekkel
a sikokkal. Az tétel szerint ekkor a szogsebességvektornak merolegesnek kell lennie a
mozgas sikjaira. Mivel az egyméassal parhuzamos sikokban ugyanaz a sebesség- és gyorsulas-
allapot, a vizsgalatokhoz elegend6 egy sikot kiszemelni, a test mozgasa abban az egy sikban
ébréuzolhauté@g

Célszerti a koordinata-rendszert igy megvalasztani, hogy az xy sik illeszkedjen a mozgas
kiszemelt sikjahoz — igy jarunk el az egész fejezetben. Ebben az esetben a helyvektoroknak,
a sebességvektoroknak és a gyorsulasvektoroknak csak az x és y komponensiik lehet nullatol
kiillonb6z6, mig a szogsebesség- és szoggyorsulas vektorok a z tengellyel parhuzamosak:

TAB VAz Az 0 0
ap = YAB s Vpa = VAy , Ap = G Ay s w = 0 s g = 0
0 0 0 W, €,

A sebesség- és gyorsulasallapotot jellemz6 vektorok specidlis alakja lehetové teszi a szami-
tasok egyszertisitését. Mig az altalanos esetben a sebesség- és gyorsulasallapot egyiittes
megadédsdhoz 6sszesen 12 skaldr komponenst kell megadni (pl. v, w, a4 és € harom-hdrom
komponensét), stkmozgés esetén minddssze hat nem zérus komponens marad.

I8 A szakirodalomban tdrcsdnak nevezik a kiszemelt sik és a test metszetét.
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All6 tengely kériili forgas

Eloszor az egyik legegyszeriibb sikmozgas, az allo tengely koriili forgas esetét vizsgaljuk,
amit az abra szemléltet. Barmelyik, tengelyre merdleges sikot kivalaszthatjuk, hiszen
minden sikban ugyanazt a mozgast figyelhetjiitk meg. Szemeljiik ki most a tengelyen 1év6 A
pontot tartalmazo sikot! Mivel a tengely pontjainak mind a sebessége, mind a gyorsulasa
nulla, célszeri az all6 A pontot véalasztani referenciapontnak a tobbi pont sebességének és
gyorsuldasanak a meghatarozasahoz.

1.59. abra. All6 tengely koriili forgds. A test minden pontja kérpalyin mozog,
ezért jol elkiilénitheték a gyorsulas tangencialis és normalis komponensei.

v4 = 0 miatt a kivdlasztott sikban fekvd, |r4p| sugart korpalyan keringé B pont sebes-
sége:
VB =Vg4+WXTyp =W XTIyR.

A vektoridlis szorzat tulajdonsagai miatt
VB J_I'AB (1113)

és a pont sebessége a kivalasztott sikba esik. Tovabba, w L rap kdévetkeztében a sebesség
nagysaga is megallapithato:
v =w|rap|. (1.114)

Az ([LI04) gyorsuldsredukeids képlet alkalmazdsaval ay = 0 miatt

ap=ast+eXraptwX (WXryp) =€ Xryp+wxX(wWXrap).
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Az B3] kifejtési tételbdl kovetkezik, hogy w X (w X rap) = w(rapw) —rapw?, ahol az rpw
skalaris szorzat ryp L w miatt zérus. Tehat

ap =€ X Iap —Topw’. (1.115)
N e N’
lrap lras

Lathaté, hogy a gyorsulasvektor két komponensre bonthaté, melyek koziil az egyik meroleges
az rap vektorra, a masik pedig parhuzamos vele. Mivel a sebességvektor is merdleges az
rap vektorra, tovabba € L rap, ez azt jelenti, hogy allo tengely korili forgds esetében a
tangencialis és normélis gyorsulds nagysag

ap; = |€ X rap| = ¢lrap|, illetve (1.116)

apn = wW?rapl, (1.117)

ahol € a szoggyorsuléds el6jeles nagysaga. ¢ eléjelét a tangencidlis gyorsulas el6jelének meg-
feleloen kell értelmezni: akkor pozitiv, ha a szogsebesség abszolut értéke no.

Ha a szoggyorsulas nulla (¢ = 0 = w = éllandé), akkor a B pont gyorsuldsa a tengely
felé mutat, tehat csak normalis komponense van. Nulla szogsebesség, de nem nulla szog-
gyorsulas esetében (ilyen helyzet az indulds pillanataban fordul eld) viszont ap L rap, tehat
tangencialis iranyu a gyorsulas. Szemléletesen jellemzi a két gyorsulaskomponens aranyat az
« gyorsulasszog:

1.54. definicié. All6 tengely koriili forgds esetén az ot GYORSULASSZOG a gyorsuldsvektortdl
a normdlis gyorsulds vektor iranydig felmért eldjeles szog. Tangense igy szamithato:

tana = —=. (1.118)
“ &
Tehat ha e az 6ramutaté jarasaval ellentétes (pozitiv) forgasiranyu, akkor o > 0 és e, > 0,
ellenkezd esetben mindketté negativ. Tovabba, a definiciébodl kévetkezik, hogy ha az ap
vektort elforgatjuk o szoggel, akkor a tengely felé mutatd vektort kapunk, amint az
abran lathato.
Az ([LITH) képlet alapjan a gyorsulds nagysaga

ag = |rap|Ve? +w* = |rap|y/e? + wi (1.119)
Az (LI14) és (LITY) képletekbdl latszik, hogy allé tengely koriili forgas esetében mind a

sebesség, mind a gyorsulds nagysiga egyenesen aranyos a forgdstengelytél mért |rap| td-
volsaggal. Ez alapjan konnyen megkereshetjiik a test maximalis sebességii vagy gyorsulasi
pontjat: ez a test tengelytol legtavolabbi pontja.

A kovetkezokben megmutatjuk, hogy minden sikmozgés visszavezethetd tengely kortli
forgasra, de a sebességek és gyorsulasok szempontjabol altalaban kiillonbozé pontokba kell
helyezni azt a tengelyt, ami koril a test forgasat elképzeljik. A fejezet hatralévo részében
kozolt, sikmozgassal kapcsolatos eredmények felhaszndlasa altalaban nem feltétlentil sziik-
séges a feladatok megoldasdhoz. Jelentéségiiket els6sorban az adja, hogy megkonnyitik a
sebesség- és gyorsulasallapot gyors attekintését, ami nélkiilozhetetlen a tervezéshez és a sza-
mitasok eredményeinek szemlélet alapjan torténd ellendrzéséhez.

9Emlékeztetiink arra, hogy a tangencialis gyorsulds pozitiv ha a sebesség abszolit értéke né és negativ,
ha csokken. A normalis gyorsuldas mindig pozitiv.
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Sikmozgast végz6 merev test sebességallapota

A sikmozgast végzo testek csak haladd vagy forgd mozgast végezhetnek, csavarmozgast nem.
A tovabbiakban a forgd mozgasokra koncentralunk, mert w — 0 hataratmenettel a forgd
mozgasra levezetett képletek kiterjesztheték haladé mozgasra is.

Altaldnos sikbeli forgd mozgast végz6 merev test esetén akkor egyszertisddnek le a sebes-
ségéllapotra vonatkoz6 egyenletek az (LIT13) és (LII4) képletekhez hasonléan, ha a pilla-
natnyi forgastengely xy sikba es6¢ P pontjat valasztjuk referenciapontnak. Ezt az tétel
és (C1]) egyenlet szerint megkereshetd, nulla sebességli pontot sebességpolusnak nevezziik.

1.55. definicid. Sikmozgdst végzé merev test nulla sebességli P pontjdt POLUSPONTNAK
vagy SEBESSEGPOLUSNAK nevezziik. &

A P sebességpolus helyének ismeretében egy tetszoleges B pont sebessége felirhatd a
kovetkezd modon:
Vg =Vp+wXTrpg=w XTIpg. (1120)

Kihasznalva a stkmozgés sajatossagait (azaz azt, hogy w L rpp), arra jutunk, hogy
v = CU|I'PB| és VB 1 r'pp. (1121)

Kovetkezésképpen, a sebesség nagysaga aranyos a sebességpolustol mért tavolsdggal, iranya
pedig meroleges a sebességpdlusbol hizott helyvektorra, ugyanigy, mint all6 tengely koriili
forgas esetében. Tehat kijelenthetjiik, hogy a sikmozgést végzd test a sebességallapota szem-
pontjabdl ugy viselkedik, mintha a P sebességpdlus (pontosabban: az azon atmend tengely)
kortil forogna.

A sebességpoélus helyvektora tobbféle modszerrel is meghatarozhatd a sebességallapot —
példdul az [w;va]a vektorkettds vagy két pont sebessége — ismeretében:

e Kézenfekvo lehet6ség az (LT8) egyenlet alkalmazdsa:

W X Vy

rapap =

w?

Ebbdl a képletbdl lathato, hogy haladd mozgas — azaz w = 0 — esetén a sebességpolus
egy végtelen tavoli pontba képzelheto.

e A sebességredukciés képlet felhasznalasaval is kifejezheto a sebességpolus helye. Sik-
mozgas esetén egy ismert sebességii A pontbdl a két ismeretlen komponenst tartalmazo

Tap
ap = | Yapr
0

vektor mutat a sebességpolusba. Mivel vp = v+ w X 1rap és vp =0,

0 VAz 0 Tap VAz — W2YAP
Ol =|va |+]| 0 | X| yap | = | vay +w.zap |,
0 0 W, 0 0
ami alapjan
_ Vay _ VAg
Tap = — €S Yap =
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Az ([LI2])) egyenletbdl kovetkezik, hogy va L rap. Ez lehetGséget ad a sebességpolus
helyének gyors geometriai meghatarozasara: két (nem parhuzamos sebességil) pont
sebességvektorara merdlegeseket allitva a kapott egyeneseknek ki kell metszenitik a
sebességpolust, ahogy az és [LeT] abrak mutatjak.

1.60. Abra. A sebességpolus helyének geometriai meghatarozasa, ismert iranyu
sebességvektorokra meréleges egyenesek metszéspontjaként.

Az ismeretetett eljarasok sikbeli haladé mozgasra is altaldnosithatok. Ennek értelmében
egy haladé mozgast végzo test sebességpolusa a sebességvektorra merdleges iranyban, egy
végtelen tavoli pontban képzelheto el.

1.56.
és ez

1.16. megjegyzés: Az rap vektor komponenseinek szamitasa jol mutatja, hogy sikmozgds
vizsgdlata sordn a sebességredukcids képlet hdarom skaldr komponens egyenletébdl csak kettd
hordoz informdciot: mivel a sebesség az xy sikkal parhuzamos, a z irdnyi komponens egyenlet
0 = 0 alakt. Sikmozgés soran a gyorsulasoknak is nulla a z komponensiik, ezért ez az allitds
a gyorsulasredukcios képletre is teljestil. &

példa: Hatdrozzuk meqg eqy vizszintes talajon gordild kerék sebességpolusanak helyét
alapjdn rajzoljuk meg néhdany pont sebesséquektorat!

Megoldas:

A gordiilés kinematikajarol bévebben lesz szé az fejezetben. Most csak azt hasznaljuk
ki, hogy gordiilés soran a talajjal érintkez& P pont sebessége nulla (lasd [L8] megjegyzés),
tehat az a sebességpolus.

Az (LI2]) képletek szerint a kerék pontjainak sebessége egyenesen ardnyos a sebesség-
polustol mért tavolsdggal és merdleges a sebességpolushoz hizhatéd szakaszra. FEz alapjan
megrajzolhatok a sebességvektorok, az [[LGI)/a dbrdnak megfeleléen. Az A pont sebességének
nagysaga v4 = rw. Az dbran az is latszik, hogy a talajtol legtavolabbi, B pont sebessége a
legnagyobb: v = 2rw.

Az [LT4] megjegyzés szerint a kerék mozgasa elképzelhetd egy haladé és egy forgd mozgas
Osszetételeként. Példaul az E pont sebessége Gsszetehetd a fliggbleges w X r 45 komponensbol
és az A kozéppont vizszintes irdnyid, rw nagysagu v4 sebességvektordabdl. Mivel |rap| = 7,
a fliggbleges komponens nagysiga is |w X rag| = rw. Tehat az ered6 vy sebesség 45°-0s
szoget zar be a vizszintes irannyal — annak megfeleléen, hogy merotlegesnek kell lennie a
sebességpodlusbdl az E pontba hizott szakaszra.

Ha megcsuszik a kerék — ami nem jelenti azt, hogy nem forog, csupan azt értjik ez alatt,
hogy nem nulla a talajjal érintkez6 pont sebessége — a sebességpélus eltavolodik a talaj és
kerék érintkezési pontjatol, de tovabbra is megkeresheté az ismertetett médszerekkel (LGII/b
abra). 'Y



70 1. FEJEZET. KINEMATIKA

1.61. abra. kerék sebességallapota és a sebességpdlus helye. (a) Gordiils kerék.
(b) Megcstiszé kerék — példaul jarmii hajtott kereke csiiszds talajon torténd indu-
laskor. (c) Megcsisz6 kerék — igy mozog egy jarmii vontatott kereke induldskor
vagy egy fékezett kerék.

1.17. megjegyzés: A sebességredukciés képlet linearis volta miatt nemcsak a sebességpo-
lustol hiuzott egyenesek mentén véltozik linedrisan a sebesség a tavolsag fiiggvényében, ha-
nem barmely két pont kozott is. Az A és B pontok egyenesén fekvé C pont helyvektorat
r4c = Arap alakban adhatjuk meg. A egy skalar szam, mellyel A = 0 mellett C = A, A =1
esetén pedig C' = B. Ezt behelyettesitve a sebességredukcios képletbe:

Vo =Va+ A\w XTap, (1.122)

azaz a sebesség valoban linedrisan fiigg attél, hogy milyen tévol van a C pont az A-t6l.Példaul
az el6z6 példdban az A és B pontok kozti szakaszt felez6 C pont sebessége vo = (va +
vp)/2. Ez az Osszefiiggés gyakran hasznalhatd, els6sorban a stulypont sebességének gyors
meghatarozasa soran. &

Arra az eredményre jutottunk, hogy barmilyen sikmozgést végzo test sebességallapotanak
vizsgalata visszavezetheto az allo tengely koriili forgas feladatara. Természetesen meriil fel
a kérdés, hogy a gyorsulasallapot szamitasa kapcsan is talalhato-e ilyen Osszefiiggés.
Sikmozgast végzd merev test gyorsulasallapota

A gyorsuldsallapot vizsgalatahoz a gyorsulasredukciés képletbél indulunk ki.

1.57. tétel. Sikmozgds esetén a gyorsuldsredukcios képlet a kiovetkezo alakra egyszeriisodik:

ag=as+eXrag—wrap. (1.123)
Bizonyitas:
A tétel allitdsa a kifejtési tétel és az w L ryp feltétel alapjan vezetheté le, az (LII5) képlethez
hasonléan. 'Y

Az all6 tengely kortli forgdsra levezetett (LIT1H) képlet és (LI23) kozott csak annyi a
killonbség, hogy az ([LI23) kifejezésben altaldban as # 0. Az éltalanos sikmozgast végzd
merev test mozgasa tehat akkor vezetheto vissza allo tengely koriili forgasra, ha a testnek
van a kivalasztott sikon egy nulla gyorsulast pontja. FEz a pont dltaldban nem esik egybe
a sebességpolussal: mivel a P sebességpolus helye fiiggetlen a gyorsulasallapottol, annak
gyorsuldsa altalaban nem nulla.



1.2. A merev testek kinematikdja 71

1.58. definicié. Sikmozgdst végz6 merev test nulla gyorsuldsi pontjdt GYORSULASPOLUS-
NAK nevezziik és G-vel jeloljiik. )

1.59. tétel. A GYORSULASPOLUS HELYE a kivetkezd képlet alapjdn hatdrozhatd meg:

wlay +€ xay

Taq = 1.124
po=RArE (L121)
Bizonyitas:

A gyorsulasredukcios képletnek megfeleléen
ajs+ e xXrac—w’rac=ag=0. (1.125)

Az ([LIZ5) egyenletet balrdl vektoridlisan szorozva e-nal illetve szorozva w?-tel az alabbi két
egyenletet kapjuk:

eXay+ex (sxrAg)—w25xrAgzO,
w2aA+w2€ X TaAq —w4rAG =0.

A két egyenletet dsszeadva és kihasznélva, hogy a kifejtési tételbdl kévetkezéen € | rac
(sfkmozgés) miatt € x (e X rag) = —€%rag, azt kapjuk, hogy

EXay— eQrAG +w2aA — w4rAG =0,
amibdl azonnal kovetkezik a tétel allitasa. 'Y

(CI24) levezetése soran nem tettiink semmilyen megkotést, a gyorsuldspélus minden
sitkmozgést végzo merev test esetében megkeresheté — ha a képlet értelmezhets. Példaul ha
egyszerre ¢ = 0, w = 0 és ay = 0, akkor nem értelmezheté a képlet, mert a test minden
pontja nulla gyorsulasi. Ha pedig e = 0, w = 0 és ay # 0, akkor halad6 mozgést végez a
test, ezért gyorsulaspolusa a végtelenbe kertil.

Ha a gyorsulaspélust valasztjuk referenciapontnak, akkor a gyorsulasredukcios képlet
egyszeriibb alakban irhaté fel:

aA:aG+€><rGA—w2rGA:serA—erGA. (1126)

Mivel € X rga L rga és —w’rga || roa, ezek a tagok merdlegesek egymasra. Ebb6l
kovetkezik, hogy a gyorsulas nagysaga

ay = \/\e X roal? + |w?rgal? = [rgalvVe? + wt,

azaz aranyos a gyorsulaspolustol mért tavolsaggal, ugyanigy, mint all6 tengely kortli forgas-
nal (lasd (LII9)). Tehat egy sikmozgast végz6 merev testnek az a pontja mozog legnagyobb
gyorsuldssal, amelyik legmesszebb van a gyorsulaspélustol.

A két komponens merdlegességét felhasznalva dltalanosithaté a gyorsuldsszog fogalma is:

1.60. definicié. Altaldnos stkmozgds esetén az (L124) gyorsuldsredukcids képletben szerepld
(—w?rga) vektor az A pontbdl a G gyorsuldspdlus felé mutat és definicid szerint o gyorsulds-
szoget zdr be az A pont gyorsuldsvektordaval. A gyorsuldsszdg fiiggetlen az A pont vdlasztdsdtol.
Eldjelét a szoggyorsulas irdnya hatarozza meg, az aldabbi képlet alapjan:

€
tana = —. &
2
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1.62. abra. Merev test gyorsulaspolusanak szerkesztése

A fenti definici6 lehetdséget ad a gyorsulaspolus helyének grafikus meghatarozasara: az
abrabdl is latszik, hogy ha két gyorsuldsvektorra e irdnyaban « szoggel elforgatott egyene-
seket mértink fel, ezek kimetszik a gyorsulaspélust. Tehat a gyorsulaspolus helye is hdrom
kiilonb6z6 mddszerrel hatarozhaté meg — ugyanigy, mint a sebességpoélus helye:

e Hasznalhatjuk az (L124) képletet.

e Alkalmazhatjuk a fent emlitett, a gyorsulasvektorok elforgatasin alapulé geometriai

modszert.

Természetesen szamithatoak a helyvektor komponensei egyenletrendszer felirasaval is,
a gyorsulasredukcios képlet alapjan. Ha a gyorsulaspolus helyvektorat

TAG
rag = |YaG (1.127)
0

alakban keressiik, akkor a gyorsuldspélus gyorsulasara vonatkozé
aA+s><rAG—w2rAG:O (1128)

egyenletbdl — melynek csak x és y komponense hordoz informaciét — meghatarozhatok
az ismeretlen x ¢ és yag komponensek.

1.18. megjegyzés: A gyorsuldsredukciés képlet — a sebességredukciés képlethez hasonléan
(lasd [LTT] megjegyzés) — linedris, ezért nemcsak a gyorsulaspélustol hiizott egyenesek mentén
valtozik linearisan a gyorsulds nagysaga a tavolsag fiiggvényében, hanem barmely két pont
kozott is. Példaul az A és B pontok kozti szakaszt felez6 C' pont gyorsuldsa ac = (aa+ap)/2.
Ez az Osszefiiggés gyakran hasznalhato, els6sorban a sulypont gyorsuldsanak meghatarozasa
soran. &

Sebességpdlus, gyorsulaspélus és a palya gorbiileti k6zéppontja

Ugy tekinthetjiik, mintha a sebességek szempontjabél a P sebességpolus koriil, a gyorsuldsok
szempontjabol pedig a G gyorsulaspoélus koriil forogna a test. Ugyanakkor a merev test egyes
pontjai altal leirt palyakhoz minden pillanatban tartozik egy-egy gdrbiileti kozéppont is, O.
Mig a test pontjainak palyai kiilonbozoek és a palyak egyes pontjaihoz is mas és mas gorbiileti
kozéppont tartozik, a merev testnek egy adott pillanatban csak egyetlen P sebességpolusa
és egyetlen GG gyorsulaspélusa van.
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A gorbiileti kozéppont helye csak a kivalasztott pont palyajatol fiigg. Ezzel szemben a
sebességpodlus helyét csak a sebességdllapot (a szogsebesség és egy pont sebessége), a gyor-
suldspdlus helyét pedig csak a gyorsulasallapot (a szogsebesség, szoggyorsulds és egy pont
gyorsuldsa) hatarozza meg. Ezért ezek a pontok dltaldban nem esnek egybe, csak allo (rogzi-
tett) tengely koriili forgas esetén.

Az abran az AC' forgattyu az A all6 ponton atmend tengely koriil forog. Ezért az
A pont a forgattyu sebességpodlusa, gyorsulaspélusa és a C' pont palydjanak Os gorbiileti
kozéppontja. SOt, a forgattyd minden pontjanak palyaja A korili korpalya.

1.63. abra. Forgattyts-csiszkas mechanizmus hajtorudjanak P sebességpélusa,
G gyorsulaspolusa, valamint a B, C' és S pontok palyainak gérbiileti kézéppontjai.
pB, pc 6s ps a megtelels gorbiileti sugarakat jel6lik.

Ezzel szemben a C'B hajtérad altalanos sikmozgast végez. Sebesség- és gyorsuldspolusat a
korabban megismert szerkesztési szabalyok alapjan rajzoltuk be, tovabba feltiintettiik harom
pontjahoz a palya gorbiileti kozéppontjat is.

1.19. megjegyzés: Altaldnos sikmozgés esetén is van osszefiiggés a sebességpélus és a gor-
biileti k6zéppont elhelyezkedése kozott: mivel egy S pont sebességvektora merdleges a sebes-
ségpolusba mutatod rgp vektorra is és a gorbiileti kozéppont felé mutatdé normalis egységvek-
torra is, a sebességpodlusnak az S pontban felvett normaélis egységvektor egyenesén kell lennie,
de altalaban O # P. Ez jol lathat6 az abran, ahol a BC rid harom pontjanak gorbiileti
koézéppontja is be van jeldlve, a rid sebességpdlusival egytitt. &

1.20. megjegyzés: A gyorsuldspélus csak kivételes esetekben esik egybe a referenciaként
valasztott S pont palydjanak gorbuleti kozéppontjaval. Altaldban ez nem teljesiil és ebben
az esetben a gyorsulaspélusbdl felirt

as =agt+€&Xrgs — WQI'GS —eEXTrgs — WQI'GS (1.129)

gyorsulds tangencialis (az S pont sebességével parhuzamos) komponense nem egyezik meg
€ X rgg-sel, hiszen ennek az irdnya fliggetlen az S pont sebességétol. Ehhez hasonlban,
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ltaldban a normalis (sebességre meréleges) gyorsuldskomponens sem egyezik meg (—w?rgs)-
sel, pedig az 4116 tengely koriili forgasra levezetett (LITH]) képlettel val6 hasonlsdg miatt ezt
varnank. &

Oldjuk meg az [[L28] példat a merev test kinematika Osszefiiggéseit felhasznalva!

1.61. példa: Dizelmozdony motor forgattyis mechanizmusanak vizsgdlata a merev testek
kinematikdja alapjan. Az[1.64) dbran egy dizelmotor forgattyis mechanizmusdnak mechanikai
modellje lathato. A wvizsgdlt pillanatban ismert a mechanizmus (1) jelic AC' forgattyijanak ¢
szoghelyzete, wy szogsebessége és €1 szoggyorsulasa.

Szamitsuk ki ez alapjin a mechanizmus B csuszkdjinak rap pozicidjat, vi pillanatnyi
sebességét és ag pillanatnyi gyorsuldsdat! Adatok: ¢ = 14.5 — 4w rad ~ 1.9336 rad, wy, =
150 rad/s, 1. = 500 rad/s?, R=0.1 m, L = 0.4 m.

1.64. dbra. Dizelmotor mechanikai modellje (lasd [[28] példa).

Megoldas:
Az A pont egy 4all6 tengely pontja, ezért annak mind a sebessége, mind a gyorsuldsa nulla.
Az (1) forgattyt szogsebességének ismeretében meghatarozhaté a C' pont sebessége:

Rcos(p) —Rws, sin(yp) —14.023 m
rqac = | Rsin(p) = Vo =w; xXryc=| Rwicos(p) | = | —=5324| —. (1.130)
s
0 0 0

A B pont sebességének meghatarozasahoz ismét egy sebességredukcios képletet frunk fel,
ezuttal a C referenciapontbél. Mivel mind a B, mind a C' pont a (2) jeli hajtérid pontja, a
képletben a hajtérud wo szogsebessége szerepel:

VB = Vo + wa X Top. (1.131)

Az ABC haromszogre felirhat6 szinusztétel alapjan

sin(f) = %sin(gp), (1.132)

amibdl S ~ 0.236 rad. Ezzel kifejezhet6 az rop vektor és a B pont rap helyvektora:

L cos(p) 0.353
rcg = —LSIH(,B) , TAB =TACc +TcB R 0 m. (1133)
0 0

A kovetkezd 1épésben kihasznédlhatjuk, hogy a B pont nemcsak a hajtérid, hanem a cstsz-

ka pontja is, ezért sebessége az x tengellyel parhuzamos: vg = (v, 00)7. Tovdbbé, mivel
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stkmozgast végez a mechanizmus, a szogsebességnek csak z komponense lehet. Ez azt je-
lenti, hogy az (LI3I]) egyenletben két ismeretlen skaldr komponens szerepel: vp, és wo,. A
vektoridlis szorzatot kifejtve,

VBg vor + Lwa, sin(f)
0 | = |voy + Lwa, cos(B)| . (1.134)
0 0

A kapott egyenletrendszer megoldasa

d
Vpe N —12.T44 & &5 wo, A 13.688 oo (1.135)
S s
A gyorsuldsallapot vizsgélata soran is abbdl indulunk ki, hogy az A pont gyorsuldsa nulla.

A gyorsulasredukeios képlet szerint

751.835
2 m
ac = €1 XTrpc —wi,rac ~ |—2121.26 2 (1.136)
0

A B pont gyorsulasarél tudjuk, hogy a kényszer miatt z irdny1, a szoggyorsuldsnak pedig a
stkmozgas miatt csak z komponense lehet. A C' és B pontok kozott felirt

ap =a¢ +€&2 Xrop — w%erB (1.137)

gyorsulasredukcios képletben igy csak két ismeretlen skalar komponens lesz: ap, és €o..

aBy acy + Leo, sin(B) — Lw3, cos(B3)
0 | = |acy + Leas cos(B) + Lw3, sin(B) | . (1.138)
0 0

Az egyenletrendszer megolddsa:

d
ape ~ 118466 o & e, A 5409.17 o, (1.139)
S S

Az eredmények megegyeznek az példaban kiszamitott értékekkel. Azonban mig
ott célzottan a B pont mozgisinak jellemzo6it szamoltuk ki, a merev testek kinematikaja
alapjan tovabbi, a teljes testet jellemz6 mennyiségeket is meghatarozhatunk. Az aldbbiakban
kiszamitjuk a mechanizmus mozgisdnak néhany tovabbi jellemzdjét is.

A forgattyi sebességpolusa az A pontban van, a hajtoriud sebességpdlusanak helye pedig:

w X v —0.93
rpp=-——s’a| 0 | m (1.140)
w
0
A forgattyt gyorsuldsszoge
oy = arctan <€12'Z> ~ 1.273 rad ~ 73°. (1.141)
Wi,
A hajtorudhoz tartozé gyorsulasszog pedig:
a9 = arctan (52;) ~ 1.536 rad ~ 88°. (1.142)
Wa,
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A forgattya gyorsulaspdlusa az A pontban van, a hajtorud gyorsuldspélusdnak helye

pedig:
W2 e X a 0.0076
rpg = 220 T2 200 o 10.219 | m. (1.143)
€22 + Wy, 0

A mechanizmust alkoté testek tobbi pontjanak sebessége és gyorsuldsa a sebességpdlus és
a gyorsulaspélus helyének ismeretében szamithatoé. 'Y

1.2.9. A gordiilés kinematikaja

Stkmozgés soran altalaban valtozik a sebességpoélus helye a mozgas soran. Az példaban
lattuk, hogy egy talajon gordiilo kerék sebességpoélusa a talajjal vald érintkezési pontban
talalhaté (lasd [LET)/a és abrak). Ha a kerék atmegy egy viztécsan, a testen és a talajon
a nedves pontok jelolik ki azokat a gorbéket, melyek pontjai valamikor péluspontok voltak.

A merev test pontjainak sem a sebessége, sem a szogsebessége nem valtozhat ugrasszertien
(lasd 2 fejezet), ezért a pillanatnyi forgastengely és a sebességpdlus helye folytonosan valtozik
idében az rap = (w x v4)/w? (lasd (LT8)) képletnek megfeleléen. Mivel a gordiils test és a
talaj pontjai az érintkezés utan eltavolodnak egymastol, két gorbét is definialhatunk, melynek
pontjai péluspontok voltak illetve lesznek: egy gordiilé kerék esetében a kerék altal a talajon
hagyott ,nyom” jeloli ki az allé pélusgorbét, a kerék azon pontjai pedig, melyek péluspontok
voltak, a mozgd polusgorbén helyezkednek el.

1.62. definicié. Az ALLO POLUSGORBE a P sebességpdlus mint geometriai pont pdlydja a
vonatkoztatdsi rendszerben. &

Mozgé pélusgorbe All6 pélusgdrbe

1.65. abra. Gordiils kerék allo- és mozgd polusgorbéi, az u pélusvandorlasi se-
besség és a sebességpdlus ap gyorsuldsa.

1.63. definicié. A M0OzZGO POLUSGORBE a P sebességpdlus mint geometriai pont pdlydja a
merev testhez képest. &

Gordiilés soran a nulla sebességii sebességpolus valtoztatja helyét a sikon. FEzt a folya-
matot polusvandorlasnak nevezzik.

1.64. definicié. A POLUSVANDORLAS SEBESSEGE a P sebességpdlus mint geometriai pont
sebessége, ahogy halad az dllo polusgorbén. Jele: u. s
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A polusvandorlas tgy is elképzelhetd, hogy a poluspont szerepét mindig tjabb és djabb
geometriai pontok veszik at, és ez a ,jel” terjed a pélusvandorlas sebességével — hasonléan
ahhoz, mintha egy mozgo6 reflektor falra vetett fényfoltjanak a mozgdsat kovetnénk. Az u
polusvandorlasi sebességnek gyakran ismert az irdnya, hiszen ha egy test egy masikon gordiil,
akkor a kozos érintével parhuzamosnak kell lennie. Ez a megfigyelés jol hasznalhatd egyes
feladatok megoldasa soran.

1.65. példa: Egyenes kényszerpalyin w szogsebességgel és € szoggyorsuldssal gordil eqy ho-
mogén anyagu v sugard korong. Hatarozzuk meg a sulypont és a sebességpolus sebességétl és
gyorsuldsdt, valamint a polusvdndorlds sebességét!

Yy ,w/ )
17X

gordiil

xT

1.66. abra. Egyenes kényszerpalyan gordiil6 korong.

Megoldas:
o Az all6 pdlusgorbe az egyenes kényszerpdlya, a mozgd polusgérbe pedig a korong kor-
vonala.

o Az abran is lathato, hogy a sebességpélus a talajjal érintkezé pontban taldlhaté,
ezért a stulypont sebességének nagysiga vg = rw, irdnya pedig az rpg vektorra merole-
ges, a szemléletnek megfelel6 értelmii. A berajzolt koordinata-rendszerben értelmezett
komponensekkel vg, = —rw,.

e A silypont tangencidalis gyorsuldsa a sebesség nagysaganak idd szerinti derivaltja. Te-
hat agy = rw = re, ahol € > 0, ha a szdgsebesség n6. Novekvo szogsebesség mellett
az agy vektor a sebességgel megegyezo értelmil, csokkens szogsebesség esetén azzal
ellentétes. Az (xyz) koordindta-rendszerben ag, = —re,

e A stlypont sebességének nem valtozik az irdnya, tehdt ag, = 0, amibdl ag, = 0.

e A sebességpodlus vandorlasi sebessége abbdl a feltételbdl hatarozhaté meg, hogy a se-
bességpdlus mindig az S silypont talajra vetett merdleges vetiiletében taldlhatd, tehat
egylitt mozog a sulyponttal, azaz u = vg, u = rw.

o A sebességpolus sebessége definicid szerint nulla, gyorsuldsanak meghatarozasahoz pe-
dig a sebességredukcios képletet hasznaljuk.

—re, 0 0 0 0
ap=ag+eXrgp—wrgp = 0 | +]0]| x|=r|—w?|=r|=|rv?|. (1.144)
0 €, 0 0 0

Az eredmény szerint a sebességpolus gyorsuldsa a talajtél a silypont felé mutat — azaz

meréleges a kényszerpdlydra —, nagysaga pedig ap = rw?.

Specialis esetek:
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1) Ha a szdggyorsulds nulla, de a szigsebesség nem nulla (e = 0, w # 0) — azaz allandd
szogsebességgel gordiil a test — akkor a stlypont gyorsuldsa is zérus (és ez lesz a test egyetlen
nulla gyorsuldsi pontja), tehat S = G.

2) Ha a szoggyorsulds nem nulla, de a szogsebesség nulla (€ # 0, w = 0) — azaz a kerék az
indulés pillanatdban van — akkor minden pontja nulla sebességii, tehat a sebességpolust nem
értelmezziik. Viszont a gyorsuldspélus helyét megad6 (LI24]) képlet ekkor leegyszeriisodik és

eszerint
€ X ag

rsg =

)

g2

amibél ag = re miatt kovetkezik, hogy a gyorsuldspélus a talajjal érintkezé pontban van. &

1.66. példa: r sugari homogén korong R sugari kényszerpdalydn gordil w szigsebességgel és
€ szoggyorsulassal. Hatarozzuk meg a sulypont és a sebességpolus sebességét és gyorsulasat,
valamint a pélusvdndorlds sebességét!

1.67. abra. R sugarud kényszerpalyan gordiils r sugari korong.

Megoldas:
e Az all6 polusgoérbe az R sugari kényszerpdlya, a mozgd pdlusgorbe pedig a korong
korvonala.

e Az [[67 abran is lathatd, hogy a sebességpdlus a talajjal érintkezé pontban taldlha-
t6, ezért a sulypont sebességének nagysiga vg = rw, irdnya pedig az rpg vektorra
mero6leges, a szemléletnek megfelel6 értelmii.

e A silypont tangencidalis gyorsuldsa a sebesség nagysaganak idd szerinti derivaltja. Te-
hat agy = rw = re, ahol € > 0, ha a szogsebesség n6. Novekvo szogsebesség mellett
az agy vektor a sebességgel megegyezo értelmil, csokkens szogsebesség esetén azzal
ellentétes. Az abran felvett koordinata-rendszerben ag, = —e,r.

e A sulypont r + R sugaru korpalyan mozog, ezért sebességének folyamatosan valtozik
az irdnya. Normalis gyorsulasidnak nagysaga

v% r2e?

S IR TR

irdnya pedig a korpalya kozéppontja felé mutat, azaz

(1.145)
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e A sebességpolus vandorlasi sebessége abbdl a feltételbdl hatarozhatdé meg, hogy az S
sulypont altal leirt » + R sugari kérpéalya O gorbiileti kozéppontja és az S pont egyene-
sére esik a P sebességpolus (ldsd [LI9] megjegyzés). Ebben az esetben a sebességpolus
R sugart korpalyan vandorol. Vandorlasi sebessége parhuzamos a silypont sebességé-
vel u || vg, nagysdga pedig a sugarak ardnyabdl hatarozhaté meg:

R Rrw

r+R r+ R

U = vg

o A sebességpolus sebessége definicid szerint nulla, gyorsuldsanak meghatarozasahoz pe-
dig a sebességredukcios képletet hasznaljuk.

—re; 0 0 0 0
2,2 2

ap =ag+exrgp—wrsp = |- | 4+ | 0| x |—r| —w® |—r| = | B2 | (1.146)
0 £ 0 0 0

Az eredmény szerint a sebességpolus gyorsulasa ebben az esetben is a talajtdl a sulypont
felé mutat — azaz merdleges a kényszerpdlya érintdjére — nagysaga pedig
Rrw?
ap = .
PTrER

A példa megoldésa értelemszeriien médosithaté abban az esetben, amikor a kényszerpélya
konkav, azaz egy kor alakd péalya belsejében gordiil a korong, mint példaul az [L71] 4bran.
Ekkor r+ R helyett R—r keriil a képletekbe. Az R — oo hataratmenettel pedig természetesen
visszakapjuk az [[L65] példa eredményeit. [

A fenti két példa sokkal altalanosabb, mint ahogy els6 pillantasra gondolnank. Szami-
tasaink eredményei abban az esetben is hasznalhatok, ha az allo- és mozgd poélusgérbe nem
pontosan kor alakti. Mivel a normalis gyorsuldst a palya gorbileti sugara hatérozza meg,
a vizsgalt pillanatban a gorbéket simulokorikkel kozelithetjik, igy visszakapjuk az
példaban targyalt esetet. Természetesen ekkor a mozgd test stulypontja helyett a megfelelo
gorbiileti kozéppontra vonatkoznak a képletek.

Tovabba, az fejezetben levezettiik, hogy minden stkmozgéast végzé merev test sebes-
ségpolusa megkereshetd. Kovetkezésképpen, az allo és mozgd polusgorbe tetszoleges sikmoz-
gas esetére is definialhat6 P9 Tehat azt mondhatjuk, hogy minden, nem nulla szogsebesséqii
stkmozgdst végzo merev test mozgasa értelmezheto a mozqo polusgorbének az allo polusgorbén
torténd gordiléseként, ahol az aktudlis érintkezési pont a P poluspont. Ebben az értelemben
a gorbilt pdalyan gordilo korong példaja a lehetd legbonyolultabb sikmozgdst mutatja be.

Példaul ha egy kerék megcsuszik, a sebességpolus a talaj szintje ala vagy folé is kertilhet,
ahogy az [L6]] abran lathatjuk. Matematikailag ezt az esetet is tekinthetjik gordiilésnek:
ehhez gondolatban toljuk el a talaj szintjét és valtoztassuk meg a kerék atmérdjét olyan
modon, hogy éppen a mindenkori sebességpolusban érintkezzenek. FEkkor a képzeletbeli
kerék éppen gordiil az eltolt talajon, ahogy az abran is illusztraltuk. Ez az eljaras a
merev testek kiterjesztésének felel meg, az [LT12] megjegyzésben leirtak szerint.

A stkmozgas gordiilésként vald elképzelése bizonyos mechanizmusok vizsgalatat is meg-
konnyitheti. Erre a legismertebb példa az alabb ismertetett, un. Cardano-féle probléma
megoldasa.

20B4r matematikailag kiterjeszthetd ez a formalizmus a haladé mozgésra, ennek inkabb a forgd mozgésok-
nal van jelentdsége.
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Tg <r
Mozgé polusgorbe

All6 pélusgdrbe

1.68. abra. Egy megcsiiszé kerék mozgasa is értelmezhets gordiilésként: ebben
az esetben a mozgé polusgorbe gérdiil az allé pélusgérbén.

1.67. példa: Egy | hosszusdgu rid két végpontja eqymdsra merdleges, eqyenes kényszerpd-
lyakon mozog az abranak megfeleléen. Hatdrozzuk meg az dllo- és mozgo polusgorbe
egyenletét!

1.69. dbra. Egyenes kényszerpalyakon megvezetett rud (példaul fal mellett le-
cstiszo létra).

Megoldas:
A koordinatarendszert célszerli ugy felvenni, hogy a két kényszerpalya az z illetve az y ten-
gellyel essen egybe. Emellett bevezetjiik a rud vizszintessel bezart ¢ szogét is (0 < ¢ < 7/2)
a mozgas jellemzésére.

Az (LI2T) egyenlet szerint a sebességpolust kimetszi két sebességvektorra allitott meréle-
ges egyenes. Ez azt jelenti, hogy az allé vonatkoztatasi rendszerhez kotott (zyz) koordinéta-
rendszerben a péluspont koordinatai

xp lcos(ip)
rop = |yp| = |lsin(p)| . (1.147)
0 0

A fenti két koordinata kozott minden ¢ szdg mellett fenndll az alabbi Osszefiiggés:
b+ yp =12 (1.148)

ami egy origd kozépponti, | sugari kor (0 < ¢ < 7/2 figyelembevételével negyedkor) egyen-
lete. Ez az 4ll6 pélusgorbe, hiszen az allé6 vonatkoztatasi rendszerben vizsgaltuk a péluspont
helyét.

A mozgb poélusgorbe egyenletének levezetéséhez a mozgd rudhoz képest kell meghatarozni
a sebességpolus helyét. Vezessiink be egy A origdju (£n¢) koordindta-rendszert, melynek &
tengelye a mozgdas soran végig parhuzamos a ruddal, az [[L70] 4bra szerint!
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All6 pélusgsrbe

Mozgd poélusgorbe

1.70. abra. Egyenes kényszerpalyakon megvezetett rud pélusgorbéi.

Ebben a koordinata-rendszerben a péluspont p 4p helyvektora
&p [ cos(¢) cos(yp)

pap = |np| = |lcos(p)sin(y) | . (1.149)
0 0

Trigonometriai atalakitasok utan az aldbbi eredményt kapjuk:

cos(2¢p) (1.150)

N~

£p = Lcos(ip) cos(p) =

np = lcos(p) sin(p) = = sin(2¢p). (1.151)

A két koordinata kozotti Osszefiiggés

(60— g) = (;) (1.152)

ami egy olyan [/2 sugaru kor egyenlete, melynek kozéppontja a rid kézepén helyezkedik el.
Mivel az AP és BP szakaszok minden ¢ szdg mellett merélegesek egymadsra, ezt tekinthetjiik
az AB szakasz f6lé rajzolt Thalesz-kornek is.

Az egyenes kényszerpalyan mozgd végponti rad mozgasa tehat gy is megvaldsithato,
hogy egy (/2 sugari kor egy kétszer akkora sugart kor belsejében cstszas nélkiil gordil. Ezt az
eredményt a miszaki gyakorlatban is felhasznaljak. Ha a csiszas nélkiili gordiilés biztositott
(pl. fogazassal), akkor egyenesbe vezeté mechanizmus készitheté. Ennek megforditdsaként,
ha egy gordiilé kor egyik pontjat egyenes palyara kényszeritjiik, akkor a kor csiszas — és
szamottevd kopas — nélkiil gordiil.

Megjegyezzik, hogy a rad A és B kozotti pontjai ellipsziseken mozognak, a rud felezd-
pontjanak palydja pedig kor alaki — amint az [ 71l 4bra is mutatja [12].

A vizsgdlt rad mozgasa teljesen megfeleltetheté egy kor alakt kényszerpalyan gordiild
korong mozgasédnak, ezért értelemszeriien alkalmazhaték az példa eredményei a rud

sebesség- és gyorsulasallapotanak meghatarozasa soran.

)

Mivel az [L66] példardl belattuk, hogy az a sikmozgas legaltalanosabb esetének felel
meg, érdemes tovabbi, altaldanos érvényti Osszefiiggéseket keresni a kiszamitott eredmények
kozott. Mind az [L65] mind az [L66] példaban azt tapasztalhattuk, hogy a polusvandorlas
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1.71. abra. Egyenes kényszerpalyakon megvezetett rud mozgasa egyenértékii egy
/2 sugarii korongnak | sugari kérpalyan torténd gordiilésével. Az &bran lathato,
hogy az A, B és C pontok palydja egyenes, az S ponté kér, a D ponté pedig
ellipszis.

u sebessége a kényszerpalya (all6 pélusgorbe) érintéjével parhuzamos, a sebességpolus ap
gyorsuldsa pedig arra merdleges. FEmellett e két mennyiség nagysiaga kozott is egyszeri
osszefliggés talalhatd: mindkét példaban ellendrizhetd, hogy ap = uw. Az alabbi tételben
részletesebben is megvizsgaljuk e két vektor kozotti kapcesolatot.

1.68. tétel. A POLUSVANDORLAS u SEBESSEGE:

w X ap
u=——" (1.153)
ahol ap a sebességpolus gyorsuldsa. A vektoridlis szorzds tulajdonsdagai miatt
ulw é ulap. (1.154)

1.72. dbra. A nulla sebességii P sebességpdlus u vandorlasi sebessége merdleges
a sebességpdlus ap gyorsulasara.

Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy ismert a merev test szogsebessége és A pontjanak sebessége. A sebességpdlus
helyvektora ekkor az abra szerint rp(t) = ra(t) + rap(t), a pélusvandorlas sebessége
pedig ennek a vektornak az id6 szerinti derivaltja:

u= I"p(t) = f‘A(t) + f‘Ap(t).
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Az (LT8) képlet szerint rap = (w X v4)/w?. Felhaszndlva, hogy w = € és V4 = aga, a
héanyados derivalasara vonatkozo szabaly szerint

(e xvy) n (wxay) _9ue

(w X VA)
w2 w? wt

u=vy+

Ha kifejezziik az A pont sebességét és gyorsulasat vq4 = w X rpy illetve ay = ap + & x
rpa +w X (w X rpy) alakban, akkor behelyettesités utdn a kovetkezé képletet kapjuk:

EX (WXT w X a w X (EXT
( PA)+ P ( PA)

Uu=wXrpy+ + (1.155)

w? w? w?
X
w X (w X (;u XTpa)) LR (w; I'PA).
w w

Tudjuk, hogy rp4 | w, azaz wrpy = 0, mert kikotottitk az ryp vektort megads (LT8))
egyenlet levezetése soran, hogy a P pont az A ponton atmend, w-ra merdleges sikban van.
Ezt az Osszefiiggést ki tudjuk hasznalni, ha az [B.5] kifejtési tétel alkalmazasaval a harmas és
négyes vektorialis szorzatokat az alabbi kifejezésekké alakitjuk &t:

ex (wxrpy) w(erpa) B rpa(ew)

w? w? w?
w X (eXTpy) B e(wrpy) rpa(ew) B rpa(ew)
w? w2 w2 w2
X X X
w X (w (;d rpa)) _ % % (w(wrpA) —I“PAw2) — W XTpa,
w w
2
wx(wxr w(wr —r rpa(ew
9 (we) ( k pA) _ 9 (we) ( PA)4 paw’ PA(2 ).
w w w

Visszahelyettesitve az ([LI55]) egyenletbe, egyszeriisitések utdn csak két tag marad, melyek
koziil az egyik a szogsebességgel parhuzamos, a masik pedig a szogsebességre merdleges:

_ w(erpa) n w X ap
— —.

2 - (1.156)
Stkmozgds soran € 1 rp4, tehat a képlet elso tagja nulla, igy visszakapjuk a tétel allitasaban
szerepld kifejezést. [

Az fejezetben megallapitottuk, hogy a sebességpdlus ap gyorsulasa altaldban nem
nulla, azaz a sebességpélus altalaban nem esik egybe a gyorsulaspélussal. Az ap gyorsulds
elképzelését segiti az abra: a P sebességpélus kozelében kozel fiiggdlegesek a gordiilo
korong kertileti pontjainak sebességvektorai és a két oldalon ellentétes iranytak. Ebbdl arra
kovetkeztethetiink, hogy a sebességpolus gyorsulasa fiiggoleges. Mivel az u polusvandorlasi
sebesség parhuzamos a testek kozos érintéjével, az (LIH3) képletbdl is az kovetkezik, hogy
az ap vektor merdleges a kényszerpdlydra.

A pélusvandorlasi sebesség gyakorlati jelentéségét éppen az adja, hogy kapcsolatba hoz-
haté a sebességpdlus ap gyorsulasaval. Amint a korabbi példakban lattuk, az ap vektor
a sebességredukcios képlet segitségével is kiszamithato, azonban segithet a gyorsulasallapot
elképzelésében, ha ap iranyat szemlélet alapjan is meghatarozhatjuk. A kovetkezo tétel
egy ujabb alakban fejezi ki a pélusvandorlasi sebesség és a sebességpdlus gyorsulasa kozti
kapcsolatot.

1.69. tétel. A SEBESSEGPOLUS GYORSULASA

ap=uxw. (1.157)
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T
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1.73. abra. Pdluspont gyorsuldsanak szemléltetése. A pdluspont kézelében a
sebességvektorok jo kozelitéssel fiiggblegesek és a P pont két oldalan ellentétes
iranyuak.

Ez az dsszefiiggés gombi mozgds (lasd [147] definicid) esetében is teljesil. Természetesen a
pillanatnyi forgastengely minden pontjanak mds lehet a gyorsuldsa és a vandorlasi sebessége,
ezért az (LI57) képletet ugy kell értelmezni, hogy a forgdstengely eqy kivdlasztott P pontjanak
gyorsuldsa és ugyanezen pont vandorlasi sebessége kozott adja meg a kapcsolatot.

Bizonyitas:
Az (LI56]) egyenlet mindkét oldaldt w-val balrdl vektoridlisan szorozva, a jobb oldal elsé
tagja kiesik, mert az w-val parhuzamos. Igy a kovetkezé egyenletre jutunk:
w X (w x ap)
wXxXu=———5-".
w2

A jobb oldal atirhaté a kifejtési tétel alapjan:

w [ W
wXu=—|(—ap| —ap.
w w

Mivel a jobb oldal els§ tagja az ap vektor w-val parhuzamos komponense, ap)|, ezért
uxw=ap-—ap| (1.158)

Sikmozgas esetén a sebességpélus gyorsuldsa (mint minden pont gyorsuldsa) meréleges a
szogsebességre, ezért ap = u X w.

A térbeli mozgasok vizsgalatahoz hasonlitsuk Ossze a pillanatnyi forgastengely két kiilon-
boz6, P és Py pontjanak gyorsulasat! A gyorsulasredukcios képlet alapjan

apy —ap] = € Xrpipy +w X (w X I‘plpg), (1.159)

ahol rp1ps || w, ezért a jobb oldal elsd tagja merdleges a szogsebességre, a masodik tagja
pedig 0. Ebbdl kovetkezik, hogy aps és apy csak a szogsebességre meroleges komponensben
kiillonbozhetnek, ezért a pillanatnyi forgastengely minden pontjinak ugyanakkora a szdgse-
bességgel parhuzamos gyorsuldskomponense. Tehat ha a pillanatnyi forgastengelynek van egy
tartésan &ll6 pontja — mint gémbi mozgds esetében —, akkor ap)| =0, azaz ap =u X w. @

1.2.10. Kitekintés térbeli gordiilési problémakra

A pélusvandorlasi sebességre kapott (LID0) Osszefiiggés levezetése sordn altaldnos, minden
pillanatnyi forgd mozgasra érvényes Osszefliggéseket hasznaltunk, ami lehetévé teszi, hogy
térbeli mozgdsokra is altalanositsuk a polusvandorlasi sebesség fogalmat.

A térbeli mozgasok esetében az okoz nehézséget, hogy a valasztott A referenciapont
helyétol is fiigg, hogy a pillanatnyi forgastengely melyik pontjaba mutat az r4p vektor (lasd
[L47 abra). Mivel térbeli mozgéds soran az A pont akar a szogsebességgel parhuzamosan is
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elmozdulhat, ezért a pillanatnyi forgastengelyre vetett merdleges vetiilete is elmozdul. Ez az
oka annak, hogy az ([LI50]) képletben megjelent egy A pont helyétdl fliggd tag is:

w(erpa) N w X ap
R

U W

Azonban a pélusvandorlasi sebesség fogalma csak akkor hasznalhatéd térbeli gordiilések
leirasara, ha a pillanatnyi forgastengely adott P pontjahoz egyértelmiien hozzarendelheto
a megfelel6 vandorlasi sebességvektor. Egyértelmiivé tehetjitk a polusvandorldsi sebesség
fogalmat, ha ugy tekintjik, hogy magat a pillanatnyi forgastengely P pontjat valasztjuk
referenciapontnak, azaz A = P. Igy rpp = 0 miatt azt kapjuk, hogy térbeli mozgasokra is

érvényes az
w X ap
2

(1.160)

u=
w

Osszefiiggés. Tehat a polusvandorlasi sebesség merdleges a szogsebességre és a P pont gyor-
suldsara, ahogy az[[L74] Abra mutatja.

Természetesen térbeli mozgasok esetében nem polusgorbékrol, hanem pélusfeliletekrol
vagy gorduld feliiletekrdl kell beszélniink — ezek azok a pontok a testen (mozgo felillet) és
a vonatkoztatési rendszerben (&ll6 feliilet), melyek a gordiilés sordn a pillanatnyi forgasten-
gelyben érintkeznek. Mivel a két feliilet a forgastengely mentén érintkezik, ezeknek vonalfe-
lileteknek kell lenniiik. Az érintkezés kornyezetében a vonalfeliiletek mdsodrendi feliletekkel
helyettesithetok, ugyanigy, mint ahogy a sikbeli esetben simuldkoriikkel helyettesithetjik az
egymason gordiilo polusgorbéket.

A kovetkezé mésodrendli vonalfelilletek 1éteznek: henger, kup, egyképenytd hiperboloid
és hiperbolikus paraboloid. A fentiek szerint a térbeli forgd mozgasok a felsorolt feliiletek
egymason (vagy egy sikon) torténd legordiiléseként foghatok fel.

A feliiletek adott P pontbeli koz0s érintOsikjat a pillanatnyi forgastengellyel parhuzamos
w szOgsebességvektor és a pdélusvandorlas u sebességvektora jeloli ki. A vektoridlis szorzas
tulajdonsdgai miatt az u X w vektor erre a kozos érintésikra merdleges. Az (LI5S) egyenlet
alapjan

ap=uxw+ap|. (1.161)
Ez az Osszefiiggés azt fejezi ki, hogy a pillanatnyi forgastengelyen 1évé P pont gyorsula-
sa két komponensbdl teheté ossze: egy érintdsikra merdleges komponenshol és egy w-val
parhuzamos komponensbél. A fenti gondolatmenet alapjan kimondhaté a kovetkezo tétel:

1.70. tétel. Térbeli forgo mozgdsok esetében nem lehet az ap gyorsuldsvektornak w-ra me-
roleges komponense a P pontbeli érintosikban. [

Hiperboloid és hiperbolikus paraboloid esetén dltaldban véltozik az alkot6 (azaz a for-
gastengely) mentén az alkoté pontjaiba rajzolhat6 érintésik normélvektora — ezért kellett
kiemelni a fenti tételben, hogy az a P pontbeli érintésikra vonatkozik.

A tovabbiakban csak két specidlis esetre szoritkozunk, ezekben az esetekben ugyanis a
forgastengely minden pontjahoz ugyanaz az érintésik tartozik:

1.71. tétel. Ha két test eqymason valo elgordilése soran a pillanatnyi forgdstengely pontja-
inak kézos érintosikja van, akkor a mozgds sikmozgds vagy gombi mozgas.

Bizonyitas:
A kozos érint6sik 1étezésébdl kovetkezik, hogy az u polusvandorlasi sebesség iranya a pil-
lanatnyi forgastengely minden pontjdban azonos: az érint6sikba esik és a forgastengelyre (a
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szogsebességre) merdleges. Azonban — mivel a pillanatnyi forgastengely kiilonb6z6 pontjainak
eltérd lehet az ap gyorsuldsuk, az u pélusvandorlési sebességiik nagysdga eltérhet.

A gyorsuldsredukciés képletbdl kiovetkezik, hogy a merev test pontjainak gyorsuldsa —
és igy poélusvandorlasi sebessége is — linedrisan véltozik a pillanatnyi forgdstengely mentén.
Kovetkezésképpen, pillanatnyi forgd mozgas esetén csak két eltéré eset lehetséges:

e A pillanatnyi forgastengely mentén minden pontban azonos a pdlusvandorlasi sebesség
és a pontok gyorsuldsa. Ez henger gordiilésének felel meg. Ha véges ideig tart ez a
mozgés, akkor ez sikmozgds.

e A pillanatnyi forgdstengely mentén linedrisan valtozik a poélusvandorlas sebességének
nagysaga. Ekkor taldlhaté egy nulla vandorlasi sebességli — azaz nulla gyorsulasi —
pont is a pillanatnyi forgastengelyen. Ez a kup gordiilésének felel meg, ahol a kup
csticsa a nulla sebességili és nulla gyorsulast pont. Ha nem csak egy pillanatig tart ez
a mozgas, az gombi mozgds (lasd [L74] dbra). [

Kup gordiiléses feladatokkal talalkoztunk az [[L.40] és [[L41] példak kapcsan. A két kup
a pillanatnyi forgastengely mentén érintkezik. Ha a mozgd kipon kijeloliink egy A pontot,
akkor ahhoz megkereshetjiik a forgastengely megfelelé P pontjat, mely az u polusvandorlasi
sebességgel mozog az allé kup palastjan. Az [[L74] abran azt az esetet abrazoltuk, amikor az
allé kup kupszoge 180°-o0s, azaz a kap sikka torzul.

Az tételben azt is belattuk, hogy gémbi mozgasok esetén — ilyen mozgast vé-
gez az [L41] példaban vizsgalt korbe gordiilé kip — a pillanatnyi forgastengely pontjainak
gyorsuldsa meroleges az érintésikra, tehat az abra szerint a forgastengely A pontjaban
ay = u X w. Ezt az eredményt felhasznalva folytathatjuk az [L41] példa megoldasat a
gyorsulasallapot tisztazasaval.

1.72. példa: (Az[1.71] példa folytatisa.) r sugari és h magassdgi, egyenes kiorkip alaki
merev test gordiil az xy sikon gy, hogy O pontja a mozgds soran végig a koordindta-rendszer
origojaban marad. A B pont sebessége €s gyorsulasanak x komponense adott. A wvizsgalt
pillanatban a kup eqyik alkotdja parhuzamos az y tengellyel. Hatdrozzuk meg a kip gyorsu-
lasdllapotdt! Adatok: r = 0.14 m, h = 0.48 m, vg, = 1.92 m/s, ap, = 1 m/s>.

Megoldas:
A gyorsulasallapotot egy pont gyorsuldsa, a szogsebesség és a szoggyorsulas segitségével ad-
hatjuk meg. Az ws szogsebesség az[[L41] példabdl ismert:

0 rad
wo = |14.2857| —. (1.162)

0 S

Tovabba azt is tudjuk a feladat megfogalmazisabdl, hogy az O pont gyorsulisa ap = O.
Az ismeretlen €9 = [e2, €9y £9.]7 szoggyorsulds kiszamitdsahoz hasznéljuk ki, hogy a B pont
gyorsulasa az anyagi pontok kinematikaja alapjan meghatarozhat6. Mivel a B pont b sugart
korpalyan mozog a z tengely koriil, az ismert ap, a tangencialis gyorsulasnak, ag, pedig a
sebesség nagysagabol szamithaté normaélis gyorsulasnak felel meg:

ABg 1 m
2

ap=|%| =8 5 (1.163)
0 0
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(a)

1.74. abra. Sik talajon gordiilé kup gémbi mozgast végez, hiszen a kiip O cstcsa
régzitett és az alapkér minden pontja a csticstél R tavolsagban mozog. Az dbra
mutatja az A pont palyajat, az A ponthoz kiszamithaté polusvandorlasi sebességet
és az A pont gyorsulasat is.

Irjuk fel a gyorsuldsredukeits képletet a két ismert gyorsuldsi pont kozott:

cegy + bea,
ap = ap + €2 Xrop +wsy X (w2 X rOB) = —CEoy . (1.164)
—begy — cwgy

A fenti kifejezést 6sszehasonlitva az ([LIG3]) képlettel, mind az y, mind a z irdnyt komponens
egyenletbol kifejezheto ea,:

2 d
£op = —-B — _50.5238 -, &
cb
cws d
Eap = ——2 = —50.5238 % (1.165)

Az egyezésnek az a magyardzata, hogy a gordilés miatt az wy szogsebesség és a vp sebesség
az ([LI0) egyenleten keresztiil Gsszefiigg.
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1.75. abra. Sik talajon gérdiil6 kip.

€2y €s €9, meghatarozdsdhoz azonban csak egyetlen egyenletiink van: cegy+bea, = ap,. Ez
azt jelenti, hogy a szoggyorsulas meghatarozidsdhoz még egy egyenletre van sziikség. Hasz-
naljuk ki, hogy az A pont rajta van a pillanatnyi forgastengelyen és ezért (LIGS]) szerint
gyorsuldsanak nincs wo-re meréleges komponense az zy sikban. Tehat ay = [0aay a )T

cegy — 1sin(a)er,
ap=ajg+e2 Xrap+ws X (we XTr4p) = Ay — C€2 ) (1.166)
as, + rsin(a)ey, — cwgy

Osszehasonlitva az x komponenst (LI64])  komponensével,
cegy + bea, = cegy — 1sin(a)en,. (1.167)

Mivel b # —rsin(«), ez az egyenlet csak €9, = 0 esetén teljesiilhet.

Tehat q
OB _ 744048 =, (1.168)
S

62y =

(CI66) és (TI64) Gsszehasonlitasabol az is kideriil, hogy aay = 0 és aa, = 29.7619 m/s%.
Lathatjuk, hogy a pillanatnyi forgastengely A pontjanak csak z irdnya gyorsulaskomponense
van. Ez megfelel az tételnek, hiszen a korbe gordiilé kup gombi mozgast végez, ahogy
az [[74] 4bra mutatja.

Kiegészités: Az[[4T] példaban lattuk, hogy mind a C', mind a D ponthoz megtaldlhaté
a pillanatnyi forgastengely legkozelebbi pontja:

0 0
rop = 22 YC 0 —| 0 | m (1.169)
w2 —2r cos(a) —0.2688
- T 0.14
rppy = ——2 = 0 =1 o0 m. (1.170)
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A gyorsulasredukciés képlettel megmutathatd, hogy mind a P;, mind a P, pont gyorsulasa z
irdnytd. A két pont (LI53) alapjén szdmolt pdélusvandorlasi sebessége :

L756|
up] = 0 — (1.171)
S
0
és
1.92
m
upo — 0 —. (1.172)
0| ° o

1.2.11. ,,Relativ kinematika” — merev testek mozgasanak leirasa
egymashoz képest mozgd vonatkoztatasi rendszerekben

Az eddigiekben a merev testek mozgasat hallgatolagosan egy dllonak tekintett vonatkoztatasi
rendszerben irtuk le. Bizonyos esetekben azonban konnyebb a vizsgalt test mozgasanak
leirdsa egy alkalmasan valasztott mozgé vonatkoztatési rendszerhez (azaz egy masik merev
testhez) képest. Ha tovdbbra is az 4ll6 rendszerhez szeretnénk viszonyitani a mozgést, akkor
célszeri két lépésre bontani a sebesség- és gyorsulasallapot kiszamitasat. Ehhez azt kell
megvizsgalnunk, hogy milyen kapcsolat van a vizsgalt test mozgd vonatkoztatasi rendszerhez
és allo vonatkoztatasi rendszerhez viszonyitott mozgasa kozott Y

relativ palya

(1)
1.76. abra. A (2) test mozgasanak leirasa a (0) allé és (1) mozgd vonatkoztatasi
rendszerekhez képest.

2l Emlékeztetiink arra, hogy a vonatkoztatasi rendszer mindig egy merev test, amihez a mozgést viszonyit-
juk.
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Bevezet6 gondolatok, jelolések

Nincs olyan természeti torvény, amely alapjan megallapithaté lenne egy 6nmagaban vizsgalt
testrdl, hogy az adott pillanatban mennyi a sebessége, azaz hogy all-e vagy mozog. Ugyan-
akkor a kinetika torvényei alapjan (lasd 2 fejezet) kivalaszthatoak a zérus gyorsuldsu testek
(melyek minden pontja nulla gyorsuldsi). Ezekhez a testekhez kitiintetett vonatkoztatési
rendszereket, in. inerciarendszereket lehet rogziteni. Ezért az altalunk ,allénak” nevezett
vonatkoztatasi rendszer megvalasztasa a kinematikai vizsgalatok szempontjabdl teljesen on-
kényes, a kinetikai jelenségek szempontjabdl viszont ,,all6” vonatkoztatasi rendszer alatt
inerciarendszert kell érteni.
A tovabbiakban az abra jeloléseit hasznéljuk, azaz

e (0) jeloli az &ll6 vonatkoztatési rendszert, amihez az O(xyz) koordindta-rendszert rog-
zitjuk.

e (1) jeloli a mozgd vonatkoztatési rendszert. Ehhez a rendszerhez az Q({n() koordinata-
rendszert rogzitjik.

e (2) jeloli a vizsgélt testet.

A relativ mozgasok problémakorének vizsgalata elGszor a csillagaszati megfigyelésekhez
kapcsoléddan meriilt fel, hiszen a csillagaszoknak a mozgd Foldrdl kellett leirniuk a tobbi
bolygd mozgasat. A gépészmérnoki gyakorlatban azonban altalaban egészen mas okbdl van
sziikség relativ kinematikai szamitasokra: leggyakrabban olyankor, amikor van valamilyen
ismert kapcsolat — kényszerfeltétel — az (1) és (2) testek mozgasa kozott. A korabbi fejeze-
tekben lattuk, hogy a kényszerfeltételek korldtozasokat jelentenek a mozgasra nézve, tehat
azok figyelembevétele elengedhetetlen.

A figyelembe veendd kényszerfeltételek sokfélék lehetnek. Példéul az abran a két
test kapcsolata gy jelenik meg, hogy a (2) test P pontja az (1) testhez rogzitett vezeték-
ben mozog. Az[L77 abran — mely egy szelepemel6 modelljét mutatja — gordiilési kényszerre
latunk példat: az r sugart (2) korong gordiil az R sugartu (1) excenteren. Mindkét példa-
ban konnyebb lenne a kényszerfeltétel alkalmazasa, ha nem mozogna az (1) test — példaul a
szelepemel$ vizsgalatara kozvetleniil alkalmazhatoak lennének az példaban leirt ered-
mények.

1.77. abra. SzelepemelS mechanikai modellje.
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Hogy konnyebb legyen a kényszerkapcsolatok figyelembevétele, két 1épésre bontjuk a
vizsgalt test mozgdsdnak leirasat: kiilon vizsgaljuk a (0) all6 és (1) mozgd vonatkoztatési
rendszerek mozgasanak kapcsolatat és a (2) vizsgalt testnek az (1) mozgd rendszerhez viszo-
nyitott mozgasat. Ez utébbi éppen annak felel meg, hogy gondolatban ,megallitjuk” az (1)
mozgo6 vonatkoztatasi rendszert.

Ugy is képzelhetjiik, hogy két — a mechanikaban jartas — megfigyel van a (0) és (1)
rendszerekben. Ha a vektorokat irdnyitott szakaszoknak képzeljiik, akkor ezek a megfigyelok
ugyanolyannak (ugyanolyan nagysagtinak és iranyunak) latjak a mozgd rendszer pontjai
kozott megadhato helyvektorokat. Ennek megfelel6en, példaul az abran lathaté rap és
pap vektorok nagysaga és iranya is megegyezik. Azért vezetiink be mégis két eltéro jelolést,
mert a széban forgd helyvektort a (0) vonatkoztatasi rendszerben 1é6v6 megfigyel6 az (xyz),
az (1)-beli megfigyelé pedig a (£n¢) koordinata-rendszerben tudja legegyszeriibben megadni,
azaz a vektorok skaldr komponensei masoki*2

TAB fAB
rAp = |YaB s Pap = |NAB - (1.173)
ZAB] (gy2) CAB] (0o

Béar magukat a helyvektorokat ugyanolyannak latja a két megfigyelo, a helyvektorok vdl-
tozasat, tehat a sebesség- és gyorsuldsvektorokat irdny és nagysag szempontjabdl is masképp
észlelhetik — erre mar az dbra kapcsan is lattunk példat. Ugy is megfogalmazhatjuk, hogy
az 1d6 szerinti derivalas ad mas eredményt, ha masik vonatkoztatasi rendszerbdl szemlélve
hajtjuk végre. Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy a kétféle derivalt (azaz a megfigyelt
sebesség és gyorsulasvektorok) kozotti killonbség hogyan fejezhetd ki az (1) mozgd rendszer
mozgasallapota segitségével.

A bevezetett jeloléseknek megfeleléen indexeljik az egyes pontok sebesség- és gyorsu-
lasallapotéanak vektorait: példaul vpg; a (2) test P pontjanak sebessége az (1) rendszerhez
képest, €19 az (1) test szoggyorsuldsa a (0)-hoz képest, stb. Altalaban nem okoz félreértést,
ha az all6 vonatkoztatési rendszerhez képest felirt vektorok indexébdl elhagyjuk a 0 jelolését,
azaz példaul apsgy helyett aps-t irunk.

Az (1) mozgd vonatkoztatasi rendszer sebességallapotat az [wig; volo vektorkettdssel ad-
hatjuk meg, ahol az 10 index azt hangsulyozza ki, hogy az (1) test szogsebességét a (0) allo
testhez (vonatkoztatasi rendszerhez) képest tekintjik. A rendszer gyorsulasallapotat az aq,
w1 és €19 vektorok jellemzik az all6 rendszerhez képest.

Sebességallapot

A (2) vizsgdlt test P pontjanak helyvektorat a (0) 4ll6 vonatkoztatasi rendszerben az rp(t)
vektor adja meg.

Ugyanakkor az (1) mozgd rendszerhez rogzitett Q(&n¢) koordinata-rendszerben a P pont
helyvektora

pp(t) = Ep(t)ec(t) +np(t)e,(t) + Cp(t)ec(t),
ahol e¢, e, és e; a koordindta-rendszer bazisvektorai.

A pp vektor skalar komponenseinek a valtozasat — az in. relativ sebességet — figyelheti
meg a mozgo rendszerben tartézkodd megfigyeld.

2Elvileg barmelyik koordindta-rendszert hasznélhatndk (14sd [L2Z] megjegyzés), de ez a vilasztas a leg-
célszeriibb a fejezetben kozolt levezetések szempontjabol.
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1.73. definici6. RELATIV SEBESSEG: a (2) test P pontjanak sebessége az (1) mozgd vonat-
koztatasi rendszerhez képest.

] Ep(t)
Vpo1r = Pp = ﬁP(t)
Cp(t)
A o tehat a mozgo rendszerben értelmezett koordindatak idé szerinti derivdlasdt jeloli. )

A relativ sebesség vektoranak felirdsa soran figyelembe tudjuk venni az (1) és (2) testek
kozti esetleges kényszerkapcesolatot. Célunk az, hogy az igy nyert informacio felhasznalasaval
kifejezziik a (2) test P pontjanak a (0) vonatkoztatési rendszerhez képest mérhetd sebességét,
az un. abszolut sebességet.

1.74. definicié. ABSZOLUT SEBESSEG: a (2) test P pontjinak sebessége a (0) dllé vonat-
koztatdsi rendszerhez képest, tehdt a (0) rendszerben felirt rp vektor idd szerinti derivdltja:

V p2o :I"P. (1174)
&

Az [LT0 dbranak megfeleléen, rp = ro + pp, ezért az abszolit sebesség kifejezheto az
alabbi modon:

d
Vpy =Tp = &(I‘Qerp) =vq + pp. (1.175)

Ebben a képletben pp a vektor (0) vonatkoztatédsi rendszerben vett derivaltjat jelenti. Ennek
kiszamitdsdhoz azt hasznaljuk fel, hogy a (0) all6 rendszerben 1év6 szemlélé nemcsak a (2),
hanem az (1) test mozgasat is észleli. Ha az (1) test elfordul, akkor vele egyiitt az e¢, e, és
e¢ bazisvektorok irdnya is megvaltozik.

Ez azt jelenti, hogy pp kifejezéséhez most nemcsak a skaldr komponenseket, hanem az
ec(t), e,(t), ec(t) bazisvektorokat is derivalni kell. A szorzat derivalasi szabdlyat alkalmazva
és az idofiiggés jelolését mellozve

pp = Epeg + npe, + Cpec + Epés + npé, + Cpe.

Mivel az (1) vonatkoztatasi rendszer bazisvektorai allandé nagységu, de a rendszerrel egyiitt
w1 szogsebességgel forgd vektorok, derivaltjuk az [[L32] kovetkezmény alapjan szamithato,
példaul e, = wqo X e¢. Igy

pPp = SPes + npe, + éPeC +Epwig X € + npwig X €, + (pwip X €.

=Vp21 =WioxPp

Az 0Osszeg elsé harom tagja a relativ sebességgel egyenld, az utols6 harom tagbhdl pedig
kiemelheto a szogsebességgel vald szorzas, tehat

pP = EP + wig X Pp = Vpol + wig X Pp- (1176)

1.75. kovetkezmény. Gondolatmenetiink soran nem haszndltuk ki, hogy pp milyen vektor,
tehdt barmilyen b vektor eqymdshoz képest mozgo rendszerekben értelmezett derivaltjai kozott
19az az alabbi 6sszefliggés:

b=b+wpxb, (1.177)

ahol O a (0)-bels, 0 pedig az (1)-beli derivdldst jeloli, wig pedig az (1) rendszer szdgsebessége
(0)-hoz képest. [ )
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1.21. megjegyzés: A fenti kovetkezményben azt sem hasznéltuk ki, hogy a (0) rendszer all,

az (1) pedig mozog. A fenti egyenletet dtrendezve b = b + w1 x b is igaz, ahol wo; = —w1g
a (0) rendszer szogsebessége (1)-hez képest. &

Az (LIT0) kifejezést behelyettesitve az (LITH) képletbe, dtrendezés utédn a kovetkezd
alakban fejezheto ki a P pont abszoltt sebessége:

Vpoo = Vp21 + Vo +Wio X Pp. (1.178)

=VPpio

A képletben megjelent a vg + wig X pp kifejezés, ami csak az (1) rendszert jellemzi. Ez a
kifejezés a sebességredukcios tétel alapjan értelmezhetd, az alabbi definiciéval 6sszhangban:

1.76. definicié. vpy = vg + wig X pp a mozgo vonatkoztatdsi rendszer P-vel eqybe esd
pontjinak sebessége, az un. SZALLITO SEBESSEG. &

A fenti levezetés alapjan tehat kimondhaté az alabbi tétel:

1.77. tétel. A P pont abszolit sebessége a relativ sebesség és a szdllito sebesség dsszegeként
szamithato, azaz
Vpog = Vpa1 + Vpio. (1179)

)

Az abszolut, relativ és szallité sebességgel analég médon értelmezziik az woy abszolut,
wo relativ és wyg szallitod szogsebességet. Ezek kozott az alabbi tétel teremt kapcsolatot.

1.78. tétel. A (2) merev test dlld rendszerbdl észlelt woy ABSZOLUT SZOGSEBESSEGE, az (1)
mozgd rendszerbdl észlelt wy RELATIV SZOGSEBESSEGE, valamint az (1) mozgd vonatkoz-
tatdsi rendszer forgdsdnak wig szogsebessége (SZALLITO SZOGSEBESSEG ) kizitt a kovetkezd
osszefliggés teljestil:

Wap = Wa1 + Wi, (1.180)
tehdt a szégsebességek vektorként adhatok dssze.

Bizonyitas:

Legyen a (2) merev test A pontjabél B pontjaba mutatd vektor a (0) rendszerben ryp, az
(1) rendszerben pedig p4p, az [LT8 dbra szerint. Ez a két vektor természetesen megegyezik
és mindkettd allandé nagysagu. Az [ 78] kovetkezmény alapjan

. o
rAB =TAB + W10 X TAB-

Mivel rap = pyp, ezért ezeknek a vektoroknak az ugyanabban a rendszerben vett derivaltjai

. . . , O o o . , o e v , 12 2

is megegyeznek, azaz t Ap = pap ésrap = Pyp isigaz. Az utdbbi Gsszefiiggés felhasznédlasaval
. o
TAB = PAB T W10 X TAB-

Az AB tavolsag allando, ezért a (0) rendszerben ryp = wop X rap, mig az (1) rendszerben
/o) Ap = w21 X pap- Ezeket behelyettesitve a fenti képletbe azt kapjuk, hogy

w90 X rap = (W21 + Wi0) X raApB.

Ennek az 6sszefiiggésnek a merev test barmely két pontjara igaznak kell lennie, amib6l ko-
vetkezik a tétel allitasa. '
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1.78. dbra. A szigsebességek dsszeadasa.

A fenti két tétel eredménye magatdl értetédének tiinik, de alkalmazasuk soran mindig
figyelni kell arra, hogy a szallité sebesség is fiigg attol, hogy a vizsgalt test melyik pontjanak
sebességét akarjuk kiszamitani. Ennek illusztraldsara térjiink vissza az [[.33] példara!

1.79. példa: Az[1.79 dbrdan vdzolt, | hosszusagi, (2) jelii rid az A csuklon keresztil kapeso-
lodik a fiiggdleges z tengely koril wy szdgsebességgel forgo (1) testhez. A wvazolt helyzetben a
rid az (1) testhez képest way pillanatnyi szogsebességgel mozog. Hatdrozzuk meg az A és B
pont abszolit sebességét, valamint a (2) rid wy szdgsebességét, ha | = 0.5 m, b = 0.125 m,
wi, = 10 rad/s, war, = 5 rad/s, tovdbbd sin(a) = 0.6 és cos(a) = 0.8/

/2

1.79. abra. Példa a relativ és szallité sebességek Gsszeadasara.
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Megoldas:
Az [33] példa megoldasabdl ismert az (1) test A pontjdnak abszolit sebessége:

0 —b 0 0
m
VAl = VO + W1 XToa = 0 X 0 = |—-bwi,| = |—1.25| —. (1.181)
Wi —1/2 0 0 S
Az ([LIT9) egyenlet szerint a (2) test A pontjanak abszolut sebessége
VA20 = VA10 + VA21, (1.182)

tehat az el6bb kiszdmolt v 419 az A pont szallité sebessége. A csuklds kapcesolat miatt az A
pont relativ sebessége va21 = 0, ezért

0 m
VA20 = VA10 — —1.25 g (1183)
0

Ha a (2) test B pontjanak az abszolit sebességére vagyunk kivancsiak, akkor a szami-
tas Osszetettebb. Az (1) test B pontjanak sebességét — a B pont széllité sebességét — tgy
szamitjuk ki, mintha az A csukl6 merev lenne és nem tudna mozogni a (2) test az (1)-hez

képest.
0 lcos(a) — b 0 01
VB0 =Vo +wi Xrop= | 0 | X 0 = |(lcos(a) = b)wy, | = |2.75| —.
W1z —1/2 — Isin(«) 0 0 °
(1.184)

A (2) test B pontjanak (1)-hez képest vett relativ sebességét gy szamitjuk, mintha dllna az
(1)-es test, ezért csak az wo; szogsebességet vessziik szamitdsba.

0 [ cos(av) —Ilsin(o)waiy -1.5
VB21 = VA21 + W21 XTAB = |Wary | X 0 = 0 = 0 | —. (1L.185)
0 —Isin(«) —lcos(a)wary —2 | °

A fenti egyenletbdl lathatd, hogy a relativ sebességéllapotra vonatkozé egyenletben csak
relativ mennyiségek szerepelhetnek. A fentiek szerint a B pont abszolit sebessége:

—-1.5 -
VB20 = VB10 + VB21 = | 2.75 . (1.186)
-2

ahogy az[[33] megolddsidban is lattuk.
A szogsebességeket (LI80) szerint vektorként dsszegezhetjiik. Ezt mar alkalmaztuk az[[L331]
példaban, ezért az ott kozolt megoldast megismételhetjiik:

0 0 0 0 rad
wy=wit+wo = | 0 |+ |woy| = |woy| =1|5]| —. (1.187)
wis 0 Wi | ° P

A (2) test pontjainak relativ és szallité sebességeinek eloszlasat az [L80 Abra mutatja.
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1.80. abra. Példa a relativ és szallité sebességek dsszeadasdra. A (2) rid pont-
jainak (1)-hez viszonyitott vo relativ sebessége linedrisan né az A csuklotdl ta-
volodva. A rid pontjaihoz rendelheté vig szallité sebesség is linearisan viltozik a
rid mentén; nulla értéket a z tengelybe es6 pont esetében vesz fel.

Gyorsulasallapot
A gyorsuldsallapot vizsgalatahoz bevezetjik a relativ- és abszolut gyorsulas fogalmat.

1.80. definici6. RELATIV GYORSULAS: a (2) test P pontjdnak gyorsuldsa az (1) mozgd
vonatkoztatdsi rendszerhez képest.

. Ep(t)
apa = pp = Vpn = | ijp(t)
¢p(t)
A o a mozgd rendszerben értelmezett koordindtdk idé szerinti derivaldsdt jeldli. s

1.81. definicié. ABSZOLUT GYORSULAS: a (2) test P pontjinak gyorsuldsa a (0) dllé vo-
natkoztatdsi rendszerhez képest.
apyy = Ip = Vpy. (1.188)

L]

Az abszolut gyorsulast a relativ gyorsuldssal szeretnénk kifejezni, mert — az el6z6ekben
kifejtett okok miatt — a relativ gyorsulas vektora tartalmazza az (1) és (2) testek (kény-
szer)kapcsolatara vonatkozé informaciot. (LIT8) alapjan vpsy = vpo + Vo + wig X pp,
tehat ennek derivaltja az abszolat gyorsulas:

, d
apy = Vpar + &(VQ + wig X pp). (1.189)
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Az [LT5] kévetkezmény szerint az itt szereplé vpo; relativ sebesség vektor derivaltja a (0)
allé rendszerbdl nézve

. (0]
Vp21 = Vpo1 + Wig X Vpar = apa; + Wig X Vpor.

Ezt behelyettesitve az abszolut gyorsulas (LI8Y) képletébe és az ott kijelolt derivalast elvé-
gezve,

apgo = apa1 + Wig X Vpa1 + Vo + wio X pp + wio X Pp.
Felhaszndlva, hogy definicié szerint v = aq és w9 = €19, tovabba (LIT6) alapjin pp =
Vpo1 + wig X pp, a kovetkezd végeredményt kapjuk:

apy = apa1 + Wi X Vpar +aq + €10 X pp + wig X (Vpar + wio X pp) =
= apy +ag + €190 X pp +wig X (W10 X pp) +2w10 X Vpo1 . (1.190)

=apio =apCor

A fenti képletben megjelent egy olyan kifejezés, ami csak az (1) test gyorsuldsallapotatol
flige és egy olyan tag, ami a sebességallapot alapjan szamithato:

1.82. definicié. Az apjp =ag +€&10 X pp t+wip X ((.010 X pP) SZALLITO GYORSULAS az (1)
vonatkoztatdsi rendszer P-vel fedésben levd pontjanak gyorsuldsa, apce, = 2wig X Vpoy pedig
az in. CORIOLIS-GYORSULAS, mely a sebességdllapot alapjdn meghatdrozhatd. )

A fentiekbdl kovetkezik az alabbi tétel:

1.83. tétel. A P pont abszolit gyorsuldsa a relativ gyorsulds, a szallito gyorsulds és a
Coriolis-gyorsulas dsszegeként szamithato:

apgg = apo1 + apig + apcor- (1.191)

)

Mig a relativ és szallité sebesség Osszeadasara vonatkozd (LIT9) képlet teljesen megfelel
az intuicionak, az abszolit gyorsulas fenti képletében megjelenik a szemléletesen nehezen
magyarazhatd Coriolis-gyorsulas. Ez az oka annak, hogy bizonyos feladatokban feltétlentil
sziikség van a gyorsulasallapot szamitasahoz a relativ kinematika 6sszefiiggéseire.

Azért segiti a feladatok megoldasat az (LI9I]) formula, mert harom egyszeriibb lépésre
bontja a gyorsulas kiszamitasat:

e Altaldban az apy; relativ gyorsulds irdnya (néha nagysédga is) ismert, hiszen éppen
azért alkalmazzuk a relativ kinematika Osszefiiggéseit, hogy az (1) és (2) testek mozga-
sa kozti kapcesolatot konnyen figyelembe tudjuk venni. A két test kozotti kényszerfelté-
tel kihasznalasa szempontjabol matematikailag mindegy, hogy melyik testet tekintjik
mozgd vonatkoztatasi rendszernek és melyiket vizsgalt testnek, azaz a két test szere-
pe felcserélheto. Azonban a két lehetséges megoldas koziil gyakran szemléletesebb az
egyik, ilyenkor azt érdemes valasztani.

o Az apy szallit6 gyorsulas csak az (1), mozgd vonatkoztatasi rendszer gyorsulasallapo-
tatol figg.

e Az apc,. Coriolis-gyorsuldas meghatarozashoz csak a sebességallapotot kell ismerni,
tehat altalaban nehézségek nélkil kiszamithato.
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A tipikus feladatokban az (LI91]) képlet jobb oldaldn csak egy ismeretlen marad, a relativ
gyorsulds nagysiaga, ami a P pont gyorsuldsara felirt (LI04) gyorsuldsredukcids képlettel
kiegészitve mar megoldhatéva teszi a problémat.

A szoggyorsulas szamitasahoz is be kell vezetniink az abszolut, relativ és szallitd szog-
gyorsulas fogalmat, az alabbi tétel szerint:

1.84. tétel. A (2) merev test dllé rendszerbdl észlelt €99 ABSZOLUT SZOGGYORSULASA, az
(1) mozgd rendszerbdl észlelt €9 RELATIV SZOGGYORSULASA, valamint az (1) mozgd vonat-
koztatdsi rendszer forgdsdnak €19 szoggyorsuldsa (in. SZALLITO SZOGGYORSULAS) kiozitt a
kovetkezd dsszefiiggés teljesiil:

€90 = €21 + €10 + Wip X Wal,

o , .
ahol €91 = W91 €S €19 = Wqy-

Bizonyitas:
Definicié szerint €99 = wap, (LIVA) alapjan pedig wog = way + wig, tehét

€20 = W0 = W21 + W1Q.
Alkalmazva az[[L75] kdvetkezményt az woy vektorra:
[0) .
€90 = w21 + wWig X w21 + Wi,

amibdl mar adodik a tétel allitasa. 'Y

1.85. példa: Az[L&1 abrdn vdzolt, dllando wy szogsebességgel forgo korong P pontjaban, r
sugard korpalyan halad eqy anyagi pont, allando nagysagi vpey relativ sebességgel. Hatdroz-
zuk meg az anyagi pont abszoliut sebességét és gyorsulasat!

1.81. abra. (a) Forgo korongon kérpalyan mozgé anyagi pont. (b) A pont sebes-
ségének dsszetevii. (c¢) A pont gyorsulasanak Gsszetevoi.

Megoldas:
Mivel a korong szallité sebessége az abran lathaté koordinata-rendszerben vpig, = —rwi,
ezért az anyagi pont abszolit sebessége

vp21 — TWi
Vp2o = Vpio + Vpor = 0
0
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Az abszolut gyorsulas
apyo = apio +ap21 + 2w X vpai,

amibdl a szallité gyorsulds allo tengely koril alland6 szogsebességgel forgd korong esetében

0
2 _ 2
apip = —wirop = |—TwWy |,
0
a relativ gyorsulas pedig
0
1)2
apy] = |—Ypa
T
0

A Coriolis-gyorsulas a relativ sebességallapot alapjan egyszerii behelyettesitéssel szamithato:

0
acor = 2w1 X Vpo1 = |2wivpar |,
0
tehat az abszolat gyorsulés
0
2 _ v
ap20 = | —rwi — L2 + 2wivpy
0

Ez az eredmény ugy is kijon, ha figyelembe vessziik, hogy az anyagi pont alland6 vpsg =
vpo1 — Twy nagysagu abszolit sebességgel mozog az r sugartd korpalyan. Ebbol ugyanis az
kovetkezik, hogy

0 0 0
2 2,2 2

apyp = |—“E2| = |— (re) +UP21T Zvpa(ren) | — —rw} — “E2L 4 2w vpgy
0 0 0

Ebben a feladatban tehat a Coriolis-gyorsuldsban szerepld 2-es szorzé megjelenését a (vpog —
rwy) kilonbség négyzetre emelése kapcsan magyarazhatjuk meg. [ )

1.86. példa: Az [1.82 dbran wvdzolt, dllandé w, szogsebességgel forgo korong P pontjdban
sugdriranyban kifelé halad egy anyagi pont, dllandé vpsy relativ sebességgel. Hatdrozzuk meg
abszolut sebességél és gyorsulasat!

Megoldas:

A korong szallité sebessége az dbran lathaté koordindta-rendszerben vpig, = —rwq, ezért az
anyagi pont abszolut sebessége

—TwW1

Vp20 = Vp1o + Vp21 = | Up21 | - (1.192)
0

Mivel a relativ sebességvektor allandé, a relativ gyorsulds nulla: aps; = 0. A szallité gyor-
sulds a forgastengelytdl r tavolsagban talalhaté P pontban

0
apip = —wirop = |—rwi| , (1.193)
0
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1.82. dbra. (a) A forgé korongon sugariranyban kifelé mozgé anyagi pont relativ
palydja egyenes, valédi palydja spirdl. (b) A pont sebességének dsszetevéi. (c) A
pont gyorsulasanak Gsszetevoi.

a Coriolis-gyorsulds pedig

—2w1vp21
acor = 2W1 X Vp = 0 ; (1.194)
0
ezért az abszolit gyorsuléds
—2wivp21
apyp =apio+aco = | —rwi |. (1.195)
0 [ )

1.22. megjegyzés: Az abszolut sebesség és gyorsulds képleteinek levezetése sordn gy te-
kintettiik, hogy az all6 vonatkoztatasi rendszerben érvényes vektorokat az allé6 rendszerhez
rogzitett (xyz) koordinata-rendszerben irjuk fel, a mozgd vonatkoztatasi rendszer vektorait
pedig az ahhoz rogzitett (£n¢) koordinata-rendszerben. Ennek nem feltétleniil kell igy lennie,
elvileg felirhatok az abszolut és relativ mennyiségek is mindkét koordinata-rendszerben.

Ha egy adott pillanatban érdekel minket a sebesség- vagy gyorsulasallapot, akkor célszerii
a két koordinata-rendszert parhuzamos tengelyekkel felvenni, mert igy ugyanazokkal a szam-
harmasokkal adhaté meg egy vektor mindkét koordinata-rendszerben. Vektorok derivalasa
soran viszont mar figyelembe kell venniink, hogy a mozgd koordinata-rendszer elmozdul vagy
elfordul. Az ilyenkor alkalmazhaté megolddsi modszert az alabbiakban illusztraljuk az
példaban vizsgalt pont abszolut gyorsuldsdnak kiszamitasa kapcséan.

Az anyagi pont allandé nagysagu relativ sebességgel, egyenletesen noveli a forgdstengely-
t6l mérhet6 tavolsagat: r(t) = ro+uvpa1 -t, ezért egy adott ¢ pillanatban az abszolit sebessége

—r(t)w —(ro +vpat)wi
Vp20 = | vUp21 = vp21 : (1.196)
(&nc) 0 (én¢)

Ha az apyy = Vpag Osszefiiggésbdl kiindulva idé szerint derivalnank a fenti vektor kompo-
nenseit, akkor az eredmény csak [—vpoiwi,0,0]7 lenne. Azt is figyelembe kell venniink, hogy
az (LI96]) képletben a tarcsaval egyiitt forgdé koordinata-rendszerben irtuk fel az abszolut
sebességet — erre utal az indexbe tett (£n¢) jel. Ezért nem elegendd csak az r(t) figgvényt
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derivalni, a vektor irdnyanak megvaltozasat is figyelembe kell venniink az w; X vpog taggal:

o d _(TO + UPQlt)Wl 0 —Trwi
apog = Vpog = Vpog + w1 X Vpyy = G vp21 +10 X | vpay
0 o) M eno) O Lienoy
—Vp21wW1 —Vp21W1
= 0 + —rw% . (1.197)
0 (&n¢) 0 (&n¢)

Természetesen az abszolut gyorsulas fenti kifejezése is a koronggal egytitt forgd koordinata-
rendszerben van felirva. A megolddsbdl latszik, hogy a Coriolis-gyorsulas két kiilonb6z6 ok
miatt jelenik meg: az els6 tag azt mutatja meg, hogy nagyobb sugaron nagyobb kerileti
sebességgel kell mozognia a testnek, a masodik tag pedig a sebesség iranyanak valtozasaval
kapcsolatos. &

1.87. példa: Oldjuk meg az [L23] példat a relativ kinematika dsszefiiggéseit felhaszndlva!
AZ[L 58 dbran vazolt, | hosszisdgi, (2) jeld rid az A csuklon keresztil kapesolodik a fiiggbleges
z tengely koril dllando wy szdgsebességgel forgo (1) testhez. A wvdzolt helyzetben a rid az
(1) testhez képest dllandd nagysdgi way szdgsebességgel mozog. Hatdrozzuk meg a B pont
gyorsuldsat, valamint a (2) rid e széggyorsuldsdt, hal = 0.5m, b = 0.125m, wy, = 10 rad/s
és wary = b rad/s, tovdbbd sin(a) = 0.6 és cos(a) = 0.8/

VpB21

1.83. abra. Példa a gyorsulasallapot szamitasara relativ kinematikai dsszefiiggé-
sek alapjan.
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Megoldas:
Els6 1épésként szamitsuk ki a B pont széllité gyorsuldsat, azaz az (1) test B-vel egybees6
pontjanak gyorsulasit! e; = 0 és ap = 0 miatt

— (I cos(a) — b)w?, 275
apl) = w1 X (W1 X Top) = 0 = 0 | <. (1.198)
0 0o | °

A B pont relativ gyorsulasat tgy szamolhatjuk, mintha az (1) testet megallitottuk volna.
a2l — 0 és €91 — 0 miatt

0 0 lcos(a)
apol = a9l +€21 Xrap+wor X (w21 X rAB) = |wa1y| X wWaly | X 0 . (1.199)
0 0 —Isin(a)
A vektorialis szorzatot kifejtve
2
—lcos(a)wyy, —-100
aps = 0 =1 0| 5 (1.200)
Isin(a)ws,, 75| °

Az [[79] példabdl ismert a B pont relativ sebessége:

—Isin(a)wary 150
VB21 = VA21 + W21 X TAB = 0 =10 —. (1.201)
—lcos(a)wary —2 | °®
Ezzel a Coriolis-gyorsulas
0 —Isin(a)waiy 0 01
ACor = 2w1 X Ve =2 0 X 0 =2 —lSin(a)w21ywlz = 1—-30 —-
W1s —lcos(a)wary 0 0 >
(1.202)
A fentiek szerint a B pont abszolut gyorsuldsa
—37.5
ap20 = ap21 +apio +acer = | —30 | 3, (1.203)
7.5

ami megegyezik az [[53] példaban kiszamolt eredménnyel.
A (2) test abszolut szoggyorsuldsat is meghatdroztuk mar az [[53] példdban. Most a
relativ kinematika [[.84] tételét alkalmazzuk:

€20 = €21 + €10 + W1 X Wa. (1.204)

Mivel mind az w9y relativ szogsebesség, mind a w1 szallitd szogsebesség allandd, €91 = €19 =
0, tehat
—wlZWQly —50 rad
€9 = W] X Wy = 0 = 0 5 (1.205)
S

0 0 [ )
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relativ palya

1.84. abra. (a) Szelepemels mechanikai modellje. (b) A (2) test kérpalydan mozog
az (1) testhez képest — ezt a kényszerfeltételt hasznaljuk fel a feladat megolddsa
soran.

1.88. példa: Az[I.8] dbrdn ldthato mechanizmus (szelepemeld) eqy R sugari, e excentrici-
tassal csapdagyazott (1) jeli excenterbdl és egy rajta gordild r sugari, (2) jeld korongbdl dll.
Ez utobbi test C' kozéppontja csukldsan kapcsolodik a (3) jeli ridhoz. Az (1) test szdgsebes-
sége wy = dllando. Mekkora a (2) test széggyorsuldsa és a C pont gyorsuldsa?

Megoldas:
A (2) test gordiil a mozgd (1) testen. Egy hasonld gordilési feladatot téargyaltunk az
példaban, csak ott az egyik test nyugalomban volt. A gordiilési kényszerrel kapcsolatos,
kordbban kapott eredményeket tigy tudjuk most is felhasznalni, ha az (1) testet véalasztjuk
mozgd vonatkoztatasi rendszernek. Ez azt jelenti, hogy felbontjuk a feladat megolddsat két
lépésre. Az egyik lépésben mintegy ,megéllitjuk” az (1) testet és a (2) test C' pontjanak
relativ sebességét illetve gyorsuldsat szamitjuk ki. A masik 1épésben pedig eltekintiink az
(1) és (2) testek egymdshoz képest torténé elmozduldsatdl és a szallité sebességet /gyorsulast
szamitjuk ki. A gyorsuldséllapot vizsgdlatahoz a Coriolis-gyorsulds szamitasara is sziikség
van — ez azonban nem jelent nehézséget a sebességéllapot ismeretében.

Kezdjiik a feladat megoldasat a sebességdllapot tisztazasiavall A C pont abszolut sebessége

Voo = Veoio + Vooi, ahol a szallité sebesség
VC10 = VA T Wi X T4e = Wig X TAC-
A gordiilési kényszerbdl kévetkezik, hogy vpa = 0, igy a C pont relativ sebessége
V(C21 = VB21 T W21 X IBC = W21 X I'BC.
Tehat
V(20 = Wio X TAC + w21 X TpC. (1)

Sikmozgas esetében ez két hasznalhatd skalar egyenletet ad, viszont a v vektor két kompo-
nensén kiviil ismeretlen az wo; relativ szogsebesség z komponense is. Tehédt tovabbi egyen-
letekre van sziikség. A C pont mozgasat még egy kényszer korldtozza: mivel egytuttal a (3)
testnek is pontja, ezért

Vo = VD +WwW3 XIpo = w3 XI'pe. (2)

A C és D pontok sebessége kozti kapcsolat leirasdhoz nem volt sziikség relativ kinematikai
egyenletekre, ezért nem hasznaltuk a relativ kinematikdban hasznalatos indexeket sem. A
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kapott Osszefiiggés két djabb skaldr egyenletet jelent és csak egy 1j ismeretlen, az w3 vektor
z komponense jelenik meg. Az (1) és (2) egyenletekbdl all6 egyenletrendszer megoldhaté és
kiszdmithato voy, voy, wai. €és wa..

Megjegyezziik, hogy a sebességédllapot altalaban relativ kinematikai 6sszefliggések nélkil
is tisztdzhat6. A C pontnak — mint a (2) test pontjanak — a sebességvektora v4 = 0 miatt

Vo =VB + Wy XTI =VA+ W] XTAp +Wo XTo = W1 XTypB + Wy X TpC.

Figyelembe véve, hogy wo = wi + wa1, ez az egyenlet megfelel (1)-nek.
A gyorsuldsdllapotot jellemzé vektorok kiszamitdsdhoz induljunk ki abbdl, hogy ismert az
(1)-es test B pontjdnak a gyorsuldsa. ag = 0 és €1 = 0 miatt

ag) =ajg+ € Xr g —wirap = —wirap. (1.206)

Az (1) és (2) testek B pontjai ugyanolyan sebességgel mozognak — ezt hasznaltuk ki a se-
bességallapot felirdsa soran, mikor figyelembe vettiik, hogy a vpe; relativ sebesség nulla.
Azonban e két pont gyorsuldsa nem egyezik meg! Gondoljunk egy sik talajon gordiil6é ke-
rékre. A sebességpélus (mint a test pontja) gyorsuldsa a talajra merdleges, de a talaj P-vel
egybees6 pontja nyugalomban van. Minden gordiilés esetében igaz, hogy a két érintkezd test
érintkezési pontjainak érint6 iranyu gyorsulasai megegyeznek, az arra merdleges gyorsulas-
komponensek azonban kiilonboznek, tehdt api, = apos, de apiy # apay. Ez azért jelent
problémat, mert ha felirjuk a C' pont gyorsulasat az alabbi két egyenlettel:

2 ,
ac = apy + €2 Xrpo —wyrge €8 (3)

2 2
ac =ap + €3 XIrpoc —w3rpc = €3 X I'pc — wW3rpo, (4)

akkor az eredményiil kapott négy skalaregyenletbdl all6 egyenletrendszer nem oldhaté meg.
Itt az ac vektor = és y komponensei két ismeretlent jelentenek. Tovabbi két ismeretlen az e
és ez vektorok z komponense. Ebben az esetben azonban egy 6todik ismeretlent jelent a (2)
test B pontjanak a gyorsuldsa, az ags vektor y iranyd komponense.

Ennek meghatarozasahoz relativ kinematikai 6sszefiiggéseket frunk fel. A C pont abszoltt
gyorsulasa — melyet az el6z6 képletekben ac jelolt:

ace) = ac21 +acio + 2wio X Vel (5)
Az (1) test gyorsuldséllapota ismert, ezért a szallité gyorsulds az alapjan szamithaté:
ac10 = a4 + €1 X rac — WiTsc = —wirac.
A Coriolis-gyorsulas csak a sebességallapottdl fligeg, ami mar szintén ismert:
2wy X Voo = 2wi X (wa1 X TRE).
A relativ gyorsulds kifejezése az (LG6)]) példa alapjan hatdrozhat6é meg:

—TE21z
’U2

acm = | %%
0

Ebben egyetlen ismeretlen van, az €91, relativ szoggyorsulds. Kovetkezésképpen, a (4) és (5)
egyenletek egyiitt mar csak négy ismeretlent tartalmaznak, melyek: acs, acy, €21. és €3..
Igy az egyenletrendszer megoldhaté. [ )
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1.85. abra. Sik talajon gérdil6 kip.

Térjunk vissza ismét a gordiilé kappal kapcsolatos[L4T] és[T.72] példakra! A bemutatott
megoldasban a szoggyorsulas meghatarozasahoz felhasznaltuk, hogy a pillanatnyi forgasten-
gely pontjainak nincs a kényszerpalya érintéjébe eso, szogsebességre merdleges komponense.

A kovetkezében megmutatjuk, hogy relativ kinematikai dsszefiiggések segitségével sokkal
egyszeriibben is megoldhaté ez a feladat.

1.89. példa: r sugari és h magassagi, egyenes kérkup alakid merev test gordil az xy sikon
ugy, hogy O pontja a mozgds sordn végig a koordindta-rendszer origdjaban marad. A B pont
sebessége €s gyorsulasanak x komponense adott. A wizsgadlt pillanatban a kip egyik alkotdja
pdrhuzamos az x tengellyel. Hatdrozzuk meg a kiup széggyorsuldsdt! Adatok: r = 0.14 m,
h =048 m, vg, = 1.92 m/s, ap, = 1 m/s*.

Megoldas:
Az [[AT] példdban lattuk, hogy a kup szogsebessége két komponensre bonthatd:

wo = w1 + wa, (1.207)

ahol w; = weysin(a). Ez a relativ kinematika keretében gy értelmezhetd, hogy egy (1)
jel testet képzeliink a kup mellé, mely 6sszekoti a z tengelyt és a kiip szimmetriatengelyét,
az abranak megfeleléen. gy a kip gordiilése felbonthaté két kiilonbozd tengely koriili
forgas Osszegére — ezt illusztralja az [[87] dbra.

Térjiink at a kup szimmetriatengelyével egyiitt w; szogsebességgel forgd (1) vonatkoz-
tatasi rendszerre! Itt wq a szallitdé szogsebesség, wo pedig a relativ szogsebesség az wq
szogsebességgel forgd vonatkoztatasi rendszerhez képest.

Az [[LRE] tétel szerint, az w1 = wig jeloléssel

€90 = €21 + €1 + w1 X wa1, (1.208)

ahol €921 = &21 és €1 = (.2)1.

w1 nem valtoztatja irdanyat, ezért €; csak w; nagysdganak valtozasaval kapcsolatos és
azzal egyez6 irdnyd. Ehhez hasonléan — mivel g9; = &21, azaz az wi szogsebességgel forgd
rendszerhez képest kell szamitani a derivaltat — €91 is csak wo; nagysdganak valtozasaval
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1.87. dbra. A kérben gérdiil6 kip mozgasa Gsszetehets egy z tengely koriili
forgasbdl és a kiip szimmetriatengelye koériili forgasbol.

kapcsolatos és azzal parhuzamos. Mivel e két szogsebesség nagysaga kozott kapcsolatot
teremt a gordiilési kényszer, w; = woy sin(«) miatt &1 = e9 sin(«) is teljesiil. A szogsebesség
iranyvaltoztatasanak titemét az

—wiawyy|  [-59.5238]
Wi Xxwa =] 0 |= 0 % (1.209)
0 0

vektor jellemzi. Lathatéan ennek nincs z irdnyt komponense. Mivel €1 és €91 k0z6tt ugyanaz
a geometriai Osszefliggés teljesiil, mint w; és way kozdtt, €1 és €91 Osszege az y tengellyel
parhuzamos, ugyanigy, mint ws = wi + wg;. Tehat a szoggyorsuldsnak nincs z irdnyua
komponense, ahogy az abra is mutatja. Ez azt jelenti, hogy az [[LT72] példaban felirt
(LI6A) kifejezés leegyszertisodik:

C€2y
ap =ap + €2 Xrop +wsy X (w2 X rOB) = —CE9y . (1.210)
—begy — cwgy
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1.88. abra. Goérdiil6 kip széggyorsulas komponenseinek kapcsolata.
Mivel az [[.72] példa szerint
o] 1,
ap = | B 8 = (1.211)
0
a szoggyorsulds két ismeretlen komponense kiszamithato:
—W1.Way —59.5238 rad
€9 = “Be = | 744048 | —-. (1.212)
0 0 §
Ez megfelel a korabban kapott eredménynek. [

A relativ kinematikai Osszefliggések levezetése soran tetszolegesen megvélaszthattuk az
allé és a mozgd vonatkoztatasi rendszert. Felmeriil a kérdés, hogy van-e olyan természeti
torvény, mely alapjan kiilonbséget tehetiink a lehetséges vonatkoztatasi rendszerek kozott.

Erre a kérdésre a kinetika adja meg a valaszt.



108 1. FEJEZET. KINEMATIKA




2. fejezet

Az anyagi pontok kinetikaja

2.1. Alapveto6 fogalmak, Newton-torvények

A kinematika targyaldsa soran nem foglalkoztunk a mozgas okaival, noha mindennapi ta-
pasztalat, hogy barmely test mozgasa soran ra lehet mutatni més testekre, melyek a mozgast
befolyasoljak. Kovetkezésképpen, a mozgas okait a vizsgalt test és kornyezete kozotti kdl-
csonhatdsoknak kell tulajdonitanunk. A kinetika célja a testek kozti kolcsonhatasok és a
kialakulé mozgas kapcsolatanak vizsgalata, azaz, hogy hogyan lehet megallapitani a testek
tulajdonsagaibol, kolesonos helyzetiikbol, sth., hogy milyen mozgast fognak végezni.

A kinematikdhoz hasonléan, az anyagi pont modelljébdl indulunk ki és a bevezetett
fogalmak, tételek alapjan épitjiik fel az — anyagi pontok folytonos rendszereként elképzelheto
— merev testek kinetikajat.

A kinetika torvényeinek felismerését évszazadokon at az a feliiletesen értelmezett tapasz-
talat akadalyozta, hogy a testek dltalaban maguktol nem mozognak. Ebbdl adédott az a
téves kovetkeztetés, hogy a mozgas — tehat nullatol kiillonboz6 sebesség — fenntartasahoz mas
testek hatasara van sziikség. Galileo Galilei nyoman Isaac Newton ismerte fel, hogy nem a
sebesség fenntartasahoz, hanem csak annak megvéltoztatasahoz — tehat gyorsulds el6idézé-
séhez — sziikséges mas testek hatasa. Ezt a felismerést tiikrozi a tehetetlenség torvénye:

2.1. tétel. A TEHETETLENSEG TORVENYE. Minden anyagi pont megmarad a nyugalom
vagy az egyenes vonali egyenletes mozgds allapotaban, mig mds testek hatdsai mozgdsdlla-
potanak megudltoztatdsara nem kényszeritik. [ )

A tehetetlenség a testeknek az a tulajdonsaga, hogy maguktol képtelenek megvaltoztatni
mozgasallapotukat: egy magéara hagyott test gyorsulasa tehat nulla. Mivel a valésdgban csu-
pan csokkenteni tudjuk mas testek hatasat, teljesen kikiiszobolni nem, ezért a tehetetlenség
torvényét kisérletileg csak kozelitoleg tudjuk igazolni. Példaul egy hasabot adott kezddse-
bességgel sik lapon elinditva, a feliilet tulajdonsagait (érdesség, kenGanyag, stb.) megval-
toztatva, befolyasolhatjuk a sebesség csokkenésének iitemét. Ebbol arra lehet kovetkeztetni,
hogy a mozgast a sik lap és a test kozotti kolesonhatas — a surlodas — befolyéasolja, és ha ezt
teljesen meg tudnank sziintetni, akkor a test valtozatlanul megtartana kezdeti sebességét.

A tehetetlenség torvénye nem minden esetben teljesil. Példaul egy teherautd raklapja-
ra tett doboz fékezéskor elorecsuszik, ahogy a [Z1] abra mutatja. A teherautéhoz rogzitett,
gyorsulé (csokkend sebességil) vonatkoztatdsi rendszerbél nézve ez ellentmond a tehetetlen-
ség torvényének, hiszen nem tudunk ramutatni olyan ,,més testekre”, melyek hirtelen elore
htuzzak a dobozt. Az 4t melldl szemlélve ugyanezt a szituaciot, nem jutunk ellentmondésra:

109
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D ; ap D
—K | —1YP —|j= 4 j S PVEEIACE =y
E': — = Va ;i — ‘:_-a_A.-;/'A
D D
' = | Arel l
J Q@ J E .=-V7ael

N N
(2) (b)

2.1. dbra. (a) Allandé sebességgel haladé teherauté minden pontjdnak azonos
a sebessége, ami megegyezik a rajta 1évé doboz sebességével, azaz vo = vp. A
teherautén 16v6 megfigyels azt tapasztalja, hogy a doboz (relativ) sebessége és
gyorsuldsa nulla. (b) A fékez6 teherauté sebessége lecsékken a talajrol atadédo
erck miatt, a doboz viszont megtartana eredeti mozgasallapotat és elére cstszik.
A teherautoén 1éve megfigyel6 a doboz a,.; = ap — ax relativ gyorsulasat latja, de
ezt nem tudja egy valédi test hatasaként magyarazni.

a doboz mas testek hatasa nélkiil a tehetetlensége folytan megtartana eredeti, a teherautd
sebességével egyezo sebességét. Valdjaban abszolit gyorsuldsa nem pontosan nulla, mert a
raklap és a doboz kozotti surlodas némileg lassitja mozgasat. A teherautd viszont a lassulasa
miatt (amit a talajrol dtad6dé hatdsnak tulajdonithatunk) ,lemarad” a dobozhoz képest.
Az eddigiek alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy nem mindegy, milyen vonatkoztatasi
rendszerben vizsgaljuk a mozgasokat, azok ugyanis kinetikai szempontbdél nem egyenérté-
kiiek. Kitlintetettek azok a vonatkoztatasi rendszerek, melyekben teljesiil a tehetetlenség
torvénye, mert ezekben a mozgasallapot megvaltozasa mindig kapcsolatba hozhaté mas tes-
tek hatasaval. A mozgo Foldon végzett kisérletek arra utalnak, hogy itt nem teljestil teljesen
pontosan a tehetetlenség torvénye (lasd fejezet), ezért elvi kérdés, hogy vannak-e egy-
altalan ilyen vonatkoztatasi rendszerek. Erre a kérdésre Newton els6 torvénye ad valaszt:

2.2. tétel. Newton I. torvénye. Léteznek olyan vonatkoztatdsi rendszerek, melyekben
teljesiil a tehetetlenség torvénye. Az ilyen rendszereket INERCIARENDSZEREKNEK nevezzik.#

2.23. megjegyzés: A kinetika logikai felépitésének az ebben a fejezetben bevezetett Newton-
torvények jelentik az alapjat. A matematikdban axiéménak nevezik azokat az alapigaz-
sagokat, melyekbdl kiindulva egy elmélet minden eredménye levezethetd, ezért a Newton-
torvényeket gyakran Newton axiémainak nevezik. Mindkét elnevezés hasznalhato.

A torvény” elnevezés azt hangsilyozza ki, hogy a a természettudomanyokban nincse-
igazak. A modellek érvényességi korét azonban lehetetlen egyértelmiien koriilhatérolni; azok
hasznélata soran mindig mérlegelni kell, hogy az adott feladatban melyek azok a kortulmények
amik elhanyagolhatdk és melyek fontosak. Ezzel szemben, a matematikaban ,axiéménak” ne-
vezett kijelentésekrdl sohasem vizsgaljak, hogy azok igazak-e. Egy adott axiéma helyett akar
az ellenkezdje is hozzavehet6 az axidmarendszerhez, az tovabbra is érvényes rendszer marad —
erre jO példa az Euklideszi és Bolyai-féle geometria axiémarendszere, melyek a parhuzamossa-
gi axiomat illetéen teljesen ellentétes allitast tartalmaznak. Még ha a fentiektol eltekintiink
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és csak azt koveteljiik meg egy axiémarendszertél, hogy matematikailag kifogastalanul le-
vezethetoek legyenek bel6le a kinetika elméletének eredményei, akkor is tovabbi allitasokkal
kellene egésziteni a Newton-torvényeket (1dsd példaul a2Z25] megjegyzést). Az Osszes részlet-
kérdés tisztazasa azonban feleslegesen bonyolitana a téma targyalasat; taldn nem is lehet — de
gyakorlatilag biztosan nem érdemes — olyan mechanikai axiémarendszert felépiteni, ami mi-
nimalis szami egyméastol fiiggetlen axidoméabdl all [§]. A dinamikahoz hasonléan, a hétanban
a f6tételek, az elektromossdgtanban pedig a Maxwell-egyenletek fejezik ki azokat az alap-
igazsagokat, melyekbdl az elmélet felépitheté — taldn nem véletlen, hogy ezeket sem nevezik
axiomaknak.

Ugyanakkor jogos az az igény is, hogy a dinamika legalapvetobb Osszefiiggéseit megadd
allitasokat megkiilonboztessiik a tobbi fizikai torvénytdl az ,axioma” elnevezéssel. A tudo-
manytorténetben nagyon fontos szerepet jatszott az a tény, hogy a mechanikét a geometridhoz
hasonléan, matematikai titon fel lehetett épiteni — ezt is hangsulyozzuk széhasznédlatunkkal,
ha Newton-axiémakrol beszélink. &

A tehetetlenség torvénye alapjan elvileg ellenérizhetjiik, hogy egy vonatkoztatasi rendszer
inerciarendszernek tekinthet(')'—e

2.3. tétel. Ha taldltunk egy inerciarendszert, akkor barmely, hozzd képest egyenes vonali
egyenletes halado mozgdst végzd (tehdt nem gyorsuld, nem forgé) vonatkoztatdsi rendszer is
inerciarendszer.

aAA10 = AA21

2.2. dbra. Két inerciarendszer — a (0) és (1) jeli testek —, melyek egyméashoz
képest allandé sebességii haladé mozgéast végeznek. A (2) test A pontjanak gyor-
sulasa mindkét rendszerbdl ugyanakkoranak latszik.

Bizonyitas:

A tétel bizonyitdsdhoz azt kell megmutatni, hogy mindkét vonatkoztatdsi rendszerben ugyan-
azt a gyorsuldst mérhetjiik. Tegyiik fel példaul, hogy a (0) vonatkoztatdsi rendszer inercia-
rendszer. Ha egy masik, (1) jelii vonatkoztatési rendszer ehhez képest nem gyorsul, azaz
agip = 0, wig = 0 és €19 = 0, akkor az [[2.TT] fejezet alapjan a szallité gyorsulds is és a
Coriolis-gyorsulds is nulla, tehat egy (2) jell vizsgalt test barmely kivalasztott A pontjanak
gyorsulasa megegyezik a két rendszerben: aso0 = a91. e

! A szakirodalomban gyakran a tehetetlenség térvényét nevezik Newton L. torvényének. A szerzé allaspont-
ja szerint azonban a tehetetlenség torvényét nem tekinthetjiik a kinetika egyik alaptorvényének, a kovetkezo
két okbdl: 1) Ekkor Newton II. torvényébdl (251 tétel) kovetkezne az els§ torvény. 2) A tehetetlenség
torvénye nem teljesiil minden vonatkoztatasi rendszerben és errdl a korldatozasrdl nem is tesz emlitést.
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Miel6tt ratérnénk mas testek hatasainak vizsgalatara, tisztazni kell, hogy minden iner-
ciarendszerben ugyanigy irhatéak-e le a dinamikai jelenségek. Ezzel a kérdéssel a Galilei-féle
relativitasi elv foglalkozik:

2.4. tétel. GALILEI-FELE RELATIVITASI ELV. Egymdshoz képest eqyenes vonali egyenletes
halado mozgdst végzo vonatkoztatasi rendszerek a dinamika torvényei szempontjabol teljesen
eqyenértékiiek. [ )

Ez az elv nem kovetkezik a relativ kinematika eredményeibol: kisérleti tapasztalatok
alapjan fogadjuk el, a Newton-torvényekhez hasonléan

A miiszaki gyakorlatban a Foldet jo kozelitéssel inerciarendszernek tekinthetjik (lasd
aZ33fejezetet). Pontosabb szamitdsokhoz az allcsillagokhoz régzitett vonatkoztatasi rend-
szer hasznalhaté inerciarendszerként. A tovabbi allitdsaink — hacsak nem jelezziik masként,
mint példaul a fejezetben — inerciarendszerben érvényesek. Azokat a vonatkoztatasi
rendszereket, melyek nem inerciarendszerek, gyorsulo rendszereknek nevezziik.

A kovetkezo lépésben tisztaznunk kell, hogy mit értiink ,més testek hatdsa” alatt a
tehetetlenség torvényében és milyen mozgast végez egy mas testek hatasa alatt allé anyagi
pont. Errdl szél Newton masodik torvénye:

2.5. tétel. Newton II. torvénye. Egy anyagi pont gyorsuldsa egyenesen ardnyos a mds
testek dltal rd hato ¥ erd nagysdgdval, forditottan ardnyos az anyagi pont m témegével, és
az erd vektor irdnydban kovetkezik be (2.3 dbra):

ma =F. (2.1)
)

Xz

2.3. Abra. Newton II. térvényének szemléltetése.

Itt egyszerre két 1j fogalmat vezettiink be: az erd vektort, melynek mértékegysége N
(Newton) és a tomeget, aminek a mértékegysége kg (kilogramm). A (21 egyenletben er6
és tomeg kolcsonosen definidljak egymast. Az erd a mas testekrol atadodo hatast jellem-
zi, a tomeg pedig a vizsgalt testet — de egyszerre két tulajdonsagat: egyrészt az ,anyag”
mennyiségét, masrészt pedig azt, hogy a test hogyan viselkedik adott erdvel jellemzett hatés
soran. A tomeg és az erd kozil a tomeget valasztottak alapfogalomnak és a kg-ot fizikai
alapmennyiségnek. Ez azt jelenti, hogy a tomeg fogalmanak definidlasa helyett készitettek
egy tomeg etalont, azaz definici6 szerint 1 kg-os testet.

2Nemcsak a dinamikai jelenségekre, hanem minden fizikai jelenségre teljesiil a Galilei-féle relativitasi elv.
Ez azonban nem triviadlis: a 19. szdzad végén tgy tlnt, hogy az elektrodinamika térvényei kiilonboznek az
egymashoz képest mozgé inerciarendszerekben. Einstein bizonyitotta be 1905-ben, hogy a relativitasi elv
kiterjeszthet6 az elektrodinamikai jelenségekre is.
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2.24. megjegyzés: Az alapfogalmak jelentését mindenki tobbé-kevésbé érti, szabatos defi-
niciéjuk azonban nem lehetséges. A kinematika targyaldsa soran is felhasznaltunk két alapfo-
galmat, anélkiil, hogy ott kiilon utaltunk volna ra: a tér és az id6 fogalmat. A dinamika — vagy
barmilyen mas tudomanyag — felépitése soran szamos fogalmat, eléfeltevést is (ki)hasznalunk,
anélkiil, hogy ezeket pontosan megfogalmaznank; gyakran ezeknek az elofeltevéseknek a meg-
kérdojelezése vezet 01j tudomanyagak kialakuldsahoz.

Példaul magatol értetddének tiinik, hogy az id6 a feladatokban szerepld Osszes test sza-
mara ugyanolyan iitemben telik, ez azonban szigortian véve nincs igy: a specialis relativitas-
elmélet szerint az id6 mashogy telik egymashoz képest mozgd rendszerekben. Ezért be kell
vezetni a sajatido fogalmat, ami definicié szerint az, amit az adott rendszerrel egyiitt mozgd
ordk mutatnak. &

A tomeg etalon segitségével mérési eljarast lehet megadni az erd és a tomeg mérésére. A
tomeg etalont kiilonféle hatasoknak kitéve, a tapasztalt gyorsulasok alapjan megallapithato,
hogy az egyes hatasok mekkora ercknek feleltetheték meg. Ezutan a mar ismert hatasnak
mas testeket kitéve, meghatdarozhatd azok tomege. A kinetikdban a tomeg az anyagi pontok
egyetlen jellemzo paramétere, ezért hasznélatos a tomegpont elnevezés is.

2.25. megjegyzés: A fentiekben vazolt eljaras soran a tomeg és az erd szamos tulajdonsagat
tisztazni kell, példaul az alabbiakat:

e Tranzitivitds: ha harom test tomegét vizsgaljuk, akkor ma = mp és mp = m¢ telje-
stilése esetén my = mc.

e ToOmeg megmaradas: zart rendszer tomege élland()ﬁ

e Additivitds: két test egyesitéseként kapott harmadik test tomege egyenld a két test
tomegének Gsszegével.

e Az er6t alapvetden a kolesonhatasok gyorsité hatdsa alapjan definidljuk, de szarmaz-
tathatjuk az erd deformécién alapulé mérését is, tehat készithetiink pl. rugds vagy
nyuldsmérd bélyeg hasznalatan alapulé erémérot. &

A 7)) egyenlet altaldnosithat6 az I-vel jelolt lendilet — vagy més néven impulzus —
vektor bevezetésével:

2.6. definicié. Egy anyagi pont LENDULETE (impulzusﬂ) a tomegének és sebességének a
szorzata:

I=mv. (2.2)

A lendiilet is vektormennyiség, mértékegysége kg m/s. s

Az impulzus fogalmanak segitségével felirhaté Newton masodik torvényének altalanosabb
alakja — maga Newton is az alabbihoz hasonlé formaban fogalmazta meg méasodik torvényét.

3A relativitdselmélet szerint fénysebességhez kozeli sebességii mozgésok soran a testek tomege nem te-
kinthet6 allandénak, hanem a sebességtol fiiggden véltozik.

4A megadott elnevezések mellett mozgdsmennyiségnek is nevezik az mv szorzatot. A lendiilet elnevezést
Bresztovszky Béla professzor vezette be az 1920-as években, de akkor még a mozgési energia megjelolésére
hasznélta ezt a kifejezést [12].
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2.7. tétel. Newton mdsodik téorvényének dltaldnosabb alakja:

I=F. (2.3)

Bizonyitas:

Mivel a Newton-térvényeket nem bizonyitjuk, csak azt kell belatnunk, hogy ez a kifejezés
tényleg altaldnosabb mint az ma = F alak. I = riv + mv, tehat dllandd tomeg esetén
I = ma miatt visszakapjuk a térvény els6ként kimondott 1) alakjat. e

A Dinamika targy keretében ritkan foglalkozunk valtozo tomegii testek mozgasaval, mert
az ilyen feladatokban mindig szerepel valamilyen kontinuum (pl. folyadék, gaz, deformalhaté
szilard test), amit mas tudoményteriiletek térgyalnak. A rakétdk példaul a hajtéanyag
kiengedésével csokkentik tomegiiket. VAaltozo tomeglinek tekintheték az olyan mechanikai
rendszerek is, melyekben egy kotél vagy lanc valtozé hosszisagu része ér le a talajra és igy
a mozgo rész tomege folyamatosan valtozik. A jegyzet tovabbi részében feltesziik, hogy a
vizsgalt testek tomege allando.

A lendiilet itt bevezetett fogalma a szd hétkoznapi jelentésének megfeleléen szemléletesen
értelmezhet6: egy nagy lendiilettel rendelkezd, azaz nagy tomegii és/vagy nagy sebességii
testet (példaul sinen robogd vonatot, lasd [Z4] 4bra) nehéz megéllitani.

/

2.4. dbra. (a) Egy vonat lendiilete — nagy témege miatt — akkor is viszonylag nagy,
ha lassan gérdiil. Sebességének rovid idé alatt torténé megvaltoztatasahoz nagy
erére van sziikség. (b) Az elektron tomege nagyon kicsi, ezért a makroviligban
tapasztalt er6knél sokkal kisebb erével is gyorsan megvaltoztathaté az impulzusa,
akkor is, ha a sebessége nagyon nagy.

Newton elso két torvénye alapjan mar meg tudjuk mondani, hogy egy adott kiilsé hatas
kovetkeztében hogyan mozog egy anyagi pont. A gyakorlati feladatokban azonban altalaban
tobb test mozgasat sziikséges egyszerre vizsgalni. A tobb testbol all6 mechanikai rendsze-
rekben fellépd kdlesonhatdsok jellegérol szol Newton harmadik torvénye.

2.8. tétel. Newton III. torvénye (hatds-ellenhatds, akcid-reakcio torvénye). Két anyagi
pont kolcsonhatdsa soran a két testre eqymdsrol dtadodo erdk azonos nagysaguak és ellentétes
értelmiiek. 'y

Az er6k tehat nemcsak egy iranyu hatast fejeznek ki, hanem kélcsonhatast jellemeznek —
ugy is mondhatjuk, hogy mindig ,,parosaval” lépnek fel.
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2.5. abra. Talajra tett dobozra illetve szabadon esé dobozra haté nehézségi eré
és annak a Fé6ldre haté ellenereje.

2.26. megjegyzés: Newton harmadik torvényéhez gyakran hozzateszik azt is, hogy a két
erének azonos hatdsvonalunak is kell lennie (azaz un. centralis erék). A gépészmérnoki gya-
korlatban hasznalt modellekben ez altalaban teljesiil is. A szilard testek részecskéi kézott
hat6 erok esetén azonban nem mindig van igy. Példaul két egymasra merdlegesen allo, vég-
teleniil kicsi méagneses dipélus (gondolhatunk két mégnesrudra) kolesonhatésa sordan az erék
ellentétes értelmiiek ugyan, de kiilonb6z6 hatasvonaliak, tehat erépart alkotnak. Ugyan-
akkor a két magnes koncentralt nyomatékot is gyakorol egymasra és igy a kolcsonhatdsban
a nyomatékok Osszege nulla. A tapasztalat azt mutatja, hogy egy adott kélcsénhatasban
a kialakulé erérendszerek Osszegzett nyomatéka mindig nulla. Ezt a tapasztalati torvényt
ki fogjuk hasznalni az anyagi pontrendszerek kinetikajanak a targyaldsa sordn (lasd a [Z7T41]
kovetelményt). )

Nagyon fontos megjegyezni, hogy a Newton harmadik torvényében szerepld erck két kilon-
boz0 testre hatnak. Nem szabad ezt a szituaciot osszekeverni két, ugyanazon testre haté erd
egyensulyaval!

2.9. példa: A abrdakon eqy talajon nyuguo és eqy szabadon esé doboz ldthato. Mire hat
a dobozra hato G nehézségi erd ellenereje e két esetben?

Megoldas:

A nehézségi er6 a Foldnek a dobozra kifejtett vonzé hatdsat jellemzi. Tehat Newton III. tor-
vénye értelmében a dobozra hatd nehézségi eré ellenereje a Féldre hatd, ugyanolyan nagysagu,
de ellentétes iranyt ero.

A doboz egyenstulyanak feltétele, hogy a talajrél a nehézségi erével megegyez6 nagysagu,
de ellentétes irdnyu Fy normélerd (vagy tartéerd) addédjon &t a dobozra; ezt a abran
illusztraljuk. Azonban a normélerd és a nehézségi erd egyarant a dobozra hat, ezért ezek
nem alkothatnak eré-ellener6 part. Természetesen a normalerének is megvan az ellenereje: a
talajra hatéd sfﬂyer(’ﬁ.

Szabadon esé test esetében (ZH] dbra) vildgosan latszik, hogy a nehézségi erd ellenereje
csak a Foldre hathat. Mivel ebben az esetben a doboz nincs kolecsénhatasban a talajjal, mind
a normalerd, mind a sulyeré nulla. Tehat a szabadon es6 test a sulytalansdg dllapotaban
van. 'Y

Az eddigiek alapjan mar az olyan feladatok is targyalhaték, melyekben két anyagi pont
egy-egy erével hat a masikra. Mielott tovabblépnénk tetszéleges szami, egymassal kolesonha-
t6 anyagi pont viselkedésének vizsgalatara, tisztazni kell a kiilso és belsd erok, erorendszerek
fogalmat.

5A sily az az erd, amivel egy test az aldtdmasztasara vagy a felfiiggesztésére hat. Ezzel kapcsolatban
lasd a 2331 megjegyzést.
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A mechanikai modellek felépitése soran az adott feladat szempontjabél fontos testek moz-
gasanak vizsgalatara korlatozodunk. Ezek a testek alkotjak a vizsgalt mechanikai rendszert,
aminek az elemeire alkalmazzuk a Newton-torvényeket. A mechanikai rendszer egyes elemei
kozott hatd eréket belsé erdknek nevezzilk, ezek a belsé nyomatékokkal egyiitt alkotjik a
belsé erorendszert.

A valdsagban persze mindig vannak kolcsonhatasok a kivalasztott rendszer és a kornyezet
kozott, de ezek egy része elhanyagolhatd. A rendszeren kiviili testekre gyakorolt hatasokkal
definicié szerint nem foglalkozunk, de az is a modellezés része, hogy a kornyezet hatasai
kozul mit vesziink figyelembe. A kornyezetben talalhaté testekrol a rendszer elemeire haté
er6k /nyomatékok alkotjédk a kilsd erdrendszert. A fentiek szerint tehat Newton harmadik
torvénye elsésorban a belsé erokrol sz261[

Ratérhetiink a legdltalanosabb eset vizsgalatara, amikor tetszéleges szamu egymaéssal
kolesonhatd anyagi pont mozog, tetszoleges szamu kiilsé er6é hatasa alatt. Ennek az esetnek
a targyalasahoz azt kell még tisztazni, hogy egy anyagi pont tobb adott er6 hatasara hogyan
viselkedik. FEzzel kapcsolatos a — Newton IV. torvényének is nevezett, de nem Newton,
hanem Stevin (1548-1620) &ltal felfedezett — szuperpozicio elv.

2.10. tétel. Newton IV. torvénye, szuperpozicié elv. FEgy anyagi pontra hato erdk
egyiittes hatdsa eqyenértéki a kulon-kilon hato erok vektori ereddjének hatasaval. [

2.6. abra. A szuperpozicié elv szemléltetése. (a) Az M tomegii Napra az m;
témegti Fold F 41 gravitacios erdt fejtene ki, ha semmilyen més test nem lenne a
kozelben. (b) Az my témegii Hold egymagaban F gy gravitacios erével hatna a
Napra. (c) A Féld és a Hold egylittes hatdsa egyenértékii az F g + Fgo eredé erd
hatasaval, azaz a Napra gyakorolt hatasukat nem befolyasolja, hogy koézéttiik is
van kolcsénhatas.

A szuperpozicié elv nem koévetkezik abbdl, hogy az erot vektorként kezeljiik. Newton
els6 és mésodik torvénye szerint mindig lehet taldlni egy (vagy tobb) mésik testet, ami a
vizsgalt testre hatd erd . forrasa” Ezek a testek egymassal is kolcsonhatasba keriilhetnek,
ezért logikailag nem zarhaté ki, hogy mas nagysaga vagy iranyu impulzusvaltozast okoznak,
ha nem csak ,egyedil” vannak a vizsgalt test kozelében, hanem a tObbi testtel egyutt. A
szuperpozicié elv azt fejezi ki, hogy ha egymas utan tobb test is kolecsonhatasba kertl a
vizsgalt anyagi ponttal, ezek a testek egymds hatdsat nem befolydsoljik (28 dbra). Ezért a
szuperpozicié elvet az erohatasok fiiggetlenségének elveként is szoktak emlegetni.

6Természetesen kiszdmolhat6 a kiilsé erdk ellenereje is, példdul hogy mekkora erdével hat egy rogzitett
lejtén lecstiszo test a lejtore. Bar a kivalasztott mechanikai rendszeren kiviili testek dinamikai viselkedését
definicié szerint nem vizsgaljuk, mégis lehet gyakorlati jelentésége egy ilyen szamitasnak, példaul a palya
szilardsagi méretezése soran.
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2.27. megjegyzés: Newton II. torvénye csak inerciarendszerben érvényes, a III. és IV. tor-
vény viszont vonatkoztatasi rendszertol fiiggetlen. &

2.2. Aktiv erok és kényszererok

A kiilonféle kolesonhatasok rendkiviil bonyolult fizikai folyamatokon keresztiil valosulhatnak
meg. A mechanikdban azonban nem foglalkozunk a kolcsonhatasok természetével; megelég-
sziink azzal, hogy jellemezheték — modellezhet6k — egy megfelel erd vektorral. A mechanikai
modellekben az erok két kiillonboz6 szerepben fordulnak el6: lehetnek aktiv erok vagy kény-

szererdk (lasd 7] abra).

2.7. dbra. Példa az erék (er6hatdsok) csoportositasara. A vizsgalt mechanikai
rendszer a Féld kézelében elhelyezkedé anyagi pontrendszer. Ennek mq témegii
tagjdra hato F g, gravitacios erd kiils6 aktiv erd, mert a vizsgalt mechanikai rend-
szeren kiviili testrél adédik at és erétorvénybdl szarmaztathatd. A test kényszer-
palyan tartasahoz sziikséges F n normaleré kiilsé kényszerers, mig az mo testrdl a
feszes kétélen keresztiil atadodo Bqg erd belsé kényszererd, mert a pontrendszeren
beliili testrol adodik at és azt a kényszert biztositja, hogy a két test tavolsaga al-
landé. Az mg testrdl a rugén keresztiil atadédé F,. rugderd belsé aktiv erd, mert
erétorvény alapjan hatarozhaté meg nagysaga és iranya. Az mg testre hato F erd
kiils6 aktiv erd.

Aktiv erdk. Az aktiv er6knek két alapvetd tipusat kilonboztetjik meg.

1. Ide tartoznak a vizsgalt mechanikai rendszer kornyezetének hatasat jellemzo, a
rendszer allapotatol fiiggetlen — de az id6tol akar adott modon fliged — adott kiilso
erdk: F(t). Az ilyen er6 vektorok vagy meg vannak adva a vizsgalt probléméban,
vagy az a feladat, hogy keressiik meg azt az aktiv erdt, ami a megkivant moz-
gasallapot biztositasahoz sziikséges. Ilyen a 7] abran lathato, mg tomegi testre
haté F er6, melynek sem erétorvényét, sem ,forrasat” (hogy milyen masik test
hatdsa) nem ismerjik.

2. Azokat az erGket is az aktiv erék kozé soroljuk, melyek nagysagat és iranyat meg
tudjuk adni a kolcsonhatasban részt vevo testek tulajdonsagaitol és allapotatol —
pl. r relativ helyzetétol vagy v relativ sebességétol — fliggé un. erdtirvény segit-
ségével. Az er6torvények altaldban F(r,v) alaktak.

[lyen példaul az my tomegili anyagi pont altal az mq tomegtire hato gravitdcios ero:
Fy, = —y™52 7 (itt az r vektor m;-t6] my-hoz mutat, v pedig a gravitacios dllan-
do), és a nehézségi eré: G = mg. Tovabbi, a gépészmérnoki gyakorlatban fontos,
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er6torvénnyel megadhaté erék a rugderd: F, = —kx (ahol k a rugémerevség, = a
rugd deformdciéjat megadd koordinéta) és a wiszkozus csillapité erd: Fy = —ci
(ahol ¢ a viszkézus csillapitasi tényez6, & pedig az x koordinata derivaltjaként

értelmezett sebesség, pl. egy lengéscsillapité két végpontja kozti sebességkiilonb-
ség).

Természetesen a fenti két eset kombinacidja is elo6fordulhat. Ebben a legdltalanosabb
esetben F(r,v,t) alakban adhaté meg a hat6 aktiv eré.

Kényszererdk. A testekre haté eréknek altalaban csak egy részét lehet a gyakorlatban
erotorvényekbdl — tehat a testek kolesonos helyzete és sebessége alapjan — kiszamolni.
Példaul egy vonat kerekére a sinrél atadodo, az érintkezo felilletre merdleges irdanyt
er6komponens elvileg kiszamolhaté lenne a sin és a kerék deforméacidja (azaz kélesonos
helyzetiik) alapjan, de bonyolultsdga miatt a gyakorlatban nem célravezeté ez a meg-
kozelités (Z8 abra). Ehelyett azt hasznéljak ki az ilyen jellegii feladatokban, hogy a
sin bizonyos korlatozasokat ad a mozgasra vonatkozodan, tehat kényszernek tekintheto
(lasd az[[23] definiciét). A sinrél ataddédéd tn. kényszererst a kényszer altal megadott
feltételek és az aktiv erék figyelembevételével lehet kiszamolni a Newton-torvények
alapjan.

2.8. dbra. A vonat kerekeinek sinen tartasat a K kényszererd biztositja.

2.11. definicié. A KENYSZEREROK azok az erdk, melyek a kényszerfeltételek teljesi-
lését biztositjak. Ezek az erdk fiiggenek a testre hato aktiv erdktol és nem hatarozhatok
meg csupdn a vizsgalt test dllapota (pontjainak helye, sebességdllapota, stb.) alapjdan.

)

Emlékeztetiink arra, hogy a kényszerek felvétele a modellalkotas része, hiszen a valo-
sagban csak kozelitoleg teljesiilnek a kényszerfeltételek. Ez a kozelités eredményezi azt,
hogy egy adott testre hato kényszererok fiiggenek az aktiv eréktol, azaz nem teljestil
rajuk az erdhatdsok figgetlenségének elve. Aktiv erck nélkul ugyanis a kényszererék
altalaban nem is lépnek fel, tehat nem értelmezhetd a kiilon-kiilon hatd kényszererok
hatésa.

Ez nem érinti az erdk vektori Osszegzését; természetesen kiszamithato az aktiv- és
kényszereré vektorok vektori ereddje, és ezt az ered6 vektort hasznalhatjuk Newton
II. torvényében. A kényszererOk és az aktiv erdk kozotti kapcsolatot ugyanis éppen
Newton II. torvénye adja meg. Emogott az az elképzelés all, hogy a kényszereket
helyettesithetjiitk olyan aktiv erokkel, melyek a kényszerfeltétellel Osszeféré mozgéast
okoznak, Newton II. torvényének megfelelGen.
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2.28. megjegyzés: A[29)/a dbran szerepld, vizszintes, sik talajon nyugvé hasibra mg
nehézségi erd és — az egyensuly feltételébc'i]lj kovetkezben — ugyanekkora nagysagu, de
ellentétes iranyi F y = —mg normalerd hat. A normaélerd kényszerer6: azt a kényszert
biztositja, hogy a hasib nem hatol be a talajba. Ha a hasdbot tovabbi F eré nyomja
a talaj felé (példaul egy masik hasdbot tesziink a tetejére), akkor a norméleré megné,
pedig a hasab és a talaj dllapota latszdélag nem véltozik. A normaélerd (mint kényszererd)
tehat az aktiv er6ktol figgetleniil nem értelmezhetd.

A talajrol atad6doé er6t aktiv eréként is modellezhetjiik, ha figyelembe vessziik az érint-
szoritd er6 novekedésével né a talaj és a test deformécidja is, azaz az egyensily fel-
tételétdl fiiggetleniil, a deforméciébdl (azaz a hasdb és a talaj kolesonos helyzetébél)
szamithaté a talajrél atadodo erd. Egy ilyen, pontosabb modell segitségével kapott

normaleré mar aktiv er6 és értelmezhetd az egyéb eréktol fiiggetlentil. &
|F
() Tmg Tmg

2.9. dbra. Az aktiv erd és a kényszereré fogalma kozti eltérés illusztracidja. Az
(a) dbrakon abrazolt esetekben nem modellezziik a talaj és a hasab deformacidjat,
ezért a talajrol atadodé Fy erét kényszererének tekintjiik: annak hatasat énma-
gaban nem értelmezziik, nagysagat csak az egyensiily feltételébdl hatarozhatjuk

meg. A (b) dbrdkon lathaté esetekben azonban figyelembe vessziik az érintkezd

e s ez

Fy erd, a hasabra haté tébbi er6tdl fiiggetleniil.

A kényszerek altalaban a vizsgalt testnek egy mésik testtel (pl. kényszerfeliilettel) vald
érintkezésével kapcsolatosak. Ilyenkor ugy is tekinthetiink a kényszererékre, hogy a
vizsgalt test mozgasa szempontjabol azok tokéletesen helyettesitik a kényszert biztosi-
t0 testet. Példaul egy asztal feliiletén az F 4 aktiv erok hatasa alatt mozgd anyagi pont
ugyanolyan mozgast végezne akkor is, ha az asztalt az arrdl atadodo kényszererokkel
helyettesitenénk. Csuszasi surlédasos kapcsolat esetén az igy értelmezett kényszer-
er0 nemcsak a kényszerfeltételt biztositja, hanem olyan komponense is van, mely a
kényszerfeliilettel parhuzamos.

A csiiszasi surlédasi er6 onmagaban nem biztosit semmilyen kényszert és értéke megad-
haté képlettel:

\'%
Fs = —ulFxl>, (2.4)

"Egyensilyban F = 0, ami Newton II. specidlis esete, Newton IV. figyelembevételével.
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ahol p a csuszasi surlodasi tényezo és v # 0 a vizsgdlt test relativ sebessége a mésik
testhez képest, amin cstszik (210 dbra). Ennek ellenére a fenti képletet nem tekintjiik
er6torvénynek, mert a testeket 6sszeszoritdo Fy normalerét nem tudjuk kifejezni a kol-
csonhatasban résztvevo testek tulajdonsagai alapjan. Ebben az esetben nem hagyhat-
juk figyelmen kiviil, hogy a normalerd és a surlodasi eré egymassal szoros kapcsolatban
vannak, ezért célszerl ezek ereddjét tekinteni kényszererének. A kényszereré normaélis

Szabadtest abra: Fg
v v o
F F N
Ho, K I‘_FS O_MFN v
G | I S
Fy ¢ —Hol'N

2.10. abra. Vizszintes kényszerpalyan csiszé hasab, annak szabadtest abraja
és a surlédasi eré sebességfiiggését megadoé karakterisztika. Ez utobbibdl latszik,
hogy nulla sebesség (azaz tapadas) mellett a sirlédasi eré értéke —puoFn és poFn
ko6zé esik. A tapadasi sirlédasi eré konkrét értékét csak a hasabra haté tobbi erd
ismeretében lehet meghatarozni, Newton II. térvénye alapjan.

komponense biztositja azt a kényszerfeltételt, hogy a két test nem hatol egymasba.
A strlédéasos kényszerek kiilonlegesek abbdl a szempontbdl, hogy ezek esetében olyan
kényszereré komponens — csiszasi surlédasi eré — is fellép, ami nem sziikséges a kény-
szerfeltétel fenntartasahoz. Ezért a csuszasi surlodassal jaro kényszereket nem idedlis
kényszernek nevezzilkk. Az idedlis kényszerek fogalmat a[2Z.37] definiciéban pontositjuk.

2.29. megjegyzés: Ha egy kényszer nem idedlis, akkor a sturlodési és normalerd kap-
csolata miatt a feliilettel parhuzamos és arra meréleges gyorsulds- és er6komponensekre

felirt ma = F) és ma, = F| alaku egyenletek egymadssal Osszefliggvé valnak, ami —
kiilénosen sok testbol allé6 mechanikai rendszerek esetében — megnehezitheti a feladatok
megoldasat, mint példaul a 2.62] példdban. &

A tapaddsi surlodasi erével kapcsolatban nem lépnek fel a fent vazolt problémak, hiszen
abban az esetben a két erékomponens kiilon-kiilon kényszereroként kezelhetd, melyek
koziil az Fy normaler6é az érintkezés sikjara merdleges, az Fg surloédasi erd pedig az
azzal parhuzamos mozgast gatolja meg. Ez a két eré egymastol fiiggetlen, hiszen
tapadas soran a surlodasi eré nagysaga az egyensuly feltételétol fliggden végtelen sokféle
értéket vehet fel (ugyanigy, mint a normélerd). Mig a normalerd értékére altalaban
nem szabunk meg fels6 hatart — bar a valdsagos szerkezeteknél nyilvan nem lehet
minden hataron tul névelni — a tapadési surlédasi erével kapcsolatban kikotjiik, hogy

| Es| < pol Fivl, (2.5)
ahol pg a tapadasi surlédasi tényezo.

2.30. megjegyzés: A kényszererdk fiiggenek az aktiv eréktol, de ebbdl nem kovetkezik az,
hogy az egyes kényszerekhez tartozo kényszereroket kiilon-kiilon ki tudjuk szamolni a dina-
mika modelljeit hasznalva. Merev rudakkal 6sszekétott anyagi pontok vagy merev testek
esetében jol ismert a statikai hatdrozatlansdg fogalma. Példaul egy harom téamaszu sikbe-
li tartd esetében az egyes alatamasztasokban ébredd kényszereréd komponensek csak a tartéd
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hatarozatlansag” léphet fel tobb kényszer egytittes hatasa alatt 4ll6 merev testek mozgasanak
vizsgalata soran is. A statikai hatarozatlansag elkeriilése érdekében a csapigyazott tengelyek
csapagyait ugy alakitjak ki, hogy koziilik csak az egyik tud felvenni axidlis (tengely irdanyt)
terhelést (lasd BS54 fejezet). &

2.3. A dinamika alaptétele anyagi pontra és annak al-
kalmazasa anyagi pontrendszerre

Ebben a fejezetben a Newton-torvények alkalmazasanak modszereit mutatjuk be. Ehhez elso
lépésben kimondjuk a dinamika alaptételét, ami egyetlen anyagi pont mozgasara vonatko-
z6an foglalja 0ssze Newton L., I1., és IV. torvényének allitasait. Ezt kiegészitve Newton III.
torvényével, felirhaték az anyagi pontrendszerek egyiittes viselkedését leiré egyenletek. Az
egyenletrendszer felirasa soran jelentos segitséget jelent, ha tin. szabadtest abrakat rajzolunk,
igy ki fogunk térni ezek felajzolasanak alapelveire is. Ezek utan altalanositjuk a dinamika
alaptételét ugy, hogy gyorsuld vonatkoztatasi rendszerekben is alkalmazhato legyen. A feje-
zet a mozgas folyamatanak leirasaval kapcsolatos gondolatokkal zarul.

2.3.1. A dinamika alaptétele

Egy anyagi pont mozgasanak torvényszertiségeit a dinamika alaptétele foglalja 0ssze.

2.12. tétel. A DINAMIKA ALAPTETELE (ALAPTORVENYE) anyagi pontra:
Inerciarendszerben (Newton I.)

I=F (Newton IL), (2.6)

ahol ¥ = 37" | F; a vizsgdlt anyagi pontra hato erdk vektori ereddje, mely a kornyezetében
lévé n darab mdsik testrél adédik at (Newton IV.). [ )

Ha a dinamika alaptételét kiegészitjiik Newton III. torvényével is, akkor tetszoleges szamu
anyagi pont (anyagi pontrendszer) egyiittes viselkedése is vizsgalhaté. Ebben az esetben
célszerti megkiilonboztetni az anyagi pontrendszer pontjai kozott hatd belsd és a rendszeren
kiviili testek hatasaként jelentkezd kilso eréket. Ha csak egy darab anyagi pont alkotja a
vizsgalt mechanikai rendszert, akkor a ra hato erék mind kiils6 erének szamitanak.

Vizsgaljuk n darab kélesonhaté anyagi pont esetét, ahol az i-edik pont tomege m;, gyorsu-
lasa a; és a ra haté kilsd (tehat nem a tobbi tomegpontrél atad6do) erék ereddje F;! A ZTT]
abran lathaté szabadtest abrak alapjan minden egyes anyagi pontra felirhaté a dinamika
alaptétele:

n
mia; =F;+> By, i=1...n, (2.7)
j=1
ahol B;; az i-edik testre a j-edik test altal haté belsd eré. Newton III. miatt

Inerciarendszerben egy magara hagyott test nem gyorsulhat, ezért egyik anyagi pont sem
fejthet ki erét sajat magéra, azaz B; = 0, ¢ = 1...n. Tovabba, mivel a (28] egyenletrend-
szerben az indexek felcserélése lényegében ugyanarra az egyenletre vezet, ezért nem n?, csak
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Szabadtest dbra:

/]5\:8‘1] Bji 1
ik Qg a; F

2.11. dbra. (a) n = 3 pontbdl &ll6 anyagi pontrendszer. (b) Az egyes anyagi
pontok szabadtest abrai.

n(n — 1)/2 figgetlen egyenletet irhatunk fel a bels6 erékre. A ([Z7) egyenletekkel egytitt
n anyagi pont esetén ez maximum (n? + n)/2 fiiggetlen vektoregyenletet jelent; példdul 3
tomegpont esetében 6, 4 tomegpont esetében pedig 10 egyenletet. A gyakorlati problémak
nagy részében rendkiviil bonyolulttd valhat az egyenletek felirdsa, ezért javaslunk egy szisz-
tematikus eljarast, mely az un. szabadtest abrak felrajzolasan alapul.

2.3.2. Szabadtest abrak

A dinamika alaptételének felirdsat és a feladatok megoldasat megkonnyiti, ha a vizsgalt tes-
teket lerajzoljuk és feltiintetjiik a dinamika alaptételében szereplé mennyiségeket: az eroket
és a koncentralt er6parokat (merev test esetén; lasd fejezet), valamint a gyorsulasallapot
jellemzo6it.

Fontos, hogy Newton III. torvénye értelmében a testre haté kényszererével megegyez6
nagysagu ¢és hatasvonalt, de ellentétes értelmii eré hat a kényszert biztosité testre — lejton
lecsiiszo test esetében a lejtore. Tehat ha a kényszert — a lejtot — is berajzolnank az abraba,
akkor elvileg nem lehetne eldonteni, hogy a berajzolt er6 a testre vagy a lejtore hat-e (ZI12/a
abra). Még hangstlyosabb ez a probléma, ha anyagi pontok vagy merev testek rendszere
szerepel a vizsgalt feladatban: az egyes testek kozott hatd, berajzolt belsé erdkrél nem
tudnank eldonteni, hogy a két test koziil melyikre hat. Egy ilyen, félreértheto jelolést mutat
a2T2/b abra.

A félreértések elkeriilése érdekében a szerkezeti abrakon csak a kiilsé ercket szokas fel-
tintetni — ilyen a 2T2)/b abran szerepld, (3)-as testre haté F eré — az Osszes eré komponens
megfelel§ figyelembevételéhez pedig szabadtest dbrakat szoktak rajzolni (lasd és 2.14]
abréak):

2.13. definicié. SZABADTEST ABRAK. A feladatban szerepld dsszes, vizsqdlt testet a kor-
nyezetébol kiragadva, kilondllo abrakon lerajzoljuk. Eqgy-eqy ilyen dabrdba berajzoljuk a kiilso
aktiv eréket és nyomatékokat. A kényszerkapcsolatok helyett a kényszererdket, az adott abrdn
szereplo testen kivili tobbi test helyett az azokrol dtadodo belsd eroket rajzoljuk be. Feltiintet-
jik a dinamika alaptételének felirasahoz sziikséges kinematikai jellemzoket is, melyek anyagi
pont esetén a gyorsulds, merev test esetén a sulypont ag gyorsuldasa, az € széggyorsulds és az
w szogsebesséyg (stkmozgds soran a szogsebesséq feltintetésétdl eltekinthetink). s
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2.12. dbra. Példak a mechanikai rendszer elemei kozott haté eré6 FELREERTHETO
JELOLESERE. Az (a) dbra alapjan nem egyértelmii, hogy az Fy eré a lejtére vagy
a lecstiszo hasdbra hat-e. (b) Az Foy és Foo erékrdl nem dertil ki az dbra alapjan,
hogy kiilsé vagy belsé erékrél van-e szo illetve hogy melyik eré melyik testre (az
(1)-es testre, a (2)-es testre, esetleg a C csukléra) hat. Ezért szerkezeti abrakon
csak kiils6 aktiv eréket tiintetiink fel — ilyen a (3)-as testre haté F eré.

A szabadtest abra rajzoldsa soran alkalmunk adédik annak végiggondolasara, hogy a vizs-
galt test mely mas testekkel van kolecsonhatasban. Minden koélesonhatést megfelel6 eroként
vagy eroparként kell felttintetniink az abran.

2.14. példa: Egy m tomegi anyagi pont R sugari kérpalydn mozog egy valyiban a vizszintes

stkon, dllandé nagysdgi v sebességgel (Z13/a dbra). Mekkordk a testre hato kényszererd
komponensei?

Szabadtest abra:

2.13. abra. (a) Korpalyan mozgé anyagi pont. (b) A feladathoz tartozé szabad-
test abra.

Megoldas:
A dinamika alaptétele értelmében tudjuk, hogy a hatd er6k az anyagi pont gyorsulasaval
vannak kapcsolatban. Egyrészt, a v = allandé feltételbdl kovetkezik, hogy a tangencidlis
gyorsulas nulla: a; = 0. Masrészt pedig a feladat szévegébol egyértelmii, hogy a mozgas egy
kényszerfeltételnek megfeleléen torténik: a test korpalyan mozog. Korpalyan valé mozgas
esetén a normadlis gyorsulas:

n = 7. (2.9)
Ez a kifejezés is kényszerfeltételnek tekinthetd, hiszen a kérmozgas feltételébdl vezetheto le
(lasd [LI5] példa). Azt is tudjuk, hogy a mozgas a vizszintes sikon torténik, ezért a fiiggbleges
irdnyd (azaz a palya szempontjabdl binormaélis irdnyt) gyorsulds nulla.
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A dinamika alaptételének alkalmazasidhoz szabadtest abrét kell rajzolni (még ilyen egysze-
rii feladat esetében is!). Az dbra felajzolasa sordn azt kell figyelembe venniink, hogy a vizsgélt
anyagi pont csak a Fold nehézségi erdterével és a kényszerpalydval van kolesonhatasban (lasd
ZT3)/b abra).

A feladat megoldasahoz a dinamika alaptételének komponens egyenleteit irjuk fel. Célsze-
ri a palyahoz illeszkedo, tangencialis, normaélis és binormalis egységvektor iranyaban felvenni
a koordindta-rendszer tengelyeit.

maz = 0, (2.10)

may, = K, (2.11)

0=Ky,—myg (2.12)

A masodik egyenletbdl a kényszererd normalis komponense K, = mTf’Q, a figgéleges (binorma-
lis) komponense Kj, = mg, az els6 egyenlet szerint pedig ismét azt kapjuk, hogy a tangencialis
gyorsuléas nulla. [

Praktikus tandcsok a szabadtest abrék rajzolasaval kapcsolatban:

e To6bbféle mddja is van a szabadtest dbra rajzolasnak. A cél minden esetben az, hogy

az abra segitsen a dinamika alaptétele komponens egyenleteinek felirasaban.

e Egyszeri feladatok esetében, amikor konnyen atlathatd az erd- és gyorsulasvektorok

iranya, célszerii ezeket a fizikai érzékiinknek megfelel6 irdanyt vektorokként berajzolni,
ahogy az alabbi példa mutatja.
2.15. példa: Rajzoljuk meg egy lejton lecsiszo hasdb szabadtest abrdjat!

Megoldas:

Az 6sszes, hasdbra haté eré (Fg strlodési ers, F y normalerd és G nehézségi erd) irdnya
és a gyorsulds hatdsvonala is ismert, ezért a szabadtest abrat a 2ZI4]/b dbran lathaté
modon rajzolhatjuk meg. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a [214)/a szerkezeti dbra sok

Szabadtest abra:

Z}/ FS
7

(a) (b)

2.14. abra. (a) Lejtén lecsiiszo test. (b) Szabadtest dbra. Minden vektor irdnya
(és az erévektorok értelme is) ismert, ezért azokat a fizikai szemléletiinknek meg-
felel6 iranyban rajzoljuk fel. Ha elég meredek a lejté és kicsi a surlodasi tényezo,
akkor a hasab lefelé gyorsul — ezt feltételezve rajzoltuk be a gyorsulas vektorat.

tampontot ad arra vonatkozdan, hogy milyen erdket tiintessiink fel a szabadtest abran.
A haséb az &dbran jelolt testekkel (vagy mezokkel) lehet kolesonhatédsban.

Az egyik test a lejtd, melyrél F norméaler6 és — mivel az dbra szerint p surlédasi
tényezo jellemzi a két test érintkezését — Fg surlédasi eré addédik at. A szerkezeti
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abrarol leolvashatjuk a sebesség irdnyat, tehat cstszasi surlédasrdl van szo és az Fg
er6 a hasab sebességével ellentétes iranyu.

A masik test, mellyel kdlcsonhatasban van a hasab, a Fold — pontosabban annak ne-
hézségi erotere. Ennek hatasara a szerkezeti abran lathaté g szimbolum utal.

Az erék irdnya pontosan ismert ebben a feladatban, a gyorsulasrol viszont nem tud-
hatjuk biztosan, hogy a lejtén lefelé vagy felfelé mutat-e. Ez nem jelent problémat
a szabadtest-dbra felrajzoldsa soran: a feladat adatai (pl. a lejté szoge és a surlédasi
tényez0d) ismeretében berajzolhatjuk a gyorsulds valdszini irdnyat. Ha negativ gyor-
sulas jon ki a dinamika alaptételének megoldasabdl, az a berajzolttal ellentétes iranyua
gyorsulast jelent. [

e Ha bonyolultabb a feladat (szamitds nélkiil nem hatarozhat6é meg az egyes erék, gyor-
suldsok irdnya), akkor javasolt a skaldr komponensek feltiintetése a kovetkezé modon:
az egyes testek szabadtest abrain mindenhol a felvett koordinata rendszernek megfele-
16en pozitiv irdnyban rajzolt nyilakkal és a nyilak mellé irt pl. a,, F},, Bas, (szintén a
koordindta-rendszer tengelyeinek megfelelden felvett elgjelii) szimbolumokkal jeloljik
az egyes gyorsulas- illetve er6komponenseket, mint a ZT5/b és a abrékon.

Szabadtest abra: Szabadtest abra:

v Y Fs A Fs
7 7
N GI EFN N GI EFN
v X

(a) (b) ()

2.15. dbra. (a) Lejtén lecsiisz6 hasab, melynek gyorsuldsa a, < 0. (b) Jé szabad-
test abra, a koordinata-rendszer pozitiv iranyanak megfelelGen felvett gyorsulas
komponsenssel. (c¢) Hibas szabadtest abra, félreérthetéen felvett gyorsulds kompo-
nenssel.

Ebben az esetben pl. a, = —5 m/s? azt jelenti, hogy a valésidgban a nyil felvett irdnyéval
ellentétes iranyu a gyorsulds x komponense.

A szabadtest abra megrajzolasa és az egyenletrendszer felirasa soran tehat minden kom-
ponenst pozitivnak tekintiink, csak a megoldas sordn helyettesitjiik be az ismert (akar
pozitiv, akar negativ) értékeket és szamitjuk ki az ismeretleneket — melyek automatiku-
san a koordinata-rendszernek megfelelo el6jelekkel adodnak. Ez a jelolés egyértelmii és
jol alkalmazkodik a — dinamikaban gyakran elofordulé — nagy méretii egyenletrendsze-
rek szamitogépes megoldasahoz, valamint a kinematikai egyenletek vektori jellegéhez.
Természetesen az egyenletrendszer megoldasa utdn nem maradhat el az eredmények
elemzése, szemléletiinkkel vald osszevetése.

Félreértést okozhat, ha pl. az x tengely negativ iranyaba mutatd nyil mellé negativ
értéki szimboélumot frunk, pl. a, = —5 m/s?. Ekkor nem lehet egyértelmiien eldonteni,
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as3z

53

<—FS

BT

2.16. Abra. Forgattyus-csiiszkas mechanizmus és a harom test szabadtest abrai.
(a) Szabadtest abrdk a testek kézott haté erd-ellenerd parok eltérd jelolésével és
a komponensek pozitiv iranyban térténé felvételével. (b) A szabadtest abrak fel-
rajzolasanak javasolt médja, az eré-elleneré parok azonos jelolésével és ellentétes
irany1 berajzolasaval.

hogy a, eléjele a felvett nyil irdnydhoz viszonyitva értend6 (azaz a valésagban a nyilhoz
képest ellentétes irdnyu a gyorsulds) vagy a felvett koordinata-rendszerhez képest (azaz
a valésagos gyorsulasnak megfelel6 irdanyba mutat a nyil), ezért ezt a megoldast — amit
a [ZI8/c dbran illusztralunk — kertilni kell.

Egymaésra hato testek esetében Newton III. értelmében az lenne a legkorrektebb eljaras,
ha a két testre kiilonb6z6 jelolésti belsé eré komponenseket (pl. Bag, és Bsa,) vennénk
fel, mindent pozitiv iranyban és az egyenletrendszerhez hozzavennénk a Newton III.-
nak megfeleld6 B3y, = —Ba3, jellegli egyenleteket. Ilyen mdédon megrajzolt szabadtest
abrakat lathatunk a [ZT6)/a dbran. Ezt a moédszert azonban nem javasoljuk, mert
feleslegesen noveli az egyenletek szamat.

A javasolt eljards az, hogy a szabadtest dbra rajzolas soran az elsoként sorrakeriil6
testre berajzoljuk a megfelelé belsé er6 komponenst (pl. C,) pozitiv irdnyban, majd
a masik testre negativ iranyban rajzoljuk be az elleneronek megfelelé komponenst,
de ugyanazzal a szimbélummal jeloljiik (a példaban C,). Ennek megfelels szabadtest
abrék lathatok a [ZT6)/b abréan.

A szabadtest abrak alapjan felirhato egyenletrendsze megoldasa soran kapott C,
bels6 eré komponens eldjele és a berajzolt nyil alapjan meg tudjuk allapitani, hogy

8 A példaban szerepld, merev testekbdl 4116 rendszer mozgasét jellemzé egyenletrendszerrdl a 32 fejezetben
lesz sz0.
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melyik testre milyen irdnyt er6 hat (pozitiv C,: a berajzolt irdnyban hat; negativ C,:
a rajzolttal ellenkezé irdnyt, mindkét test esetében).

2.16. példa: A [ZT17/a dbrin ldthaté mechanikai rendszer két elhanyagolhato tomegi csi-
gabol, a rajtuk dtvetett kotélbol, tovabbd a kotél szabad végére rogzitett my tomegi anyagi
pontbol, valamint a mozgocsiga B pontjahoz kdtéllel rogzitett mo tomegil anyagi pontbol dll.
A rendszer elemei a fliggdleges sikban, nehézségi erétérben mozognak. A kotél idedlis, azaz el-
hanyagolhato tomegii, nyiujthatatlan és nem csuszik meg a csigikon. Mekkora a két tomegpont
gyorsuldsa?

=
4

\I/ Szabadtest dbrak:

= of |5
b |y Ky | K> o
Y @ - a; = Zh' o | @ ?JQI 7 @
i l !
I | mig Mag ‘ e
(a) (b)
2.17. abra. (a) Szerkezeti dbra és a haszndlt koordindtdk. (b) A feladatban
szereplS testek szabadtest abrai. Mivel a csigdk témege elhanyagolhato, azokra
egyensulyi egyenletek irhatok fel. Ez az oka annak, hogy nincsenek feltiintetve a
csigak gyorsulasallapotanak jellemzoi.
Megoldas:

Vezessiik be az y; és yo koordinatakat a két anyagi pont mozgasanak jellemzéséhez! Mindkét
koordinatat az allocsiga A csukldjatol fiiggblegesen lefelé mérjiik, a [ZT7)/a dbra szerint. Az
anyagi pontok gyorsuldsai a; = 41 és as = jo.

A szabadtest dbra megrajzolasa segiti a feladatban szerepld erék és mozgasok szemléletes
elképzelését, ami lehetOséget adhat a felirandé egyenletrendszer egyszeriisitésére. Ebben a
feladatban azt hasznalhatjuk ki, hogy a csigdk tomege elhanyagolhatd, ezért azok pontja-
inak gyorsitasahoz elhanyagolhaté nagysaga erdre van sziikség. Kovetkezésképpen, azokra
egyensilyi egyenleteket irhatunk fel. Igy az &llocsiga szerepe csupan a kotélben ébredd Ko
er$ irdnydnak megvéltoztatdsa, ahogy a [ZIT)/b szabadtest abrdan lathatjuk. Ez azt jelenti,
hogy — hacsak nem kell kiszamolni az F4 reakcider6t — az allécsigara nem sziikséges felirni a
dinamika alaptételének megfeleld egyenletétﬁ

A két anyagi pont és a mozgdcsiga szabadtest abraja is a 2I7)/b dbran ldthatd, melyek
alapjan a dinamika alaptételének harom alabbi egyenletét kapjuk:

mi1j1 = mig — Ky, (1)
maljs = mag — Ko, (2)
0§ = K — 2K, (3)

YAz allécsiga szabadtest dbrajan a feladatban vézolt koriilmények mérlegelése utan (elhanyagolhaté to-
megll csiga, idedlis kotél) jeloltiik ugyanazzal a szimbélummal a két kotélagban ébredé erét. Tovabbi meg-
fontolést igényel, hogy sziikség van-e az F 4 kényszerer6 meghatdrozasara. Az egyenlet felirasanak elhagydsat
tehdt jol meg kell gondolni — az a legbiztosabb, ha fel is irjuk: 0 = Fq — 2K5.
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A kovetkez6 1épés annak a kényszerfeltételnek a figyelembevétele, mi szerint a kotél hossza
nem valtozik, azaz 2y; + yo = allandé. Nekiink a gyorsulasok szintjén kell felhasznalnunk ezt
a feltételt. Kétszeres id6 szerinti derivalissal'd az alabbi Osszefiliggést kapjuk a két anyagi
pont gyorsulasai kozott: "

2

21 +i0 =0, azaz a; = -5 (4)

Ez azt jelenti, hogy a mozgdcsiga gyorsuldsa ellentétes iranytu a kotél szabad végének gyor-
suldsaval és fele akkora nagysagi. Ez a feltétel a fenti gondolatmenet szerint a sebességekre
is igaz. Az (1)-(4) egyenletrendszer megolddsdbdl az is latszik, hogy a kotél szabad végén
ébred K5 er6 feleakkora, mint az m; testre haté Ky erd:

6my mo K, . my— 2my

K =—" Ko="—, a1 =ij1=—"79, a3 =is=—2aj.
1 m1+4m29, 2 5 1= m1+4m29 2 = Yo 1 [ )

2.3.3. A dinamika alaptétele gyorsulé vonatkoztatasi rendszerek-

ben

Newton I. torvénye szerint 1éteznek olyan vonatkoztatasi rendszerek, melyekben teljesiil a
tehetetlenség torvénye — ezek az inerciarendszerek. Tegytk fel, hogy taldltunk egy (a
abran (0)-val jelolt) inerciarendszert. Az el6z6 fejezetek szerint ebben a vonatkoztatési rend-
szerben meg tudjuk vizsgalni egy ((2)-vel jelolt) anyagi pont mozgésat a dinamika alaptétele
alapjan.

relativ palya

2.18. abra. Inerciarendszer (0), gyorsulé rendszer (1) és vizsgalt anyagi pont (2)
kinematikai jellemzdi és az anyagi pontra hato F,., = F + Fg, + Fg,, relativ eré
Osszetevoi.

Az inerciarendszereket az kiillonbozteti meg a gyorsuld vonatkoztatasi rendszerektél, hogy

azokban minden erd valodi erd, azaz 1étezo testek hatasaként értelmezhetd. Ez a feladatok
nagy részében segiti a testek kozti er6hatasok attekintését, a szabadtest abra felrajzolasat és

1OMinden kényszerfeltétel derivaltja is igaz.
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a dinamika alaptételének felirdsat. Mégis, szamos gyakorlati és elvi probléma kénnyebben
targyalhat6 olyan (az dbran (1)-gyel jelolt) vonatkoztatdsi rendszerben, ami a (0) inercia-
rendszerhez képest gyorsul.

A kinetika gyorsul6 rendszerekben érvényes Osszefiiggéseinek targyaldsa soran a relativ
kinematikaval kapcsolatos [L2Z.T11] fejezet jelolésrendszerére és eredményeire tamaszkodunk.
Az ott kozoltek alapjdn nyilvanvald, hogy ha az (1) vonatkoztatési rendszer gyorsulé mozgast
Vége, akkor az (1)-beli megfigyel6k gyorsulonak latjdk a (2) mozgdsit akkor is, ha a
(2) testre hat6 er6k ereddje zérus — gondoljunk példdul egy hazra, amelynek ,mozgéasat”
egy gyorsuld vonatbdl akarjuk leirni. A latszolagos gyorsulast olyan erdk megjelenésével
magyarazhatjuk, melyek nem valédiak, nincs ,forrasuk”. Felmeriil a kérdés, hogy ebben az
esetben hogyan alkalmazhato a dinamika alaptétele.

Galilei relativitési elve (Z41] tétel) szerint a dinamika alaptétele ugyanolyan marad min-
den inerciarendszerben, tehat alland6 tomegli anyagi pont esetén

mapoyg — F. (213)

Itt apyy a P geometriai pontban talalhatd anyagi pont abszolit gyorsulasa, F pedig a valodi
er0, melynek van forrasa, tehat ra lehet mutatni azokra a testekre, melyek az eréhatast
okozzak. Célunk az, hogy gyorsulé rendszerben is hasonléan irjuk fel a dinamika alaptételét,
azaz

mapoy = Frel (214)

alakban, ahol apy; a relativ gyorsulas, F,; pedig a relativ erd, tehat az az erd, melyet az (1)
gyorsul6 rendszerben levé megfigyel6k tapasztalnak. Az (LI90) képlet alapjan az abszolat
gyorsulas kifejezheté az alabbi alakban:

apyy = ap21 + apip + acor, (2.15)

ahol apjp az (1) vonatkoztatési rendszernek a (2) anyagi ponttal fedésben levé pontjanak
gyorsuldsa — a szdllito gyorsulds —, ac,, = 2wig X Vo1 pedig a Coriolis-gyorsulds. Tehat

mapyy = Mmapy + mapig + Macor, (2.16)

azaz
mapo1 = Mapyy — MaAp1g — MACy- (217)

A (ZI4) képlet alapjan az egyenlet jobb oldaldn szerepld kifejezés a relativ erével egyenld.
Felhaszndlva, hogy mapsy = F, a relativ er6

Frel =F — mapig — Macgor- (218)

A fenti képletet gy értelmezhetjik, hogy az (1) gyorsuldé vonatkoztatési rendszerben 1é-
v6 megfigyel6 szamara nincs 6sszhangban a tapasztalt aps; gyorsulas és a valodi F eredd
er0. Ezért feltételezi tovabbi eréhatasok megjelenését — ezek a tomeg x gyorsulas jellegii
mennyiségek azonban nem egy valodi test hatdsaként jelennek meg.

2.17. definicidé. Az

F.. = —mapo (2.19)

SZALLITO EROT és az
FCOr = —Magy, = 2Mmvpo; X Wi (220)
CORIOLIS-EROT ldtszdlagos, fiktiv vagy tehetetlenségi erdknek nevezik. )

HTehat az (1) test silypontjanak gyorsuldsa vagy a szogsebessége vagy a szdggyorsuldsa nem nulla.
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Ezzel sikerilt tisztazni a (2I4]) egyenletben szerepld relativ eré fogalmat. Mivel (214
formalisan nem kiilonbozik az inerciarendszerekben érvényes ma = F egyenlett6l, minden
inerciarendszerben érvényes definicio és tétel kimondhato gyorsuld rendszerben is — annyi
kiilonbséggel, hogy az ,,abszolit” mennyiségeket ,relativ”’ mennyiségekre kell cserélni.

Vizsgaljuk meg a két legegyszeriibb specialis esetet:

1. Allandé gyorsuldst, haladé mozgast végz6 vonatkoztatasi rendszer: e,y = 0,
wip = 0 és ag = 4allandd, ahol Q az (1) gyorsulé vonatkoztatdsi rendszerhez rogzi-
tett koordinata-rendszer origbja. Ekkor az (1) vonatkoztatédsi rendszer minden pontja
azonos gyorsulassal mozog, tehat apig = aq és a szallitd erd

F,. = —maq, (2.21)

mig a Coriolis-erd zérus, mert wiy = 0 miatt a Coriolis-gyorsulas is nulla.

2.18. példa: Egy aq gyorsuldssal indulo villamoson dllandd relativ sebességgel (tehdt
a gyorsulé rendszerben egyensilyban) eldre sétdlva igy tapasztaljuk, mintha egy emel-
keddn haladndnk felfelé. Mi ennek a magyardzata?

>
)

Vb1 Y

(1)

aqn

(0) Szabadtest abra: Szabadtest abra:

a=20

dc

K

() (b)

2.19. dbra. (a) Egy gyorsulé villamosban allandé relativ sebességgel mozgé utasra
haté Fg, + G relativ eré ferde hatdasvonalii. A gyorsulé rendszerben ezzel az
erével tart egyensilyt a villamos padléjardl atadodé K kényszerers. (b) A gyorsulé
villamosban térténé mozgdas megfeleltetheté egy ¢ = arctan(agq/g) hajlasszogt,
allo lejtén térténd mozgasnak. A két eset a K kényszereré nagysagaban tér el.

Megoldas:
A 219 abra alapjan a villamoshoz rogzitett gyorsulé rendszerben az mg nehézségi
er6 mellett az Fy, = —magq szallité erd is hat. Mivel mindkét eré a tomeggel aranyos,



2.3. A dinamika alaptétele és annak alkalmazasa 131

ereddjiik egy ferde hatdsvonalt, my/g? + a% nagysagu er6, amivel a villamos padldjarol
atadodo kényszererd tart egyensulyt. Ez dinamikailag (szinte) teljesen megegyezik az
emelkedén torténd mozgas soran tapasztalhatd eréviszonyokkal. [

2. Allandé szogsebességgel forgé vonatkoztatisi rendszer: ag = 0, wyy = allandd,
tehat €19 = 0. Ez az eset az () ponton dtmend pillanatnyi forgastengely koriili stkmoz-
gasnak felel meg. Ekkor az €2 pontbdl a vizsgalt testhez mutatd pp L w helyvektorral
kifejezhetd a szallitd gyorsulas:

apiy = aq + € X pp — Wipp = —WiPp. (2.22)

Kovetkezésképpen, a szallitéd erd nagysaga egyenesen aranyos a tengelytol mért tavol-
saggal, és sugariranyban kifelé mutat:

F,. = —mapo = —m(—wfopp) = mwfopp. (2-23>

Ez az erd az un. centrifugalis erd, ami tehat a szallito erd specialis esete. A centrifugalis
erd egy un. eréteret (14sd 2431 definicid) alkot, hiszen a vonatkoztatési rendszer minden
pontjahoz hozzérendelhet6 egy F(r) er, ami az oda helyezett m tomegi testre hatna.
Ezt illusztralja a abra.

2.20. abra. (a) All6 tengely koriil forgé vonatkoztatdsi rendszerben 16v8 m t6-
megli tomegpontra a tengelytol mért tavolsaggal aranyos nagysagu szallité erd
(centrifugdlis eré) hat. (b) Ha a test va; relativ sebessége nem nulla és nem is
parhuzamos az wyg szogsebességgel, akkor Coriolis-eré is hat ra.

Forgd (wio # 0) vonatkoztatési rendszerben a forgastengellyel nem péarhuzamosan
mozgd (vpg # 0 és vpo ff wip) testre Coriolis-erd is hat:

FCor = —2mw10 X Vpop = 2mVp21 X W1 # 0. (224)

2.31. megjegyzés: A Fold is forog, tehat a foldi vonatkoztatasi rendszerben is tapasztalhatd
a szallito- és a Coriolis-erd. A szallité er6 befolyasolja a Fold felszine kozelében mérhetd
nehézségi er6t — ennek kapcsan lasd a 2331 megjegyzést. A Coriolis-er tgy értelmezhetd,
hogy a mozgd test alatt elfordul a Fold, ezért a test nem a varakozasainknak megfelel6 palyat
irja le. Ez magyarazza az un. Foucault-inga viselkedését is, mely latszolag folyamatosan
valtoztatja lengési sikjat, valéjaban azonban a Fold fordul el alatta. A Fold északi féltekéjén
a mozgd testek jobbra, a déli féltekén pedig balra tériilnek el a Coriolis-eré miatt. Lefolyokban
elvileg az 6ramutatd jarasaval ellentétes forgasiranyu orvénylést okoz a Coriolis-er6 az északi
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féltekén, de a valésdgban ez nehezen figyelheté meg, mert a mérnoki gyakorlatban el6forduléd
esetekben (és egy szokdsos méretii fiirdészoba lefolydjdban) dltaldban elhanyagolhatéan kicsi
ez az er0, igy a legkisebb zavaras is ellentétes irdnyu orvény létrejottéhez vezethet. Nagy
id6 és tavolsag skaldkon azonban szamottevo a Coriolis-eré hatdsa: ennek tulajdonithato a
légkori ciklonok és anticiklonok létrejotte (1asd Z21] dbra), melyek jelentésen befolyasoljak az
id6jarast. )

2.21. abra. A forgé Foldon az alacsony nyomési (nedves, meleg) légtémegek
felemelkedésekor a kérnyezé teriiletekrél odaaramlik a levegs. A Coriolis-eré ha-
tasara a levegé részecskéi spiralis palyan haladnak, az igy kialakulé képzédmény a
ciklon. Az anticiklonok hasonlé struktiraju, magas nyomasu képzédmények, me-
Iyekben a levegé lefelé aramlik és a talaj kézelében spiralis mozgast végezve terjed
5z6t.

2.3.4. Folyamatok id6beli leirasa a dinamika alaptétele alapjan

A dinamika alaptétele alapjan a tomegpontra haté erck meghatarozzédk a test gyorsula-
sat — pozicidjat és sebességét azonban csak kozvetve, a gyorsuldson keresztiil befolyasoljak.
Ugyanakkor az erétorvények a leggyakoribb esetekben olyan alakiak, hogy csak az anyagi
pontok helyétol, sebességétol és az id6tol fliggenek — ebben a jegyzetben mi is erre az esetre
korlatozédunk.

2.32. megjegyzés: Olyan modellek is felallithatok, melyekben mas fizikai mennyiségektol
fligg6 erdtorvényeket haszndlunk. Logikai tton nem zarhatd ki olyan természeti erétorvé-
nyek létezése, melyek az anyagi pont gyorsuldsatél linedrisan fiiggenek. A gyakorlatban ilyen
modellek sok esetben csupan egy formalis atalakitasbol adédnak, mi szerint a mechanikai
rendszer egyes komponenseinek megfelel6 ma tagokat ercként veszik figyelembe. Ez a meg-
kozelités példaul hajok mozgasanak vizsgalata sordan elényos, mert a hajé kozelében 1évo
viztomeg egy része egylitt mozog (gyorsul) a hajéval és ezt er6ként lehet figyelembe venni. A
gyorsul6é vonatkoztatasi rendszerekben fellépé tehetetlenségi erck nem ebbe a kérbe tartoz-
nak, hiszen azok nem a vizsgalt test, hanem a vonatkoztatasi rendszer gyorsulasatol fiiggenek,
azaz adott kiils6 erének tekintenddk.

A szabélyozéastechnikdban elvileg barmilyen fizikai mennyiségtol figed szabalyozd er6
el6allithatd, azonban nem szabad figyelmen kiviil hagynunk azt a tényt, hogy a szabalyozashoz
id6re van sziikség, tehat sohasem az aktualis, hanem mindig egy kicsit korabbi allapot alapjan
torténik a szabdlyozé er6 generalédsa.
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Sok olyan mechanikai modell allithaté fel, amelyben az er6 nemcsak a pillanatnyi, hanem
valamekkora id6vel kordbbi allapottol, pl. a kitéréstdl (is) fiigg. Ilyen példdul az esztergélés,
ahol a szerszam mozgasat befolydsoljak a feliilet egyenetlenségei — melyek a szerszam egy
fordulattal korabbi mozgasa soran alakultak ki.

Elektrodinamikaban az tin. sugdrzasi visszahatasi eré (Abraham-Lorentz-erd) a gyorsulas
els6 id6 szerinti derivaltjatol (jerk) figg. Megmutathatd, hogy ez a fajta erémodell olyan
megoldasokhoz is vezethet, melyek sértik az tn. ,,0ksag elvét”, példaul egy test az er6 meg-
jelenése elott elkezdhet gyorsulni. Ez nyilvan a modell hidnyossagaival van Gsszefiiggésben, a
természet torvényei nem ilyenek. &

Ha egy allandé tomegili anyagi pont mozgasanak folyamatdt akarjuk leirni, akkor a dinamika
alaptétele differencialegyenlet alakjaban irhato fel.

2.19. definicié. Az anyagi pont MOZGASEGYENLETE az aldbbi mdsodrendi, kézonséges dif-
ferencidlegyenlet:
mi = F(r, 1,1), (2.25)

aholr, T és 1 az anyagi pont helyvektora, sebessége és gyorsuldsa. s

Mivel az anyagi pontra hat6 erék kozvetleniil csak a gyorsulast hatarozzdak meg, az r(t) moz-
gastorvény meghatarozasahoz — azaz az egyenlet megoldasahoz — ki kell egésziteni a (Z20))
egyenletet a megoldasra vonatkozo egyéb feltételek megadasaval is. Ilyenek lehetnek az un.
kezdeti feltételek (kezdeti pozicié és kezdeti sebesség), vagy peremfeltételek (pl. kezdeti po-
zici6 és végpozicid).

2.20. példa: Hatdrozzuk meg eqy Fold felszine kozelében ferdén elhajitott test mozgdstorve-
nyét a dinamika alaptétele alapjdan!

Szabadest abra:

Zz

2.22. abra. Ferde hajitas szemléltetése a haromdimenzios térben és az elhajitott
test szabadtest abraja.

Megoldas:
A légellenallast elhanyagolva és a Foldet inerciarendszernek tekintve a testre csak a G = mg
nehézségi erd hat. Az ennek megfelelden megrajzolt szabadtest dbra a abran lathato. A
dinamika alaptétele a kovetkez6 differencidlegyenlet alakjat olti:
s 0
m| gy | = 0 , (2.26)
Z —mg
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ahol a koordinata-rendszer z tengelye fiiggélegesen felfelé mutat. A komponens egyenletek-
bél latszik, hogy az elhajitott test gyorsulasanak x és y komponense nulla, z komponense
pedig —g. Tehét a sebesség vizszintes komponensei allanddak, fliggbleges komponense pedig
linearisan valtozik. A mozgastorvény két egymds uténi integraldssal hatdrozhatd meg:

x(t) = vozt + w0,
y(t) = voyt + o, (2.27)

1
z(t) = §gt2 + vozt + 20.

A képletben szerepld integraldsi konstansok a kezdeti poziciot (xg,yo, 20) és a kezdeti sebes-
séget (voz, Voy, Vo-) adjak meg. [

2.33. megjegyzés: A (2.20) képlet z komponens egyenletében mindkét oldalon megjelenik
az anyagi pont tomege, két kiilonb6z6 szerepben: az myepZ = —mgy,g egyenlet bal oldaldn
szereplé myep, Un. tehetetlen tomeqg a test tehetetlenségét fejezi ki, tehat azt, hogy mennyire
tud ellenallni a ra haté erdk gyorsité hatasanak.

A jobb oldalon ldthaté myyy, silyos témeg viszont azt fejezi ki, hogy mennyire vonzza a
Fold gravitdcidés mezeje (pontosabban a nehézségi erd, lasd aldbb) az adott testet. A kisérleti
tapasztalatok szerint ez a kétféle tomeg egyenlo nagyszigﬁ A gravitacié és a tehetetlenség
azonban a newtoni dinamikéban teljesen fiiggetlen egymastél! A tehetetlen és silyos tomeg
kisérletileg tapasztalt egyenlésége mogotti okokra az altalanos relativitaselmélet deritett fényt
a huszadik szazad elején.

A hétkoznapi széhaszndlatban gyakran — helyteleniil — a suly szét hasznaljdk a tomeg
elnevezés helyett. A sily fogalmat ugyan tobbféle médon lehet értelmezni, de minden ér-
telmezésben erd jellegli mennyiségrol van szo, tehdt a suly mértékegysége Newton. A suly
értelmezése szorosan kapcsolddik a gravitdcios erd és a nehézségi eré fogalméhoz, ezért az
alabbiakban ezeket is definidljuk.

2.23. dbra. Az F, gravitdcios eré (a) és a G nehézségi er6 (b) a vizsgalt testre
hat. A két eré abban kiilonbézik, hogy a nehézségi erd tartalmazza a Fold forga-
sabdl szarmazo ¥, szallité (centrifugdlis) erét is. A suly (c) nem a vizsgalt testre,
hanem a kornyezetére — az alatamasztasra vagy felfiiggesztésre — hat.

A gravitaciés er6 barmely két, tomeggel rendelkez6 test kozott hatd, vonzd erd. Egy mq
tomegli tomegpont altal egy mésik, mo tomegli tomegpontra hatéd gravitacids erd

mimaor

Fyr = —7 : (2.28)

rZ2 r

2Estvos Lorand a réla elnevezett ingéval nagy pontossaggal igazolta a silyos és tehetetlen témeg egyen-
16ségét.
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ahol az r vektor m1-t8l mo-héz mutat, v ~ 6,67408-10~1* m?/(kg s?) pedig a gravitécios
allando6. A gravitacios erd nagysaga tehdat a tavolsag négyzetével forditottan ardnyos.

A nehézségi er6t egy forgd égitest felszine kozelében értelmezziik. Az égitest kozelében
1év6 testekre hat a gravitdcids erd és — mivel a forgas miatt az égitest nem inerciarend-
szer — tehetetlenségi erdk is fellépnek (lasd 233 fejezet). A tehetetlenségi er6k — a
gravitacids er6hoz hasonlé médon — a test tomegével aranyosak (pontosabban, a gra-
vitdcids erétorvényben mggy, a tehetetlenségi erdk kifejezésében pedig my.p, szerepel,
de ezek egyenld nagysagiak), ezért mindkét erd kifejezésébdl kiemelhet6 a vizsgalt test
m tomege. A nehézségi erd az égitest felszinén nyugvo testre hatd gravitacids erd és
tehetetlenségi erd (centrifugdlis erd) eredéje, amit G = mg alakban fejezhetiink ki. g
a nehézségi gyorsulas vektora, ami az égitest szamos paraméterétdl fiigg és a felszin
kiilonb6zé pontjaiban kiilonbozé irdnyi és nagysagti. A Foldon a gyakorlati feladatok
tilnyomé tobbségében az el6fordulé magassdgok elhanyagolhatéak a (nem pontosan
gomb alaki) Fold sugardhoz (R =~ 6378 km) képest, ezért a graviticids er6 helytél
valé fliggését elhanyagolva, a felszin egy pontja kozelében ugyanazzal a g nehézségi
gyorsuldssal szamolhatunk, ami Magyarorszagon g ~ 9,81 m/s? nagysagu.

A stily fogalmat két, teljesen eltér6 moédon értelmezik a szakirodalomban. A régebbi nézé-
pont szerint a suly a nehézségi erével megegyezd, tehat a vizsgalt testre hatd ero.

A modernebb felfogas szerint azonban a sily azt az erdt jelenti, amivel a test az ala-
tamasztasat nyomja vagy a felfiiggesztését hizza — tehdt nem a vizsgdlt testre, hanem
annak kornyezetére hat. A sily ebben az értelmezésben az az erd, amit egy test fel-
emelésekor érziink. Természetesen ,nehezebbnek” érziink egy testet, ha nagyobb gyor-
suldssal akarjuk megmozditani, ezért a suly fligg a vizsgdlt test gyorsuldsatél. A Fold
felszinén nyugvé test silya a talajrol atad6dé normélerd ellenereje, a talajra haté mg
er6. Egy szabadon es0, g gyorsuldsu test azonban nincs alatamasztva, silya nulla, azaz
a sulytalansdg allapotédban van (lasd [Z9] példa).

A definici6 szemléletes volta mellett meg kell emliteni, hogy altalanos helyzetekben tor-
ténd értelmezése szamos elvi kérdést vet fel, rdadasul mérnoki feladatokban a sily fo-
galma kevéssé hasznalhato. Egy tobb testbol all6 mechanikai rendszer esetében ugyanis
egy adott test aldtdmasztasat/felfiiggesztését vagy nem értelmezziik, vagy a tobbi test
hatasanak kell tulajdonitanunk. Ez utobbi esetben viszont a kivalasztott test stlya a
test altal a tobbi testre hato erék ereddje, aminek kiszamitasara gyakorlati szempontbol
ritkdn van sziikség. A tovabbiakban mellézziik a suly fogalmanak hasznalatat. &

A ([Z2Z5) differencidlegyenlet megoldasa altaldban nem olyan kénnyti, mint a bemutatott
példaban, ahol csak két id6 szerinti integralast kellett elvégezni. Az altalanos esetben ez
nem teheté meg, mert az F(r(t),t(t),t) figgvény éppen a meghatarozandé r(t) mozgastor-
vénytol fiigg. Sok esetben — elsdsorban amikor nemlinearis fiiggvény irja le az er6torvényt és
tobb kolesonhaté test mozgasat vizsgdlva (220) alakt egyenletekbdl all6 egyenletrendszert
akarunk megoldani — nem is létezik analitikus, képlettel megadhaté megoldds. Mar harom,
gravitaciés erével kolesonhatd anyagi pont esetén megmutathato, hogy a mozgas kaotikus,
hosszi tavon el6re nem jelezheto — ez az an. hdromtest probléma.

A mozgéasegyenlet megoldasanak nehézségei miatt elonyos lehet, ha (223]) helyett olyan
egyenleteket tudunk felirni, melyek csak egyszeres derivalast tartalmaznak — kovetkezés-
képpen, a mozgas sebességére vonatkozéan adnak informéciét. Tobbféle ilyen egyenlet is
felirhato, ezek levezetését Osszefoglaloan a mozgasegyenlet integrdlasanak nevezik.
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2.4. A mozgasegyenlet integralasa, megmaradasi tételek

2.4.1. Impulzustétel

Szamos gyakorlati feladatban lényegtelenek a mozgas folyamatanak részletei és elegendo
csak kitiintetett idopontbeli értékeket — példaul kezdo- vagy végallapotbeli sebességeket —
kiszamolni. Ilyen feladatokban hasznos az impulzustétel (lendiilet tétel):

2.21. tétel. IMPULZUSTETEL. Az impulzus (lendilet) t1 és to idépontok kozotti megudlto-
zdsa egqyenld az un. EROLOKESSEL:

I(ty) — I(t) = [ Fdt, (2.29)

t1

ahol fttf Fdt az erélokés, vagy mds néven EROIMPULZUS.

Bizonyitas:
Newton masodik torvényének id6 szerinti integraldasa alapjan azonnal adédik, kihasznalva,
hogy [T dt =1(ty) — I(ty). ®

Mivel az impulzustétel és Newton masodik torvényének dltaldnos alakja (Z3) egyenértékiiek,
ezért gyakran az I = F osszefiiggést is impulzustételnek nevezik. Ha a szovegkornyezetbél
nem deriil ki egyértelmtien, hogy melyik tételre gondolunk, akkor az I = F képletet az impul-
zustétel differencidlis alakjanak, a [229) kifejezést pedig az impulzustétel integral alakjinak
fogjuk nevezni.

Az itt bevezetett er6lokés fogalmat elsésorban ttkozések vizsgalata kapcsan hasznaljuk.
Utkozések soran ugyanis nem konnyti lefrni a két test kozott haté erék idbeli valtozasat. Az
er0 integraljat — az erélokést — viszont az impulzus megvaltozasa alapjan ki lehet szamitani.

Olyan esetekben is jol hasznalhat6 az impulzustétel integral alakja, amikor valamilyen er6
atlagos értékét akarjuk kiszamitani. Az impulzustételt ugyanis a At = t, — t; idétartammal

valé osztassal It It . .
— 2

(f2) = I(t) _ Fdt (2.30)

to — t1 to —t1 Ju

alakban is felirhatjuk, ahol a jobb oldalon szereplé tag az F &tlagos er6. Az impulzus
megvaltozasat Al-vel jelolve

_ Al

F=—. 2.31
Az igy kapott atlagos érték alkalmas lehet az er6 nagysagrendjének becslésére, amire gyakran
van sziikség a gyakorlatban.

2.22. példa: Egy m = 20 t tomegl autébusz v = 0.1 m/s sebességgel gordil eqy vizszintes
stkon, a[2.24] dbranak megfelelden. Atlagosan mekkora fékezd erére van szikség ahhoz, hogy
10 s alatt megalljon?

Megoldas:

Az impulzus megvéltozasdnak nagysidga AI = mv = 2000 kg m/s, amit At = 10 s alatt

akarunk elérni. Tehat az atlagos fékezd er6 nagysdga

_ AT
F=="=200N. 2.32
A, = 200 (2.32)

Ekkora erét akar egy ember is ki tud fejteni, az abranak megfeleléen megallitva a lassan
gurulé jarmiivet. ’'s
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Szabadtest abra:

Ly

2.24. abra. Autébusz megallitasahoz sziikséges atlagos erd szamitasa az impul-
zustétel alapjan.

2.23. példa: Egy 500 t tomegii repiilégép vi = 200 m/s = 720 km/h sebességgel repiil.
Egy adott t; = 0 pillanatban a pilota kikapcsolja a motort és siklorepiiléssel halad tovabb, a
vizszintessel B = 5°-0s szdget bezdaro egyenes palydn. A to = 100 s pillanatban a repiilogép
sebessége mar csak vy = 180 m/s = 648 km/h. Hatdrozzuk meg a légellendllassal kapcsolatos
fékezo erd dtlagos értékét!

Szabadtest abra:

2.25. Abra. Siklorepiilésben haladé repiil6gép és a hozza tartozo szabadtest dbra.

Megoldas:
Célszerii a haladési irdnyban felvenni az x tengelyt. A repiilogépre a G = mg nehézségi
er6 mellett a levegd aramlasaval kapcsolatos, a palyara meréleges iranya F. emel6 er6 és a
palyaval parhuzamos Fy fékez6 eré hat. Ezek figyelembevételével felrajzolhaté a repiilégép
szabadtest dbraja (225l dbra).

Mivel egyenes palyan mozog a gép, az impulzus irdnya nem valtozik: végig x iranyt marad.
Nagyséaga azonban megvaltozik a fékezé erd és a nehézségi eré x komponense, G = mgsin(f)
hatasara. Tehat az impulzustétel szerint

/t2 (mgsin(B) — Fy) dt = I(t2) — I(t1). (2.33)

t1

A nehézségi erének megfelel$ tag allandd, annak integréldsa az id6tartammal vald szorzasnak
felel meg. A fékezd erd sebességfiiggd, tehdt valtozik, azonban mi most az atlagos értékét,
azaz az

1 t2

to —t1 Jy

Fy = Fy dt (2.34)

mennyiséget akarjuk kiszdamolni. Az impulzustétel ennek megfelel6 alakja:

(mgsin(B) — Fy)(t2 — t1) = mvg — muy, (2.35)
amibdl a fékez6 erd atlagos értéke
Fr=m (21 - :2 + gsin(ﬂ)) ~ 527500 N. (2.36)
2 —h

[ )
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Az impulzustétel konnyen altaldanosithaté tobb anyagi pont, tehat anyagi pontrendszer
esetére. Ehhez els6 1épésben az anyagi pontrendszer impulzusanak fogalmat kell tisztazni.

2.24. definicié. Anyagi pontrendszer lendilete (impulzusa) az egyes anyagi pontok lendilet
vektorainak vektori ereddje, azaz n tomegpont esetén I =371 | m;v,. &

2.25. tétel. Anyagi pontrendszer lendiilete a pontrendszer teljes m = 3.1 | m; tomegének és
a SULYPONT SEBESSEGENEK a szorzata, azaz

I=mvg. (2.37)

L
— I,
Vo I
I

2.26. abra. Anyagi pontrendszer teljes impulzusa I =Y ";" | m;v; = mvg, ahol a

stilypont sebessége v = Y i1 TEv;.
Bizonyitas: N
A stlypont helyvektora definicié szerint rg = %, amibdl a sulypont sebessége vg =
rg = w = >itq vy, ahogy a 226 dbra mutatja. Az impulzus definicidjit felhasz-
nalva .
L myv; d > myr;
I= Zmin‘ = mM = m—m = mrg = mvg. (2.38)
— m dt m
i=1 ‘
Az impulzus fenti kifejezésének id6 szerinti derivalasaval
. n
I=> ma, =masg, (2.39)
i=1

ahogy a 227 4bra mutatja.

2.26. kovetkezmény. Anyagi pontrendszer impulzus deriviltja a pontrendszer teljes m =
ST, m; tomegének és a SULYPONT GYORSULASANAK a szorzata, azaz

I = mag. (2.40)
)

Figyelembe véve a2.33] megjegyzést, helyesebb lenne silypont helyett tomegkdzéppontrol

« /e

szerepelnek. Azonban mivel a miiszaki mechanikaban szinte kizarélagosan a ,sulypont”
elnevezést hasznaljak, mi is megmaradunk ennél a hagyomanyos elnevezésnél.
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2.27. dbra. Anyagi pontrendszer impu]zus derivéltja I = Yo, mia; = mag, ahol

a siilypont gyorsuldsa ag = Y ;" | “ta;.

2.27. tétel. IMPULZUSTETEL ANYAGI PONTRENDSZERRE.

: ¢
I=F, (differencidlis alak), I(ty) — I(ty) = / ’ Fidt (integrdl alak), (2.41)

t1
ahol ¥, = 32" | F; azn testbol dllo anyagi pontrendszerre hato kilsé erok ereddje.

Bizonyitas:
A differenciélis alak az anyagi pontrendszerekre vonatkozo

n
j=1

egyenletek (lasd ([27))) Osszegzésébdl adédik. A bal oldalon all6 tagok Osszege, ([238]) figye-
lembevételével:
Zmlaz _d X mv (2.43)
m

A ([Z72) egyenlet jobb oldaldn elkiilonitve lathaték a kiils6 és belsé erék. Az Osszegzés
eredménye

i (Fz + i Bz‘j) Z Fi+ Zn: i B, (2.44)
=1

J=1 i=17=1

ahol (Z.8) miatt a belsé erdkre vonatkoz6 Gsszegzés eredménye nulla. Tehat csak a kiilsé
erdk ereddje marad meg, a tétel allitasanak megfeleléen. Az integral alak ezutan id6 szerinti
integraldssal adédik. [ )

Az anyagi pontrendszerre kimondott impulzustétel jelentéségét mutatja, hogy ebbdl leve-
zethet6 Newton II. és III. torvénye is, tehat tomorebb lenne az ,alapigazsagaink” rendszere,
ha ezt a két torvényt kicserélnénk a ([Z2T]) tétellel.

2.34. megjegyzés: A lendiilet (és a kés6bb bevezetendé perdiilet) fogalma dltaldnosithaté:
elektrodinamikai feladatokban az elektromos tér is rendelkezhet impulzussal és perdiilettel.
Ez az oka annak, hogy példaul mozgo toltések kolecsonhatasa sordan Newton harmadik torvénye
mechanikai értelemben nem feltétleniil teljesiil. )

A 2.261] kovetkezmény és a [2.27] tétel alapjan kimondhaté az alabbi tétel:
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2.28. tétel. SULYPONT (TOMEGKOZEPPONT) TETEL. Anyagi pontrendszer pontjai igy mo-
zognak a rdajuk hato erok hatdsa alatt, hogy a kozos sulypont ag gyorsuldsanak és a rendszer
teljes m tomegének szorzata a kilso erck ¥y ereddojével eqyenld, azaz

mag = Fy. (2.45)
o

A stlypont tételnek megfeleloen, a belso erék nem befolyasoljak a silypont mozgasat. Ezért
példaul egy ferdén kilott tiizijaték rakéta siulypontja a toltet szétrobbanasa utan is az eredeti
parabola palyat koveti, a [Z28 abranak megfelelGen.

L A

f le o

2.28. abra. Szétrobband tiizijaték rakéta darabjainak silypontja a rakéta eredeti
parabolapalyajat koveti.

@)

X

A sulypont tétel ravilagit arra is, hogy az anyagi pont modellje szamos gyakorlati fel-
adatban felhasznalhat6. Ha egy kiterjedt test forgasatol eltekinthetiink vagy nem akarjuk
meghatarozni, akkor a test mozgasanak vizsgalata visszavezethet6 a stulypontjaba képzelhetd
anyagi pont mozgasara.

Ugyanakkor a belso erok is komoly hatéssal lehetnek a mechanikai rendszer egyes ele-
meinek mozgéasara. Itt csak a forgérészek kiegyensulyozatlansaganak problémajat emlitjiik
meg (3.0 fejezet), ami karos rezgésekhez vezethet szamos gép miikodése sordn.

Fontos specidlis eset, amikor a kiils6 erdk eredéje nulla. Ilyenkor a pontrendszer impul-
zusa megmarad:

2.29. kovetkezmény. Az IMPULZUSMEGMARADAS (LENDULETMEGMARADAS) TETELE. Ha
a ty és ty idopontok kozott az anyagi pontrendszerre hato kilso erck eredoje nulla, akkor a
pontrendszer impulzusa dllando marad. [ )

Az impulzusmegmaradés tételét szamos feladatban alkalmazhatjuk; segitségével sok je-
lenségre adhatunk kvalitativ magyarazatot. Példaul ha valaki kilép egy all6 csénakbol, akkor
a csénak a parttol ellokédik (229 dbra), puskalovés leaddsakor pedig a puska ,visszarig” —
mindkét esetben elhanyagolhatjuk a kiilsé erdk hatasat, tehat a csénakbol és utasabol illetve
a puskabdl és a lovedékbdl allo rendszer silypontjanak helyben kell maradnia.

2.30. példa: Az mg = 30 g tomegi lovedék vy = 300 m/s sebességgel csapddik bele eqgy M =
3 kg tomegii, vizszintes talajra tett dobozba. Az iitkézés — melynek idétartama t = 0.01 s —
tokéletesen rugalmatlan, azaz a lovedék és a doboz az 1itkdzés utan eqyiitt mozog. A talaj és
a doboz kozti surlodasi tényezo p = 0.1. Mekkora sebességgel indul el a dobozbol és lovedékbol
allo test?
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my
g&
Mo &
E o
E =
\F O
my
Vi
S _f
.
meo 7
rtr/ 1
Vo

2.29. abra. Csénakbdl valo kilépéskor a csonak ellokédik a parttol, mig a csénak
és utas kozos stlypontja helyben marad. Az abra az ms < my esetet mutatja.

lg Vi

(b)

2.30. Abra. M tdmegii dobozba becsapodo myg témegi puskagolyd. Sebességal-
lapot titkézés el6tt (a) és utan (b).

Megoldas:
Feltessziik, hogy az {itkdzés soran ébredd erd sokkal nagyobb, mint a dobozra haté tobbi
er0, ezért a talaj és a doboz kozotti surlodasi erot elhanyagoljuk az titkozés idétartama alatt.
Ebbdl kdvetkezik, hogy a rendszer teljes impulzusa nem valtozik az titkdzés soran. Az titkozés
el6tti Iy és utani I; impulzus nagysagat az alabbi alakban fejezhetjiik ki:
k
Ip=mg-vo+M-0=9 52,
S
I = (mo + M)Ul. (246)

Az impulzusmegmaradasbol kovetkezéen I; = Is, amibdl az iitkdzés utani sebesség

mo Vo

L V1

~ 297 —. (2.47)
S
Ellenérizzik, hogy jogos volt-e a strlédasi erd elhanyagolasa! Az titkdzési eré nagysagrendjére

a doboz impulzusdnak megvaltozasdbol kdvetkeztethetiink:

_ Mo
Fitx = !

~ 891 N, (2.48)

ami valéban sokkal nagyobb, mint az Fg = pMg = 2.943 N nagysagu surlodasi ero. [

2.31. példa: Adjunk becslést arra, hogy eqy v sebességgel a levegdben kildtt, adott méreti
lovedék milyen tdvolsagot tehet meg, mielott megcill

13Ezt a problémat maga Newton is megvizsgalta; ebben a feladatban is az 6 gondolatmenetét kovetjiik.
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2.31. abra. Egy v sebességgel kil6tt, | hossziisagu nyilvessz6 repiilése soran a
kézeg stirtiségével és a megtett L tavolsaggal aranyos témegi levegét 1ok félre.
Repiilés kézben fokozatosan atadja sajat | hosszaval és stiriiségével aranyos impul-
zusat a kozegnek, ezért a 16vés L hatétavolsaga kozelitéleg egyenesen aranyos a
I6vedék | hosszaval.

Megoldas:

Abbdl indulunk ki, hogy a lévedék akkor all meg, amikor teljes impulzusat atadta az utjaba
es6 kozegnek, amit maga eldl félrelok. Feltéve, hogy a félrelokott kozeg sebessége nagyjabdl
megegyezik a lovedék sebességével, a két tomegnek is meg kell egyeznie egymaéssal. Legyen a
l6vedék keresztmetszete A, hossza [, stirtisége pisy, a kozeg siirtisége pedig prs,! Ha a l6vedék
L hosszusagu utat tesz meg (lasd 231 dbra), akkor ALp);, témegl kozeget taszit félre, azaz
a két tomeg egyenlGsége miatt

ALPkéz = Alplbv; (249)
amibol
Plov
L= (2.50)
Pkoz

tehat a kozegbe valé behatolas L tavolsaga a lovedék [ hosszaval aranyos!

A fa és a levegd siirliségének aranya koriilbeliil 500, ezért a fentiek szerint egy 1 m hosszi
nyilvesszével nagyjabdl 500 m-re lehet elléni. A honfoglalds kori magyarok reflexijainak mai
maésolatai nagyjabél 200 m-re hordanak, modernebb konstrukciokkal elérheté a 600-700 m-
es 16tavolsag is [I9]. Tekintetbe véve, hogy milyen bonyolult dramlas alakul ki a nyilvesszé
koriil, a bemutatott egyszerli szamitas jo nagysagrendi becslésnek tekintheto. e

Az impulzusmegmaradas tételének tovabbi fontos kévetkezménye az, hogy kiilsé erék
nélkiil (amikor tn. zart rendszert vizsgalunk), a stlypont gyorsuldsa nulla, tehat a silypont-
hoz inerciarendszert rogzithetiink, és az itt felvett koordinata-rendszerben szamos feladat
kezelése lényegesen leegyszertisodik — ezt az eljarast leginkdbb csillagészati problémakban
alkalmazzak.

2.4.2. Teljesitménytétel

A dinamika alaptételében a vizsgdlt anyagi pont teljes gyorsulasvektora szerepel, azaz a
tangencialis és a normalis gyorsulas vektori 0sszege. A gyakorlati feladatok nagy részében a
normalis gyorsulas azzal hozhatd kapcsolatba, hogy a test valamilyen adott kényszerfeliileten
vagy kényszerpalyan mozog. Mivel a kényszereket biztositd kényszererok pontos értéke sok
esetben lényegtelen, ilyenkor célszeri kiilon vizsgalni a dinamika alaptételének tangencidlis
irdnya komponens egyenletét.

Ezt nemcsak a vektor alakban felirt egyenletek megfelel6 komponensekre bontasaval te-
hetjik meg, hanem — kissé eltéré formaban — a skalaris szorzat tulajdonsagainak kihasz-
naldsaval is. Az ma = F egyenlet tangencidlis (sebességgel parhuzamos) iranyu vetiileti
egyenletét a sebesség iranyu tangencialis egységvektorral torténé skalaris szorzas segitségé-
vel kaphatjuk meg (lasd egyenlet és abra).
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Szabadtest abra:

2.32. dbra. (a) Kényszerpalyan mozgé anyagi pont. (b) Az anyagi pont szabad-
test dbrdja, amin az F = K + G eredd erét tiintettiik fel. (c) A teljesitménytétel
az eredl erének csak a sebességgel parhuzamos F; komponensét veszi figyelembe,
ezért olyan egyenletre jutunk, melyben a sebességre meréleges K kényszereré nem
jelenik meg.

Kovetkezésképpen,
ma— = F—. (2.51)

Mivel a vektorok abszolut értékével valé szamitas nehézkes, a |v|-vel valé osztastdl tekintsiink
el:

mav = Fv. (2.52)

A fenti egyenlet jobb oldalan all6 kifejezést az F erd teljesitményének nevezziik.

2.32. definicié. Az F erd TELJESITMENYE az F erének és az erd tamaddspontjdban lévd
anyagi pont v sebességének skaldris szorzata:

P=F-v. (2.53)

A teljesitmény mértékegysége W (Watt). 1 W =1 J/s =1 Nm/s. s

Anyagi pont esetében a haté erék tamadaspontja ugyanaz a geometriai pont, igy az Osszes
teljesitmény szamitasakor minden erévektort ugyanazzal a sebességvektorral kell megszoroz-
ni. Tehat az Osszegzett teljesitmény egyenl6 az eredd erd teljesitményével. A fenti definicio
akar merev testekre haté erd teljesitményének szamitasara is hasznalhaté (1asd tétel).

Nagyon fontos, hogy a teljesitmény eldjeles skalar mennyiség! Ha az er6 sebesség iranyu
vetiilete a sebességgel egyezd irdnyu (gyorsit), akkor a teljesitmény pozitiv, ellenkez6 esetben
negativ, amint a abra mutatja.

P>0 P <0

2.33. abra. A P teljesitmény elGjele az erd és a sebesség egymashoz viszonyitott
irdnyatol fiigg.
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Most térjiink rd a (Z52) egyenlet bal oldalanak vizsgdlatdra. Az [[9] definicié szerint
mav = ma|v|, ami — varakozasainknak megfeleléen — a tangenciélis gyorsuldsrél hordoz
informéciot.

Az alkalmazasok szempontjabol elényos, ha az el6jeles v palyasebesség és annak derivalt-
ja, a palyagyorsulas segitségével fejezziik ki (252) bal oldaldt:

mav = mov. (2.54)

Arra toreksziink, hogy a dinamika alaptételéhez (I = F) hasonlé alaku differencidlegyenle-
tet kapjunk, azaz kell keresniink egy megfeleld fizikai mennyiséget, aminek az id6 szerinti
derivéltja éppen mav. Mivel ma =1 és a (Z52)) egyenlethez egy sebességgel vald szorzassal
jutottunk, célszerti elészor a lendiilet és a sebesség szorzataval, az Iv = mvv = mv? kifejezés
derivaltjaval probalkozni:
d .

Vv = mav + mva = 2mav = 2mov. (2.55)
Ez a sziikséges kifejezés kétszerese, tehat (252) bal oldala a kinetikus energianak nevezett
1/2 mvv = 1/2 mv? kifejezés derivéltjaval egyenld:

d /1,
— (= = mov. 2.
> (va ) mov (2.56)

2.33. definicié. Anyagi pont KINETIKUS (MAS NEVEN MOZGASI) ENERGIAJA:

1
T = §mv2. (2.57)
A kinetikus energia mértékegysége J (Joule). 1 J =1 Nm. s

A fentieket Osszefoglalva, kimondhaté a kovetkezd tétel:

2.34. tétel. TELJESITMENYTETEL. FEgy anyagi pontra haté erdk dsszegzett teljesitménye
egyenld az anyagi pont mozgdsi energidjanak idé szerinti derivdltjdval:

T =P (2.58)
[ )

2.35. megjegyzés: A kinetikus energia nem tartalmaz informaciét a sebesség iranyarol, csak
annak nagysagarol. Ennek megfelelGen, az id6 szerinti derivaltja is a sebesség nagysaganak
véltozaséval kapcesolatos. Erdekes megfigyelni, hogy a teljesitménytétel nem alkalmazhaté az
anyagi pont induldsanak pillanatdban, azaz v = 0 sebesség mellett, hiszen akkor a teljesit-
mény nulla. Ez nem okoz ellentmondast, hiszen a teljesitménytétel a dinamika alaptételének
sebességgel vald skalaris szorzasabdl szarmaztathato, igy nulla sebességnél értelemszertien a
semmitmondé 0 = 0 egyenletre vezet. Az indulds pillanatdban (v = 0, a # 0) a kinetikus
energia id6 szerinti els6 derivaltja nulla, mésodik derivaltja viszont mar barmilyen nem nulla
gyorsulas esetében pozitiv. 5

2.35. példa: Egy | hosszusagi fondl végére erdsitett m tomegid anyagi pont (matematikai
inga) a nehézségi erétérben végez lengd mozgast. Mekkora a test palyagyorsuldsa adott ¢
szognél, ha a légellendlldst elhanyagoljuk?
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Szabadtest abra:

2.34. abra. Matematikai inga (a) és a test szabadtest abraja (b).

Megoldas:
A megoldas elsd 1épésében szabadtest abrat rajzolunk, mely a[234] 4bran lathatd. A berajzolt
© sz0g irdanyanak megfeleléen értelmezziik a v = [ palyasebesség és v = [ palyagyorsulds
elojelét.

A kotélrél atadodo kényszererd merdleges a sebességre, tehat teljesitménye nulla. Az
anyagi pontra haté nehézségi er6 teljesitménye pedig

P = mgv = —mgvsin(p), (2.59)

hiszen ha v pozitiv, akkor az anyagi pont ¢ névekedése iranydban mozog, igy gv < 0.
A kinetikus energia T' = 1/2 mv?, aminek a derivaltja

T = miw. (2.60)

A teljesitménytétel értelmében tehat mov = —mgvsin(p), azaz a pélyagyorsulds
0 = —gsin(yp). (2.61)
[ )

A fenti példaban a kotéler6 szerepe a korpéalyan torténé mozgas — mint kényszerfeltétel —
biztositasa. Mivel teljesitménye nullanak adodott, a kotéleré nem jelent meg a teljesitmény-
tételben. A dinamikaban kitiintetett szerepliek az ilyen tulajdonsagu, ugynevezett idedlis
anyagi pontrendszer esetére. Ezt a teljesitménytétel alabbi dltalanositasan keresztiil tessziik
meg:

2.36. tétel. n darab egymdssal kélcsonhato anyagi pontbol dllo pontrendszer esetében

T =P, (2.62)

ahol L
T = 5 Z mivf (263)

i=1

a pontrendszer mozgasi energidja és
i=1 i=1j=1

a pontrendszerre hatd kilsd (F;) és belsé (By;) erdk dsszegzett teljesitménye.
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Bizonyitas:

Mind a kinetikus energia, mind a teljesitmény esetében csupan Osszegeztiik az egy-egy anyagi
pontra vonatkozé, a teljesitménytételt kielégité mennyiségeket, tehat a tétel allitdsa igaz
marad. Fontos, hogy nemcsak az F;-vel jelolt kiils6, hanem a B;; belsé eréknek is lehet
nullatol kiillonb6zo teljesitménye, hiszen két kiilonbo6z6 sebességii tomegpont esetében Bio =
—Boy; ellenére Byavy + Boyvy # 0 (az els6 index utal arra, hogy melyik testre hat az erd). #

A teljesitménytétel egyetlen skalar egyenletet szolgdltat, ezért nagyon jol hasznéalhato
Osszetett, de egy szabadsagi foki mechanikai rendszerek vizsgalata soran. Azonban — amint
lattuk a fejezetben — csuszasi surlodas esetén Osszefligg a surlodasi eré a normalero-
vel, ezért hidba egy szabadsagi foki a rendszer, a tangencialis gyorsulas kiszamitasahoz két
egyenletet kell felirni. Kovetkezésképpen, az ilyen feladatok nem oldhatok meg a teljesit-
ménytétel segitségével (lasd a 2262] feladatot). Idedlis kényszerek esetében nem 1ép fel ez a
probléma.

2.37. definicié. IDEALIS KENYSZER: olyan kényszer, amit biztositd kényszererdk eqgyiittes
teljesiténye nullal" &

Ha a kényszert a v; tamadaspontu Fj. kiilso erd biztositja, akkor idealis kényszer esetén
P=F;v,=0. (2.65)

Ha a mechanikai rendszer ¢ és j indexli elemei kozott a B;; és Bj; erdk biztositanak
kényszerkapcsolatot, akkor pedig

Bijvi + Bjivj = 0, (266>

ahol v; a B;; erd, v; pedig a Bj; eré tdmadaspontjanak sebessége és B;; = —Bj;.

A fenti definiciébol nem kovetkezik, hogy idedlis kényszerek esetében a B;; és Bj; kény-
szererOk tamadaspontjai azonos sebességlick — elegendd, ha a sebességek kényszererokkel
parhuzamos komponensei egyeznek meg.

Példak idealis kényszerekre:

e Egy rogzitett lejtérdl a rajta surlodasmentesen csiszo hasabra hatdé normaleré mero-
leges a sebességre, ezért teljesitménye nulla, idedlis kényszert biztosit ([Z35/a abra).

e Egy mechanizmus két elemének csuklés kapcesolata esetében a kényszerfeltétel az, hogy
a két test csukloba eso pontjai egytitt kell hogy mozogjanak. Ezt a kényszerfeltételt biz-
tositjak a két testre egymasrol atadodo belso erck. Ebben az esetben a két test azonos
sebességli pontjara hato, ellentétes iranyt erdkrdl van szé, ezek egyiittes teljesitménye
tehat nulla (Z30)/b abra).

e Ha két anyagi pont elhanyagolhaté tomegli merev riddal (vagy hizott kotéllel) van
osszekotve, akkor a kényszerfeltételbdl kovetkezoen a két anyagi pont radiranyu se-
bességkomponenseinek egyenloknek kell lennitik az [[L31] kévetkezmény miatt. Ugyan-
akkor a két anyagi pontra haté radirdnyd kényszerersk ellentétes értelmfiiek. Igy a
kényszererck egytittes teljesitménye nulla (Z38)/c dbra). Ebbél kovetkezik, hogy egy
merev testen belili belso erok teljesitménye is mindig nulla.

1Az idealis kényszerek kore valdjaban b6vebb, mint amit ebben a definiciéban megadtunk. A szakiro-
dalomban azt nevezik idedlis kényszernek, amikor a kényszererék tn. virtualis teljesitménye nulla — igy az
id6tdl fiiggd kényszerek is tekinthetdk idedlisnak (14sd a 2491 példat).
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2.35. abra. Példak idealis kényszerekre.

e Gordiilés soran a talajjal érintkezd pont sebessége nulla, tehat a talajrol atadodo, a
gordiilést biztosité kényszererd teljesitménye is nulla (2.35)/d abra).

A teljesitménytétel tobb szabadsagi fokt rendszerek esetében is érvényes, de ekkor ritkdn
hasznaljak, hiszen csak egyetlen skalar egyenletet szolgaltat. Leginkabb tobb testbol allo, de
egy szabadsagi fokii mechanikai rendszerekre érdemes alkalmazni. Ehhez ki kell fejezni az
Osszes test koordinatajat egyetlen, alkalmasan valasztott koordinataval — vagy a koordinatak
derivaltjai kozott kell megadni a megfelel6 Gsszefiiggést.

A vélasztott koordinata lehet elmozdulas vagy (merev testek esetében) szogelfordulds is,
a megoldas menete mindkét esetben ugyanolyan. Ezért ezt a koordinatat dltalanos koordi-
natanak nevezik.

Ha csak idealis kényszerek korlatozzak a rendszer elemeinek mozgéasat, akkor a teljesit-
ménytétellel meghatarozhaté az altalanos koordinata masodik derivaltja, amibdl szamithatd
a tobbi test gyorsulasallapota is. A kovetkezo példaban ezt az eljarast mutatjuk be.

2.38. példa: A[ZT0] példa megoldasa teljesitménytétellel. A abrdan lathaté mechanikai
rendszer két elhanyagolhato tomegi csigabol, a rajtuk dtvetett kotélbol, tovabbd a kotél szabad
végére rogzitett my tomegid anyagi pontbol, valamint a mozgocsiga B pontjahoz kotéllel régzi-
tett mg tomegii anyagi pontbol dll. A rendszer elemei a fiiggéleges sikban, nehézséqi erdtérben
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mozognak. A kotél idedlis, azaz elhanyagolhato tomegii, nyujthatatlan és nem csuszik meg a
csigakon. Hatdrozzuk meg a két tomegpont gyorsuldsdt a teljesitménytétel segitségével!

24
i 'v Y2
v
__-PC mo | —L
|
le mq 1g

2.36. abra. A [ZI6] példa szerkezeti abréja, a teljesitménytétel alkalmazasahoz
jobban illeszkedé koordinatakkal. A sebesség eloszlasa is lathaté a csigak vizszintes
atmérsi mentén.

Megoldas:

A 2161 példa tapasztalatai — és szemléletiink — alapjan tudjuk, hogy az m; és mo tomegi
testek ellentétes irdnyban mozognak. Vegyitk fel a koordinatdkat ennek figyelembevételével,
azaz mérjik az ms tomegi test helyzetét megado ys koordindtat az A csukld vonalatdl lefelé, a
B pont helyét megadd Y7 koordinatat pedig egy tetszdleges helyzettél felfelé! Yi-et valasztjuk
altalanos koordinatdnak. Most is hasonléan lehetne megadni a két koordinata kapcsolatat,
mint a 2.J6] példaban, de ezittal méas megkozelitéssel irjuk fel a kotél dllandé hosszanak
megfelel§ kényszerfeltételt.

A mozgdcesiga ugy tekinthetd, hogy az a kotél allé szakaszan gordiil, ezért P sebesség-
poélusa a csiga és a kotél érintkezési pontjaban taldlhaté. Mivel egy merev test pontjainak
sebessége aranyos a sebességpolustol mért tavolsidggal, a abra szerint vo = 2vg. A C
pont a kotél mozgd részével azonos nagysdgi sebességgel mozog, ezért vo = Yo (ami pozitiv,
ha lefelé mozog a (2)-es test). Mivel vp = Y] (ez pozitiv, ha felfelé mozog az (1)-es test),
ezért

Yo = 2V, és id8 szerinti derivdlassal

ijp = 2}'}1’ (2.67)
ahol Y; = V1, Y2 = Vg, Y] = ay 6s 7o = ag a két test sebessége illetve gyorsuldsa. Ezeket a
feltételeket be tudjuk helyettesiteni a teljesitménytételhez felirandé kifejezésekbe.

A két csiga tomege elhanyagolhatd, ezért azok nem jarulnak hozza a rendszer kinetikus
energidjahoz, igy

1 1 1 2 1 . : S -
T = §m1?)% + §m2v§ = §m1Y1 + §m2y22 = T =mY1 Y1+ moys io. (2.68)

A (Z67) kényszerfeltételeket kihaszndlva

T = (m1 + 4m2)Y1 Y1 (269)
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A kényszerek idedlisak, mert nem 1ép fel surlédasi erd, a kotél pedig nyujthatatlan. Ezért
csak az aktiv eréknek — a két tomegpontra haté nehézségi erknek — van nullatél kiillonbozo
teljesitménye. Ha felfelé, Y7 novekedésének irdnyban mozog az mq tomegii test, akkor a ra
haté nehézségi erd teljesitménye negativ. Ugyanekkor a kényszerfeltétel miatt az mo tOmegi
test lefelé mozog, ezért az mog er6 teljesitménye pozitiv. Tehat a teljesitmény

P = —migYi + magie = (2me — m1)gY; (2.70)

alakban fejezhetd ki. A teljesitménytétel szerint (m; + 4m2)Y1 Y, = (2mg — my) gY7, tehét

2m2 —ma

Yl =a; = g, (271)

my + 4ms

ami megegyezik a[2.J16] példdban kapott eredménnyel, hiszen most ahhoz képest forditva — a
feladathoz jobban illeszked6 modon — vettiik fel az Y7 koordinatat. [

2.4.3. Munkatétel

A dinamika alaptételének integralasaval egy gyakorlatban jol hasznalhaté tételre, az impul-
zustételre jutottunk. Ehhez hasonldan, a teljesitménytétel id6 szerinti integralasa is egy
fontos tételre vezet, a munkatételre.

2.39. definicié. Egy P teljesitményl erdérendszer dltal a t; és ty (ahol ty > t1) idépontok
kiozott végzett MECHANIKAI MUNKA (vagy roviden munka):

t
W= [ Pt (2.72)

t1

A munka mértékegysége J (Joule). &

2.40. tétel. MUNKATETEL. Az anyagi pont vagy pontrendszer mozqdsi energidjanak t, €és
ty idopontok kozotti megudltozdsa eqyenld a rd hato erdorendszer altal végzett munkdval:

T(tg) — T(tl) = Wis (2.73)
[ Y

Bizonyitas:
Az allitas a teljesitménytétel integralasaval lathatd be. 'Y

2.41. példa: Szamitsuk ki, hogy a[2Z22] példdban mekkora munkdt végzett a fékezd erd (237
dabra)!

Szabadtest abra:

[ARNRRRNERY|

2.37. abra. Autébusz megallitasa.
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Megoldas:

A [Z27] példa szerint az autobusz sebessége 10 s alatt csokken v(0) = 0.1 m/s-rél nulldra, azaz
v(t) = 0.1 — 0.01¢ m/s. Feltételezve, hogy a fékez6 erd allandd, annak nagysiga F' = 200 N.
Mivel a fékez6 er6 és a sebesség iranya ellentétes, az idében valtozod teljesitmény

P(t) = —v(t)F = —20+ 2t W, (2.74)

a végzett munka pedig definicié szerint

to 10
Wi, = [ P(t)dt = / =20+ 2t dt = [~20t + £]
0

t1

10
0 = —200 4 100 = —100 J.  (2.75)
A munkatétel szerint ennyivel kellett csokkennie a 20 t tomegii autébusz mozgasi energiaja-

nak. Valéban,
1 5 1 i
T = §mv(0) = 520000 -0.01=100J ¢és 1Ty =0, (2.76)
tehat

Ty — Ty = —100 J. (2.77)

Ez utébbi eredmény fiiggetlen attol, hogy pontosan milyen iitemben csokkent az autdébusz
sebessége. Kovetkezésképpen, nem kovettiink el hibat azzal, hogy a fékezd erét allandénak
tételeztik fel. 'Y

2.42. példa: Hatdrozzuk meg a surlodadsi eré munkdjat eqy csuszva gordild korong esetében!

Megoldas:
Ugynevezett cstuszva gordiilés soran (238 dbra) a talajjal érintkez6 K pont (kontakt pont)
sebessége nem nulla, ezért a csuszasi surlédasi eré munkat tud végezni.

Szabadtest abra:

2.38. abra. Csuszva gordiils kerék sebességdllapota (a) és szabadtest abrdja (b).
A K kontakt pont sebességvektorat nem sziikséges feltiintetni a szabadtest abran.
Cstszasi sirlédasos feladatokban azonban célszerti berajzolni, mert a surlodasi eré
irdnya azzal ellentétes.

Mivel cstszas kozben az Fg surlédasi eré mindig ellentétes irdnyt az érintkezési pont
v sebességével, a surlédasi er6 teljesitménye és munkaja negativ, mig az Fpy normalerd
teljesitménye nulla. A talajrél atadodo Fx = Fg + F kényszererd altal végzett munka

to

W12 == FKVK dt, (278)

t1
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ahol
—uFyN
Fr = Fy . (2.79)
0
A talajjal érintkez6 pont sebessége
VK = Vg +WwW XTrsg, (2.80)

ami ellentétes a surldédasi er6 iranyaval. Ha a v sebesség idGbeli valtozasa ismert, akkor
behelyettesitheté a (Z78) integrélba, ami igy kiszdmithaté. Példdul ha mind a stlypont
gyorsulasa, mind a test szoggyorsuldsa allandé, akkor a kerék silypontjanak sebessége és
szogsebessége vg, = agy(t —t1) + vg1, illetve w, = €, (t — t1) + w1, alakban adhaté meg, ahol
U1z és w1, a t = ti-ben felvett értékeket jeloli. Ezekkel kifejezhetd a K pont sebessége:

UKx(t) = asx(t — tl) + vg1, + T(e’;‘z(t — tl) + wlz) > 0, (2.81)

Tehét a surlodasi er6 munkaja a t; és to idopontok koézott

to
Wi = /t —pFN vka(t) dt = —WZN (ase +1e2) (ta — t1)* — pFN (vs0s + rwoz) (ta —t1).
1 (2.82)
A feladatban szerepld korong kinetikus energidjanak kifejezését csak a3l fejezetben ismertet-
jiik, ezért azzal most nem foglalkozunk. Azonban elére bocsatjuk, hogy a munkatétel merev
testekre is alkalmazhatd, tehat a fenti képlettel kifejezett munka megadja a korong kinetikus
energidjanak valtozasat. Egy ezzel kapcsolatos szamitas talalhat a B.37] példaban. [ )

A munkatétel jelentéségét az adja, hogy egyes esetekben az ertrendszer altal végzett
munka — és igy a mozgasi energia megvaltozasa — konnyen meghatarozhaté. Ez az oka
annak, hogy a fejezet tovabbi részében a munka kiszamitasanak problémajaval foglalkozunk.

A munka kiszamitasa vonalintegral segitségével

Egy anyagi pontra haté F er6 munkdajanak kiszamitasa P = Fv miatt az aldbbi képlet
alapjan végezheto el:

to

t1

Ha a dr = vdt helyettesités végrehajthato, akkor a munkat a
Wi = /()F~dr (2.84)
r(t

vonalintegral alakban is felirhatjuk. FEz a felirasi méd alkalmat ad a munka kovetkezd ér-
telmezésére: a palya mentén kis dt id6 alatt dr-rel elmozduld anyagi pontra haté erének és
az elmozdulas erével parhuzamos komponensének a szorzatald egy kis elemi dW munkaval
egyenld. A kis elemi dWW munkakat integralassal osszegezve kapjuk meg az erd altal az adott
pélyagorbén végzett munkat (239 abra).

A fenti megkozelités elsésorban akkor haszndlhato, ha az anyagi pont valamilyen id6ben
allando6 F(r) erdtér (lasd és [Z41] abrék) hatédsa alatt mozog.

15 A vonalintegralban az F és dr vektorok skaldris szorzata szerepel.
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2.39. abra. A G nehézségi erd altal dt id6 alatt végzett elemi munka kiszamitasa
kétféle moédon is lehetséges: a teljesitményen alapuléo dW = Gvdt képlettel és az
erd iranyaban torténé elmozdulast figyelembe vevé dW = Gdr formulaval.

2.43. definicié. EROTERNEK nevezzik a térnek azt a tartomdnydt, melyben eqy anyagi
pontot barmely P pontba helyezve, arra meghatdrozott, a P pont helyétol és az idotol fiiggo
erd hat. Mds megfogalmazdsban, erétérnek nevezik azt az F = F(r,t) alaki vektormezdt,
amely a tér minden pontjihoz erd vektort rendel. Az erétér idében dllandd (idétdl figgetlen),
ha minden t pillanatban ugyanazt az erdé vektort rendeli a tér adott pontjidhoz, azaz kifejezhetd

F(r) alakban. &

A miiszaki mechanikdban a (2.84]) képlet helyett a teljesitményen alapulé 2391 definiciét
tekintjiik els6dlegesnek. Ennek az az egyik oka, hogy szamos feladatban — els6sorban me-
rev testekre haté er6k munkajanak szamitasakor — a haté eré nem értelmezhetd erdétérként
és/vagy nem értelmezheté a dr elmozdulds. Példaul egy sikmozgast végzé test gordiilése
vagy csuszva gordiilése soran a talajrol atadoédoé kényszererd csak az érintkezési pontban
adédhat at, tehat nem alkot erdteret. Ugyanakkor minden pillanatban més és mas anyagi
pont érintkezik a talajjal, igy a (Z84]) képletben szereplé dr elmozdulds nem értelmezhe-
3[4 A teljesitményen alapulé ([Z83)) képlet viszont ekkor is jol hasznélhaté, ahogy lattuk a
csuszva gordiilé koronggal kapcsolatos [Z42] példaban. , Tiszta” gordiilés esetében a munka
szamitasa még egyszerlibb: az érintkezési pont a nulla sebességii sebességpolus (LG ab-
ra), tehat egyértelmiien latszik, hogy a fellépé tapadasi surlodési erd teljesitménye — és igy
munkdja is — nulla.

A vonalintegralon alapuld formula alkalmazasa azokban az esetekben sem célszerti, ami-
kor az F er6 az anyagi pont sebességétdl vagy kozvetlenil az id6t6l is fiigg: F(r, ¥, t). Ekkor
a vonalintegrél kiszamitasdhoz be kell vezetni egy s paramétert, amivel kifejezhetok az F és
dr vektorok. Ezzel a paraméterrel ugyanis a vonalintegral atalakithatdo paraméter szerinti
integralla az alabbi modon:

S2
S1

/r(t) F.dr= / F(r(s), i(s), 1(s)) - ¥'(s) ds, (2.85)

ahol 1'(s) az r(s) helyvektor s paraméter szerinti derivaltja. A képletbél lathatd, hogy
alkalmazasahoz a helyvektort, a sebességvektort és az idot is ki kell fejezni az s paraméterrel,
ami altaldban bonyolult feladat. Ugyanakkor (2.87) teljesen megfelel a (Z83) kifejezésnek,

16Tovabbi problémat jelent, hogy amikor a sebesség nulla, a dt idétartam nem fejezhetd ki az elemi dr
elmozdulédssal. Ekkor ugyanis az elemi elmozdulas is nulla, a dt id6 viszont pozitiv, hiszen az idé folyamatosan
telik. Ez azt jelenti, hogy a ([284) képlet felirdsdhoz sziikséges helyettesités nem hajthaté végre.
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ahol a paraméter a t id6. Ha az erd csak a helyvektortél fiigg, akkor a szamitas egyszertibb:

52
S1

/r(t)F-dr:/ F(r(s)) - r'(s) ds. (2.86)

A vonalintegral kiszamitasat erre az esetre mutatjuk meg a 2.44] példaban.

2.44. példa: Szamitsuk ki, hogy mekkora munkdt végez a nehézséqgi erétér, mikézben al2.23]
példaban vizsgdlt 500t témegi repiilogép a t; = 0's pillanatban mért hy = 5000 m magassagbol
a vizszintessel f = 5°-o0s szoget bezdro egyenes pdlyan leereszkedik a to = 100 s pillanatban
mért hy = 3344 m magassdgigl*

z
In dr
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2.40. abra. Siklorepiilésben haladé repiilégépre haté nehézségi eré munkajanak
kiszamitasa.
Megoldas:

Mivel a repiilégép az allandé nehézségi erétérben mozog, hasznalhat6 a (Z84]) képlet:

W12 = F -dr. (287)
r(t)

A vonalintegral kiszamitdsahoz be kell vezetni egy skalar paramétert, ami minden pillanat-
ban jellemzi a reptilégép helyvektorat. A 240 abran bemutatott koordinata-rendszerben a
repulogép az

0 l
rr=10 poziciobdl az  ry = | 0 (2.88)
hi ha

poziciéba keriil, ahol [ = ?;;(% Ha a z magassagot valasztjuk paraméternek, akkor a repi-

16gép helyvektora

iz
1—n2
r(z) = 0 (2.89)

alakban adhaté meg.
A vonalintegrél z szerinti integralassa alakithaté az aldbbi helyettesitéses integralassal:

ha
/r(t) F-dr = /h1 F(r(z)) - r'(z) dz, (2.90)

ITFeltételezve, hogy a repiil6gép sebessége egyenletesen (allandé gyorsuldssal) csokken, dtlagsebessége
a [2:23] példa adatai alapjan 190 m/s. Tehdt 100 s alatt 19 km-t tesz meg és mivel a vizszintessel 5 = 5°-0s
szOget bezdrd egyenes palyan halad, magassidga 19000 sin(f) ~ 1656 m-rel csokken.
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ahol r'(z) az r(z) helyvektor z szerinti derivaltja:

r'(z) = = 0 . (2.91)

A nehézségi erd magassagfiiggését elhanyagoljuk, azaz

T h1—ha
F(r(2))-r'(z)=[0 0 —mg] -| 0 |=-mg. (2.92)

Kovetkezésképpen, a nehézségi eré munkaja

ho
Wi = / —mg dz =mg(hy —hy) =5- 10° kg - 9.81 % 1656 m = 8.12268 - 10* J. (2.93)
h1 S P

A példa eredménye alapjan lathatd, hogy a vonalintegrallal torténd szamitds meglehetd-
sen hosszadalmas. A végeredmény azonban azt mutatja, hogy a nehézségi eré munkaja csak
az erovel parhuzamos elmozdulastél — a magassagkiilonbségtol — fligg.

Potencialis energia

A [Z72) integral és a (2:84]) vonalintegrél altalaban fiigg az anyagi pont palyajatol — gondol-
junk egy asztallapon csiisz6 hasdbra, melyen a surlodasi eré a megtett ttal ardnyos (negativ)
munkat végez. Ha el kell hiznunk a hasabot az A-bol a B pontba, akkor célszerii a kiindulasi
és végpont kozott az egyenes palyat valasztani.

Ezzel szemben, bizonyos eroterekben a végzett munka kifejezheté az in. potencialfiigg-
vénynek (més néven potencidlis energianak) a palya végpontjaiban felvett értékeivel, tehat
fiiggetlen a palyagorbétél. Ez azzal az elénnyel jar, hogy a ([2.83)) képletben kijelolt integralas
miivelete elkertilhetd. Az alabbiakban megvizsgaljuk, hogy milyen feltételek mellett konnyiti
meg a potencialis energia bevezetése az erétér altal végzett munka kiszamitasat.

2.45. definicié. Az F erdt(eret) POTENCIALOSNAK nevezzik, ha kifejezhetd egy U(r, t) ska-
laris fiigguény — az 1iin. POTENCIALFUGGVENY vagy POTENCIALIS ENERGIA — negativ gra-
dienseként:

F = —grad, U(r, 1), (2.94)
ahol

ou
ox

grad, U(r,t) = |57, (2.95)

ou
0z

tehdt csak a koordindtak szerinti parcidlis derivdlasokat kell elvégezni, az idd szerinti derivd-
last nem. A potencidlis energia mértékegysége J (Joule). s

Egy tetszoleges erétérhez tartozd potencidlfiiggvény meghatarozasanak nincs altaldanos
modszere.  Azonban szdmos, a gyakorlatban fontos esetben ismert a potencidlis energia
fiiggvényalakja.
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Példak potencialos erdkre:

e Az F = —mgk nehézségi erétér potencidlfiiggvénye U(r) = mgz, hiszen ennek negativ
gradiense valéban az F erdvel egyenlo:

[é1)

Ox 0

—grad U=~ 5| =| 0 |, (2.96)
ou —myg
0z

o Az F = —kai rugéeré@ potencidlfiiggvénye U(r) = ska:
—kx
—gradU=1] 0 |. (2.97)
0

mima

o Az F = —y™z2e, gravitacios erétér potencidlfiiggvénye (ZZ4I] dbra) U(r) = —y™m2,
ugyanis a gradiens kifejezése az alabbi médon adhaté meg az (r, 0, ¢) gombi koordinata-

rendszerben:
a—U m1m
e
- grad U=-— 00 = 0 . (2.98)
1 aU 0
rsin(0) d¢ (r,0,0) (r.0,9)

[ )

2.41. abra. (a) Az mg témegii test graviticios erdtere, valamint az mi és mo
testekre hato erdk egy adott helyzetben. (b) A gravitdcios erdtér potencialfiiggvé-
nyének szemléltetése, ha a két test az xy sikban mozog.

A potencidlfiiggvény nem egyértelmi, hiszen ha U; egy adott erd potencialfiggvénye,
akkor az U, és Uy = U; + ¢ fliggvények gradiense megegyezik, barmely ¢ konstans ese-
tén. Ezért a potencialis energia nulla szintjét barhol felvehetjiik, az éppen vizsgalt feladat
sajatossagaihoz alkalmazkodva. SoOt, a két potencialfiiggvénybol levezetheto erck akkor is
megegyeznek, ha U; és Uy kilonbsége csak az id6 fliggvénye, a koordinataktol pedig nem
figg, azaz Uy = U; + ¢(t). A nulla szint megvalasztdsa utdn viszont méar egyértelmiinek
(egyértékiinek) kell lennie a potencialfiiggvénynek.

18 A rugberét megadd Osszefiiggés is egy eréteret definidl, tehat nevezhetnénk rugé erdtérnek is.
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A 2.44] példaban lattuk, hogy a nehézségi er6tér munkaja csak az erével parhuzamos
elmozdulastél — a magassagkiilonbségtol — fligg, tehat egyszertien kiszamithatd a potencidlis
energia segitségével:

W12 = mgh1 - mgh2 = U(h,l) - U(hQ) (299)

Ez az eredmény — melyet a 2.51] tételben részletesebben is megvizsgdlunk — szintén arra
vilagit ra, hogy a munka kiszamitasa soran nincs jelentésége a potencialis energia tényleges
értékének, csak a kezdeti- és végallapotban felvett értékek kilonbségének. Kovetkezésképpen,
a feladatokban tetszélegesen valaszthatjuk meg a potencidlis energia nulla szintjét.

2.46. definicié. Az dllando potencidlis energidji pontokat dsszekitd, U(r) = dllandd egyen-
lettel megadhatd feliileteket SZINTFELULETEKNEK nevezzik. [

» grad U g

(b)

2.42. abra. (a) Ha a potencidlis energia csak az x és y koordinataktdl fiigg, ak-
kor egy feliilettel szemléltethets a potencialis energia értéke. A potencialfiiggvény
gradiense az xy sikkal parhuzamos és a szintvonalakra merdleges. (b) A hdrom-
dimenzioés térben mar nem tudjuk minden pontba berajzolni a potencialis energia
értékét. Ebben az esetben a szintfeliiletek alapjan kévetkeztethetiink a potencialis
energia értékére. A nehézségi eré a potencialis energia leggyorsabb csékkenése iré-
nyaban, a szintfeliiletekre merdlegesen — fiiggélegesen — hat. Feladatokban csak a
potencialis energia megvaltozasanak van jelentésége, ezért célszertien megvalaszt-
haté a potencialis energia nulla szintje, ahol U = 0.

A térképeken lathato szintvonalak — melyek az azonos magassagu pontokat kotik Ossze a
felszinen — a nehézségi er6hoz tartozo potencidlis energia szintfeliileteinek és a domborzatnak
a metszésvonalai (Z42 dbra). A nehézségi er6 fiiggblegesen lefelé mutat, tehat meréleges a
vizszintes szintfeliiletekre.

Belathato, hogy a gradiens vektor mindig meréleges a szintfeliiletekre, tehat altalaban is
igaz, hogy a potencidlos erok abban az iranyban hatnak, amerre a leggyorsabban csokken a
potencidlfiigguény. Ezt tamasztja ald az a tapasztalat is, hogy a nyugvé folyadékok felszine a
nehézségi ero szintfeliileteivel parhuzamos — azaz vizszintes. Ennek az az oka, hogy ha lenne
a nehézségi eronek a felszinnel parhuzamos komponense, akkor az azonnal elmozditana a
folyadék részecskéit. A folyadék tehat csak vizszintes felszin mellett lehet egyensulyban.

2.36. megjegyzés: Elektromossagtanban a potencidlt az egységnyi toltésre jutd potencialis
energiaként definidljak. A mechanikdban is be lehet vezetni ezt a fogalmat, egységnyi toltés
helyett egységnyi tomegre juté potencidlis energiaként. &
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A potencidlis energia fogalmanak jelentosége tiulmutat a munka kiszamitasanak proble-
matikdjan. Osszetett mechanikai rendszerek vizsgdlata sordn ugyanis gyakran egyszeriibb
felirni a teljes mechanikai rendszer potencialis energidjat, mint meghatarozni az Gsszes ero-
megfelelden, differencidlassal szamithatok, ami jol algoritmizalhaté [4].

Az erotér altal végzett munka csak akkor szamolhaté ki a potencialis energia végpontok-
ban felvett értékeibdl, ha ezek az értékek egyértelmiien és az idotdl fliiggetleniil meghataroz-
haték. Azonban sok esetben olyan kilsé erék is hatnak a vizsgalt mechanikai rendszerre,
melyek id6fliggdvé teszik a potencidlis energiat. Egy fiiggvénynek az id6tol vald fliggése lehet
kozvetett (implicit), vagy kozvetlen (explicit). E két eset kozti kiillonbség megértése fontos
a téma tovabbi targyalasa szempontjabol.

Kozvetett és kozvetlen idofiiggés

2.47. definicié. Ha egy dinamikai mennyiség csak a benne szerepld koordindtakon és sebes-
ségeken keresztil figg az id6tél, akkor KOZVETETT (implicit) iddfiggésrol beszélink. A
KOZVETLEN (explicit) iddfiggés pedig azt jelenti, hogy az argumentumok kozott szerepel kiilon
az idd 1s. &

Ha a potencialis energia csak kozvetetten fligg az idotél, az azt jelenti, hogy egy adott
r helyvektorral jellemzett helyen mindig ugyanakkora értéket vesz fel. Azonban a vizsgalt
anyagi pont vagy merev test koordinatai idében valtozhatnak a dinamika alaptételével 6ssz-
hangban, ezért a potencialis energia a koordinatakon keresztiil, kozvetve fiigg az id6tol:
U(r(t)). Ebben az esetben az id6 szerinti parcidlis derivaltja nulla: OU/0t = 0. Mivel
a koordinatak idofiiggése trividlis, altaldban iddtdl figgetlennek nevezik az U(r(t)) alakd
potencialfiiggvényeket.

2.48. példa: Tekintsink eqy k merevségt, eqyik végpontjaban rogzitett rugohoz kapcsolt m
tomegi tomegpontot, mely vizszintes iranyu rezgéseket végez. Hatdrozzuk meg, hogy milyen
modon fiigg a potencidlis energia az iddtol!

Szabadtest dbra:

B eI r=C N 4

| Py ; -

2.43. abra. Példa a potencialis energia kizvetett idbfiliggésére, amikor csak az x
koordindta (idében valtozo) értékétdl fiigg.

Megoldas:
A rugd altal kifejtett F). eré mindig az x kitéréssel ardnyos és azzal ellentétes iranyi. Ehhez
az er6hoz megkereshetd a rugéban tarolt potencidlis energia kifejezése:

1
F.=—kx = Ulz)= §kx2. (2.100)
A dinamika alaptétele alapjan

ma=F, = mi=—kx. (2.101)
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Ezt az egyenletet adott kezdeti feltételek mellett megoldva, barmely idopontban kiszamithato
a test x pozicidja és a potencidlis energia szamértéke, ami pillanatrél pillanatra valtozik.
Behelyettesitéssel ellenérizhets, hogy az egyenlet megoldésa x(t) = Asin(y/k/m t+¢) alaku,
ahol A és e attdl fiiggenek, hogy milyen pozicidbdl és milyen sebességgel inditjuk el a mozgast.
Ennek a megoldasnak megfelels foronémiai gérbék lathatok az [LI14] Abran.

Az x kitérés tehat fiigg az id6t6l, de az z(t) fiiggvény — a mozgastorvény — a dinamika
alaptételébdl szamithaté ki, nincs elére megadva. Kovetkezésképpen, Uy (x(t)) csak kozvetett
(implicit) médon fiigg az id6tél. [ )

Vannak olyan feladatok is, melyekben a potencialis energia idobeli valtozasa bizonyos mér-
tékben el van irva. Ez a kozvetlen idofiiggés esete. Ilyenkor a potencidlis energia alakja
U(r(t),t), tehat egy adott r térbeli pontban az id6 elérehaladdsival més és mas értékeket
vesz fel. Ebben az esetben 0U/0t # 0.

2.49. példa: Ha az eloz6 példiban a rugo végpontja nem lenne rogzitett, hanem annak helye
az ELORE MEGADOTT u(t) = ugsin(wt) fiigguény szerint vdltozna a rugd irdnydval pdrhuza-
mosan (ami eqy id6tol fliggd kényszerfeltétel), akkor a potencidlis energia a rugé megnyildsdn
keresztil nemcsak a test — eldre nem ismert modon vdltozé — x(t) koordindtdjatol, hanem az
adott u(t) elmozduldstol is figgene:

Us(x,t) = %k(z —u(t))? (2.102)
U
t
s
AN m
0

2.44. Abra. Példa a potencialis energia kozvetlen idéfiiggésére: U értéke nemcsak
az idében valtozé koordinataktol, hanem egy elére adott, idében valtozo kiilsé
hatastdl is fiigg.

Itt tehdt a potencidlfigguény kozvetlendil is fiigg az idotol, az idd szerinti parcidlis deri-
valtja nem nulla: OUy /Ot = k(u(t) — z)u(t). A kozvetlen idéfiggés nem befolydsolja azt,
hogy a potencialfiigguénybdl kiszamithato a rugo dltal kifejtett erd — de természetesen ez is

kézvetleniil figg az idétol: F,(t) = —0Usy/O0x = —k(x — u(t)). [

Ha meg szeretnénk hatarozni, hogy milyen iitemben valtozik egy tobbvaltozés fiiggvény
értéke az idoben, akkor az un. teljes ido szerinti derivdltjat kell kiszamolni. Ebben az esetben
figyelembe kell venniink a vizsgalt kifejezésben szereplo koordinatak, sebességek implicit
idofuggését is az Osszetett fliggvények derivdlasi szabdlya (a lancszabdly) alapjan. Az el6z6
két példdban az idét6l kozvetve fiiggd Uy (z) = ka? /2 és az id6tél kozvetleniil figgd Us(x, t) =
+k(z — u(t))? potencidlfiiggvények teljes id6 szerinti derivaltja:
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dUy(z)  OU, O

= kxx, illetve

dt 0z ot
AUs(e,t) _ Uydr U _ | |
- or ot o Ml ult)E k(e —u(t)(—alt). (2.103)

A kozvetlen idofiiggés mindig valamilyen kiilso hatas kovetkezménye a vizsgalt modellben,
ezért ilyenkor a potencidlis energiat az idében valtozé kiils6 erok munkéja is befolyasolja.
1d6t6l fiiggetlen potencidlis energia (azaz kozvetett idéfiiggés) esetén viszont konnyen sza-
mithaté az erétér munkdja — ezt az esetet vizsgaljuk meg a kovetkez6 fejezetben.

Konzervativ er6terek

2.50. definicié. KONZERVATIVNAK nevezzik azt az F(r) eré’tere, melynek eqyértéki, idd-
tdl figgetlen a potencidlfigguénye: U(r). s

2.51. tétel. Az alabbi allitasok egyenértékiiek:

1. Az F(r) erdtér KONZERVATIV.

2. Az F(r) potencidlos erdtér dltal ty és ty iddpontok kozitt végzett MUNKA — mikdzben egy
anyagi pont az r(ty) pontbdl az r(ts) pontba mozdul el — CSAK A POTENCIALFUGGVENY
VEGPONTOKBAN FELVETT, tehdt vy = r(ty)-beli és vy = r(ty)-beli ERTEKETOL FUGG,
az anyagi pont pdlydajdtdl (az uttol) nem:

W12 = U(I'l) - U(I'Q) = U1 - UQ. (2104)

3. Az F(r) erdtér dltal tetszdleges ZART GORBEN VEGZETT MUNKA NULLA.

4. Az F(r) erdtér ORVENYMENTES, azaz rotdcidja zérus:

OF, _ OFy
oy 0z
rot F(r)= | 2= - %= | =o. (2.105)
oFy _ 0F;
ox dy

Az elsd hdrom dllitas csak kézvetetten ellendrizhetd az F(r) erdtér ismeretében, hiszen 1. és
2. az erdtér potencidlfiigguényérol, 3. pedig az erdtér dltal végzett munkarol szol. A negyedik
dllitas jelentdségét az adja, hogy segitségével kozvetleniil, az F(r) vektormezd differencidld-
saval megdllapithato, hogy konzervativ erdteret alkot-e.

Bizonyitas:

1= 2
Konzervativ erétérben a potencidlfiiggvény kozvetleniil nem fiigg az idétol, ezért grad, U =
grad U, tehat

t2 t2 2 roUdx  0OUdy 0Udz
Wig = F-vdt=— dU-vdt=— — 4+ — 2 4+ —— | dt. (2.106
- t M /tl era M /t1 <3w dt * Jy dt + 0z dt> ( )

YA konzervativ erd elnevezés is hasznélatos.
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Tovabba, %—(tj = 0 miatt a fenti integrdl integrandusa a potencidlfiiggvény teljes id6 szerinti
derivaltjaval egyenlo, tehat

t2 QU Ulrz)
Wi =— [ qr= —/ dU = Uy — Us. (2.107)
t1 dt U(l‘1)
2=1:
Ha a végzett munka fliiggetlen az uttdl, akkor a tér minden r pontjahoz egyértelmiien hozza-
rendelhetd egy U(r) skalar érték az aldbbi vonalintegral alakjaban:

Ur)=Uy— [ Fdr, (2.108)
()

ahol v egy tetszélegesen vélasztott irdnyitott gorbe ([2.45]/a dbra), valamilyen kezd6pontbél
az r végpontba, Uy pedig egy szintén tetszélegesen megadhatd érték — ennek megvalasztasa
a potencidlis energia nulla szintjének megvalasztasaval ekvivalens. Ha az anyagi pont egy kis

Y

2.45. dbra. (a) Konzervativ erdtérben a tér barmely pontjahoz egyértelmiien
hozzarendelheté egy U (r) potencidlfiiggvény. (b) Konzervativ erétér zart v gérbén
végzett munkdja nulla. (c) Konzervativ erétér munkdja fiiggetlen az uttél. (d) A
Stokes-tétel szemléltetése: a rotacio kis, lokalis ,,6rvényeknek” feleltetheté meg.

dr vektorral elmozdul, akkor az U(r) figgvény megvéltozdsa dU = —Fdr. Ugyanakkor, a
tehat az F erotér konzervativ.

2=3:
Ha az erctér altal végzett munka csak a potencialis energia végpontokban felvett értékeinek
kiilonbségétdl fiigeg, akkor — mivel zart gorbén a kezd6- és végpont egybeesik — a zart gérbén
végzett munka nulla (ZZ5)/b dbra).

3= 2:
Ha minden zart gorbén nulla az er6tér munkaja, akkor a munkanak fiiggetlennek kell lennie
az uttol, hiszen adott A pontbdl végtelen sokféle moédon el lehet jutni B pontba és vissza.
Ebben az esetben viszont (ZI08]) szerint konstrudlhaté id6tol fuggetlen potencidlfiiggvény,
tehat F konzervativ (Z45)/c dbra).
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1=4:
Konzervativ erétérben az eré kifejezheté F = —grad U alakban. A vektoranalizisbél ismert,
hogy egy skaldrmez6 (a helyvektortél figgd, skalar értéki fiiggvény) gradiensének rotacidja
egyenlo a nullvektorral, tehat

rot F = —rot grad U = 0. (2.109)

4= 3
A Stokes-tétel szerint (lasd ZZ40)/d ébra) egy F vektormezé zart v gérbe menti integralja

c s 2

munka (Z874) egyenlettel felirt alakjat felhasznalva:
Wio = / F dr = / rot F dA. (2.110)
€0) (A)

Kovetkezésképpen, ha rot F = 0, akkor az erotér tetszoleges zart gorbén végzett munkaja
zérus. 'Y

2.37. megjegyzés: Aramlistanban be szoktik vezetni a potencidlos drvény fogalmat. A
potencidlos 6rvény esetében a folyadék v(r) sebességmezeje szarmaztathat6 egy igynevezett
sebességi potencialbdl, tehat a sebességmezd felel meg a dinamikaban bevezetett erétérnek,
a sebességi potencial pedig a potencialis energianak.

Y

2.46. abra. Potencialos érvény sebességmezejének megfelel6 erétér.

Ez azt jelenti, hogy a potencidlos érvényre vonatkozd aramlastani Osszefliggéseket a di-
namika megfelel§ fogalmaira is értelmezhetjiik. A potencidlos 6rvény sebességmezdjének

megfelel6 erétér
c

F = —e;. (2.111)
r
Ez egy olyan erd, melynek nagysaga az origotdl mért r tavolsaggal forditottan ardnyos, iranya
pedig az r sugart kor érintéje iranyaba mutat, a abra szerint. Ha példaul egy korpa-
lyan szabadon elmozdulni képes anyagi pontot tesziink az F erotérbe, azt az eré allandbéan
gyorsitja, tehat pozitiv a teljesitménye és a munkaja.
Derivélassal beldthato, hogy ehhez az er6héz az

Ulp) = —co, (2.112)

potencialfiiggvény tartozik, ugyanis az (r,) hengerkoordindta-rendszerben a gradiens az
alabbi médon szamithato:
U
—grad U = — [ 1 = [

Q)
3
Sl O©

=S =
&

] : (2.113)

Q
A
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ami megegyezik az F ercvel.

U(yp) egy id6tél fiiggetlen potencidlfiggvény, de ha a [ZIII]) képlettel megadott erétér
konzervativ lenne, akkor zart gérbén végzett munkdjanak nulldnak kellene lennie — pedig
lattuk, hogy az F er6 munkaja csak pozitiv lehet.

Az az ellentmondaés feloldasa, hogy a 25T tételben kikotottitk a potencidlfiiggvény egyér-
tékiiségét is. Azonban itt az U(p) potencidl nem egyértékii, mert adott ¢ értéknél a ¢ + 27,
1 = 0,1,2... szogekhez kiillonbo6z6 potencidlis energia értékek tartoznak, noha ezek mind
ugyanannak a geometriai pontnak a koordinatai. Tehat a potencidlfiiggvény tobbértékiisége
miatt nem lehet konzervativ a (ZIT1]) altal megadott erdtér. )

Egy mechanikai rendszerben tobbféle eré vagy erotér is hathat a rendszert alkoto tes-
tekre. A munkatétel alkalmazasa szempontjabdl elonyos, ha a rendszerben haté aktiv erék
valamennyien konzervativak 2

A | konzervativ” szd a latin conservare szébél ered, aminek a jelentése: megOrizni. A
dinamikaban ez a jelz6 a mechanikai energia megmaradasara utal.

2.52. definicié. Egy mechanikai rendszer E MECHANIKAI ENERGIAJA a rendszer mozgdsi
energidjanak €s a rendszerre hato aktiv erék potencidlis energidinak dsszege:

E=T+U. (2.114)
)

Ha a rendszer mozgéasat nem idedlis kényszer (cstszasi surlédas) korlatozza, akkor a
rendszer kinetikus energiajat a nem nulla teljesitményti kényszereré is meg tudja valtoztatni.

Az idofiiggd kényszerek pedig — mint példaul a2.49] példaban bemutatott, in. ttgerjesz-
tés esetében — mindig valamilyen kiilsé hatasnak felelnek meg, ami megvéltoztatja az aktiv
er0k potencialfiiggvényét és a mechanikai rendszer energiajat.

2.53. definicié. KONZERVATIVNAK neveziink eqy mechanikai rendszert, ha csak id6tél fiig-
getlen idedlis kényszerek korlatozzak a mozgdsdt és a rendszer elemeire haté aktiv erdk (erd-
terek) konzervativak. &

2.54. tétel. A MECHANIKAI ENERGIA MEGMARADASANAK TETELE. Konzervativ mecha-
nikai rendszerben a mozgdsi és potencidlis energia dsszege — a MECHANIKAI ENERGIA —
dllando, tehdt ha egy anyagi pont az r1 = r(ty) pontbol az vy = r(ty) pontba keril, akkor

T(tl) +U(r1) :T(t2)+U(I'2), (2115)

azaz a szokdsos jelolésekkel
T+ U =T+ Us. (2.116)

Bizonyitas:

A munkatétel szerint az anyagi pontra haté er6k munkaja: Wio = T'(t2) — T'(t1), ugyanakkor
a [ZBT] tétel szerint konzervativ aktiv er6k vagy eréterek munkajat a Wis = U(ry) — U(r2)
Osszefiiggéssel szamithatjuk. Mivel id6tol fiiggetlen idealis kényszerek teljesitménye és mun-
kaja nulla, ebbdl mar kovetkezik a tétel allitasa. [

20A kényszererSkhoz nem lehet potenciélfiiggvényt rendelni, mert azok nem a rendszer dllapotatél (pl. az
r helyvektortdl) fiiggenek. Kovetkezésképpen, a kényszererdk nem potencidlosak és nem is konzervativak.
Hasonloképpen, nem értelmezhetd a konzervativitas fogalma azokra az erékre, melyek nem alkotnak eréteret
— ilyenek az F(t) alakban megadott kiils§ erék.
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2.38. megjegyzés: Ha egy mechanikai rendszerben nem konzervativ aktiv erék is fellépnek,
akkor a mechanikai energia megmaradédsa nem teljesiil. Ilyenkor két eset lehetséges:

1. Nem zart a rendszer. Ekkor kiils6 aktiv eré hat vagy kiils6 er6 altal biztositott id6fiiggo
kényszerfeltétel korldtozza a rendszer viselkedését.

2. A mechanikai jelenségeken tulmutatd, példaul termodinamikai folyamatok jatszodnak
le — ebbe a korbe tartozik a strlodés és a kozegellenallés.

A tapasztalatok szerint a mechanikai energia megmaradasanal altalanosabb érvény(, dl-
taldanos energiatétel is teljesiil, mely szerint zart rendszerben minden fajta energia, azaz a
mechanikai energidn kiviil a ho, az elektromos energia, stb. Osszege allando. &

A mechanikai energiamegmaradas tétele To — T} = U; — U, alakban is felirhaté. Ha no
a kinetikus energia (pozitiv a hat6 erék teljesitménye és munkéja), akkor T, > Tj. Mivel
konzervativ rendszerben a kinetikus energia csak a potencidlis energia rovdsdra nohet, ezért
U csokken, azaz U; > U,. Ezért szerepelnek az 1 és 2 indexek forditott sorrendben az
egyenlet két oldalan. A kétféle energia tehat at tud alakulni egymasba.

Ebben a megkozelitésben a mechanikai energia megmaradasa a munkatétel egy specialis
esetének tekinthetd, amikor is a végzett munka kiszamithatd a potencialis energia segitsé-
gével. Hasonlo egyenletek irhatok fel olyan esetekben is, amikor az erérendszerben nem
potencialos illetve nem konzervativ erék lépnek fel, csak ekkor a nem konzervativ erdk altal
végzett munkat (Z83J) szerint kell kiszamitani. Ezért feladatokban gyakran ,munkatétel”
néven hivatkoznak az energiamegmaradas tételére is.

2.55. példa: Egyl hosszisdgi fondlra kétott m tomegii testet (matematikai ingat) nyugalmi
helyzetbdl (v = 0) inditunk a figgdlegestél mért o1 = 90°-0s szdghelyzetbdl. Mekkora vo
sebességre gyorsul, mire eqy adott po szoghelyzetbe ér?

U=0 I

2.47. abra. (a) Fondlra kitott tomegpont sebességének szamitdasa a munkatétel
alapjan. (b) A mechanikai energia megmaraddsa. A potencialis energia nulla
szintjének megvalasztasa tetszoleges; ebben a feladatban gy valasztottuk meg,
hogy a teljes mechanikai energia a mozgas soran végig nulla.

Megoldas:
A megoldashoz a munkatételt haszndljuk. A kiindulési allapotban (p; = 90°) a test nyuga-
lomban van, tehat kinetikus energiaja

Ty = 0. (2.117)

Az adott @y szoghelyzetben
Ty = —mu; (2.118)
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alakban irhaté fel a kinetikus energia, de az itt szerepl6 vo sebesség ismeretlen.

A testre két erd hat: a kotélerd — ami idedlis kényszer, tehat teljesitménye és munkdja nulla
— és a nehézségi erd, ami potencidlos. A nehézségi erd potencialis energiajanak felirasa el6tt
valasztanunk kell egy nulla szintet, amihez viszonyitjuk. Kézenfekvo valasztas a kiindulasi
helyzet, azaz ¢ = 90° valasztasa nulla szintnek. Ekkor

Uy =0, (2.119)
Uz = —mygl cos(p2). (2.120)

A nehézségi er6 munkaja U; — Us, tehat a munkatétel szerint T — Ty = Uy —Us. A feladatban

Uy — Us = mglcos(p2), és (2.121)
1
T, — T, = 5mvg. (2.122)
A két kifejezés egyenl6ségébdl
Lo o
Sy = mgl cos(p2), (2.123)

amibdl a vy sebesség nagysiga

[va| = 1/2gl cos(p2). (2.124)

A munkatétel nem ad informéciot a sebesség iranyardl. Ez megfelel fizikai szemléletiink-
nek, hiszen az inga lengése sordn az anyagi pont ugyanakkora nagysidgu pozitiv és negativ
palyasebességgel is athaladhat ugyanazon a szoghelyzeten (lasd 247)/b abra). Tehat tetszé-

leges ¢ szOgnél v = +1/2gl cos(p) a palyasebesség.
Megjegyezziik, hogy a potencialis energia nulla szintjének valaszthatnank a test ¢ = 0°-
hoz tartozo, alsé helyzetét is. Ez esetben a nulla szint mgl-lel torténé eltolasa miatt

Uy =mgl és (2.125)

Uy = mgl(1 — cos(ipz)) (2.126)
lenne a két potencialis energia kifejezése, tehat kiilonbségiik ugyanakkora maradna: Uy —Us =
Uy — U,.

Ellenorzésképpen megvizsgalhatjuk, hogy id6 szerinti derivalassal kijon-e a kapott v =
+1/2gl cos(ip) kifejezésbdl a 2351 példaban kiszdmitott palyagyorsulds.

1

0= i% 29l cos(p) = im (—2¢glsin(yp)) . (2.127)

Figyelembe véve, hogy ¢ = v/l = 4++/2gl cos(¢) /I, a + eldjelek kiesnek, gy
0 = —gsin(yp), (2.128)
ami megegyezik a kordbban kapott kifejezéssel, barmilyen iranyu is a palyasebesség. e

2.39. megjegyzés: A fenti példa az energiamegmaradas (ill. munkatétel) kihasznalasa nél-
kil is megoldhatd, de ez a megoldas meglehetésen bonyolult. A 2351 példabdl tudjuk, hogy
a vizsgalt esetben az anyagi pont palyagyorsuldsa © = —gsin(p). Elvileg a palyagyorsulds id6
szerinti integralasaval kiszamolhatd a sebesség. A gyorsulds azonban fiigg a szoghelyzettdl,
ezért a mozgds soran pillanatrél pillanatra valtozik, a ¢ szoghelyzettel egyiitt. A palyagyor-
sulas az lp ivhossz id6 szerinti méasodik derivaltjabdl szamithatd, azaz v = [p. Tehat a
palyagyorsulds kétféle kifejezésébol

G = —% sin(e). (2.129)
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Matematikailag a munkatétel alkalmazésa azon az Otleten alapul, hogy az egyenlet mindkét
oldalat konnyebb id6 szerint integralni ¢p-tal torténd szorzas utan:

to to g
G dt = —/  sin(p) dt. (2.130)
t1 t1 l

A bal oldal parcidlisan integralhat6, aminek az eredménye 1/2¢3 —1/2¢2. A jobb oldal pedig
a ¢dt = dp helyettesitéssel integralhaté, aminek az eredménye ¢ (cos(p2) — cos(i1)). Tehat

1/2(@% — 1/2(@% = %(cos(gog) —cos(p1)), (2.131)

ami ml®-tel valé szorzds, valamint ¢; = 90° és ¢ = 0 behelyettesitése utdn megegyezik
a [2Z55] példdban kapott ([2I123]) képlettel.

Ha nem alkalmazzuk a fent emlitett otletet, akkor a vy sebesség a mozgasegyenlet meg-
oldésén keresztiil hatdrozhaté meg. A (ZI29) méasodrendii differencidlegyenletetbél a ¢(t)
fliggvény kiszamithatd, de sajnos ez az egyenlet csak kozelité modszerekkel oldhaté meg. Ha
numerikusan meg tudjuk hatérozni a ¢(t) fiiggvényt és annak inverzét, a t(p) fiiggvényt,
akkor helyettesitéses integralassal szamithato ki a keresett vo sebesség:

¥2

12 t2 dt
v :/ o dt = —/ gsin(p(t)) dt = —/ gsin(p)— de. (2.132)
t1 0 ©1 dtp

A munkatétel hasznalatanak éppen az az elénye, hogy a gyakorlat szadméra fontos konzervativ
er6terek esetében a (ZI30])-ben szerepléhoz hasonlé integrélok kozvetlen kiszamitdsara nincs
sziikség, hiszen a bal oldali integral a kinetikus energia megvéltozasaval, a jobb oldal pedig a
potencialis energia megvaltozasaval kapcsolatos. &

2.4.4. Teljesitménytétel és munkatétel gyorsulé vonatkoztatasi rend-
szerekben

A fejezetben levezettiik, hogy gyorsulé vonatkoztatasi rendszerekben
mapz = Fre (2.133)

alakban irhato fel a dinamika alaptétele. Itt (1) jeloli a gyorsul6 vonatkoztatasi rendszert,
(2) jeloli a vizsgalt, P pontban elhelyezked6 anyagi pontot, F,.; = F —mapig —2mwig X v pa;
a relativ er6, apy; pedig a (2) anyagi pont relativ gyorsuldsa az (1) rendszerhez képest.

Tehat a dinamika alaptétele gyorsul6 rendszerben is ugyanolyan alakban irhaté fel, mint
inerciarendszerben. Csupan annyi a kiilonbség, hogy az utobbi esetben a valodi F er6é mellett
megjelenik az apjy szallitd gyorsulésbé szamithato

F,. = —mapyo (2.134)
szallitd erd és az ac,, = 2wig X Vpoy Coriolis-gyorsulasbdl szamithato
FCor = —Magy = —Qmwm X Vpo1 = 2MVpy; X Wi (2135)

Coriolis-eré. Ezért az eldzo fejezetekben bevezetett tételek és fogalmak értelemszerien dltala-
nosithatok gyorsulo rendszerek esetére — az abszolut mennyiségeket megfeleld relativ mennyi-
ségekre cserélve.

A kinetikus energia és a teljesitmény az aldbbi médon definialhaték gyorsulé vonatkoz-
tatasi rendszerben:

21Ez az (1) rendszer P-vel egybeess pontjdnak gyorsuldsa a (0) inerciarendszerhez képest.
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2.56. definicié. ANYAGI PONT RELATIV KINETIKUS (MOZGASI) ENERGIAJA

1
Tre = §mU]2:’217 (2136)

ahol vpoy a P pontban levd, (2) jelii anyagi pont relativ sebessége az (1) gyorsulé vonatkoz-
tatasi rendszerhez képest. &

2.57. definicié. RELATIV ERO RELATIV TELJESITMENYE
Prel = Frel *Vpor. (2137)
ahol vpoy a relativ erd tdmaddspontjanak relativ sebessége. &

A 258 tételnek megfelelden lathaté be a relativ teljesitménytétel és annak idé szerinti
integralasaval kapjuk a relativ munkatételt:

2.58. tétel. RELATIV TELJESiTMENYTETEL

Trei = Pt (2.138)
[ )

2.59. tétel. RELATIV MUNKATETEL. Az anyagi pontrendszer relativ mozgdsi energidjdnak
t1 és ty idopontok kozotti megudltozasa eqyenld a rd hato erdk dltal végzett relativ munkdval:

Trel(tZ) - Trel(tl) - Wrellga (2139)
ahol Wep,, = fttf P, dt a relativ munka. [

(284)-hez hasonléan lathaté be, hogy az F,. relativ erétérben mozgd anyagi ponton
végzett relativ munka

Wrellz - / . Frel . dI’, (2140)
Trel

ahol természetesen az anyagi pont relativ elmozdulasdt kell figyelembe venni az (1) mozgd
rendszerhez képest.

Ha az aktiv relativ erének id6tol fiiggetlen potencialfiiggvénye van, akkor idealis, idétol
fiiggetlen kényszerek mellett a relativ energiamegmaradas is igaz:

2.60. tétel. RELATIV MECHANIKAI ENERGIA MEGMARADASANAK TETELE. Ha egqy me-

chanikai rendszerben az aktiv relativ erd felirhato eqy idotél kézvetlendil nem fiiggd, eqyértéki

relativ potencidlfigguény (relativ potencidlis energia) negativ gradienseként, tovabbd a kény-

szerek idedlisak és idotol figgetlenek, akkor a relativ mozgdsi és relativ potencidlis energia
osszege dllando:

Trel<t1) + Urel(r(t1>) = Trel<t2> + Urel<r<t2))- (2141)

[ )

Keressitk meg a tehetetlenségi erck potencidlfiiggvényét a L33 fejezetben is targyalt
specialis esetekben!

22A kinetikus energia derivaltjit természetesen az (1), mozgd rendszerben értelmezziik, tehat az [CZIT
fejezetnek megfelel6en jelolhetnénk a derivaltat pont helyett korrel is. Erre azért nincs sziikség, mert skalar
mennyiségek derivaltjai k6zott nincs kiilonbség a két vonatkoztatasi rendszerb6l nézve.
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1. Allandé aq gyorsulassal haladé mozgast végzd vonatkoztatasi rendszer. Itt
Coriolis-er6 nem lép fel, mert a vonatkoztatasi rendszer szogsebessége nulla. A szallito
er6 F,, = —maq. Ez az er6 potencialos, hiszen kifejezése hasonlit a nehézségi ero
kifejezéséhez: egy adott gyorsuld rendszerben csak az anyagi pont tomegétol fligg a
nagysaga. Kovetkezésképpen, a hozza tartozo potencidlfiiggvény is hasonlé alaku:

Foop=mg = U"™"=mgz (2.142)

F,.=—-mag = U* =manpf. (2.143)

Itt az inerciarendszerben felvett z tengely a nehézségi erdvel, a gyorsuld rendszerben
felvett & tengely pedig a szallité erével ellentétes iranyban van felvévePd Tehat —

ugyanugy, mint inerciarendszerekben — a potencidlos eré vektora a potencidlis energia
csokkenése iranyaba mutat.

2.48. abra. Gyorsito jarmiiben a gyorsitas iranyaban mozgé utasra olyan szallito
erd hat, ami relativ mozgasat gatolja. A szallité erével ellentétes iranyu elmozdulas
soran a szallité eré potencidlis energidja no, azaz Uj* < Uy~*.

Példaul egy agn gyorsulassal gyorsité villamosban elére halad6 utasra a gyorsulassal
ellentétesen — hatrafelé — haté F,, szallitdé eré hat. Mivel a szallité erdvel ellentétes
iranyban halad, relativ potencialis energidja n6. FEz annak felel meg, hogy — amint
a 2I8] példaban lattuk — ez a feladat dinamikailag egyenértékii azzal, mintha az utas
egy hegyre gyalogolna felfelé és igy néne a potencidlis energiaja (248 abra).

9. And tengely koriil wq szogsebességgel forgé vonatkoztatasi rendszer. Eb-
ben az esetben a szallité erdt centrifugélis erének nevezik, ami ([Z23)) alapjan

F.. =F. = mwi,p, (2.144)

ahol p a forgastengelyre merolegesen, sugariranyban kifelé mutaté vektor. A centrifu-
gélis er6hoz a kovetkez6 potencidlfiiggvény talalhato:

1
Ul = —§mwf0p2. (2.145)

23 A nehézségi erd és a szallité erd kozotti hasonlésigot az altalanos relativitdselmélet azzal magyarazza,
hogy a gravitaciés er6 is a tehetetlenségi erék kozé sorolhatd. A tapasztalatnak megfeleld, lefelé iranyuld,
mg nagysagu nehézségi erot egy g gyorsulassal felfelé gyorsuld liftben tapasztalndnk — innen ered a két erd
kifejezése kozti eldjel kiillonbség.

244116 helyett allandé sebességii haladé mozgast végzé tengelyre is igazak a megallapitdsok.
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Ebben az esetben is — mint mindig — az erd iranyaban csokken a potencialfiiggvény
értéke.

2.61. példa: Hatdrozzuk meg eqy forgo edényben lévd folyadék felszinének alakjat!

Tz
!
e | F..
! G NG + F..
. p
I Wio

2.49. abra. Az edénnyel egytitt forgé folyadék felszine forgasparaboloid alaku
a nehézségi eré és a centrifugdlis eré ered@je hatasara. Az ereds eré merdleges a
folyadék felszinére, ami egyuttal a relativ potencialis energia egy szintfeliilete.

Megoldas:

A nyugvé folyadékok felszine jé kozelitéssel parhuzamos a nehézségi erd szintfeliileteivel
— azaz vizszintes. Azonban egy forgd edényben 16v6 viz atveszi az edény forgasat és a
centrifugalis er6 miatt felszine — ahogy az aldbbi szamitds mutatja — forgasparaboloid
alaki lesz. Az edénnyel egyiitt forgd vonatkoztatasi rendszerben a folyadék részecskéire
a nehézségi erébdl és a széllité er6bol (centrifugalis er6bél) allo relativ erd hat ([2.49]
abra).

A felszin egyenletét az alapjan vezethetjik le, hogy a relativ erd potencialis energigja-
nak szintfeliileteihez igazodik a viz alakja. A vizfelszin Gn. ekvipotencidlis felilet, azaz
minden pontjaban azonos Uy a relativ potencialis energia:

Urel = Uneh _|_ Ucf — UO? (2.146)

tehat 1
mgz — gmw%OpQ = Uy, (2.147)

amibdl a zg = Up/(myg) jeloléssel valéban egy forgasparaboloid egyenletét kapjuk:

wip o
z(p) = z0 + 20 " (2.148)
! o

Forg6 vonatkoztatdsi rendszerben mozgd anyagi pontra Coriolis-er6 is hat, azonban a
Coriolis-erd relativ munkdja mindig nulla, mert a vektoridlis és skalaris szorzat tulaj-
donsagaibol kévetkezden nulla a relativ teljesitménye is:

PTC;?T = FCOT‘ *Vpor = 2m(VP21 X wlo) *Vpor = 0. (2149)

2.62. példa: Vizszintes talajon ék alaki test (lejté) csuszik a; gyorsuldssal. Mekkora as
relativ gyorsuldssal csuszik fel a lejtdre egy m tomegid, pontszerinek tekinthetd test, ha a
surloddsi tényezd pu? Mekkora relativ sebességet ér el, ha nyugalombdl indult és h magassigba
jut fel a lejton?
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/ _______________ _ Szabadtest abra:
Y =

Va1

|

\

—

(0)

2.50. abra. Gyorsulo lejtére felesiiszo test mozgasanak vizsgalata.

Megoldas:
Vizsgéljuk a problémét a lejtéhoz kotott gyorsuld rendszerben! Mivel a lejté nem forog,
Coriolis-er6t nem tapasztalhatunk, viszont fellép egy |Fs.| = ma; nagysagu szallito erd, a

lejté gyorsulasaval ellentétes iranyban. Emellett nehézségi erd, norméler6 és surlédasi erd
hat a vizsgalt testre, ahogy a abra mutatja. A szabadtest dbra alapjan felirhatjuk a
dinamika alaptételének komponens egyenleteit a lejtovel parhuzamos illetve arra merdleges
tengelyt koordinata-rendszerben:

x: magy = may cos(p) — mgsin(p) — Fg, (1)
Y 0 = Fy —maj sin(p) — mg cos(p). (2)
Az egyenletek felirdsa soran mar kihasznaltuk azt a kényszerfeltételt, hogy a test relativ
gyorsulasa a lejtével parhuzamos iranyu. Emellett feltételeztiik, hogy a test felfelé csiszik a

lejtén, ezért azzal ellentétes a sturlédasi eré irdnya. A fenti két egyenlet mellett egy harmadik,
kiegészito egyenletet is felirhatunk, hiszen ismert, hogy a cstszasi surlédasi eré nagysiga

Fg = pFy. (3)
A harom fenti egyenletbél meghatarozhaté a relativ gyorsulds:

a1 = a1 (cos(p) — psin(p)) — g (sin(i) — prcos(0)) - (4)

A feladat a relativ teljesitménytétel segitségével is vizsgalhato. A relativ kinetikus energia
definici6 szerint Ty = 1/2 mv3;, amibél

Trer = mugiaz.
A relativ teljesitmény kifejezésébe a szallitd erd, a nehézségi er6 és a surlodasi erd teljesit-
ménye keriil be, hiszen a normaélero teljesitménye nulla. Figyelembe véve, hogy a szallitoé erd

lejtével (és a relativ sebességgel) parhuzamos komponense Fy,| = maj cos(y), a nehézségi
eré megfeleld komponense pedig F,.p = —myg sin(p), a relativ teljesitmény

P, = may cos(p)var — mgsin(p)va — uFnvag.
A teljesitménytétel szerint Tye; = Pej, amib6l

. Fy
as = aj cos(p) — gsin(p) — peo

Ebben a képletben szerepel az F normalerd is, azt azonban a teljesitménytétel alapjan nem
tudjuk kifejezni a feladat adataival (ldsd 42 fejezet). A teljesitménytétel felirdsa sordn
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éppen arra toreksziink, hogy az idedlis kényszereket biztosité erdk - mint a normaélerd is —
nulla teljesitményiik miatt essenek ki az egyenletbdl.

Az Fy er6t tartalmazé tag nem a normalerd, hanem az Fg = uFy cstszasi surlodasi er6
teljesitményével kapcsolatos. A cstszasi surlddési erd negativ teljesitményti, kozvetleniil nem
is biztosit kényszert, mégis a talajrél atadédé nem idealis kényszererd egyik komponensének
tekintjik.

A nem idedlis kényszer jelenléte miatt a feladat teljes megoldasdhoz sziikséglink van a
normalerd (2)) alapjan torténd kifejezésére is, amivel mér visszakapjuk a (@) eredményt. Str-
lodédsmentes esetben természetesen nem lép fel a vazolt probléma és megoldhatd a feladat
csak a teljesitménytételt hasznélva.

A h magassagban elért relativ sebesség kiszamitasdhoz a relativ munkatételt alkalmazhat-
juk. A lejt6 aljan mind a kinetikus, mind a potencidlis energia nulla (a nulla szint megfeleld
felvételével), azaz

T =0, UMh=0, UZ=0,

ahol U™ a nehézségi erd, US* pedig a szallité eré potenciélis energiaja.
A test altal elért h magassagban

1
Trei2 = §mv§1, Uyeh = mgh, U§* = —mayl, ahol

= % a test relativ elmozdulasa a szallité erdvel parhuzamosan.

Tudjuk, hogy a megfelel6 potenciadlos erdk a potencialis energia csokkenése iranyaba mu-
tatnak: a nehézségi er6 fliggblegesen lefelé, a szallitd erd pedig az a; gyorsulassal ellenkezd
iranyban. Ha az anyagi pont felestiszik a lejtén, akkor U™ né, U%* pedig csokken. A strlé-
dési erd altal végzett relativ munka a lejtén megtett /12 + h? tton Wy = —puFnVI2 + h2,

tehat a munkatétel szerint
Tret2 — Trenn = Ulneh - Ugeh + Ulsz - UQSZ - MFN V 12 + h2.

Innen kifejezheté a relativ sebesség:

Vo] = \/2(a1l — gh — uFNVI2 + h?/m).

Természetesen — mivel a csuszasi surlédasos kényszer nem idedlis — 6nmagaban a munkatétel
nem elegendé a feladat megoldasdhoz, ugyantigy, mint a teljesitménytétel esetében. Az Fiy
normélerd a (2)) egyenletbdl fejezhetd ki. e

2.4.5. Perdiilettétel allé referenciapontra

A 4Tl fejezet és a 2422 4.3 fejezetek eredményei kozott feltiiné parhuzam mutathaté ki
az alabbi séma szerint:

: t
I=F, = I(tz) - I(ty) = /t ’ Fi; dt — Impulzusmegmaradas.
1
t

. 2
T'=P = 1T,-T) = P dt — A mechanikai energia megmaradasa. (2.150)
t1
A teljesitménytétel levezetését az motivalta, hogy az erd sebességgel parhuzamos iranyu
vetiiletének hatasat akartuk vizsgalni. Ebbdl kiindulva feladatokban jol hasznalhato tételek-
hez és egy megmaradési torvényhez jutottunk tgy, hogy a dinamika alaptételének mindkét
oldalat skalarisan szoroztuk a sebességgel.
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Akkor is a fentiekhez hasonld sémat kapunk, ha skalaris szorzas helyett vektoridlisan
szorozzuk az I = F egyenletet, egy kivalasztott pontbél a vizsgalt anyagi ponthoz hizott
helyvektorral. Az ennek kapcsan bevezetendé perdiiletvektor tulajdonsagai alapjan magya-
razhaté Kepler méasodik torvénye, ezért a perdiilet fogalmat a Kepler-torvények ismertetésén
keresztiil vezetjiik be.

2.63. tétel. KEPLER-TORVENYEK. A bolygémozgdsok megfigyelése alapjdin Johannes Kep-
ler a kévetkezd tapasztalati torvényeket dllitotta fel:

1. A bolygok ellipszispalydkon keringenek, amelyek eqyik gyiujtopontjdban a Nap dll.
2. A Naptdl a bolygokhoz hizott helyvektor eqyenld idokozok alatt eqyenld teriileteket surol.

3. A bolygok keringési iddinek négyzetei ugy ardnylanak eqgymdshoz, mint az ellipszispalydk
nagytengelyeinek kdbei. [ )

Az els6 és a harmadik Kepler-torvény részletes vizsgalata tillép e jegyzet keretein. A méasodik
torvény azonban konnyen atfogalmazhaté az eddig bevezetett fogalmak segitségével: a 251
abra alapjan — a vektoridlis szorzat tulajdonségait felhasznalva (5.4] definici6) — lathato,
hogy a Naptdl a bolygdkig htuzott rap(t) vektor altal egy kicsiny dt idétartam alatt strolt
tertilet %\r ap X v|dt. Kepler méasodik térvénye szerint azonos dt id6kozok esetén ugyanekkora
teriiletet kapunk a palya barmelyik pontja kozelében. Mivel a palya sikja, a bolygd keringési
irdnya és a boly6 tomege sem valtozik, arra kovetkeztethetiink, hogy az r4p X v szorzat, sot
az rap X mv =1 p X I mennyiség, az un. perdiilet is allando.

A%

P (bolygd)
I'Ap<t + dt) vdt

P (bolygd)

%’I‘OP X V‘dt

A (Nap)

2.51. abra. Kepler masodik torvényének szemléltetése.

2.64. definicié. A P geometriai pontban talalhato, 1 impulzusi anyagi pont A pontra szad-
mitott PERDULETE:
HA:I'AP x I. (2151)

Mivel a perdiilet az impulzus adott pontra szimitott nyomatéka, ezért IMPULZUSNYOMATEK-
NAK vagy IMPULZUSMOMENTUMNAK s nevezik. )

A perdiiletet mindig valamilyen referenciapontra kell megadni, ugyantigy, mint a nyomatékot.
Ennek megfeleléen, az (L74]) nyomaték redukeiés képlethez hasonléan lehet kiszamolni az A
pontra szamitott perdiilet segitségével a B pontra szamitott perdiiletet:



172 2. FEJEZET. AZ ANYAGI PONTOK KINETIKAJA

2.52. abra. A perdiilet redukcidja, figyelembe véve, hogy az impulzus és a per-
diilet vektorkettist alkot.

2.65. tétel. Anyagi pont impulzusa és perdilete vektorkettdst alkot: [I;TIg|p.

Bizonyitas:
A 257 abra szerint rgp = rg4 + rap. Felhaszndlva, hogy II4 = rap x I,

INg=rgpxI=rpg xI+rpgpxI=1II4+rpgy xL (2.152)
Tehat az [[L34] definici6é alapjan tényleg vektorkettost alkot ez a két vektor. [

Vizsgaljuk meg, hogy a bolygémozgas sordan miért marad allandé a perdiilet. Ehhez irjuk
fel a perdiilet id6 szerinti derivaltjat:

I =1t4p xI+rap x1, (2.153)
ahol ryp =rp —ry és I = mv. Az allonak tekintett inerciarendszerbol nézve a P pontban

16v6 bolygd sebessége v = I'p, az A pont sebessége pedig v4 = 14, ezért ([ZI53)) els6 tagja

rap X 1= &(rp—rA) Xmv=(V—-vy) Xmv=vxmv—vyXxmv=—vyxIL (2.154)

)
Tehat a perdiilet derivaltja az alabbi alakban adhato meg:
I y=rapxI—vyxL (2.155)
Ebbdl kovetkezik, hogy az anyagi pont @lld pontra (v4 = 0) felirt perdiiletének derivéltja:
I, =rap x 1. (2.156)

A dinamika alaptétele alapjan I = F, ezért ez az egyenlet 4tirhat6 a kovetkezéképpen:

HA:I‘AP x F. (2157)

Az egyenlet jobb oldalan felismerhetjitkk az F eré A pontra szamitott nyomatékat. Tehat
arra jutottunk, hogy az anyagi pont A dllo pontra szdmitott perdiiletének derivdltja egyenlo
az anyagi pontra haté erék A pontra szamitott nyomatékdval:

IMy=M,, ha v,u=0. (2.158)
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Ez alapjan konnyen megmagyarazhatd Kepler 2. torvénye: a gravitacios erotorvénybol
kovetkezik, hogy a bolygdkra haté eré mindig a Nap felé mutat (ami all6 témegpontnak
tekinthetd), tehdt parhuzamos a bolygokhoz huzott vektorral. Kovetkezésképpen, M, =
rap X F =0, azaz a perdiilet derivaltja is nulla, igy a perdiilet allandé marad.

A fenti gondolatmenet nemcsak a gravitacios erd hatasa alatt mozgd bolygok esetében,
hanem szamos méas esetben is igaz, ahol a haté eré nyomatéka a mozgas folyaman nulla —
ebbe a korbe tartoznak az tn. centralis mozgasok.

2.66. definicié. Anyagi pont CENTRALIS MOZGASA sordn az anyagi pontra haté erd hatds-
vonala mindig ugyanazon A allé ponton megy keresztil. Ha két anyagi pont kézétt haté erdk
hatdsvonala a testeket dsszekotd vektor hatdsvonaldba esik, akkor az ilyen eréket CENTRALIS
EROKNEK nevezzik (223 dbra). &

2.53. abra. Példa centralis erére: a gravitacios eré.

2.40. megjegyzés: A ,perdiilet” sz6 forgasra vagy keringésre utal, de forgdsrél csak ki-
terjedt (pl. merev) testek esetében beszélhetiink, anyagi pontok forgasit nem értelmezziik.
Tovabba, mivel az anyagi pont perdiilete a helyvektor és az impulzus segitségével jellemzi a
mozgast, a perdiilet nagysaga fiiggetlen a pélya alakjatol, pl. gorbiiletétél. Tehat — amint
a [Z54] dbra is mutatja — akkor is nullatdl kiilonbo6z6 a perdilet egy palyan kiviil esé pontra
szamitva, ha az anyagi pont egyenes vonalil mozgast végez.

egyenes palya

2.54. abra. Egyenes palyan halado pont perdiilete nem nulla a palya egyenesén
kiviil es6 A pontra: I14 =rap x L.

A [ZI5R) egyenlet és Newton masodik torvénye (I = F) kozott vildgos hasonlésag fedez-
het6 fel: a perdilet az impulzussal (lendiilettel), a nyomaték pedig az erével analég mennyi-
ség. A ([ZI58) egyenlet integraldsaval kapjuk az impulzustétel megfeleléjét, a perdiilettételt:
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2.67. tétel. PERDULETTETEL. Az A dllé pontra szdmitott perdiilet t, és ty idépontok kozotti
megudltozasa eqyenld az un. nyomatékimpulzussal:

t2
HA(tg)—HA(tl):/t M, dt, (2.159)

ahol [{* M4 dt a NYOMATEKIMPULZUS. 'S

2.41. megjegyzés: Mivel a perdiilettétel és a (ZI58) egyenlet egyenértékiiek, ezért a I, =
M 4 Osszefiiggést is perdiilettételnek nevezziik. Ha ki akarjuk hangsulyozni a két képlet
kozotti kilonbséget, akkor az egyiket a perdiilettétel differencidlis alakjanak, a mésikat pedig
a perdilettétel integral alakjanak nevezhetjiik. &

2.68. kovetkezmény. A PERDULETMEGMARADAS TETELE. Ha a t; és ty idépontok kozott

az anyagi pontra hato erck dallo pontra szamitott nyomatéka nulla, akkor a perdiilet allando
marad:

My,=0 = HA(tQ) = HA(tl). (2160)

[ )

Egy anyagi pont vizsgalata sordn a II, = M, egyenlet nem tartalmaz tébb informa-
ci6t, mint az impulzustétel I = F egyenlete, hiszen abbdl csak egy vektoridlis szorzassal
szarmaztathatd. Természetesen — mint lattuk Kepler 2. torvénye kapcesan — a perdiilettétel
alkalmazasa jelentosen megkonnyitheti egyes feladatok targyalasat.

2.42. megjegyzés: A perdiletmegmaradés tétele lehetové teszi az fejezetben targyalt,
ferde hajitassal kapcsolatos eredményeink feliilvizsgalatat. Ott feltételeztiik, hogy az elhaji-
tott test sebességének vizszintes — a Fold felszinénének érintéjével parhuzamos — v, kompo-
nense allandé nagysagu.

Pontosabb modellhez jutunk, ha figyelembe vessziik, hogy a péalya kiilonb6z6 pontjaiban
mas és mas lesz a nehézségi erd irdnya — jo kozelitéssel mindig a Fold kézéppontja felé mutat,
ahogy a abra mutatja. Tehat ha elhanyagoljuk a légellenallast, akkor az elhajitott

2.55. abra. Ferde hajitas targyalasa a perdiiletmegmaradas alapjan.

testnek a Fold O kdzéppontjara szamitott perdiilete lesz allandd nagysdgu, a masodik Kepler-

torvénynek megfeleléen:
IIo = mvy(R + h) = allandé. (2.161)

Itt R ~ 6378 km a Fold sugara és h az elhajitott test felszintél mért magassdga. Kovetkezés-
képpen, csak akkor tekinthet6 v, is allandonak, ha a h magassag valtozasa elhanyagolhaté az
R sugarhoz képest. &
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A perdiilettétel tipikus alkalmazasi teriilete a merev testek kinetikdja, amit a B feje-
zetben targyalunk. Merev testek mozgasaval kapcsolatos feladatokban azonban sok esetben
nem célszerti allo6 pontra felirni a perdiilettételt, ezért az alabbiakban altalanositjuk a tételt
tetszolegesen mozgd referenciapont esetére, majd — mivel a merev testek specidlis anyagi
pontrendszereknek tekinthetok — tovabbi altaldnositassal attériink az anyagi pontrendszerek
esetére.

2.4.6. A perdiilettétel altalanositasa tetszolegesen mozgdb referen-
ciapont esetére

Az I = F egyenlet mindkét oldaldt vektoridlisan szorozva egy rpp vektorral — mely a tetszé-
leges, tehat nem feltétleniil 4ll6 B pontbol mutat a tomegponthoz —, az

rpp x I = Mp (2.162)

egyenletre jutunk. Az egyenlet bal oldalan all6 mennyiséget kinetikai nyomatéknak nevezziik.

2.69. definicié. Anyagi pont B pontra szdmitott KINETIKAI NYOMATEKA (ldsd 258 dbra):

Dy =rpp x L (2.163)
&

2.56. abra. A kinetikai nyomaték redukciéja.

A fentiekbél kovetkezik a perdiilettétel altalanositasa, mely nem tartalmaz megkotést a re-
ferenciapont mozgasara vonatkozdan:

2.70. tétel. ALTALANOSITOTT PERDULETTETEL anyagi pontra:
Dy = Mg, (2.164)

tehdt a tetszolegesen mozqgo B pontra szamitott kinetikai nyomaték eqyenld az anyagi pontra
hato erdrendszer B pontra szdmitott nyomatékdval. [ )

A kinetikai nyomatékkal torténd szamitasokat konnyiti meg a kovetkezo tétel:

2.71. tétel. Anyagi pont impulzus derivdltja és kinetikai nyomatéka vektorkettdst alkot, az
in. KINETIKAI VEKTORKETTOST: [I; Dg]p.
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Bizonyitas:

Ha a P pontban 1évé anyagi pont kinetikai nyomatékat a B pontbdl egy maésik, A pontba

akarjuk redukalni (256 4bra), akkor ryp = rap + rpp miatt
DA:I'APXi:I'ABXi—FrBPXi:DB—FI'ABXi, (2.165)

azaz tényleg a vektorkettésokre vonatkozé [[34] definicié szerint kell szdmolnunk. [

2.72. tétel. KAPCSOLAT A KINETIKAI NYOMATEK ES A PERDULET DERIVALTJA KOZOTT.
A (Z153) és (ZI53) egyenletek szerint a perdiilet derivdlt és a kinetikai nyomaték kozott az
alabbi dsszefiliggés teljesiil:

I =rpp xI+ipp xI=Dg—vgx1 (2.166)
azaz '
Dp=1Ilg+vp x 1. (2.167)
Ebbol kovetkezik, hogy az dltaldnositott perdiilettétel
s +vp x I =Mgp (2.168)
alakban is felirhato. 'y

Az eléz6 tétel szerint dltaldban nem egyezik meg az impulzusderivdlt nyomatéka (azaz
a Dp kinetikai nyomaték) az impulzusnyomaték derivaltjidval (a Il perdiilet derivdltjaval).
All6 pontra (vp = 0) vagy a vizsgalt anyagi pont sebességével parhuzamos sebességii pontra
(vp||vp) azonban e két vektor megegyezik.

2.4.7. Perdiilettétel anyagi pontrendszerre

Anyagi pontrendszer esetében a dinamika alaptételének egyenletei az alabbi forméban irha-
tok fel minden egyes pontra:

ma; =F;+> By, i=12...n, (2.169)
j=1
ahol Newton 3. torvénye értelmében a bels6 erék paronként egyenlé nagysaguak és ellentétes
iranytak:
B, =-B ,7=1,2,...n. (2.170)
Valasszunk egy tetszoleges B pontot és onnan vegyiink fel rp; helyvektorokat, melyek az
egyes anyagi pontokhoz mutatnak. A ([2I69) egyenleteket balrél vektoridlisan szorozva rpg;-
vel, a kovetkezot kapjuk:

Jiy

rp; X mya; =rpg; X Fz +rp; X ZBU7 1= 172, oo n. (2171)
j=1

Ezeket az egyenleteket Osszegezve:

n

ZrBi X m;a; = ZrBi X Fz -+ Z (rBi X ZB”> . (2172)
i=1 i=1 j=1

i=1

Az egyenlet bal oldala a kordbban megismert kinetikai nyomaték vektor anyagi pont-
rendszerre altalanositott alakja.
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2.73. definicié. Egy n anyagi pontbol allo pontrendszer B pontra szimitott KINETIKAI
NYOMATEKA .
DB = ZrBi X m;a;, (2173)
i=1
ahol rpg; a B pontbol az eqyes anyagi pontokhoz hizott helyvektor, a; pedig az egyes anyagi
pontok gyorsuldsa. s

D5
¥

B

2.57. abra. Anyagi pontrendszer kinetikai nyomatékanak és a haté erérendszer
nyomatékanak meghatarozasa. Centralis belsé erék nyomatékainak ereddje nul-
la, ezért ebben az esetben csak a kiils6 erérendszer jarul hozza az erérendszer
nyomatékahoz.

Most vizsgaljuk meg a (ZI72)) egyenlet jobb oldalat! Ha minden bels6 er6 centralis, azaz B;;
parhuzamos az i-edik és j-edik pontot Osszekoto r;; vektorral, akkor Osszegzett nyomatékuk
nulla. Ennek beldtasahoz azt hasznaljuk ki, hogy B;; = —Bj; és B;; = 0, minden i és j
indexre. Ez azt jelenti, hogy 0sszeparosithatjuk a Newton III. torvénye szerinti ero-ellenerd
parokat a kovetkezo modon:

Z (rBz’ X ZBU> = Z Z rp;, X BZ] —|—I'BJ X Bﬂ)

=1 7=1 Jj=t+11i=1
= > D> (rgixBy—r; xBy)= Y > (rp —rp;) x By
Jj=i+1li=1 j=i+1i=1
= > D rjx (2.174)

j=i+1i=1

A fenti egyenlet els6 soranak bal oldalan szerepld > (r Bi X i Bij) kifejezés ugy Osszegzi
a nyomatékokat, hogy el6szor a j indexszel 6sszegzi az i-edik testre a tobbirdl atadoédéd erdk
nyomatékait, majd ezeket adja Ossze az i indexre vett szummaéaval.

Ezzel szemben, az elso sor jobb oldaldn lathato Z i1 2t (rp; x Bjj +rp; x By;) ki-
fejezésben el6szor az ¢ és j anyagi pontok kozott hatd ket két belsé er6 nyomatékai vannak
figyelembe véve, de hogy csak egyszer szerepeljen minden erd az osszegzésben, a szummaban
ki van kotve, hogy j > ¢ legyen.

Az utolsé lépésben bevezettiik az rj; = rp; —rp; jelolést a j-edik anyagi pontbdl az i-edik
tomegpontba mutaté vektorra.
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A fenti képletek megértését segiti, ha kifejtjiikk a kettos Osszegzést n = 3 anyagi pont
esetére. Hasonloan végezheto el ez az atalakitas tetszoleges szamu anyagi pontra is:

i=1

3 3
Z (rBi X ZBij) =r1p1 X (B2 + Biz) + rpp X (Bay + Bag) + 13 x (B + Bag) =

j=1
= (rp1 —rp2) X Bio+ (rp1 —rp3) X Bis + (rp2 —rps) x Bas. (2.175)

Centrélis erdk esetén definicié szerint B;; || rj;, ezért a vektoridlis szorzat tulajdonsdgai
miatt a (ZI74) kifejezés nullava valik.

Amint mar emlitettiik Newton harmadik torvénye kapcsan, a belsé erék mindig eset-
ben centréalisak, de a tapasztalatok szerint ezekben az esetekben mindig megjelennek olyan
koncentralt belsé nyomatékok, melyekkel a belso erérendszer 0sszegzett nyomatéka nulla
Tehat az eddigi eredményeink tovabbi hasznalhatésiga érdekében megkéveteljik (posztulal-
juk), hogy a bels6 er6k nyomatékainak ereddje nulla legyen.

2.74. kovetelmény. POSZTULATUM A BELSO EROK EREDO NYOMATEKAROL. Anyagi
pontrendszer pontjai k6zott hato belsd erorendszer eredd myomatéka zérus. [

Ez a kovetelmény Newton III. torvényének kiegészitéseként foghatd fel. Teljesiilése esetén
elhagyhaté a ([2I72)) egyenletbdl a bels6 er6k nyomatékéaval kapcsolatos tag.

2.75. kovetkezmény. Anyagi pontrendszer esetén az ALTALANOSITOTT PERDULETTETEL:
Dy = Mg, (2.176)

ahol Mp = Y rp; x F; az anyagi pontrendszerre haté KULSO EROK nyomatéka a B
pontra. 'y

A fenti egyenlet és a[2Z27] impulzustétel alapjan anyagi pontrendszerre teljesiil az alabbi
két egyenlet:

I=F é Dp=DM;, (2.177)
ahol F a kiils6 erck ereddjét jeloli. Tomorebb formaban
[1; D5 = [Fi; Mp]s. (2.178)

Egy tetszoleges anyagi pontrendszernek a pontok szamatol és a kényszerektol fiiggo szabadsa-
gi foka van. Ezzel szemben a fenti egyenletek mindossze hat skalar egyenletet szolgaltatnak.
Ez azt jelenti, hogy egy hat szabadsigi foku anyagi pontrendszer (ilyenek a merev testek!)
mozgasat tokéletesen le lehet irni az impulzustétellel és a perdiilettétellel, de tobb szabad-
sagi fok esetén ez a két vektoregyenlet — noha jellemzi a pontok egytittes mozgasat — nem
elegendé az 6sszes pont viselkedésének kiszamitasahoz.

A gyakorlati feladatokban viszonylag ritkan van sziikség a perdiilettétel tetszoleges re-
ferenciapontra altalanositott alakjara. Mozgo referenciapontot bizonyos szamitasok egysze-
risitése érdekében szoktak valasztani, de ez mindig kivalthato egy megfelelé pontra felirt
perdiiletvektor — illetve annak derivaltja — hasznédlataval. A perdilet derivalt alkalmaza-
sanak elénye, hogy a perdiilet a lendiilettel valé analdogidja miatt a kinetikai nyomatéknal
szemléletesebb fogalom, tovabba a II, = My alakid egyenlet hasonlé sémajd mint az impul-
zustétel és a teljesitménytétel.

A perdiilet fogalma értelemszertien altalanosithaté anyagi pontrendszer esetére:

25 Az elektromagneses tér is rendelkezik impulzussal és perdiilettel, amit figyelembevéve teljesiil, hogy a
bels6 erék Osszegzett nyomatéka zérus.
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2.76. definicié. ANYAGI PONTRENDSZER PERDULETE a B pontra

HB = ZrBi X MV, (2179)

i=1
ahol rp; a B pontbol az i-edik anyagi ponthoz hizott helyvektor, v; pedig az i-edik anyagi
pont sebessége. &

2.77. tétel. Anyagi pontrendszer impulzusa és perdilete vektorkettdst alkot: [I; Tg|p.

Bizonyitas:
Figyelembe véve, hogy rp; = rpa + ra;,

n n n
Il = ZrBi X M;V; =rpa X Zmivi + ZrAi xm;v; =114 +rga x L (2180)
i=1 i=1 i=1 o

2.78. kovetkezmény. Abban a specidlis esetben, mikor a siulypont sebessége nulla, a pont-
rendszer impulzusa is nulla. Kévetkezésképpen, ekkor a pontrendszer perdiilete a tér barmely
allo vagy mozgo pontjara ugyanakkora. [

A perdiilet definicidja alapjan a 2.72] tételhez hasonléan lathaté be a kovetkezo tétel.

2.79. tétel. Anyagi pontrendszer esetén a KINETIKAI NYOMATEK ES A PERDULET DERI-
VALT kézott az aldbbi dsszefiiggés teljesiil:

Dy =1I5 +vp x L (2.181)
[ )

2.80. kovetkezmény. A fenti tételbdl kovetkezik, hogy

e vy;=0 eseténDA:HA, ezért .
II, = My, (2.182)

e az anyagi pontrendszer S sulypontjira vg || I, ezért Dg = I1s. Kovetkezésképpen,

IIg = M. (2.183)

FELADATMEGOLDASOK SORAN JAVASOLJUK A PERDULETTETEL FENTI KET ALAKJANAK
HASZNALATAT.

Megjegyezziik, hogy a perdiilet derivdlt csak specidlis referenciapontok vdlasztdsa esetén
egyezik meg a kinetikai nyomatékkal, tehdt nem alkot vektorkettost az impulzus derivdltjaval.

)

2.81. példa: A perdiilettétel integrdal alakja is dltaldnosithaté anyagi pontrendszerek esetére
— ezt haszndljak ki az trhajok, miholdak térbeli helyzetének bedllitasa soran. Ha eqy adott
tengely koril el kell forgatni az irhajot, akkor révid ideig mikddtetik a kormanyhajtomiveket,
ezért a kifejtett nyomaték hatdsdra forgasba kezd a test (258 dbra). A megfeleld szoghelyzet
elérése kozelében az elézdvel ellentétes iranyban és (majdnem pontosan) ugyanolyan hosszi
ideig mikddtetve a hajtomiveket, az tlrhajo forgasa megadll. Ilyen mandverre példaul azért
lehet sziikség, mert haladds kézben folyamatosan forognia kell az tirhajonak, hogy kiegyenlitsék
a Nap feloli oldal és az ellentétes oldal kozotti homérséklet kilonbséget. [
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2.58. abra. Urha jo elforditasa a kormanyhajtomiivek szakaszos miikédtetésével.

2.43. megjegyzés: Az impulzustétel nem engedi meg, hogy egy anyagi pontrendszer suly-
pontjdnak helyét bels6 erdk segitségével meg lehessen véaltoztatni. A perdiilettétel azonban
toztatasat! Ezt haszndljak ki a macskak: testiik kiilonb6z6 részeit megfelel6en mozgatva érik
el, hogy mindig talpra essenek.

Ehhez hasonléan, egy elhanyagolhat6 sirlodast forgdszéken l6 ember is el tud fordulni a
székkel egyiitt, a kévetkez6 modon: a kinyudjtott jobb vagy bal karjat felemeli oldalra, 90°-kal
elforgatja maga elé, majd tjra leengedi. Ezt a mozgast ismételve tetszéleges szogii elfordulas

elérheto.
Merev testek pontjait nem lehet egymastdl fliggetleniil mozgatni, ezért azok mozgdsat,
térbeli helyzetét nem lehet belsé erckkel befolydsolni. &

Mig az impulzus a sulypont sebessége és az anyagi pontrendszer teljes tomege alapjan
szamithato, a perdiilet és a kinetikai nyomaték szamitasa ennél sokkal bonyolultabb a sziik-
séges Osszegzések miatt. Mivel az impulzustételt és a perdiilettételt fogjuk hasznalni merev
testek mozgasanak vizsgdlatara, erre a probléméara a[3 fejezetben tériink vissza.



3. fejezet

A merev testek kinetikaja

3.1. A merev test diszkrét modellje

A merev testeket anyagi pontok folytonos rendszerének tekinthetjiik, igy felhasznélhatjuk az
anyagi pontrendszerekre kordbban levezetett eredmények jelentOs részét. Azonban miel6tt
ratérnénk a merev testek kinetikajanak targyalasara, vizsgaljunk meg egy olyan modellt,
mely véges szamu, egymashoz mereven kapcsolédd anyagi pontbdl all. Ezt a merev test
diszkrét modelljének nevezziik.

z

Fz’ m; rad

Fi m; rad

3.1. adbra. Altalinos anyagi pontrendszer (a) és diszkrét merev test (b).

Ahogy a Bl/a abra is mutatja, altaldnos esetben egy anyagi pontrendszer elemei sok-
féle médon kapcsolodhatnak egyméshoz. A kapcsolat lehet kényszer (pl. rad, kotél, sth.)
vagy valamilyen egyéb kélesonhatas (pl. rugderd, gravitacios er6). A merev test diszkrét
modelljében (BJ]/b dbra) merev, elhanyagolhaté tomegili, nytjthatatlan rudak kétik Ossze
az egyes anyagi pontokat. Mivel a pontok tavolsaga allandd, a modellezett testet merevnek
tekinthetjiik, a szabadsagi fokok szama tehat legfeljebb hat.

A fejezetben irtakbdl kovetkezoen, dltalanos pontrendszer esetében két kiilonb6zo
megoldéasi modszert lehet alkalmazni a mozgas vizsgalatara:

1) Minden anyagi pontra szabadtest abrét rajzolunk a abranak megfelel6en és felirjuk
mindegyikre a dinamika alaptételét:

=1

181



182 3. FEJEZET. A MEREV TESTEK KINETIKAJA

z
B, @ a; F,
ag Bk Bjk
O Bki% !
/x
T Y

3.2. dbra. Diszkrét merev testet alkoto anyagi pontok szabadtest abrai.

Ebben az esetben kihasznélhat6, hogy Newton III. torvénye értelmében
Ez a megoldasi modszer altalaban nagyon sok egyenletbdl all6 egyenletrendszerre vezet.

2) Ha nem akarjuk meghatarozni a bels6 eréket, akkor az egész rendszerre Osszegzett
egyenleteket irhatunk fel. A 2.4.T] és 24T fejezetekben anyagi pontrendszerre is altala-
nositottuk az impulzustételt és a perdiilettételt. Centralis belsd erdket feltételezve az
alabbi két egyenletre jutottunk:

I=F é Dp=Mpg, ahol (3.3)

e I = mvyg az anyagi pontrendszer impulzusa.
e I = mag az anyagi pontrendszer impulzusanak derivéltja.
e F az anyagi pontrendszerre hato kiilsé erdk ereddje.

e My a pontrendszerre haté kiilso erérendszer B pontra szamitott nyomatéka.

Dp = 3" ,rp x m;a; az anyagi pontrendszer B pontra szamitott kinetikai nyo-
matéka; rg; a B pontbdl az egyes anyagi pontokhoz huzott helyvektor, a; pedig
az egyes anyagi pontok gyorsulasa.

Azt is beldttuk a kordbbi fejezetekben, hogy a perdiilet derivaltja allo (va = 0) pontra
T, = M, illetve silypontra ITg = Mg.

Béarmelyik moédszert alkalmazzuk is, ezek az egyenletek kozvetleniil csak a gyorsulasdl-
lapot és a kiilsé erdrendszer kapcsolatarol adnak informaciét. A sebességéllapot és a moz-
gastorvény meghatarozasahoz differencidlegyenletként kell megoldani a felirt egyenleteket,
amihez szitkséges a kezdeti feltételek (kezdeti helyvektorok, sebességek) megadésa is.

Altaldnos, 6-nal tobb szabadsagi fokd anyagi pontrendszer esetében a B3) egyenletek
nem elegenddek az Osszes anyagi pont gyorsuldsanak meghatarozasahoz. A diszkrét me-
rev test modell azonban legfeljebb hat szabadsagi foku lehet, tehat a kinetikai és statikai
vektorkettosok egyenloségét kifejezd

[, Dplp = [F; Mp]s (3.4)

egyenletbdl meghatarozhaté a gyorsulasallapot.
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A leheto legegyszeriibb diszkrét merev test modell két darab mereven 6sszekotott anyagi
pontbdl all. Térben csak 6t szabadsagi foku ez a modell, hiszen a két pontot 6sszekoto
egyenesre illeszkedo tengely koriili forgdst nem értelmezziik. Sikmozgas esetén a szabadsagi
fokok szama harom, fliggetlentil attol, hogy kettd vagy tobb anyagi pont alkotja-e a diszkrét
merev testet

3.1. példa: Két, my illetve mpg témegi anyagi pontbol és a pontokat dsszekdtd, elhanyagol-
hato témegi merev ridbol dllo test B pontja surlodasmentesen csuszhat a vizszintes talajon
(T3 dbra). A test nyugalombol indul abbdl a helyzetbdl, amikor a rid ¢ széget zar be a
fiiggdleges irannyal. Mekkora a talajrol atadodé kényszererd az indulds pillanatdban?

3.3. dbra. Két anyagi pontbdl allé diszkrét merev test mozgasanak vizsgalata.

Megoldas:
A feladatot mindkét, a fejezet elején vazolt mddszerrel megoldjuk.

1) Megoldas a belsd erdk figyelembevételével.

Az abrak alapjan belathatd, hogy a testre haté erék hatdsvonalai a testen athalado fiig-
gbleges xy sikba esnek. Mivel a test nyugalombdl indul, végig ebben a sikban is marad, tehéat
stkmozgast végez.

Ay
A A Ag
Fpl|Ga
yk Fy g
Bl 4Bz
xGB|FN

3.4. Abra. A diszkrét merev testet alkoté anyagi pontok szabadtest abrdi. A
nehézségi eré jelblése: G4 = mag, Gp = mpg.

A Bl szabadtest dbra segitségével felirhatjuk a dinamika alaptételének egyenleteit mind-
két anyagi pontra:

ma as, = —Fpsin(p), (1)
ma aay = —Fpcos(p) —mag, (2)
mp apy = Fpsin(y), (3)

mp -0 = Fpcos(¢) + FN —mpg. (4)

!Tovabbi kényszerek természetesen csokkenthetik a szabadsagi fokot.
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A szabadtest dbra felrajzoldsa soran mar kihasznaltuk Newton ITI. térvényét és ennek megfe-
lel6en jelent meg az Fp bels6 erd az egyenletekben. Figyelembe vettiik azt is, hogy a B pont
az x tengellyel parhuzamos palyan csaszik. Ez utobbi kényszerfeltétel szerint yp = allando,
aminek a derivalasabol adodik ap, = 0 a (4) egyenlet bal oldalan.

Azt viszont még nem vettiik figyelembe, hogy a két anyagi pont kozotti tavolsag is allando.
A merev testek kinematikajabdl tudjuk, hogy az |rap| = dllandé feltételbdl két id6 szerinti
derivdlas utédn az (LI04]) gyorsuldsredukciés képletet kapjuk, azaz sikmozgas esetén

ag =ap+e Xrpa —WQI‘BA.

Kihasznélva, hogy az indulas pillanatdban w = 0 és sikmozgas esetén a szoggyorsulds a z
tengellyel parhuzamos, kifejezhetdk az A pont gyorsuldsanak nem nulla komponensei:

Ay = apy — €, Lcos(yp), (5)
asy = €. lsin(p). (6)

igy Osszesen hat skaldr egyenletet kaptunk, amibél a hat ismeretlen (aaz, aay, @Bz, €2, FB
és Fy) meghatarozhaté. Példaul my = 5 kg, mp = 10 kg, | = 2 m, g = 9.81 m/s? és
sin(p) = 0.6 adatokkal Fy = 124,703 N.

2) Megoldas a teljes anyagi pontrendszerre felirt impulzus- és perdiilettétel
alapjan.
Az impulzustételnek megfelels (1) és (3) illetve (2) és (4) egyenleteket Gsszegezve:

ma aay +mp apg =0, (3.5)

ma aay +0=Fn — (ma+mg)g. (3.6)

Figyelembe véve, hogy a teljes tomeg m = m4 + mp, a kozos silypont gyorsuldsanak kom-
ponensei pedig

MA GAz +MB GBy ma apy + 0
asy = , agy = —————,
ma + mpg ma+mp
e két egyenlet atirhatd
m aggy = 0, (1%)
maSy:FN_mg (2*)

alakba. Lathaté, hogy az Fp belsé er6 kiesett az egyenletekbol. Mivel a siulypont gyor-
suldsa szerepel ezekben az egyenletekben, a tovabbiakban a kényszerfeltételeket a sulypont
gyorsulasara felirt gyorsulasredukcids képlettel vessziik figyelembe. Az A és B pontokbdl a
sulypontba mutaté helyvektorok

— =B sin(p) A sin(yp)
0 ma+rapmp mp , 0 mp+rpama ma
rgs = = = |—"Elcos(p)| ¢és rps= = = |72l cos(yp)
0 0

(3.7)
Ezekbol a képletekbdl latszik, hogy maras + mprps = 0. Az ag =ap+e Xrpg — w’rpg
Osszefiiggést kifejtve, w = 0 figyelembevételével,

my .
Sy = GByx — 5ZWZCOS(QD)’ (3 )

ma, . *
asy = ezﬁlsm(go). (4%)
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Eddig négy egyenletet irtunk fel, azonban az ismeretlenek szama Ot: agy, asy, €2, apg €s
Fy. Sziikség van egy tovabbi skalar egyenletre is — ami a perdiilettételbdl szarmaztatha-
t6. A sulypontra szamitott kinetikai nyomaték (amirél tudjuk, hogy megegyezik a perdiilet
derivaltjaval) definici6 szerint

Dg =rg4a X mgay + rgp X mpap. (3.8)
A kiils6 er6rendszer S sulypontra szamitott nyomatéka pedig
Mg =rga X mag+rsp X mpg +rsp X Fy. (3.9)

A silypont definiciéjat figyelembe véve lathatd, hogy a nehézségi eré nyomatékat kifejezd
els6 két tag Osszege nulla — annak megfelelden, hogy a nehézségi erd siulypontra szamitott
nyomatéka zérus. A sulypontra felirt Dg = Mg perdilettételbdl igy

rsa X maas +rsgp X mpag =rsg X Fy. (3.10)
Tudjuk, hogy mind a4 mind apg kifejezheté a stlypont gyorsulasaval, azaz

aA:a5+serA—w2rSA, (3.11)

ap=ag+é& Xrgp— (,UQI‘SB. (3.12)

A fenti kifejezéseket a (BI0) egyenletbe helyettesitve kihasznalhatjuk, hogy rsa x rga = 0,
rsg X rgg = 0, tovdbba marga + mprgg = 0 miatt rg4 X m4 ag+rsp X mp ag = 0, tehat
csak a szoggyorsulassal kapcsolatos tagok maradnak meg;:

mA(rSA X € X I'SA) —i—mB(rSB X € X I'SB) =rgp X Fy. (3.13)

A bal oldalon lathaté kifejezés tovabb egyszeriisithetd. Az rga és rgp vektorok behelyettesi-
tése utan ugyanis a fenti egyenletnek csak a z komponense hordoz informaciot, a kovetkezé
alakban:

(mAA—52 + mBB—SQ)Ez = —Fy BSsin(yp), (5*)

ahol AS = Imp/m illetve BS = Ima/m az A és B pontoknak a stilyponttél mért tavolsdgat
adjak meg. Ezzel megvan az egyenletrendszer 6todik egyenlete is.

Kétségtelen, hogy az (1%)-(5*) egyenletrendszer valamivel egyszer(ibb az els6ként felirt
(1)-(6) egyenletrendszernél. Mégis jogosan meriilhet fel az olvaséban, hogy a perdiilettétel
alkalmazasahoz sziikséges hossz szamitasokat megérte-e elvégezni. A perdiilettétel alkalma-
zasa melletti legfontosabb érvek a kovetkezok:

1. A dinamika alaptételébdl és a kényszerfeltételekbdl levezethet6 skalar egyenletek sza-
ma nagyon gyorsan né a diszkrét merev testet alkoté anyagi pontok szamaval. Ez
azt jelenti, hogy a perdiilettétellel elérhet6 egyszertisités tobb pontbdl allé6 pontrend-
szer esetében sokkal latvanyosabb. Tovabbd, folytonos merev testek esetében végtelen
(kontinuum szamossagu) pont egytittes mozgasat kell vizsgalni, ezért ilyenkor a perdii-
lettétel alkalmazasanak nincs alternativaja.

2. A fenti szamitas legosszetettebb része a silypontra szamitott kinetikai nyomaték vek-
tor kifejezése volt. Az eredményiil kapott (5*) egyenletben megjelené Og, = m AA—S2 +
m BB—52 kifejezésrél — melyet a test sulyponton dtmend z tengelyre szamitott tehetetlen-
ségi nyomatékdanak neveziink — latszik, hogy az csak a vizsgalt test tomegeloszlasatol
fiige. Ez tetszdlegesen sok (n darab) anyagi pont esetében is {gy van: Og, = 31 | m;d?,
ahol d; az i-edik tomegpont tavolsiga a sulyponton athaladod, z-vel parhuzamos ten-
gelytol.
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Latni fogjuk a kovetkezékben, hogy merev test dinamikai értelemben vett sikmozgasa
soran (ldsd B4l fejezet) a sulypontra szamitott perdiilet derivalt vektor z komponense
Og.e.. Ennek ismeretében a perdiilettétel alkalmazasa jelentésen leegyszertisodik.

Az impulzustétel alkalmazdsa is egyszeriibb, ha nem az egyes anyagi pontokra felirt
m;a; = F; alaka egyenletek Osszegzésével irjuk fel, hanem egy olyan szabadtest abra
alapjan, ami egyben abréazolja a teljes diszkrét merev testet.

A
asy . \ W,
(] ¥ \gz
B G
T ' Py

(b)

3.5. dbra. (a) A diszkrét merev testet alkoté anyagi pontok gyorsuldsai és a rajuk
hato kiils6 erék. (b) A szabadtest abran a silypont gyorsulasanak komponensei
valamint a test szogsebessége és széggyorsuldsa szerepelnek, az eredé G = (ma +
mp)g nehézségi eré pedig a test silypontjaba van redukélva.

Ezen a szabadtest abran a bels6 erék nem szerepelhetnek. A kilsé erdkon kiviil a
gyorsulasallapotot megadé kinematikai mennyiségeket, azaz a sulypont ag gyorsuldsa-
nak, a szoggyorsulasnak és a szogsebességnek a komponenseit tiintetjiik fel. o

3.2. A dinamika alaptétele merev testre

Ebben a fejezetben ratériink a folytonos tomegeloszlasi merev testek kinetikajanak vizs-
galatara. Az anyagi pontrendszerekre levezetett tételek tovabbra is érvényesek maradnak,
hiszen a merev testeket folytonos tomegeloszlasi anyagi pontrendszernek tekinthetjiik, ahol
az egyes anyagi pontok kozotti tavolsag allando.

Mivel egy merev test szabadsagi foka hat, a mozgas vizsgalatdhoz elegendé az impul-
zustétel és a perdiilettétel hat skalar egyenlete. E tételek jelent6ségét mutatja, hogy merev
testek esetében az alabbi, kiterjesztett értelemben szoktdk kimondani a dinamika alaptételét.

3.2. tétel. A DINAMIKA ALAPTETELE MEREV TESTRE:

[, Dg)p = [F; Mg (3.14)
[ )

A fenti egyenletben F a kiils6 erck eredéje és Mp a kiilsé erérendszer tetszoleges B pontra
szamitott nyomatéka. Az impulzus derivaltjarol tudjuk az anyagi pontrendszerekkel és a
diszkrét merev test modellel kapesolatos eredményekbél, hogy I = mag, Dg pedig a merev
test B pontra szamitott kinetikai nyomatéka. Allé (va = 0) pontra Dy = IT, és a test
silypontjira Dg = Ilg.
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A tétel gyakorlati alkalmazhatosigahoz ki kell tudnunk fejezni a stulypont gyorsuldsat,
a kinetikai nyomatékot, a perdiiletet, a perdiilet derivaltat, stb. a korabban anyagi pont-
rendszerekre bevezetett, 0sszegzéseken alapuld képleteknél egyszertibb formaban. Ehhez az
osszegzéseket integralokkal kell helyettesiteniink, azaz az egyes fizikai mennyiségeket defini-
alo osszefiiggések hatarértékét kell venniink, amikor az egyes elemi anyag darabok szama
végtelenhez, tomege pedig nulldhoz tart.

A levezetések elvégzésének megkonnyitése céljabol vezessiik be az alabbi jeloléseket, a 3.0l
abraval 6sszhangban:

x Y

3.6. abra. A folytonos merev test kinetika targyalasahoz bevezetett jelolések.

e az r vektor egy adott térbeli referenciapontbol,
e a p vektor pedig a test stulypontjabél mutat a test tobbi pontjaba.
e A v és a vektorok a test egyes pontjainak sebességét illetve gyorsulasat adjak meg.

A felsorolt vektorok a test pontjain végigfuté valtozok. Ha egy adott pont helyét, sebességét,
gyorsulasat akarjuk kifejezni, akkor tovabbra is als6 indexben jeloljiik, hogy melyik pontrol
van szé: I'p, Pg, Va, ag, stb.

A kovetkezo fejezetekben elvégezziik az integralokra vald attéréseket. Ennek soran 6
célunk a dinamika alaptételének tomor, a gyakorlatban jol alkalmazhato kifejezése.

3.2.1. Az impulzustétel merev testre

A 226] kovetkezmény alapjan tudjuk, hogy anyagi pontrendszer impulzus derivaltjat a
sulypont gyorsulasaval tudjuk kifejezni. Ezért az impulzustétel alkalmazasahoz meg kell
tudnunk hatarozni a merev test silypontjanak helyét.

3.3. definicié. Egy m tomegii merev test SULYPONTJANAK HELYVEKTORA

r dm
rg = f(””i, (3.15)
m
ahol az v vektor eqy adott térbeli referenciapontbol mutat a test tobbi pontjdaba. s

A koordinata-rendszer origéjat a silypontba tolva azonnal latszik, hogy ezzel egyenértéki
az alabbi allitas, melyet sokszor fel fogunk haszndlni levezetéseink soran:
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3.4. tétel. A sulypontra szdmitott STATIKAI NYOMATEK zérus, azaz

/( pdm=0, (3.16)
ahol a p vektor a test sulypontjabol mutat a test tobbi pontjaba. [

Minden anyagi pontrendszerre — igy merev testekre is — igaz, hogy az impulzus a teljes
tomeg és a sulypont sebességének szorzata (lasd 22251 tétel). Ez konnyen belathato, ha a
merev test egyes pontjainak v sebességét a sulypont sebességével fejezziik ki:

3.5. tétel. MEREV TEST IMPULZUSA (lendiilete):

I:/ Vdm:/ (Vg—l—wxp)dm:/ vedm + w X p dm = mvg, (3.17)
(m) (m) (m) (m)

mivel [,y p dm = 0. [ )
Ebbol a tételbol id6 szerinti derivalassal kovetkezik az impulzus derivalt alabbi kifejezése

3.6. tétel. Merev test IMPULZUS DERIVALTJA

i:/ a dm = masg. (3.18)
(m)

Tehdt az IMPULZUSTETEL MEREV TESTEKRE
mag = F (3.19)
alakban irhato fel, ahol F a testre hato kiilsd erck ereddje, ag pedig a test sulypontjanak

gyorsuldsa. [ )

3.2.2. Merev test perdiilete és tehetetlenségi nyomatéka

A kovetkezményben anyagi pontrendszerre levezetett Dg = Ilg Osszefiiggés merev
testekre is érvényes. Kovetkezésképpen, a dinamika alaptételének alkalmazasdhoz érdemes
kifejezni a silypontra szamitott perdiiletet a merev test tomegeloszlasa és sebességallapota
segitségével. Az alabbi levezetés sordn ismét kihasznaljuk, hogy egy merev test pontjainak
sebessége megadhatd a silypont sebessége és a szogsebesség segitségével:

HS:/()pde:/()vadm:/()px(Vg—i-wxp)dm: (3.20)
:/ pdmxvs+/ p X (wx p)dm.
(m) (m)
f(m) p dm = 0 miatt az els6 tag kiesikﬁ, ezért

IIg = p X (wx p) dm, (3.21)
(m)

2Az is belathaté, hogy a gyorsuldsredukeios képlettel kaphaté f (myds texXptwx (w x p) dm kifejezés
integrandusaban szereplé méasodik és harmadik tag integralja nulla, de ez a tétel az anyagi pontokra vonatkozo
tételbdl is kovetkezik.

3Ez az eredmény gy is értelmezhetd, hogy a stlypontra szamitott perdiiletben csak a test pontjainak a
sulyponthoz képest szamolt v — vg relativ sebességét kell figyelembe venni.
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ami az [B.5] kifejtési tétel segitségével atirhatd az alabbi alakba:
I = /( | <p2w - (pw)p) dm. (3.22)

Az (2220) diadikus szorzat tulajdonsagait felhasznalva kiemelhet6 az integralbél a merev test
mozgasat jellemz6é w szogsebességvektor:

Ils — /(m) (P’E— (pop))dm - w. (3.23)

Itt E a 3 x 3 -as egységmatrixot jeloli, p o p pedig a test sulypontjabol a test tobbi pontjaba
mutatd vektornak az énmagaval vett diadikus szorzata. A fenti képletben szerepld integral
és tomegeloszlasatol figg. A tovabbi levezetések és szamitasok egyszerisitése érdekében
célszeri 1j fizikai mennyiségként definialni ezt a matrixot.

3.7. definicié. A merev test S SULYPONTRA SZAMITOTT TEHETETLENSEGI NYOMATEKI
MATRIXA

Oy = /(m) (p2E —(po p)) dm. (3.24)

Meértékegysége: kgm?. s

3.44. megjegyzés: Az itt megadott fizikai mennyiséget sulypontra szamitott tehetetlenségi
nyomatéki tenzornak is nevezhetnénk. A tenzorok linedris vektor-vektor fiiggvények. Hatasu-
kat szemléletesen gy képzelhetjiik el, hogy egy adott irdnyu és nagysagu nyillal megadhaté
vektorhoz — itt a szogsebességvektorhoz — egy masik, szintén valamilyen irdnyt és nagysagu
nyilként megadhaté vektort — ebben az esetben a perdiiletvektort — rendelnek, ahogy a B.7]
abran lathaté. A tenzorok értelmezéséhez tehat nem sziikséges koordinata-rendszert bevezet-
ni. A tenzorokat adott koordindta-rendszerben matrixok segitségével lehet reprezentalni. Az
egyszeriliség kedvéért a tovabbiakban feltessziik, hogy a képleteinket valamilyen koordinata-
rendszerben értelmezziik, tehat a vektorokat szamhdrmasok, a tenzorokat pedig matrixok
segitségével adjuk meg. &

3.7. dbra. A tehetetlenségi nyomaték tenzora hozzarendeli az w szdgsebességvek-
torhoz a Ilg = Ogw perdiiletvektort. Ha a tér minden iranyaban ugyanakkora
szogsebességvektorokat vesziink fel, akkor ezek végpontjai egy gémbén helyezked-
nek el. Az ezekhez hozzarendelt perdiiletvektorok végpontjai azonban mar nem
goémbdét, hanem ellipszoidot jelélnek ki a térben.

A stlypontra szamitott tehetetlenségi nyomatéki matrixot a merev test paraméterének
tekintjilk, ugyanugy, ahogy a tomegét. Segitségével tomor alakban kifejezhetjitk a test per-
diletét.
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3.8. tétel. Merev test SULYPONTRA SZAMITOTT PERDULETE a stlypontra szdmitott tehe-
tetlenségi nyomatéki matriz és a szogsebesséquektor szorzata:

)

3.45. megjegyzés: A fenti levezetésbdl kovetkezik, hogy
/ p X (wx p)dm = Ogw. (3.26)
(m)

Mivel a tehetetlenségi nyomaték nem fiigg a test szogsebességétol, a szogsebességvektor he-
lyett szoggyorsulas vektorral is érvényes marad ez az Osszefiiggés, azaz

/ p % (e x p)dm = Oge. (3.27)
(m)

Erdemes Gsszevetni ezt az eredményt a diszkrét merev testek kapesan levezetett B13) kép-
lettel, ahol a tehetetlenségi nyomaték fogalmét egy egyszerti példa kapcsan vezettitk be. &

Vizsgdljuk meg a tehetetlenségi nyomatéki méatrix alakjat, ha p = [z y 2]T! Ekkor a

R

1 00 x
p’E— (pop) = (xz +y? + 22) 01 0| —|y [:1: Y z} = (3.28)
0 01 z
22 4 y? + 2% — 22 —xy —xz
_ —ay 2?4y 42 g _yz
—Tz —Yz % + y2 + 22 — 22

A tehetetlenségi nyomaték kiszamitasahoz a matrixban szereplo kifejezéseket kell integralni
a test teljes tomegére, azaz

Os=| —Jmrydm [, (224 2%) dm - Jmyzdm | =|=Dy,  ©, =D,
— Jimy Tz dm ~fimyzdm [y (@® +y?) dm —Dy. =Dy, O,
(3.29)

3.9. definicié. A tehetetlenségi nyomatéki mdtrixz fodtlojaban taldlhato elemeket TENGELY-
RE SZAMITOTT TEHETETLENSEGI NYOMATEKOKNAK, a fddtlon kivili tagok (-1)-szeresét
pedig DEVIACIOS NYOMATEKOKNAK nevezziik. Példdul

0, = /( )(y2 + 2%) dm (3.30)
az x tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték és

D,, :/ xy dm (3.31)
(m)

az x — 3y tengelyparra szamitott deviacios nyomaték. &
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3.10. definicié. Ha egy tengelyhez tartozo devidcios nyomatékok nulldk, akkor a széban for-
gé tengelyt TEHETETLENSEGI FOTENGELYNEK, a megfeleld tengelyre szamitott tehetetlenségi
nyomatékot pedig FOTEHETETLENSEGI NYOMATEKNAK nevezziik. &

Példaul z tehetetlenségi fotengely és ©, fétehetetlenségi nyomaték, ha a tehetetlenségi nyo-
maték matrixanak alakja

O, -D, 0
©s=|-D,, ©, 0], (3.32)
0 0 e,

azaz Dy, = D,, = 0.

A deviaciés nyomatékok elnevezése az ,eltérés” jelentésti devidcio szébodl ered. Az elneve-
zésnek az a magyarazata, hogy ha a féatlon kiviili deviacios nyomatékok nem nulldk, akkor
a perdiiletvektor altaldban nem parhuzamos a szogsebességvektorral. Példaul w = [0 0 w,]T
szogsebességli forgas esetében

@m _D:vy _sz 0 _sz Wy
y=Osw=|-D,, ©, -D,.||0|=|-Dy.w.], (3.33)
_sz _Dyz @z W @z Wy

tehat ha D,, # 0 vagy D,. # 0, akkor Ilg }f w. Ez azzal jar, hogy a perdiiletvektor irdinya
allando szdgsebesséqii forgas mellett is vdltozik, azaz derivaltja nem nulla. Kovetkezésképpen,
a IIg = Mg perdiilettétel szerint az ilyen mozgas fenntartdséhoz — a tengely irdnyanak
megtartasdhoz — nyomatékra van sziikség. Nyomaték hianydban a tengely ,eltéril”.

Ebbdl kovetkezik, hogy a tehetetlenségi fétengelyek a test in. szabad tengelyei, mert a
test kiils6 nyomaték nélkiil is foroghat barmelyik fétengelye koriil — hiszen fotengely iranyu
szogsebesség esetén a perdiilet parhuzamos marad a szogsebességgel.

A deviaciés nyomaték szerepének megvildgitasa céljabol a kovetkezd példaban megvizs-
galjuk egy allo tengely koriil forgd test — a szamitasok egyszeriisitése érdekében egy diszkrét
merev test — perdiiletvektorat és a perdiilet derivaltjat.

3.11. példa: Egy két tomegpontbol allo diszkrét merev test az S sulypontjaban ferdén hozzd
van rogzitve eqy dllando

0 0
w=10[=10 (3.34)
o oF

szogsebességgel forgo tengelyhez, o[58 és a abraknak megfeleléen. Az S sulypontbol az
my €s meo tomegi tomegpontokba mutato vektorok

T r1 cos(p) T —r3 cos(¢p)
rsa= |y1| = [msin(e)| dlletve rsp = |y2| = | —r2sin(y) (3.35)
21 21 <2 2

a test © szogkoordindta segitségével leirhatd helyzetében. z, és zy, valamint ri = \/x? + y?

és vy = \/x% + y3 is dllandé értékiiek a forgds sordn. Hatdrozzuk meg a silypontra szamitott
perdiiletet, annak idd szerinti derivdltjdat és a mozgas fenntartisihoz szikséges nyomatékot!
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nn
B

3.8. dbra. Két témegpontbol all6 diszkrét merev test, ferdén felszerelve a ten-
gelyre — vetiileti abrak.

Megoldas:

Diszkrét merev test esetében a ([B.GI) egyenletnek megfeleléen, Gsszegzésekkel kell kiszami-
tani a tehetetlenségi nyomaték matrixdnak elemeit. Ez alapjan a test stulypontra szamitott
tehetetlenségi nyomatéki métrixa

my(yi + 27) + ma(y3 + 23) —(miw1y1 + mazays2) —(miz121 + moxa2o)
Os= | —(muziy1 +maways)  ma(x] + 27) + ma(as + 23) —(may1z1 + may2zs)
—(miz121 + Mmows2s) —(miyrz1 + mayaza)  ma(yf +a3) + ma(ys + x3)
(3.36)
a test stulypontra szamitott perdiilete pedig
—(myz121 + Maxozs) ws
Ils = Ogw = —(may121 + mayaze) w.
[(ma (@] +97) + ma(a3 + 7)) we
— (mariz1 — mareze) cos(p) w, —-D,. w,
= | — (muriz1 — marezs) sin(p) w,| = | =Dy, w2 | , (3.37)
I (m1r? + mar3) w, 0. w,

a (333) egyenletnek megfeleléen. Az eredmény alapjan azonosithatjuk a tengelypérra szdmi-
tott devidciés nyomatékokat:

D, = (mir1z1 — maraza) cos(p), (3.38)

Dy, = (mir1z1 — marazz) sin(p). (3.39)

Mivel az (zyz) koordinata-rendszert az 4ll6 inerciarendszerhez rogzitettiik, mind a tehetet-
lenségi nyomaték, mind a perdiilet komponensei viltozhatnak a test forgdsa soran. A ([B.37)
képlet és a[39)/b abra alapjan lathatd, hogy a perdiletvektor egy dllands nagysdgi, a z tengely
koril forgo vektor.
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3.9. dbra. (a) A két tomegpontbdl all6 diszkrét merev test térbeli dbrdja. (b)
A perdiiletvektor a z tengely koriil forog allandé w szdgsebességgel, ezért a per-
diilet derivaltja meréleges a Ilg és w vektorok dltal kifeszitett sikra. (c) A testtel
egyltitt forgé vonatkoztatasi rendszerben mindkét tomegpont egyensilyban van. A
rajuk hato szallité erd (centrifugélis erd) nyomatékaval a valédi Mg nyomaték tart
egyensulyt.

A perdiilet derivalt kifejezéséhez azt hasznéljuk ki, hogy

S sin(p(1)) = peos(plt) és

%cos(ap(t)) = —psin(p(t)),

ahol ¢ = w,. Figyelembe véve, hogy 2, = 29 = 7y =79 = 0, tovabba w, = 0,

. —(my&121 + maotezs) w, (myr121 — marazo) sin(yp) w? D,y. w?
Il = | —(m19121 + Matze) w, | = | —(mir121 — marezs) cos(p) w?| = | =Dy, w?
0 0 0
(3.40)

Ezt az eredményt egyrészt gy magyarazhatjuk, hogy ha a D,. vagy D,. deviiciés nyoma-
tékok nem nullak, akkor a perdiiletvektor derivaltja sem nulla.

Maésrészt viszont ugy tekinthetjiik, hogy a perdiilet megvaltozasa az adott, all6 koordinata-
rendszerben felirt tehetetlenségi nyomatéki matrix elemeinek megvaltozasaval hozhaté kap-
csolatba, hiszen a Ilg = @gw szorzat derivaltja w = allandé miatt

HS = 1 (Osw) = G)Sw. (3.41)
Valéban, a ©¢ matrix ([B36]) kifejezésébdl latszik, hogy csak a ©, komponens marad allandé
a test forgasa kézbenH Természetesen maga a perdiilet derivalt vektor is korbe forog a testtel
egyiitt. Osszehasonlitva Ilg és ILg fenti kifejezéseit, az is belathatd, hogy IIg L IIg.

Erdemes 6sszevetni a fenti eredményeket azzal a kinematikabél ismert tétellel (lasd [[32Z]
kovetkezmény), ami szerint egy allandé nagysagu forgd vektor derivaltja a szogsebességgel

4Forgas kozben az x1, T2, Y1 és y» koordinitak valtoznak, a ¢ szoggel dsszhangban.
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val6 vektoridlis szorzéssal szamithaté, azaz

. 0 —D,, w, Dy, w?
Mg=wxIg=|0| x |=Dy, w,| = | Dy, w? (3.42)
Wz 0, w, 0

A vektoridlis szorzat tulajdonsagaibol is latszik, hogy ez a vektor merdleges a perdiletvek-
torra.

A perdiilettétel szerint IIg = Mg, ezért a feladatban el8irt mozgés biztositdsahoz olyan
erérendszernek kell hatnia a testre, aminek a stlypontba redukalt nyomatéka éppen a kisza-
molt perdiilet derivalttal egyezik meg.

Ennek a nyomatéknak a sziikségessége belathatd, ha a testtel egytitt forgd vonatkoztatasi
rendszerben vizsgdljuk a problémat. A vizsgalt pillanatban a forgd rendszerben mindkét
anyagi pontra a tengelytél kifelé mutatd, miriw? illetve maorow? nagysagti centrifugilis erd
hat, melyek er6karja z; illetve z9, ahogy aB.l/c Abra mutatja. A centrifugélis er6bél szarmazé
nyomaték vektora merdleges a test vonala és a z tengely altal kijelolt sikra.

Mivel a merev test pontjai a testhez képest nem mozognak (relativ gyorsuldsuk nulla),
a forgd rendszerben a relativ erdrendszer egyensulyat tapasztaljuk. Kovetkezésképpen, a
centrifugalis er6k nyomatékdval ellentétes iranyu valédi nyomatéknak kell fellépnie, a tengely
csapagyaiban ébredd valodi erok nyomatéka formajaban. Ha rq és ro nulla lenne, akkor nulla
lenne a centrifugalis er6 is, z; = 2o = 0 esetében pedig a centrifugilis erék erckarja lenne
nulla. A D,, és D,, devidciés nyomatékok mindkét esetben eltiinnének. 'Y

3.2.3. A tehetetlenségi nyomaték tulajdonsagai
A tehetetlenségi nyomatéki matrix elemeinek kiszamitasa

A tehetetlenségi nyomaték matrixanak szamitdsa néhany egyszerii alaki, homogén témegel-
oszlasu test esetén analitikusan elvégezheto, ahogy a kévetkezd példa is mutatja:

3.12. példa: Szamitsuk ki eqy R sugari, h magassagi, homogén, p siriségii henger suly-
pontra szamitott tehetetlenségi nyomatéki matrizanak elemeit!

4 < i
R T
e 2 W
[ =1
h //p h ;/Q\L//dm
f//?g\\y Al ;\\y

(a) (b) (c)

3.10. dbra. Henger tehetetlenségi nyomatékainak szamitdsa. (a) A test adatai.
(b) Témegelem a ©, tehetetlenségi nyomaték szamitasahoz. (c) Témegelem ©, és
©, szdmitdsdhoz.
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Megoldas:
A BI0)/a ébra alapjan a henger szimmetriatengelyét valasztottuk a koordindta-rendszer z
tengelyének. Definicié szerint

0. — /(m) (4% +47) dm, (3.43)

tehat az integrandusban a tomegelemek z tengelytél mért tavolsaganak négyzete szerepel. Az
integral kiszamitasat megkonnyitheti, ha a dm tomegelemet megfeleléen meg tudjuk valasz-
tani. A legaltalanosabb esetben is attérhetiink térfogati integrédlra, az alabbi helyettesitéssel:

dm = pdV = p da dy dz. (3.44)

Ha ezt a kifejezést hasznaljuk, akkor egy harmas (x, y és z szerinti) integral segitségével lehet
kiszamitani a tehetetlenségi nyomatékot.

Mivel sem a p siiriség, sem ([B.43]) integrandusa nem fiigg 2-tél, a z szerinti integrélds csu-
pan a h magassaggal vald szorzasnak felel meg. Tehat célszerii olyan tomegelemet valasztani,
amivel a tehetetlenségi nyomatékot mar csak kettds, feliilet szerinti integrdlra vezethetjiik
vissza:

dm = pdV = ph dA. (3.45)

Még tovabb egyszeriisithetjiik az integral kiszamitasat, ha kihasznaljuk, hogy az integrandus
kifejezhetd a z tengelytél mért r tavolsig segitségével: r? = 22 +y%. A dA = 27rdr helyette-
sités segitségével ugyanis a feliileti integralast r szerinti integralasra vezethetjiik vissza, ezért
a tomegelem igy fejezheto ki:

dm = ph 2mrdr. (3.46)

Ez egy h magassagu, r belsé sugari és dr falvastagsigi ,,cs6nek” felel meg, amit aBI0/b
abra illusztral. A fentiek szerint

R R4 R4
0, = / r? ph 27rdr = ph 27T/ r3dr = ph2nr— = phr—. (3.47)
(m) 0 4 2
Mivel a henger témege
m = phR*, (3.48)
ezért a z tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték
Lo 2

Ezt az eredményt felhaszndlhatjuk a ©, és ©, tehetetlenségi nyomatékok kiszamitdsa
soran is. Tudjuk, hogy

O, = /(m) <y2 + 22) dm é ©,= /(m) (x2 + zz) dm. (3.50)

A henger forgasszimmetriajabdl kovetkezik, hogy a fenti két kifejezésnek meg kell egyeznie:
0, = 0,, amibdl
/ y? dm :/ z2dm = % (3.51)
(m) (m) 2

A ([B.49) egyenlet szerint tehat

1
/( )y2 dm = z2dm = ZmRZ. (3.52)
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0, és O, kiszdmitdsdhoz még meg kell hatdrozni az
/ 22 dm (3.53)
(m)

integralt. Ezuttal is célszertien valasztjuk meg a tomegelemet: dz vastagsigt, R sugart
korlapok alakjaban (B.I0)/c abra). Ebben az esetben a tomegelem dm = pR?*ndz, ezért (3.48)
felhasznalasaval

2 My L350 Lo
/ 2% dm :/ z° pR°ndz = —ph’R*m = —mh~. (3.54)
(m) —h/2 12 12

A fentiekbdl kovetkezden tehat a tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékok:

1 1
0,=06,= ZmR2 - Emhz és O, = §mR2. (3.55)

A tovabbiakban a devidcids nyomatékok szamitasdval folytatjuk a feladat megoldédsat.
D,, meghatarozasdhoz kihaszndlhatjuk, hogy az integrandus nem fiigg 2-tdl, ezért a to-

Z oy dy z

(b)
3.11. abra. (a) Témegelem a D, devidcios nyomaték szamitasahoz. (b) Témeg-

elem a D, deviaciés nyomaték szamitasahoz.

megelemet védlaszthatjuk h magassigi és rdedr alapteriiletti oszlopnak ([BII)/a dbra). Az
x =rcos(p) és y = rsin(yp) helyettesitéssel

R 27
D,y = / xy dm = / / 2 cos(p) sin(p) ph rdyp dr = 0. (3.56)
(m) 0 Jo T

Itt mar a ¢ szerinti integralas eredménye zérus, tehat az r szerinti integraldst nem is kell
elvégezni.

A forgdsszimmetria miatt az x és y tengelyek 90°-os elforgatdsa nem befolydsolhatja
a tehetetlenségi nyomaték métrixdnak elemeit, ezért D,. = D,.. Ha a tomegelemet egy
dz xrdexdr méretii hasdbnak valasztjuk [BII)/b dbra), akkor az x = r cos(yp) helyettesitéssel

R r2m rh/2
D,, = / xz dm = / / / rcos(p)z pdz rde dr = 0. (3.57)
(m) 0 Jo —h/2 T

Ez az eredmény mar a z szerinti integralds utan adodik, igy a ¢ és r szerinti integralasokat
mar el sem kell végezni.
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Tehat a korhenger silyponti tehetetlenségi nyomatéki matrixa:

TmR? 4+ $5mh? 0 0
O = 0 ImR2+Ltmh? 0 |, (3.58)
0 0 ImR?

azaz a kiszamitott, tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékok egyuttal fétehetetlenségi
nyomatékok is. [

3.13. kovetkezmény. Egy vékony, | hosszisagu rid esetében is alkalmazhatjuk a kérhenger-
re levezetett (353) eredményeket (312/a dbra). Azl <> h cserével és az R — 0 hatdrértéket
véve a sulypontra szamitott fotehetetlenségi nyomatékok

1
0,=0,~-—ml* é ©O,~0. (3.59)
12
[ )
R<<h
h

(b)

3.12. abra. A henger fétehetetlenségi nyomatékainak képletei alapjan megha-
tarozhatjuk (a) vékony rid f6tehetetlenségi nyomatékait (R — 0) és (b) vékony
korong f6tehetetlenségi nyomatékait (h — 0) is.

3.14. kovetkezmény. Egy vékony, R sugari korongra alkalmazva a (353) képleteket (313/b
dbra), a h — 0 hatdrértéket véve a silypontra szdmitott fétehetetlenségi nyomatékok
1 5, 1,
0,=0,~-mR* é ©,=_-mR". (3.60)
4 2
[ )

A Bl tablazatban osszefoglaltuk néhany egyszeri homogén test tehetetlenségi nyomaté-
kainak képleteit, melyeket a BI2] példaban bemutatott szamitashoz hasonléan lehet meg-
hatarozni.

Természetesen numerikus moédszerek is alkalmazhatok a tehetetlenségi nyomaték defini-
ciéja alapjan. Ez azt jelenti, hogy a testet véges sok kis elemre bontjuk és a definicioban
szerepld integralokat megfelel6 0sszegzésekkel helyettesitjik. Példaul a z tengelyre szamitott
tehetetlenségi nyomaték esetében

znj (22 + y2)m (3.61)

Ha nem ismert pontosan egy alkatrész alakja és tomegeloszlasa, akkor a tehetetlenségi nyo-
matéki matrix elemei méréssel is meghatarozhatok [4].
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Test Fotehetetlenségi nyomatékok | Megjegyzés
Korhenger
1
O, = —mR?
1 % z szimmetriatengely
o _toop2 Lo
0, = 5 R?
T A sulypont az alaptél h/4
0,-0,— 3 m ( AR + h2) magassagban talalhato.
80
0, = im(b2 + )
Y12
1
0, = Em((f + )
1
0, = Em(a2 + b%)

GOmb

Minden sulyponton atme-
no tengely egyenértéki.

3.1. tablazat. Néhany homogén test sulypontra szamitott fGtehetetlenségi nyo-

matdékai.
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Tételek a tehetetlenségi nyomatékkal kapcsolatban

A BI2Z] példa eredményei arra utalnak, hogy ha a koordinatatengelyeket a test szimmet-
riatulajdonsagainak megfeleléen vessziik fel, akkor a devidciés nyomatékok eltiinnek. A
szamitasok soran nagy segitséget jelenthet, ha tisztaban vagyunk ezzel és az ehhez hason-
16 egyszertisitési lehetoségekkel, ezért a kovetkezd tételben oOsszegytijtjik a tehetetlenségi
nyomatéki matrix legfontosabb tulajdonsagait.

3.15. tétel. Tételek a tehetetlenségi nyomatékkal kapcsolatban.

1. Az integrdlds tulajdonsdgaibdl kovetkezik, hogy AZONOS PONTRA SZAMITOTT TEHE-
TETLENSEGI NYOMATEKOK OSSZEGEZHETOK, ezért eqy merev test tehetetlenségi nyo-
matéka eqyenld a test részeinek ugyanarra a pontra szamitott tehetetlenségi nyomaté-
kainak dsszegével, ahogy a abran lathatjuk. FEhhez hasonloan, treges testek tehe-
tetlenségi nyomatékat gy is ki tudjuk szamitani, hogy a befogado test tehetetlenséqgi
nyomatékabol kivonjuk az tireq tehetetlenségi nyomatékat.

3.13. Abra. Az ugyanarra a pontra szamitott tehetetlenségi nyomatékok Gssze-
gezhetdk.

2. Ha egy homogén testnek van szimmetriasikja, akkor a sulypontja is a szimmetriasikba
esik. Ebben az esetben célszerii lehet a koordindtarendszer eqyik tengelyét (pl. a z ten-
gelyt) erre merdlegesen felvenni, mert A SZIMMETRIASIKRA MEROLEGES TENGELYHEZ
TARTOZO SULYPONTI DEVIACIOS NYOMATEKOK NULLAK: D,,, = 0, ha az e, vagy az
e,, bdzisvektor merdleges a szimmetriasikra.

Példdul ha a z tengely merdleges a szimmetriasikra, akkor

Dm:/ rzdm =0 ¢és
(m)
Dyz:/()yzdm:O,

tehat ekkor a z tengely az eqyik tehetetlenségi fotengely.

Ennek az a magyardzata, hogy — amint a [3.13)/a dbrdn is lathaté — a szimmetriasik
két oldalan minden dm témegelemnek megvan a parja, azonos x és y, de ellentétes z
koordinataval.

3. Ha egy homogén testnek van szimmetriatengelye, akkor az ahhoz a tengelyhez tartozo
stilyponti devidcids nyomatékok mind nulldk, ezért A SZIMMETRIATENGELY EGYUTTAL
TEHETETLENSEGI FOTENGELY IS.

Példdul ha z szimmetriatengely, akkor D,, = D,, = 0. Ez abbdl lathato be, hogy ekkor
a szimmetria miatt minden (x,y, z) pontban lévd tomegelemnek megtaldlhato a pdrja a
(—x, —y, z) pontban, a[3-13/b dbrdnak megfelelden.



200

3. FEJEZET. A MEREV TESTEK KINETIKAJA

3.14. abra. Homogén, szimmetrikus testek esetében minden tomegelemnek meg-
taldlhat6 a ,péarja” a szimmetriasik két oldaldn (a) vagy a szimmetriatengelyhez
képest szimmetrikus pozicickban (b). Ennek kévetkeztében, tobb devidcis nyo-
maték is nulla.

4. A ©Og tehetetlenségi nyomatéki mdtriz POZITIV DEFINIT ES SZIMMETRIKUS, ezért a

sajatértéker mindig valosak és pozitivak, sajatvektorai pedig merdlegesek egymdasra.

A mdtrix definicicjabol kéovetkezik, hogy szimmetrikus. Pozitiv definitnek akkor ne-
veziink eqy A mdtrizot, ha minden x # 0 vektorral x* Ax > 0. A bizonyitdshoz a
tehetetlenségi nyomatéki mdtrix esetében azt tudjuk kihaszndlni, hogy

Osw :/( )p X (w x p) dm, (3.62)
ezért azt kell beldtni, hogy

w!Ogw :/ wl (p x (wx p)) dm (3.63)

(m)
minden nem nulla w szégsebesséquektor esetén pozitiv. Az w (p x (w x p)) szorzatot
tgy tekinthetjiik, mint egy a(b X c) alakd hdrmas vegyes szorzatot, ahola = w, b = p

e se s

w' (px (wx p)) = (wxp)wxp)=|wxp|”. (3.64)

Egy kiterjedt merev test esetében a p vektor végigfut a test pontjain, tehdt biztosan
van végtelen sok olyan pont, melynek a p helyvektora nem pdarhuzamos a szégsebes-
séggel. Kovetkezésképpen, w! @gw minden nem nulla w szégsebesség esetén pozitiv,
azaz a mdtriz pozitiv definit. Ebbol mdr kovetkeznek a sajdtértékekre és sajatvektorokra
vonatkozo dllitasok. 'y

3.46. megjegyzés: Egy két anyagi pontbdl allo diszkrét merev test vagy egy végtelentl
vékonynak tekintett rid esetében nem teljesiil a pozitiv definitds, mert az anyagi pontokat
Osszekoté egyenessel parhuzamos tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték nulla (lasd BI31
kovetkezmény). Ez annak felel meg, hogy a modell nem veszi figyelembe az egyik tengely
koriili elforduldasokat, azaz egy ilyen test csak 5 szabadsdgi foku. )
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Ha a deviacids tehetetlenségi nyomatékok nem nulldk, akkor sziikség lehet a tehetetlenségi
nyomatéki matrix diagonalizalasara, azaz a sajatérték-sajatvektor feladat megoldasara:

(@5 — )\kE) S — O, k= 1, 2, 3. (365)

Ennek az egyenletnek a nem trivialis s, megoldéasait keressiik, azaz a nem nulla sajatvekto-
rokat. A nem trivialis megoldas létezésének feltétele az, hogy teljesiiljon a

det (@5 — A\E) =0 (3.66)

egyenlet. A determinans kifejtése utan kapott egyenlet A\, gyokei a [B.I5] tétel szerint pozi-
tivak.

Ezt a harom gyokot nagysag szerint sorba rendezve a ©; > Oy > O3 szimbdélumokkal
jeloljuk, ezek a B.I0) definiciénak megfelel6 fotehetetlenségi nyomatékok. A fétehetetlenségi
nyomatékokat visszahelyettesitve a (B.65]) egyenletbe, kiszamithatjuk az s; egységvektoro-
kat, melyek a tehetetlenségi fotengelyek iranyait adjak meg. A fotehetetlenségi tengelyek
altal megadott koordindta-rendszerben a tehetetlenségi nyomatéki matrix diagonalis, tehat
a deviacids nyomatékok nullak.

3.47. megjegyzés: A BIh] tételek teljestilését ellenérizhetjik a BIZ] példa eredményei
alapjan. A korhenger esetében a koordinata-rendszer mindharom tengelye meroleges egy-egy
szimmetriasikra, tovabba a z tengely szimmetriatengely. Kovetkezésképpen, Dy, = D,. =
D,, = 0. A tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékok kifejezésébdl az is latszik, hogy
mindhdrom pozitiv, tehat a tehetetlenségi nyomaték matrixa pozitiv definit. &

A tehetetlenségi nyomaték matrixa tetszoleges referenciapontra

Az el6z6 példaban csak a perdiilettétel felirasa kapcsan hasznaltuk ki, hogy a tengelyen
bejelslt S pont a test silypontja. A perdiilettétel azonban egy all6 A pontra is IT, = My
alakban irhaté fel, ezért a kozolt szamitas akkor is helyes marad, ha nem az abran S-
sel jelolt pontba esik a test stulypontja. Ennek kapcsan meriil fel, hogy terjessziik ki a

R

definicié értelemszerdi altalanositasaval tehetjiitk meg:

3.16. definicié. A merev test A PONTRA SZAMITOTT TEHETETLENSEGI NYOMATEKI MAT-
RIXA

Oy = /( | (rzE —(ro r)) dm, (3.67)
ahol az r vektor az A pontbol mutat a test egyes pontjaiba. s

Egy szabalyos részekbdl Osszetehetd test esetében csak akkor osszegezhetjik a részek
tehetetlenségi nyomatékait, ha azok mind ugyanarra a pontra vannak kiszdmolva ([B15] tétel
1. pontja). Ehhez nyujt segitséget a parhuzamos tengelyek tétele:

3.17. tétel. STEINER-TETEL (PARHUZAMOS TENGELYEK TETELE). Egy merev test S sily-
pontjdra és eqy tetszdleges mdasik, A pontra szdmitott tehetetlenségi nyomatékai kozott az
aldbbi dsszefiiggés teljesiil:

Oy =0g+ O 5. (368)
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A (328) kifejtéshez hasonldan, az Tas = [Tasyas zas]’ vektor komponenseivel kifejezhetd
O 45 az aldbbi alakban:

2 2
Yas T 24g —TaAsYAs —TASZAS
2 2
Ous =m | —Tasyas Thg +24g —YASZAS (3.69)
2 2
—TASZAS  —YASZAS Tag + Yis

A O 5 mdtriz kifejezésében szerepld szimbolumok az rag vektor (elGjeles!) komponensei. A
masodfoki kifejezések miatt a végeredmény nem vdltozik akkor sem, ha az r a5 vektor helyett
az rga = —Tag vektor komponenseit irjuk o (3.G9) képletbe.

dm

T Y

3.15. adbra. Abra a Steiner-tétel bizonyitésahoz.

Bizonyitas:
ABTIAabra szerint az A pontbdl a test pontjaiba mutaté r vektorok kifejezheték a silypontbol
kiindulé megfelel6 p vektorokkal: r =rag + p. Tehat

@A:/( )(rQE—ror)dm:/( )((rAS+P)2E_(rAS+P)O(rAs+p))dm
:/( )(riSE+p2E+2(rAS-p)E—I'ASOI'AS—I'ASOp—pOI'AS—pop)dm
:/( )(p2E—pop) dm+/( )(riSE—rAgorAs) dm, (3.70)

ahol kihasznaltuk, hogy a sulypontra szamitott statikai nyomaték nulla, tehat

<I'AS/( )pdm)E:rAgo/()pdm:/()pdmorAS:O. (3.71)

Fontos, hogy ezek a tagok csak akkor esnek ki, ha a p vektor a test silypontjabol a tobbi
pontba mutat. Ezért a tétel nem hasznalhaté tetszéleges két pont kozott, csak a silypont és
egy masik pont kozott. Definicié szerint (B.70) végeredményének elsé tagja

Og = /( : (p2E —po p) dm, (3.72)
tovabba — mivel r4¢ alland6 —
/ (I‘IQL‘SE—I'ASOI'AS) dm:/ dm (I‘IQL‘SE—I'ASOI'As) = O45. (3.73)
(m) (m)

=m
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Vektorokkal — mint szamharmasokkal — és matrixokkal csak gy lehet matematikai miivele-
teket végezni, ha a képletekben szerepl6é Osszes vektor és matrix komponenseit ugyanabban
a koordindta-rendszerben értelmezziik. Ezért pl. r, = pr + x4s, igy visszakapjuk a tételben
szerepl6 képletet. [

3.18. kovetkezmény. Ha egy sulyponti fétengely mentén torténik az eltolis — tehdt az
ras = |[Tasyas zas]|t vektornak csak egyetlen komponense nem nulla — akkor a tehetet-
lenségi nyomatéki mdtriznak csak a foatlojaban lévo elemek valtozhatnak, igy a tehetetlenségi
foiranyok parhuzamosak maradnak a sulypontiakkal. [ )

A tehetetlenségi nyomaték matrixa elforgatott tengelytli koordinata-rendszerben

Szamos feladatban elofordul, hogy a vizsgalt test tobb szabélyos alaki részbol tehetd Ossze,
azonban ezeknek a részeknek eltéré iranytak a tehetetlenségi fotengelyei. Mivel kézikony-
vekben, tablazatokban altalaban a fétehetetlenségi nyomatékokat adjak meg, ezekben az
esetekben at kell transzformalni az ismert tehetetlenségi nyomatéki matrixokat egy kozos
koordinata-rendszerbe (ldsd abra). Csak ezutdn alkalmazhaté aB.I7] Steiner-tétel és a
tehetetlenségi nyomatékok osszeadasara vonatkozo B.I5] tétel.

3.16. abra. Szabdlyos alaki testek tehetetlenségi nyomatéki matrixa altalaban
a féiranyokkal parhuzamos tengelyii koordinata-rendszerben (n() van megadva.
Feladatokban gyakran sziikség van koordinata transzformacio végrehajtasdara és a
mdtrix elforgatott tengelyti (ryz) koordindta-rendszerben térténé kifejezésére.

Matematikabdl ismert, hogy egy (£n¢) koordinata-rendszerben kifejezett métrix forgatdsi
transzformdcio segitségével adhaté meg az (ryz) koordinata-rendszerben, a T ortogondli
transzformaciés matrix segitségével. Ezt a tehetetlenségi nyomatékra alkalmazva:

O; =TTO4T. (3.74)
(wy2) (€nc)

A transzformacié alaposabb megértése érdekében vezessiik ezt vissza vektorok transz-
forméacioira! A tehetetlenségi nyomaték matrixat elsésorban a perdiilet kiszamitasa soran
hasznaljuk, ezért a kovetkezdkben a stulypontra szamitott perdiilet esetében vizsgaljuk meg

5Ortogondlis matrix transzponaltja egyenld az inverzével.
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a transzformdcié alkalmazéasat. Ha a szOgsebesség vektora az (ryz) koordindta-rendszerben
adott, akkor
My =05 w =T7OsT w . (3.75)
(wyz)  (zy2)(2y2) (€n¢)  (zy2)
A Og ¢,y matrix csak egy ({1¢) rendszerben kifejezett szogsebességvektorra alkalmazhato,
ezért ez a szamitas ugy értelmezhetd, hogy elsé lépésben (jobbrdl balra haladva) a T matrix
attranszformélja az w vektort a (£n¢) rendszerbe:

w =T w . (3.76)
(&nc) (zyz)

Bontsuk fel a szogsebességvektort komponenseire az alabbi médon:

1 0 0
w =T|w, |0 +w, |1 +w, |0 (3.77)
(én¢) 1
(zy2) (zyz) (zyz)

A szorzas soran a szogsebességvektor x irdanyu Osszetevojét a T matrix els6 oszlopaban
szerepl6 elemekkel kell szorozni, az y komponenst a méasodik, a z komponenst pedig a har-
madik oszlop elemeivel. Tehat ha a transzforméciés matrix

ar B m
T=|a B2 o, (3.78)
as (B3 73
akkor
aq Jost gl
w =T w =w, | + wy | B2 +w, |7 : (3.79)
(&n¢) (zyz) a 3
31 (enc) 31 (enc) 731 (enc)

Kovetkezésképpen, a transzformaciés matrix oszlopaiban az i, j, k bazisvektorok vannak
kifejezve a (£n() koordinata-rendszerben. Az &ltalanos esetben tehat

i= Oéleg + Oégen + ageg
J = Bieg + Baey, + Baec . (3.80)
k = yie¢ + 72, + 3€c

Az alabbi példaban harom specidlis esetet részletesebben is megvizsgalunk.

3.19. példa: Ha a z és ( tengelyek azonos iranyiak, de az x tengely és a & tengely dltal
bezdrt szog ¢ (ahol a ¢ szoget az x tengelytdl a & tengely felé, a z tengely pozitiv irdnydnak
megfeleléen vesszik fel), akkor a transzformdcio matriza

cos(p) sin(p) 0
T = |—sin(p) cos(p) 0. (3.81)
0 0 1

Az i és j vektorok komponensei a[317/a abrdrdl olvashatdk le.
Ehhez hasonloan, ha az x és & tengelyek irdnya azonos, akkor a transzformdcios mdtrix:

1 0 0
T = |0 cos(e) sin(y)]|, (3.82)

0 —sin(p) cos(y)
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3.17. abra. Koordinata-transzformaciok. A transzformacié matrixanak oszlo-
paiban az i, j és k bazisvektorok komponensei szerepelnek a (n¢) koordindta-
rendszerben. (a) Azonos irdnyu z és ¢ tengely. (b) Azonos irdnyd x és £ tengely.
(c) Azonos irdnyti y és n tengely.

ahol azy és n tengelyek kozitti ¢ szoget az x tengely koril pozitiv irdnyban mérjik fel (317/b
dbra). Az y ésn tengelyek parhuzamossaga esetében pedig a[317/c dbra alapjin

cos(p) 0 —sin(p)
T=| 0 1 0 |. (3.83)

sin(p) 0 cos(yp) )

3.48. megjegyzés: A transzformécids matrix elemeit a szakirodalomban gyakran iranyko-
szinuszoknak nevezik. Az elnevezésnek az az oka, hogy a matrix elemei a tengelyek egyméssal
bezart szogeinek (lasd BI8] dbra) koszinuszai, az aldbbi alakban:

cos(pge)  cos(pye) cos(pze)
T = |cos(¢ay) cos(@yn) cos(pzy)| - (3.84)
cos(pgc)  cos(pye) cos(wzc)

Példaul cos(pye) az y és £ tengelyek éltal bezart szog koszinusza. &

3.18. abra. A ¢ tengely irdnyszégei, melyek koszinuszai a transzformacios matrix
els6 oszlopaban megtalalhaté iranykoszinuszok.

A T matrix elemei nem fiiggetlenek egymdstol. Példaul i* = 1 miatt of + a3 + a3 = 1
és ij = 0 miatt a1 + aefy + agf3 = 0, ami a fenti példdban megadott méatrixokon is
ellenérizhetd. Osszesen hat hasonld osszefiiggés frhaté fel, ezért a transzformdaciés matrixok
9 eleme legfeljebb 3 fliggetlen adattal adhaté meg.

Az W(ene) = Tw(sy.) vektort mar meg lehet szorozni az ugyanebben a rendszerben kifeje-
zett Og ¢,y matrixszal, igy kiszamithatjuk a perdiiletet ({1¢)-ban:

n¢)  (n¢)  (zyz)
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A T transzforméci6é ortogonalitdsa miatt a (B.75) képletben szereplé TT matrix a fordi-
tott transzformdaciot hajtja végre, azaz visszatranszforméalja az eredményt (ryz)-be. Tehat
megkapjuk a perdiilet (zyz) koordindta-rendszerben kifejezett alakjat:

Mg =T70sT w . (3.86)
(zy2) (€n¢)  (zy2)

Ebbdl a gondolatmenetbdl kovetkezik, hogy bizonyos feladatokban elényosebb lehet a
tehetetlenségi nyomaték transzformacioja helyett a szogsebességet transzformalni — ezt az
eljarast foleg kiegyenstilyozatlan forgorészekkel kapcsolatos szamitasokban lehet jol hasznalni

(lasd B.40] példa).

3.49. megjegyzés: A [B7]) egyenlettel megadott mdtriz transzformdcié szempontjabdl —
ahol a tehetetlenségi nyomaték matrixat a (£n¢) rendszerbdl transzformaljuk az (xyz) rend-
szerbe — ugy tekinthetjiik, hogy a T matrix oszlopaiban annak a rendszernek a béazisvektorai
vannak kifejezve a masik rendszerben, amelyikbe dt akarunk térni.

Vektorok transzformdacidja — lasd példaul [B.706) — soran viszont az az alapelv, hogy a T
matrix oszlopaiban annak a rendszernek a béazisvektorai szerepelnek, amelyikbdol dat akarunk
térni a masikba. A bemutatott szamitdsban a szogsebességet (xyz)-bél transzformaltuk
(&n¢)-ba, ezért hasznalhattuk ugyanazt a T métrixot, mint a métrix transzformécional. &

3.20. példa: A abrdan lathato, homogén tomegeloszldsunak tekinthetd, gomb alakid mes-
terséges hold S sulypontra szamitott fotehetetlenségi nyomatékai napelemtdbldk nélkil ©, =
0, = 0, = 40 kgm?. Az elhanyagolhatsé vastagsdgi, négyzetlap alaki napelemtdbldk tomege
egyenként m = 10 kg, oldalaik a = 1.8 m hossziak. Egy-eqy napelemtabla silypontja (A és B
pontok) r = 2 m tavolsdgra van a mihold silypontjatol. A napelemek sikja elforgathato azy
tengely koriil, azonos p szoggel. Hatarozzuk meg a mihold tehetetlenségi nyomatéki matrizat
a napelemtablak ¢ = 0 és o = 45°-0s helyzetében!

3.19. abra. Miihold a napelemek elforgatasa el6tt és utan.

Megoldas:
A napelemtabldk nélkili mithold tehetetlenségi nyomatéki méatrixa az (zyz) koordinéta-
rendszerben adott:

©, 0 0 40 0 0
@Mm=10 ©, 0|=|0 40 0| kem? (3.87)
(@yz) 0 0 O, 0 0 40
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A napelemtablakat olyan téglatesteknek tekinthetjiik, melyek egyik oldala elhanyagolhato
méretli. A tablak fétehetetlenségi tengelyei legyenek &, n és ¢! A Bl tablazat alapjan a (£n¢)
koordinata-rendszerben az alabbi alakban fejezhetd ki a két tabla tehetetlenségi nyomatéki

matrixa:
m(a®*+d*) 0 0 54 0 0
O, =03 = 0 ma2 0 [ =10 27 0] kegm® (3.88)
(En¢)  (&n<) 0 0 g2 0o 0 27

2@

A feladatban megadott esetben az n tengely parhuzamos az y tengellyel. Ha e tengelyek
pozitiv iranydnak megfeleléen mérjiik fel a ¢ szoget, akkor a transzformécidés matrix

cos(p) 0 —sin(p)
T=| 0 1 o |, (3.89)

sin(p) 0  cos(p)

amivel a napelemtablak tehetetlenségi nyomatékai

o | 14cos?(p) 0 —sin(yp)cos(p)
T ma
(@yz)  (@y2) (&nc) —sin(p)cos(p) 0 1+ sin?(p)

A tovabbiakban mér minden vektort és métrixot az (xyz) koordinata-rendszerben adunk
meg, annak jelolését elhagyva.

A teljes miihold stulypontra szamitott tehetetlenségi nyomatékanak meghatirozasahoz
alkalmazni kell a BIT] Steiner-tételt. A feladat adataival

0 0
rapas = |7 és rps = |—T|. (3.91)
0 0

E két vektor komponenseit behelyettesitve a ([B.69) képletben megadott matrixba:

” 0 0 40 0 0
Ou5=0Os=m|0 0 0|=|0 0 0] kgm? (3.92)
0 0 r2 0 0 40

A teljes miithold S stulypontra szamitott tehetetlenségi nyomatéki méatrixa

@5(<p) = Z?h + @A(ﬁﬂ) + Oas + @B(tp) + Opgg

O, + 2mr? 4 me 0 0

= 0 6, + ma 0
0 0 O, + 2mr? 4 me
2 .
o[ cos(p) 0 —sin(p)cos(e)

+ — 0 0 0

12 . .

—sin(p) cos(p) 0 sin®(y)

1254 0 0 cos? (i) 0 —sin(p)cos(y)

=| 0 454 0 |+54 0 0 0 kgm?. (3.93)
0 0 1254 —sin(p) cos(p) 0 sin? (i)

A ¢ = 0 sz6ghoz tartozd matrix
130.8 0 0

©s5(0)=| 0 454 0 | kgm? (3.94)
0 0 1254
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Az abran vazolt esetben az elforgatds szdége negativ, tehat a napelemtablak ¢ = —45°-0s
helyzetében
1281 0 2.7
Og(—45°)=1| 0 454 0 | kgm? (3.95)
2.7 0 128.1

Mindkét matrix a mitholdhoz rogzitett, a térben nem feltétlentil allandé irdnyu koordindta-
rendszerben van megadva. o

TetszoOleges iranyu tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték

A tehetetlenségi nyomaték matrixdnak ismeretében tetszoleges irdnyu tengelyre is ki lehet
szamitani a tehetetlenségi nyomaték értékét. Példdul legyen a matrix az (ryz) koordinéta-
rendszerben adott és keressiik a £ tengelyre szamitott ©¢ tehetetlenségi nyomatékot. Ezt
megtehetjitk tgy, hogy a ([B.74]) transzformécié inverzét hajtjuk végre, azaz

05 =TTO4T. (3.96)
(€n¢) (zy2)

Itt T a kordbban vizsgalt T métrix inverze, ami a métrix ortogonalitdsa miatt egyittal a
matrix transzponaltja is. Tehat ([B80) jeloléseivel

_ ap Qg Q3 e = i+ fij + 1k
T=T"= |8 B B3|, ahol e, =aqi+ Boj+ k. (3.97)
MY s ec = azi+ B3j + 3k

Nekiink azonban most csak a ©g(¢,¢c) matrix egyetlen elemére, a O¢-re van sziikségiink,
ezért egyszeriibben is célt érhetiink. Jeloljik az e¢ egységvektort az alabbi modon:

aq
€¢ = 51 =
T

(3.98)

IS IS

ahol 22 4+ y? + 22 = 1. Ezzel az e, irdnyvektoru tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték
Of = e?@Seg =0,1% + @yy2 +0,2% — 2Dyyvy — 2D,z — 2D, y2. (3.99)

3.50. megjegyzés: A fenti eredmény felhasznalhaté a tehetetlenségi nyomaték geometriai
szemléltetésére, az alabbi meggondolas szerint.
Meérjiik fel a tér minden e¢ irdnyaban a megfelelé tehetetlenségi nyomatékbol szamitott

R=—— (3.100)

NEH

tavolsdgokat, ahol a ¢ egyiitthaté nagysaga tetszoleges, mértékegységét pedig ugy valasztjuk,
hogy R tavolsdg dimenzi6ju legyen. Az igy kapott vektorok

xT

X VO
R=|Y|=Re=c| /5 (3.101)
z Vo

NCH
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3.20. abra. Egy téglatest tehetetlenségi ellipszoidjanak szemléltetése és a & ten-
gelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték értelmezése. A & tengely és az ellipszoid
metszéspontjanak az ellipszoid kozéppontjatol mért R tavolsaga forditottan ara-
nyos a O¢ tehetetlenségi nyomaték gyokével.

alakban irhatok fel, azaz

_ 7 V0%

c

X

) )

_x VO VO
C C

Ezeket visszahelyettesitve a ([3.99) képletbe, egyszertisités utan a

A =0,X*+0,Y?+0,2* -2D,, XY —2D,.XZ —2D,.YZ (3.102)
&

Osszefuggésre jutunk, amirol a tehetetlenségi nyomaték pozitiv definitasabdl kévetkezéen be-
lathato, hogy egy ellipszoid — az un. tehetetlenségi ellipszoid egyenlete.

Ennek az ellipszoidnak a fétengelyei a fotehetetlenségi tengelyek, a hozzajuk tartozd te-
hetetlenségi nyomatékok pedig a fétehetetlenségi nyomatékok.

AB53] megjegyzésben latni fogjuk, hogy a ¢ egyiitthatd gy is megvélaszthato, hogy az R
mennyiség mértékegysége rad/s legyen — azaz megegyezzen a szogsebesség mértékegységével.
Ezzel a valasztassal egy olyan ellipszoidot kapunk, ami az adott kinetikus energia esetében
lehetséges szogsebességvektorokat abrazolja: az energiaellipszoidot.

Az itt vazolt szamitasok nemcsak sulyponti, hanem tetszdleges pontra szamitott tehetet-
lenségi nyomatékra esetében is hasznalhaték és igy a test kiillonb6z0 pontjaihoz mas és mas
tehetetlenségi ellipszoid rendelhetd.

Ahogy a abra is mutatja, a sulyponthoz tartozé tehetetlenségi ellipszoid nagyjabdl
koveti a test alakjat; legnagyobb fétengelyéhez a legkisebb f&tehetetlenségi nyomaték tar-
tozik. Tovabba, mivel Steiner tétele értelmében a sulyponti fotehetetlenségi nyomatékok a
legkisebbek, az ehhez a ponthoz tartozé ellipszoid lesz a legnagyobb.

A tobbi ponthoz tartozé ellipszoidok nemcsak méretben, hanem f&tengelyeik irdnyait il-
letéen is kiillonbozhetnek a stlypontitél. A B2T] abran egy téglatest esetében illusztraljuk,
hogy a kiilénb6z6 pontjaiban milyen irdanytak a tehetetlenségi fétengelyek. Rogzitett tengely
koril forgo testek esetében gyakorlati jelentGsége lehet annak, hogy a testnek van-e a ten-
gelyen olyan pontja, ahol az egyik f6irdny parhuzamos a tengellyel. Az ilyen tulajdonsagu
pontokat fépontoknak nevezik (lasd megjegyzés).

3.2.4. Az impulzus és a perdiilet vektorkettose

Az A pontra szamitott tehetetlenségi nyomatéki matrix segitségével kifejezheto a merev test
A pontra szamitott perdiilete is, mely definici6 szerint

I, — / rx v dm, (3.103)
(m)
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3.21. dbra. Téglatest kiilonb6zd pontjaiban szamitott tehetetlenségi fGiranyok. A
nyilak mellé irt szamok az adott iranyhoz tartozé fGtehetetlenségi nyomaték nagy-

sagara utalnak: 1-es a legnagyobb, 3-as a legkisebb fétehetetlenségi nyomatékhoz
tartozo fGirany.

3

ahol az r vektor az A pontbdl a test pontjaiba mutat. A[2.65] tételben belattuk, hogy anyagi

pont perdiilete és impulzusa vektorkettost alkot. Ez a tulajdonsag belathaté merev testek
esetére is.

3.21. tétel. MEREV TEST IMPULZUSA ES PERDULETE VEKTORKETTOST ALKOT, azaz

II4,=1Ig +r49 x L. (3104)
Az A pontba redukdlt vektorkettds [1; 1|4 (Z22/a dbra).

3.22. abra.
bizonyitasban felhasznalt vektorok értelmezése.

(a) Merev test impulzusa és perdiilete vektorkettést alkot. (b) A

Bizonyitas:

A BI03) képlet atalakitdsaval, r = p + r 4 miatt (ldsd B2Z2)/b dbra)

HA:/ rxvdm:/ vadm+/ rag X vdm=1IIg+r49 x I (3.105)
(m) (m) (m)

Itt kihasznaltuk, hogy rags kiemelheté az integraljel aldl, mert ez a teljes testre ugyanaz a
vektor. Py
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A fenti redukcios képlet lehetéséget ad arra, hogy a IT4 vektort a © 4 matrix segitségével
is ki tudjuk fejezni.

A stlypontra szamitott perdiilet Ilg = @gw. Ha az A pont a vizsgalt merev test pontja,
akkor az impulzus az alabbi médon fejezhetd ki:

IEmvS:m(VA+w XI‘As). (3106)

ITs és I kifejezését behelyettesitve a (BI09) egyenletbe, az A pontra szamitott perdiilet
alabbi alakjat kapjuk:

IT) = Ogsw +mras X (W X rag) +Tag X mva. (3.107)
A B20H323) egyenletekben bemutatott gondolatmenet és ([B.73) alapjan belathatd, hogy
mras X (w X rag) :m(riSE—rAsorAs)w:@Agw, (3.108)
amibdl a Steiner-tétel alapjan az alabbi tétel kovetkezik:

3.22. tétel. ECY MEREV TEST A PONTJARA SZAMITOTT PERDULETE

II4, = O w + 149 X mvy. (3109)
[ )

3.51. megjegyzés: A fenti levezetésben kihasznéltuk a sebességredukciés képletet, ezért
mig (BI05)-ben az A pont tetszéleges térbeli pont, a (BI09]) képlet mér csak a merev test A
pontjara vagy a merev testtel egytitt mozgoénak képzelt A pontra igaz.

A [BI09) egyenlet azt sugallja, hogy a perdiilet fiigg a referenciapont sebességétél. Ez
azonban nem igaz, hiszen a (BI03]) definiciéban nem szerepel a referenciapont sebessége.
A ([BI09) képletben mesterségesen bontjuk két tagra a perdiilet kifejezését. A © qw tag csak
a test pontjainak A-hoz képest vett v—v 4 = w X rag sebességét — az A koriili forgast — veszi
figyelembe. Az impulzusbdl ily médon ,hidnyz6” mv 4 részt pdtolja ki a kifejezés r a4 X mv 4
tagja. &

3.2.5. A perdiilet derivalt és a kinetikai nyomaték kifejezése a te-
hetetlenségi nyomaték segitségével

Stlypontra szamitott perdiilet derivalt

A [Z30) kovetkezmény igaz merev testekre is, azaz Dg = IIg miatt a dinamika alaptétele
felirhato a merev test sulypontjara a perdiilet derivaltja segitségével:

ITs = Mg. (3.110)

Az eléz6 fejezetekben kifejeztiik a stlypontra felirt perdiiletvektort Ils = @gw alakban.

A perdiilet derivaltjanak meghatarozasa azonban nem konnyti feladat az dltalanos esetben,

ugyanis nemcsak a szogsebesség iranya és nagysaga valtozhat, hanem a tehetetlenségi nyo-
matéki matrix is, tehat

Iy = Ogw + Ogw. (3.111)
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Mar a BIT] példdban is lattuk, hogy ha a test forog, akkor az inerciarendszerhez rogzitett
(ryz) koordindta-rendszerben valtoznak a matrix elemei. Példaul az = tengelyre szamitott
tehetetlenségi nyomaték derivaltja:

. d
o, == 24 52 dm:2/ I+ 22) dm. 3112
a Jom (v ) - (yy + 22) (3.112)

Ez a megkozelités meglehetésen nehezen kezelheto egyenletekre vezet. Sokkal egyszeriib-
ben jutunk célhoz, ha inerciarendszer helyett a merev testtel egyiitt mozgo, ahhoz rogzitett
vonatkoztatasi rendszerben irjuk fel a dinamika alaptételét. Azt hasznalhatjuk ki, hogy —
mivel sem a tomege, sem az alakja nem valtozik — a merev test tehetetlenségi nyomatéka
allando marad a testhez rogzitett vonatkoztatasi rendszerben. Tehat az [L2.T11] fejezetnek

megfelelden a D szimbélummal jelolve a mozgd rendszerben értelmezett derivalast, @ s =0.

Az egymashoz képest mozgd rendszerekben értelmezett derivaltak kozti kapcsolatot meg-
ado [L75] kovetkezmény alapjan egy w szogsebességgel forgd test perdiiletének id6 szerinti
derivaltja

ITg = Is + w x Ils. (3.113)
A mozg6 rendszerben értelmezett derivaldsra is érvényes a szorzat derivalasi szabalya, ezért
Il — O + Ogw, (3.114)

tovabba és = 0 kovetkeztében
Iy = Ogw + w x Ig. (3.115)

Ismét alkalmazva az [75] kovetkezményt: € = w = w + w X w, tehdt w = €, igy az aldbbi
eredményt kapjukﬁ

3.23. tétel. A PERDULET DERIVALTJAT MEGADO EULER-FORMULA.

IIg = Oge + w x Ig. (3.116)

A test tetszlOleges pontjara szamitott perdiilet derivalt

A test tetszOleges A pontjara vonatkozo perdiilet derivalt kiszamitasahoz abbdél indulunk ki,

hogy (B.109) miatt
II4, = O w4+ 149 X mvy. (3.117)

Az els6 tag derivalasanal figyelembe kell venniink, hogy — mint minden vektorra — a © 4w

vektorra is igaz az [[L70] kovetkezmény, ezért

d

in (O4w) = (GZw) +w X O w (3.118)

6Felhiviuk a figyelmet arra, hogy @ nem nulla. Igaz ugyan, hogy a merev testhez rogzitett vonatkoztatasi
rendszerben a test relativ szogsebessége és relativ szoggyorsuldsa nulla, azonban ebben az esetben az w
abszolut szogsebesség testhez kotott rendszerben elvégzett derivalasardl van szé. Egy, a merev testhez kotott
megfigyel6 példaul azt mérheti meg, hogy a térben valamilyen iranyt és nagysigu szogsebességvektor skalar
komponensei hogyan valtoznak egy testtel egyiitt mozgo koordinata-rendszerben. Ezzel kapcsolatban ldsd
a [B.65] megjegyzést.
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® 4 nem valtozik a testtel egyiitt mozgd vonatkoztatasi rendszerben, mert A a test pontja,
ezért a ([BIT4) derivalt szamitasahoz hasonlé médon beldthatd, hogy

(@Aw) = @AE. (3.119)
Tehat d
dt (@Aw) O+ w X O w. (3.120)
Ezt felhasznalva és figyelembe véve, hogy r g = rg — ry miatt g = vg — va:
. d
II, = T (O w)+ T (ras X mvy) = O e+wx O w+(Vs—va)Xmva+ragxmay. (3.121)

Kihasznalva, hogy vaxv4 = 0, tovabba felcserélve a v 4 és vg vektorok sorrendjét a harmadik
tagban, az aldbbi tételre jutunk:

3.24. tétel. Egy merev test TETSZOLEGES A PONTJARA SZAMITOTT PERDULET DERI-
VALTJA
HA:@A€+w><®Aw—VA><mV5+rA5><maA. (3122)

)

ART5] dltaldnositott perdilettétel szerint D4 = My, a kinetikai nyomaték pedig a[2.79]
tétel szerint kifejezheto Dy = = II A + va x I alakban. Behelyettesitve II A képletét, a vy
sebességgel kapcsolatos tag kiesik. A fenti levezetés eredményét tehat az alabbi tételben
foglalhatjuk Gssze.

3.25. tétel. Merev test TETSZOLEGES A PONTJARA SZAMITOTT KINETIKAI NYOMATEK

Dy=0O e+ wxX O, w+ry9 X may. (3.123)
[

3.52. megjegyzés: A kinetikai nyomaték itt megadott kifejezése levezetheté a (ZI73]) képlet
altalanositasdaval kaphaté Dy = |, (m)TXa dm formulabdl is. Ebbdl is latszik, hogy a kinetikai
nyomaték nem fiigg a referenciapont gyorsuldsatdl, bar [BI23]) alapjan ugy tiinik, mintha
fiiggene. Ugyanigy, mint a perdiilet esetében, a © 4e kifejezés hasznalatdaval a merev test
pontjainak csak A-hoz képest vett a — a4 gyorsuldsat vessziik figyelembe, ezért van sziikség
az ras X may tagra. &

A dinamika alaptételének javasolt felirasi modjai

(BI123) szerint a dinamika alaptételének egyenletei az aldbbi esetekben jelentGsen leegysze-
risodnek, ezért feladatokban ezek hasznalatat javasoljuk:

e Az S silypontra felirva rgg = 0 és IIg = Ogw miatt
mag = F (3.124)
®5€+w X Hs :Ms (3125)
e A test nulla gyorsulasi A pontjara ay = 0 kévetkeztében

mag = F (3.126)
O e+ w X O, w =My, (3.127)
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e Ha az A pont sebessége is nulla vagy parhuzamos a silypont sebességével, akkor © qw =
IT, is igaz (killonben nem!), ezért tartésan &ll6 (v4 = 0, a4 = 0) pontra

mag = F (3.128)
@As+w><HA:MA. (3129)

A porgettytihatas nyomatéka

A ([BII0)-ban megjelend w x Ilg tag (-1)-szeresét a porgettyihatis nyomatékanak nevezik,
ugyanis a perdiilettételt atrendezve kiilon nyomatéknak tekintheto:

Oge = Mg + Ils X w. (3130)

Ez az értelmezés megfelel a B.11] példaban alkalmazott gondolatmenetnek, ahol a centrifu-
gélis er6 nyomatékat lehetett megfeleltetni az Ilg x w tagnak. Ehhez hasonlbéan, a relativ
kinetika eredményei alapjan is levezethet6 a tetszoleges pontra vonatkozé kinetikai nyomaték
kifejezése.

A testhez rogzitett, azzal egytitt gyorsulé vonatkoztatasi rendszerben a vizsgalt test és
a gyorsul rendszer egybeesik ([B.23] dbra). Ezért a test pontjainak a relativ sebessége és

dm

T Y

3.23. abra. A poérgettyiihatdas nyomatéka. Ha a merev testet gyorsulé vonat-
koztatasi rendszernek tekintjiik, akkor a test pontjaira szallité eré hat. Mivel a
testtel egylitt mozgé rendszerben a test pontjai egyensiilyban vannak, a szallité eré
nyomatékanak és a valodi nyomatéknak egyensiulyban kell lenniiik: M 4 +Mg, = 0.

relativ gyorsuldsa a testhez képest nulla (v, = 0 és a,; = 0). Kovetkezésképpen, a Coriolis-
gyorsulés is nulla, az a,, szallité gyorsulas pedig a merev test egyes pontjainak a gyorsulasa.
Ha a test tetszéleges A pontjat valasztjuk referenciapontnak, akkor a,, = a4 + & Xr+ w x
(wxr).

A relativ kinetika eredményei alapjan az altalanositott perdilettétel is felirhaté gyorsuld
rendszerben

Darer = M4y + M, (3.131)

alakban, ahol a jobb oldalon a relativ nyomaték all, ami most a valédi nyomaték (M4 = D 4)
és a szallitd nyomaték Osszege. A test egy kis dm tomegl elemére (—a,, dm) szallitd erd
hat, ezért a teljes testre osszegzett szallité nyomaték a test A pontjara

M,, = —/ rx a,. dm. (3.132)
(m)
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Az ugyanerre a pontra szamitott relativ kinetikai nyomaték
D = / rx a,u dm =0, (3.133)
(m)
mert a,..; = 0. Tehat

DArel:MA+Msz:MA—/ rx(agtexr+wx(wxr)) dn=0. (3.134)
(m)

A [B20) egyenlet kapcsan bemutatott levezetéshez hasonlé médon atirhat6 a fenti képlet
MA—@AET—LUX@A(.O—I‘AsxmaA:O (3135)
alakba, amib6l adddik a kinetikai nyomaték [BI23)) kifejezése.

Példak a dinamika alaptételének alkalmazasara

3.26. példa: A abrdn eqy porgettyis requlator eqyik karjanak mechanikai modellje ldat-
haté. Az dllandé My nyomatékkal hajtott, elhanyagolhato tomegi (1) jeli tengely wq pil-
lanatnyi szdgsebességgel forog a figgdleges z tengely koril. A (2) jeld rud olyan csappal
kapcsolddik az (1) tengelyhez, mely tetszéleges irdnyi erdt, valamint y és z irdnyi nyomaté-
kot tud atvinni. Az m tomegl és | hosszusdgi rudat eqy kitél tartja az abrdzolt, o szdggel
jellemzett helyzetben. Fejezziik ki a rid gyorsuldsdllapotat és a csapreakciokat a kotél elva-
gasanak pillanatdaban!

I
i
! s
| .
i
”’
-

—=
—_—

3.24. abra. Porgettyiis regulator szerkezeti abraja.

Megoldas:

A szabadtest dbra alapjan az impulzustétel komponens egyenletei az alabbi alakban

irhaték fel:
magy = Fag (3.136)
masy = Fay (3.137)
mag, = Fa, — mg. (3.138)



216 3. FEJEZET. A MEREV TESTEK KINETIKAJA

3.25. abra. A porgettytis regulator szabadtest abraja.

A rendszer két szabadsagi fok, azaz Gsszesen négy skalaris kényszerfeltétel irhato fel, melyek
a gyorsulasallapotot megadd ag, wo és g9 vektorok komponenseire vonatkozéd 6sszefiiggéseket
adnak meg. A rud (abszolit) szoggyorsulasanak kifejezéséhez a relativ kinematika aldbbi
Osszefluiggését hasznaljuk:

€90 = €21 + €10 + W1 X wa. (3.139)

Itt €91 a relativ szoggyorsulds, azaz a rudnak az (1) tengelyhez viszonyitott szoggyorsuldsa.
Mivel a két testet 0sszekoto csap csak x tengely koriili elfordulast enged meg, ez a vektor az x
tengellyel parhuzamos. €19 = €; a szallité szoggyorsulas, azaz az (1) tengely szoggyorsuldsa
— ez a vektor a z tengellyel parhuzamos, ahogy a adbra mutatja. A kotél elvagasanak

3.26. abra. A regulator rud sebesség- és gyorsulasallapota.

pillanatédban a riud szogsebessége megegyezik a tengely szogsebességével, azaz w1 = wo, ezért
w1 X wy = 0. A fentiek szerint a szoggyorsuldsnak csak az x és z komponense lehet nullatol
kiilonbo6z6, azaz
Ex
E9 = €90 = 0f. (3140)
€z
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A rud stulypontjanak gyorsuldsa, ag = 0 és wi = ws figyelembevételével

ag =ay +€&9 Xrgas +ws X (w2 XI'AS)

Ex 0 0 0 0
=10 x| Lcos(a) |+ |0 | x 0| x| fcos(a) | |, (3.141)
€, —% sin(«) W1z W1z —% sin(a)
amibdl
l

asz: —5¢e; cos(a)
asy| = |Leysin(a) — Ltw? cos(a)| . (3.142)
as; %gw cos(a)

(BI22) harom komponens egyenlete és ([BI40)-bol az €, = 0 Gsszefiiggés négy kényszerfeltételt
jelent.

A perdilettételt a tengely A pontjara irjuk fel. Mivel az A pont sebessége és gyorsuldsa
nulla:

HAE@A€2+L02XHA:MA. (3.143)

A perdiilet kiszamitasdhoz irjuk fel a tehetetlenségi nyomaték matrixat az A pontra! Eh-
hez a BI7] Steiner-tételt hasznaljuk. Egy vékony rud tehetetlenségi nyomatéki métrixa a
féiranyok rendszerében (lasd B.27] dbra):

Lmi®> 0 0
©s=| 0 Lmi of. (3.144)
(&ncC) 0 0 0
Mivel az rg4 vektor
0
rsa = (0], (3.145)
(&nc) %

az A pontra szdmitott tehetetlenségi nyomaték kiszdmitdsdhoz csak m(¢? = mi?/4-et kell
kozzdadni a stlypontra szdmolt matrix ©g¢ és Og,, elemeihez, tehat

mi> 0 0
©4=1| 0 Iml? 0f. (3.146)
(&n¢) 0 0 0

A tovabbi szamitasokhoz attranszformaljuk ezt a matrixot az (xyz) koordindta-rendszerbe.
A megfelel§ transzforméciés matrix az i, j és k bazisvektorok (£n¢)-beli komponenseibdl
allithat6 ossze, a [3.27] 4bra alapjan:

1 0 0
T= |0 sin(a) cos(a)]. (3.147)
0 —cos(a) sin(«)

Az (zyz)-ben kifejezett tehetetlenségi nyomaték

1,72
3ml 0 0
O, =T'e,T=| 0 +mi? sin?(a) +mi?sin(a) cos(a) | | (3.148)
(y2) (&nc) 0 fmi?sin(a)cos(a) Tmi? cos?(a)
a perdilet pedig
0
Iy = Oy wy = |+mi?sin(a) cos(a)wr | . (3.149)

(zyz)  (wyz)(zyz) %le cos?(a)wy,
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3.27. abra. Forgatasi transzformacio.

Megjegyezziik, hogy a kotél elvagasat kovetden a rud stilypontja emelkedni kezd, tehét wo, # 0
szogsebesség alakul ki, igy a perdiilet x komponense is nulldtoél kiillonb6zo6 lesz.
A perdiilet derivaltja

1 £, — sin(a) cos(a)w?
Iy = O ey +wy x Iy = —mi? sin(a) cos(a)e, . (3.150)

(zy2) 3 cos?(a)e,

c sz

(én¢) koordinéta-rendszerben

0 Ex
wo = |wiycos(a)| és ey = |g,cos(a)] . (3.151)
(&nC) w1 sin(a) (&n¢) e sin(a)

A perdiilet és a perdiilet derivaltja pedig

0
I, — 0, w, = 0 , (3.152)
(&n¢)  (End)(€nc) Fmlw cos(a)

illetve -

. 1 £, — sin(a) cos(a)w?
I, = gml2 cos()e . (3.153)
(&nc) 0

Ha a perdiilet derivaltat visszatranszforméaljuk az (zyz) rendszerbe, akkor a £ és x tengelyek
parhuzamossiaga miatt az els6 komponens valtozatlan marad, az n komponens felbontasaval
pedig visszakapjuk a [BI50) kifejezést.
A perdiilettétel alkalmazasahoz még az A pontra szamitott nyomatékot kell kifejezni. A
(2) rudra a nehézségi er nyomatéka mellett a csapndl dtadddd, y és z irdnytd komponensekbél
allé nyomaték hat.
—mg cos()
My = M® 4+ ry 9 x mg = M, . (3.154)
M,

Mivel az (1) tengely tomege elhanyagolhato, arra egyensilyi egyenleteket lehetne felirni, ami-
bél M, = M;.
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A fenti szamitasok eredményeit Gsszefoglalva

<. cos(a) = Fas (1)

m <%em sin(a) — éw% cos(a)) = Fay (2)
myes cos(a) = Fa, — myg (3)

émlzagC - éle sin(a) cos(a)w? = —mg; cos(a) (4)
éml2 sin(a) cos(a)e, = M, (5)

éle cos’(a)e, = M.. (6)

M, = M, ismert, ezért a (6) egyenletbél kifejezhetd ¢,, igy az (5) egyenlet felhasznélasaval
kiszamithat6 M, és (1) alapjan Fa, is. A (4) egyenletbdl kiszamolhaté e, amit (3)-ba
és (4)-be helyettesitve megkapjuk az Fa, és Fa, er6komponenseket is. A szoggyorsulds és
szOgsebesség ismeretében a sulypont gyorsulasa is meghatarozhato.

Fontos specialis eset, amikor ¢, = 0. Ez ugyanis annak felel meg, hogy az w; szdgsebesség
és az « szog megfelel6 megvalasztasa esetén az « szog dllandé marad a kotél elvagasa utan
is. A (4) egyenlet szerint ennek az a feltételeﬁ, hogy

_ |39

3.27. példa: Egy m tomegi, C sulyponti homogén forgorész d = 2r atmérdji csapjait viz-
szintes prizmakra helyezziik, majd a C ponttol | tavolsigban lévé O pontban mg témegii pot-
tomeget szereliink a testre, a[3.28 dbra szerint [10]. Kis mértékben kitéritve, majd elengedve
a testet, az ingaszeriien ide-oda gordil. (Ennek a kisérletnek az a gyakorlati jelentdsége,
hogy a mozgds periddusidejébdl kovetkeztetni lehet a test tehetetlenségi nyomatékara [J)].) A
z tengely a forgorész eqyik tehetetlenségi foiranydval parhuzamos, az erre a tengelyre szd-
molt tehetetlenségi nyomaték a péttomeq nélkil Oc.,. Irjuk fel a perdilettételt a prizmdkon
gordild, sikmozgdst végzd testre!

Megoldas:

A z tengely a forgérész tehetetlenségi f6iranya. Ha feltessziik, hogy az O pont is a C' ponton
atmeno, xy sikban van, akkor a pottomeg nem valtoztatja meg a tehetetlenségi féiranyt.
Ebbdl kovetkezik, hogy a kinetikai nyomatéknak csak a z komponense kiilonbozik nullatél,
tehét elegendd lesz az egyenleteknek ezt a komponensét vizsgdlni (1dsd B4l fejezet).

A B29szabadtest abra alapjan latjuk, hogy a testre az (m+mg)g nehézségi erd, a talajrol
atadod6 F normélerd és az Fg surldédasi eré hat. Ha a forgorészbdl és pottomegbol alld
teljes test S sulypontjara irjuk fel a perdiilettételt, akkor az ismeretlen nagysagi Fg és Fy
er0k nyomatékat is ki kell szamolnunk. Ezeknek az eréknek a kiszamitdsahoz fel kell irni az
impulzustétel x és y iranyt komponens egyenletét, figyelembe véve, hogy a sulypontnak sem
a vizszintes, sem a fiiggéleges iranyu gyorsuldsa nem nulla.

"Ez csak a # 90° esetén igaz.
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3.29. adbra. Prizmakon gordiilé forgérész szabadtest abraja.

Egyszeriibben ériink célt, ha az dbran bejelolt P pontot hasznaljuk referenciapontnak,
hiszen erre a pontra az Fy és Fg erdk z iranyd nyomatéka nulla, a nehézségi eré nyomatéka
pedig

0
Mp = 0 . (3.156)
—mogl sin(p)

Az aldbbiakban két megoldédst is bemutatunk.

1) Vélasszuk referenciapontnak a test talajjal érintkezé P péluspontjit! Ennek a pontnak
a sebessége nulla (vp = 0), gyorsuldsa pedig az [L65] példa szerint ap = [0 rw? 0]7. A
teljes test S stulypontja a C' és O pontok kozott helyezkedik el. Helyvektora — mely a ¢
sz0gtol fiigg — a pélusponthoz és az mg pottomeg helyéhez képest az alabbi vektorokkal
adhaté meg:

ln;(;ji;(:’) —Isin(p) + lmygiﬁ(oso)
rps = |r— % s Tos = | lcos(p) — % . (3.157)
0 0

Elhanyagolva a péttomeg méretét (a sajat stlypontjara vett tehetetlenségi nyomatékat)
és figyelembe véve, hogy

Isin(¢p)
rpo =rps —ros = |r—lcos(p)|, (3.158)
0
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alkalmazhat6 a Steiner-tétel:
Op. = Oc. + mr? + mor%O =0O¢, + m0(12 + 7"2) + mr? = 2mglr cos(p).  (3.159)

Mivel a z tengely tehetetlenségi f6irdany, w x @ pw = 0, ezért ([BI123)) alapjan a P pontra
szamitott kinetikai nyomaték

Dp =0®pe+ (m+mg)(rps x ap), (3.160)
aminek csak a z komponense nem nulla. Behelyettesitve rpg és ap kifejezését,
Dp, = Op.e. + Imgrsin(p)w?. (3.161)
Tehdt Dp, = Mp, miatt a perdiilettétel egyenlete

(@cZ +mo(1? + %) + mr? — 2lmgr cos(tp)) £, + Imgrsin(p)w? = —mggl sin(yp).
(3.162)

Nemcsak a test valamely pontjara, hanem barmely mas pontra is felirhaté a perdilet-
tétel, ennek alkalmazdsa azonban nagyobb koriiltekintést igényel. Vialasszuk referen-
ciapontnak azt a P geometriai pontot, mely a mindenkori P pélusponttal egybeesik,
viszont sebessége nem nulla, hanem u poélusvandorlasi sebességgel mozog a talaj menti
egyenes palydn, az = tengely mentén! A vizsgilt test P pontra szamitott perdiilete

(BI05]) szerint
II; = Mg + rps x L (3.163)

A test impulzusa

+ Img cos(p)

—Tw, e W=
L= (m+mo)vs = (m+mo) (vo +w X rog) = (m+mo) %C&z ;
0
ahol kihasznaltuk, hogy a forgorész C kozéppontjanak sebessége
—Tw,
Vo = 0 |. (3.164)
0

Ez a kifejezés egytttal megadja a P pont u sebességét (a poélusvandorldsi sebességet)
is, hiszen az minden pillanatban a talaj és a forgérész érintkezési pontjaban, a C' pont
alatt helyezkedik el. A stulypontra szamitott perdiilet vektoranak csak a z komponense
nem nulla. A Steiner-tétel alapjan

mmol?
HSZ — GSZWZ - (90z + mr%’s + mOr%)S) Wy = <@C’z + —

w,. 3.165

m + m0> ? ( )
Itt kihasznaltuk, hogy rcs =rpg —[0 7 0]7. A fenti eredmények alapjan, a (BI63)
képletbe torténd behelyettesités utan arra jutunk, hogy a P pontra szamitott perdiilet
z komponense

s, = <@Cz + mo(l2 + 7“2) + mr? = 2molr cos(gp)) W,. (3.166)

Az u sebességgel mozgé P pontra szamitott kinetikai nyomaték a [Z72] tételnek meg-
felel6en
D]_:,:H]s—i-uXI:H]s—i-uX(m—i-mo)Vs. (3.167)
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Ennek a vektornak is csak a z irdnyd komponense nem nulla. Mivel most a P pont
nem a test pontja, a P-re szdmitott © 5, = O, +mo(1% +12) +mr? — 2mglr cos(p(t))
tehetetlenségi nyomaték vdltozik az idoben. Figyelembe véve, hogy ¢ = w, és w, = ¢,
a (BI60) kifejezést derivalva, D s képletébe valé behelyettesités utan arra az eredmény-
re jutunk, hogy

Dg, = <@Cz + mo (1% 4+ %) + mr? — 2mgr cos(gp)) £ + Imor sin(p)w?. (3.168)
Tehdt Dp, = Dp., azaz pontosan ugyanazt az eredményt kaptuk mint az elsé mod-
szerrel, pedig a két pontnak a sebessége is, gyorsulasa is eltéré. A P pont gyorsuldsa a

test ide-oda gordiilése soran az x tengellyel parhuzamos. Ennek kiszamitasara azonban
nem volt sziikség, mert a ([BI67) képletben nem szerepel. [

3.3. Kinetikus energia, teljesitmény, munka

Anyagi pontok mozgasanak vizsgalata soran jol hasznalhaténak bizonyultak a dinamika alap-
tételének integralasaval kapcsolatban bevezetett, a fejezet cimében szereplé fogalmak. A
tovabbiakban levezetjiik a megfelel6 fizikai mennyiségek képleteit a merev test jellemzoivel
kifejezve.

3.3.1. Merev test kinetikus energiaja

Egy merev test kinetikus energiaja a pontrendszerekre vonatkozé (Z63]) definici6 altalanosi-

tasaval a
1

T=-

v2 dm (3.169)

alakban adhatéo meg. Ez az alak azonban nehezen hasznéalhato, ezért olyan kifejezéseket
keresiink, melyek egyszeriibben alkalmazhaték merev testek esetében.

3.28. tétel. Egy merev test MOZGASI (KINETIKUS) ENERGIAJA az aldbbi alakokban irhatd

fel:

1 1 1 1
T=-mvz+ -w Osw = —vil + —w'Tg, (3.170)
2 2 2 2
ahol S a test sulypontja, illetve
L7 _ 1 g

ahol A a test allo (nulla sebességti, de tetszéleges gyorsuldsi) pontja.
Altaldnos esetben, a test tetszblegesen mozgd B pontjdt haszndlva referencia pontnak

1

1
T = 5mv%3 + §wT®Bw +mvpg - (w X rps). (3.172)
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x Y

3.30. dbra. Abra a kinetikus energia képleteinek levezetéséhez.

Bizonyitas:

Elegendé a ([BIT2) kifejezést bizonyitani, hiszen abbdl kovetkezik a mozgési energia mésik
két alakja: a B = S sulypontra rgg = 0 miatt az altalanos képlet harmadik tagja nulla, dllo
pontra pedig vp = 0 miatt kiesik az elsé és a harmadik tag is.

A (BI69) képletet kifejtve

T:1 v2dm:1/ (v +w xr)?dm
2 J(m) 2 Jm)
1 ) 1 1
= —/ v dm+2-vp |w x / rdm| + —/ (wxr)(wxr)dmnm. (3.173)
2 J(m) 2 (m) 2 J(m)

Ennek a kifejezésnek az els6é tagjabol kiemelhetd VQB. A masodik tag is egyszertlisithet8, mert
r=rps+pEs [, p dm = 0 miatt

/ rdm= rBsdm—i—/ pdm:/ rgs dm = mrpg.
(m) (m) (m) (m)

A harmadik tagban szereplé (w X r)(w x r) kifejezés atalakithaté a héarmas vegyes szorzat
tulajdonsigai alapjan. a = w, b=r, ¢ = w x r jelolésekkel, (a x b)c = a” (b x ¢) miatt:

1
2 J(m)

(wxr)(wxr)dn= %/( )wT (rx(wxr)) dm= %wT@Bw. (3.174)

Itt kiilon jeloltiik, hogy a skaldris szorzat els6 tényezdjét a matrix szorzas szabalyainak meg-
felel6en transzpondlni kell. Emellett, (321]) alapjin f(m) (r X (wxr)) dn=0pw.
Tehat a kinetikus energia kifejezése, a test tetszoleges B pontjat referenciapontnak va-
lasztva 1 1
T = —mvh +mvp(w x rgg) + inG)Bw. (3.175)

2 .

Természetesen barmelyik fenti képlettel szamoljuk ki a mozgasi energiat, mindig ugyanazt a
szamértéket kell kapnunk. A ([BI69) képletnek megfeleléen, egy mozgd merev test kinetikus
energiaja mindig pozitiv, 6sszhangban azzal, hogy a tehetetlenségi nyomaték matrixa pozitiv

definit.

3.53. megjegyzés: A kinetikus energia forgassal kapcsolatos tagja tobb, egymadssal egyen-
értékil alakban is kifejezhet. Ha a tehetetlenségi nyomaték és a szogsebesség az (ryz)
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koordinata-rendszerben adott ([B:3I)/a dbra), akkor

1 1 em _ny _sz Wy
Tiorg = §wT®5w =3 {wx Wy wz} —Dzy Oy =Dy | |wy
_sz _Dyz ez Wy

1
=3 (@xwg + @ywz + @sz — 2D ywawy — 2D wew, — 2Dyzwywz) . (3.176)

A B399) képlet alapjdn, e = w/w valasztassal az aldbbi alakban fejezhetd ki a sulyponton
atmeno, w szogsebességgel parhuzamos tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték:

@xw% + @ng + @ng — 2D ywawy — 2D wew, — 2Dy wyw,

0. = 2 (3.177)
Ez azt jelenti, hogy a forgassal kapcsolatos kinetikus energia tag
1
Tforg = §@ew2 (3.178)

alakban is felirhat6 ([B3I)/b dbra).
Ha a tehetetlenségi nyomaték métrixa a féiranyok koordinata-rendszerében van megadva,
akkor a fenti képletek szerint

1
Tforg = 5 (@10-)% + 92(&)% + 93(&1%) s (3179)

ahol ©1 2 3 a fétehetetlenségi nyomatékokat, wy 2 3 pedig a szogsebesség féirdnyokba esé kom-
ponenseit jeloli [B31]/c dbra).

(b)

3.31. Abra. A szdgsebesség felbontasa a kinetikus energia szamitasanak kiilénb6z6
modjaihoz. (a) Tetszéleges (xyz) koordinata-rendszerben. (b) Nem kell kompo-
nensekre bontani, ha ismert az w-val parhuzamos tengelyre szamitott tehetetlenségi
nyomaték. (c¢) Komponensek a féirdnyok koordindta-rendszerében.

Vannak olyan esetek, amikor a test forgassal kapcsolatos T4 kinetikus energidja dllando,
azaz /2T fory = wy/O, is alland6. Ez azt jelenti, hogy ha megvéltozik a forgdstengely e
irdnya a testhez képest, akkor a megfelel6 O, tehetetlenségi nyomaték is megviltozik, de
azzal 0sszhangban kell valtoznia az w szogsebességnek is:

V2T ore
#. (3.180)

Ha ezt Osszevetjiik a tehetetlenségi ellipszoidot definidlé ([B.I00]) képlettel, akkor 1dthatd, hogy
allandé kinetikus energiaju forgas esetében a kiilonb6zo tengelyek koriili forgasok szogsebes-
ségvektorai egy olyan ellipszoidot jelolnek ki a testhez képest, melynek f6tengelyei egybeesnek

w =



3.3. Kinetikus energia, teljesitmény, munka 225

3.32. abra. Adott T}, forgasi kinetikus energidhoz tartozé energiaellipszoid
szemléltetése. Az e forgastengely és az ellipszoid metszéspontjanak az ellipszoid
kézéppontjatél mért tavolsaga megadja az ehhez az energiahoz tartozé szogsebes-
ség nagysagat.

a tehetetlenségi ellipszoid fétengelyeivel, nagysagat pedig a kinetikus energia hatdrozza meg.
Ezt az ellipszoidot — amit energiaellipszoidnak vagy Poinsot-féle ellipszoidnak neveziink — a
szogsebességek terében tudjuk abrazolni ([B:32] dbra).

Az energiaellipszoid egyenlete

2T forg = O1w] + Oow3 + O3wj = allandd (3.181)

alakban is felirhato. &

3.3.2. Teljesitménytétel és munkatétel merev testre

Mar belattuk a .47 fejezetben, hogy a teljesitménytétel tetszoleges anyagi pontrendszerre
teljesiil — igy merev testekre is.

3.29. tétel. TELJESITMENYTETEL MEREV TESTRE:

T =P (3.182)
[ )

A tétel alkalmazasahoz célszeri megkeresni a teljesitménynek és a kinetikus energia deri-
valtjanak a feladatokban jol alkalmazhato alakjat.

3.30. tétel. Egy MEREV TESTRE HATO ERORENDSZER TELJESITMENYE
P =Y Fv,+Muw. (3.183)
i=1

IttF;, i = 1...n a merev testre hato n darab kilso erot jeloli, v; az ¥; ero tamadaspontjanak
sebességﬂ, M a testre hato koncentradlt eroparok ereddje, w pedig a merev test szogsebessége.

8 A merev testekre haté koncentralt erék hatdsvonalukhoz kotéttek. Mivel merev testek esetében az erd
hatasvonalan elhelyezkedd pontoknak a hatasvonallal parhuzamos sebességkomponensei egyenloek, az erd
teljesitménye sem véltozik meg a hatdsvonal menti eltolas soran. Tehat tgy is kimondhatnank ezt a tételt,
hogy v; az F; er6 hatasvonalan 1év6 tetszoleges pont sebessége.
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Bizonyitas:
Azért elegendd a kiilsé eréket feltiintetni a tételben, mert a belsé erdk idedlis kényszert
biztositanak — azt, hogy a merev test pontjainak tavolsaga allandé.

Még azt kell belatni, hogy egy w szogsebességgel forgd merev testre haté M nyomatéki
koncentralt erépar teljesitménye valoban Mw. Tekintstiink egy olyan merev testet, melyre egy
eropar hat: F4 az A pontban, Fg = —F 4 pedig a B pontban. E két tdmadédspont sebessége
v és vp.

T Yy

3.33. abra. Merev testre haté erépar teljesitménye.

Lattuk az [LI5] megjegyzésben, hogy a merev test szogsebessége kifejezhetd w = rap x
(ve —va)/|rap|? alakban. Figyelembe véve, hogy a két erébél 4ll6 er6par nyomatéka M =

ragp X Fp,

vp—V 1
Mw:(I‘ABXFB)- <I‘ABX 32 A) = 3 (I‘ABXFB)-(I‘ABX(VB—VA)). (3.184)
'AB 'aAB

Az rap X Fp, rap és (vp —va) vektorok egy hiarmas vegyes szorzat tényez6i. Mivel ekkor a
tényez8k ciklikus permutécidja nem valtoztatja meg a szorzat eredményét (lasd [£.7] definicio),

Mw = QL(VB —va)-((rap xFp) xrap). (3.185)

B
A harmas vektorialis szorzat kifejtési tételét alkalmazva

1
Mw = 5—(vp — V) - (Far’ip — ran(Forap)) . (3.186)
AB

Merev testek esetében (vp — va) L rap, ezért a zardjelben 1év6 ryp-vel parhuzamos tag

kiesik, igy azt kapjuk, hogy valéban az eréparnak megfelel$ teljesitmény adédik az Mw
képletbdl:

Mw=Fpvg —Fpvyg=F,vas+Fpvp. (3.187)

[

3.31. tétel. Merev test KINETIKUS ENERGIAJANAK IDO SZERINTI DERIVALTJA

T =1ag+1ls ¢. (3.188)
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Bizonyitas:
A kinetikus energia ([B.I70) képletét hasznaljuk fel. 1dé szerinti integralassal

d /1 1 1 1 .
e . Zw-TIe ) = . e -II —w - Ig. 1
T (vas Vs + 2w 5) mvg -ag + 26 s + 2w S (3.189)

A perdiilet és a perdiilet derivalt Il = Ogw illetve HS = Oge + w x Ilg, ezért
. 1 1 1
T =mvg-ag+ 3¢ (Osw) + oW (Oge) + oW (w x ILg). (3.190)

A vektorilis szorzat tulajdonsagai miatt w x Ilg L w, ezért a fenti képlet utolsé tagja nulla.
Mivel a tehetetlenségi nyomatéki métrix szimmetrikus, € (@gw) = w- (Oge), igy a masodik
és harmadik tag Osszevonhaté. I = mvg és Ilg = Ogw miatt ebbdl mar kovetkezik a tétel
allitésa. 'Y

3.54. megjegyzés: Mind a teljesitménytétel, mind a — rezgéstani feladatokban gyakran
hasznalt — in. masodfaju Lagrange-egyenlet [4] alkalmazisa soran sziikség van a kinetikus
energia derivaldsara. Gyakran el6fordul, hogy nem a stulypont, hanem egy méasik — altaldban
nulla sebességli — referenciapont segitségével irjak fel a mozgasi energiat. Ezekben az esetek-
ben azonban tigyelni kell arra, hogy —amint a kinetikus energia altalanos, [BI72]) kifejezésébél
l4tszik — id6 szerinti derivalds sordn megjelenik 7" képletében a referenciapont gyorsuldsa is.de

Merev testekre ugyanugy érvényes a munkatétel mint anyagi pontok vagy pontrendszerek
esetében, tehat

T(ty) — T(t1) = Wi (3.191)

A 243 fejezetben levezetett eredmények tehat értelemszertien alkalmazhatok az erétérben
mozgd merev testek esetében is. A merev testre haté erérendszer munkajanak kiszamitasa
kapcsan felhasznalhatjuk a teljesitmény (BI83) kifejezését:

to to n
W= [ Pdt= / (Z Fiv, + Mw) dt. (3.192)
t1

t i=1

Abban a gyakorlatban fontos esetben, amikor a merev test rogzitett z tengely koril forog
egy alland6 nagysagu, tengellyel parhuzamos M nyomaték hatasa alatt, a nyomaték altal
végzett munka

Wiy = M. (@2 — ¢1), (3.193)

mikozben a test a z tengely pozitiv forgasiranyanak megfelel6en felvett o, szoghelyzetbol a
9 szoghelyzetbe fordul, a [3:34] Abranak megfelel6en.

Merev testekre is igaz, hogy konzervativ erétérben a munka kiszamitasa lényegesen le-
egyszeriisodik az altalanos esethez képest. Az alabbiakban megmutatjuk, hogy nehézségi
erOtérben a potencialis energia csak a stlypont helyétdl fligg.

3.32. tétel. Egy merev testre haté NEHEZSEGI ERO(TER) POTENCIALIS ENERGIAJA

U=mgzs. (3.194)
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3.34. abra. Rogzitett tengely kériil elfordulé merev testre haté nyomaték mun-
kéjanak szamitasa.

¢
z dm
_____ lg
. P
8 7
Is m
0) U=

3.35. Abra. Nehézségi erétérbe helyzett test esetében a potencialis energia csak
a sulypont helyétdl fiigg.

Bizonyitas:
A B35 4bra szerint

U:/ gzdm:g/ (zs—i—C)dm:gzs/ dm+g/ ¢ dm. (3.195)
(m) (m) (m) (m)

A ( koordinatat a stulypont zg koordinatajatél mérjik, a potencidlis energia nulla szintjét pe-
dig a z = 0 koordinatanal vettiik fel. Mivel f(m) ¢ dm a statikai nyomaték egyik komponense,
ennek értéke nulla. Ebbol kovetkezik a tétel allitasa. 'Y

3.4. Sikmozgas dinamikai értelemben

Az fejezetben lattuk, hogy a kinematika egyenletei leegyszertisodnek sikmozgas esetén.
Ebben az esetben talalhaté olyan sik, hogy a rendszert alkoté anyagi pontok sebesség- és
gyorsulasvektorai (és igy a stlypont gyorsuldsa is) azzal parhuzamosak, a test szogsebesség-
és szoggyorsulasvektora pedig a sikra merdleges. Ha kivalasztottunk egy megfelel6 sikot,
akkor célszerti abban a sikban felvenni a koordinata-rendszer x és y tengelyeit, igy a z
tengely a valasztott sikra merdleges lesz.

A dinamika alaptételének alkalmazasat jelentésen megkonnyiti, ha a kiils6 erék és nyo-
matékok irdnya is ehhez a séméahoz illeszkedik, azaz az eroknek csak x és y irdnyt, a nyoma-
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tékoknak pedig csak z iranyu komponense vanll Az ilyen erérendszer hatésa alatt torténo
sitkmozgést dinamikai értelemben vett sikmozgasnak nevezziik. Ilyenkor a kinetika egyenletei
is egyszerlibb alakot 6ltenek. Az alabbiakban megvizsgaljuk a dinamikai értelemben vett
sitkmozgas feltételeit.

3.36. dbra. Az (a) abran ldthato test csak kinematikai értelemben végez sikmoz-
gast: pontjai egymassal parhuzamos sikokban mozognak (példdul a B pont kir
alaku palydja be van rajzolva). Dinamikai értelemben azonban ez térbeli mozgds,
mert a sulypontra szamitott perdiilet vektora nem parhuzamos a szdgsebességgel.
A (b) dbrdn lathato test mind kinematikai, mind dinamikai értelemben sikmozgast
végez.

3.4.1. A perdiilettétel és a kinetikus energia sikmozgasra érvényes
alakja

A Ekinematikai értelemben vett sikmozgas soran a test pontjai parhuzamos sitkokban mozog-

nak, ezekre a sikokra merdleges a szogsebesség vektora is, melynek irdnya nem valtozik a

mozgas soran. Tegyiik fel példaul, hogy a szogsebesség parhuzamos a z tengely bazisvekto-

raval, azaz w || k! Ekkor a perdiiletvektor altaldban nem lesz parhuzamos a z tengellyel,
ahogy a devidciés nyomatékok értelmezése kapcsan (lasd (B.33)) egyenlet) is megéallapitottuk.

Perdiilettétel silypontra szamitott mennyiségekkel (sikmozgas)

Kinematikai értelemben vett sikmozgds soran a silypontra szamitott perdiilet

@a: _Da:y _D$Z 0 _szwz
s =Osw=|-D,, ©, -D.||0|=]|-Dyw.]|. (3.196)
-D,, —-D,., ©, W, O.w,.

9Természetesen masképp is felvehetjiik a koordinita-rendszert, ez csupan a koordinata-rendszer felvéte-
lének egy javasolt — és célszerli — modja.
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Ebben az esetben a perdiilet derivaltja

. —D$z€z 0 _szwz
IIg =Oge +w x1lg= |—Dy.e.| + |0 | X |=Dyw,
i @zez Wy @zwz
[—D,.e, + Dy,w?
= |—Dy.e. — D,.w?| (3.197)
I O.¢.

tehat a IIg = Mg egyenletnek tovabbra is hdrom nem trividlis komponens egyenlete van.
Dinamikai értelemben vett sikmozgas esetében azonban a sulypontra szamitott nyomaték a
z tengellyel parhuzamos, tehat

—D,.e, + Dyzwg 0
—Dyse.— Dpw?| = 0 |. (3.198)
@zgz MSz

Ez az egyenlet csak akkor teljesiilhet a test tartés (véges ideig tartd) mozgasa soran, ha a
tehetetlenségi nyomatéki matrix harmadik oszlopaban és soraban szereplé deviacids nyoma-
tékok eltlinnek: D,, = D,. = 0.

Ez azzal egyenértékii, hogy a z tengely egy tehetetlenségi féirannyal parhuzamos. Ebben
az esetben a perdiiletvektor parhuzamos a szogsebességgel, ezért vektorialis szorzatuk nulla.
Tehat ekkor a perdiilet derivdltja is a szogsebességgel és a szoggyorsulassal egyezo irany,
azaz nincs porgettytihatas.

3.33. definicié. SIKMOZGAS KINETIKAI (DINAMIKAI) ERTELEMBEN. FEgy test kinetikai
értelemben sikmozgdst végez, ha pontjai eqymdssal parhuzamos sikokban mozognak és a test
eqyik sulyponti fotehetetlenséqgi iranya merdleges erre a sikra. Mas szavakkal: a test kine-
matikai értelemben sikmozgast végez és a sulypontra szamitott perdiiletvektora pdrhuzamos a
szogsebesséqggel. s

A fenti definici6 értelmében, dinamikai értelemben vett sikmozgas soran a tehetetlenségi
nyomatéki matrix

©, -D, 0
®s=|-D,, ©, 0 (3.199)
0 0 e,

alaki. Ekkor a sulypontra szamitott perdiiletvektor

0
Mg=Osw=| 0 |, (3.200)
O,w,

mig a silypontra szamitott perdiiletvektor derivaltja:
0

Mg =Oee+wxIg=1| 0 |. (3.201)
O.¢.
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Mivel ekkor az impulzustétel z komponens egyenlete 0 = 0 alak, a dinamika alaptételé-
nek merev testre vonatkozé ([BI4]) véltozataban szereplé hat egyenletbdl csak harom hordoz
informéciot:

mag, = F,
mag, = F, (3.202)
@zgz - MSz~

3.55. megjegyzés: Fontos specidlis eset az, amikor kényszerek biztositjak a sikmozgas ki-
nematikai feltételét, de a perdiiletvektor nem parhuzamos a z irdnyt szogsebességgel. A fenti
hérom egyenlet ilyen, dinamikai értelemben térbeli mozgds esetében is érvényes, hiszen

e a z irdnyu er6k nem befolyasoljak az impulzustétel x és y irdnyt komponens egyenleteit,

e sem az w X Ilg vektornak, sem az z iranyu erék nyomatékanak nincs z irdnyt kompo-
nense,

e az erdrendszer ered$ nyomatékanak x és y komponensei nem befolydsoljak a perdiilet-
tétel z iranyt komponens egyenletét.

Ezt hasznéaljuk ki a [3334] példdban is, ahol nem foglalkozunk az z irdnyt erdkkel és az
erérendszer nyomatékanak = és y komponensével — ezek akar nullatol kiillonbo6zok is lehetnek
a valédi szerkezetben. Ilyen eset a kiegyenstulyozatlan forgérészek mozgasa is, amivel a
fejezetben foglalkozunk.

Tehat nem szabad elfelejteni, hogy dinamikailag térbeli, de kinematikailag sikbeli mozga-
sok soran olyan kényszererdknek kell fellépniiik, melyeknek csak az ereddje jelenik meg a[B3.202]
egyenletekben és igy a kiilonbo6zé térbeli pontokban (példaul a tengely két csapdgyanal) haté
kényszererok nagysagarol a sikmozgas egyenletei nem adnak informdciot. &

Perdiilettétel a merev test tetszbleges pontjira felirva (sikmozgas)

BI123) alapjan

Dy=0O e+ wx O, w+rsg X may. (3.203)

A kinetikai nyomaték egyszeriibb, stkmozgasra érvényes kifejezésének meghatarozasahoz a
© 4 tehetetlenségi nyomaték alakjat vizsgaljuk meg, a Steiner-tétel alapjan.

Ha az A pontot az S sulypont sikjaban vdlasztjuk meg, akkor e két pont z koordinataja
megegyezik, ezért a ([3.69) matrixban szereplé z45 tag nulla. Tehat

Yas —TASYAS 0
®AS =M | —TA8YAS :L‘1245 0 . (3.204)
0 0 %5 + Yis

Ezt a matrixot hozzdadva a stlyponti tehetetlenségi nyomatékot megadé (BI99) matrixhoz,
azt kapjuk, hogy az A pontra szamitott tehetetlenségi nyomaték matrixa is

@Aa: _DAJ:y 0
©4= |-Dusyy Oy O (3.205)
0 0 O4,
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alaki. Kovetkezésképpen,

0 0
O e = 0 és Oy w = 0 , (3.206)
@Azez @Azwz
ezért
w X O, w = 0. (3.207)

Ha kifejtjilk az ras X may szorzatot, akkor sikmozgas esetén

TAS AAx 0
Tas X mag =m |Yas| X |aay| = 0 . (3.208)
0 0 M(T a5y — YAsGAy)

A fentieket 6sszefoglalva, a merev test tetszéleges (de a stlyponttal egy sikba es6) A pontjara
a dinamika alaptételének egyenletei:

mag, = F,
magsy, = F, (3.209)

Oarc. + M(TasGay — Yastay) = Ma,.

Rogzitett (nulla gyorsuldst) A referenciapont esetében a perdiilettétel egyenlete a © 4.6, =
M 4, alakra egyszertisodik.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy sikmozgds esetén a Steiner-tétel alkalmazésa is jelentosen
egyszeriibb, hiszen a tehetetlenségi nyomatéki matrix egyetlen elemét kell csak transzformal-
ni:

O = Og, + mAS, (3.210)

ahol AS a két pont tavolsdga.

Sikfeladatok esetén szokds a z tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomatékot O,-sel vagy
O,-val is jelolni. A kis betii arra utal, hogy a referenciaponton atmend tengelyre szamitott
tehetetlenségi nyomatékrol van szo.

3.56. megjegyzés: A példaban vizsgalt ide-oda gordiilé forgorész is dinamikai érte-
lemben vett sikmozgast végzett. A levezetés soran kapott nyomatéki egyenletben azért jelent
meg a szogsebesség, mert a referenciapont gyorsulasiat annak segitségével irtuk fel.

A BIT] példaban szerepld, egy tengelyre ferdén felszerelt diszkrét merev testbol alld
mechanikai rendszer mozgasa azonban csak kinematikai értelemben tekintheté sikmozgésnak:
mivel a perdiilet nem volt parhuzamos a szogsebességgel, a szogsebesség iranyatol eltéro, y
irdanyt nyomaték is hatott. Ezért a feladatban szerepl6 test mozgasat dinamikai értelemben
térbeli mozgdasnak nevezziik. &

A kinetikus energia kifejezése sikmozgas soran

Sikmozgas esetén a kinetikus energia kifejezése is leegyszertisodik:

3.211
2 z) ( )
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tehat

1 1
T = 5mvg + §@Zw§. (3.212)

A fenti képlet teljesiiléséhez elegendo, hogy a test kinematikai értelemben végezzen sikmoz-
gast, hiszen a szogsebesség és a perdiilet skalaris szorzatat nem befolyasoljak a perdiilet
szOogsebességre meréleges komponensei (ezzel kapcsolatban lasd még a B.53] megjegyzést).

Ha a merev test A pontja all — tehit az a sebességpélus —, akkor az R = AS jeloléssel
vg = Rw és a kinetikus energia

1 1 1 1
T = §mR2w2 + §@Zw2 = 5(92 +mR*)w? = é@Asz. (3.213)

Itt © 4. a merev test A pontjan atmend z tengelyre szamitott tehetetlenségi nyomaték.
A fenti eredmények alapjan a kinetikus energia derivaltja az alabbi alakban fejezhetd ki
sitkmozgés esetén:
T = mvsag + O,we = mugag; + O,w.e., (3.214)

ahol ag; a sulypont tangencialis gyorsuldsa.

3.34. példa: Dizelmozdony motor forgattyis mechanizmusanak dinamikai vizsgdlata. Az[1.6]]
abrdan eqy dizelmotor forgattyis mechanizmusdnak mechanikai modellje ldthato. A wvizsgalt
pillanatban ismert a mechanizmus sebesség- és gyorsuldsdllapota, tovabba — a motor téb-
bi hengerének hatdsaként — a forgattyira hato M nyomaték. Szdamitsuk ki, hogy mekkora
F erének kell hatnia a dugattyira (a csiszkdra), hogy a mechanizmus a megadott médon

mozogjon!
Adatok: ¢ = 14.5 — 47 rad ~ 1.9336 rad, wi. = 150 rad/s, £;. = 500 rad/s*, R = 0.1 m,
L =04 m, m =90 kg, my =15 kg, mg = 30 kg, M = 5000 Nm, p =0.1.

3.37. abra. Dizelmotor mechanikai modellje (Idsd [L28] példa).

Megoldas:

A mechanizmus sebesség- és gyorsulaséallapota ismert az[[.281] és[L.E61] példdkbdl. A dinamika
alaptételének felirdsdhoz sziikség van mindharom test sulypontjanak gyorsulasara és a két
rud szoggyorsuldsara. Az [[LI8] megjegyzés szerint az (1) és (2) jelii rudak silypontjainak
gyorsulasa az alabbi médon szamithato:

V. [3T80175] aeta,  |968TATS]
asi = — = | 1060.63 | - & ag= - =11060.63 | . (3.215)
2 0 s 2 0 s

A csuiszka halad6 mozgast végez, gyorsulasa

1184.66

I
)
|

ap (3.216)
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F
= F
Fl By

3.38. abra. A forgattyis mechanizmus szabadtest abraja.

A rudak szoggyorsulasai

0
d d

&1 = B =] 0 | = (3.217)
5000 ° 5409.17| °

A szabadtest abra felrajzolasa el6tt még egy adatra sziikséglink van: a [B.37] dbra szerint
a csuszka (dugattyl) és a vezeték (a henger) kozti érintkezést a p csiszdsi surlodési ténye-
z6 jellemzi. A csuszdsi surlodasi er6 ellentétes a relativ sebesség irdnyaval, ezért a vektor
megfelel6 iranya berajzolasdhoz sziikségiink van a B pont sebességének ismeretére is:

Vi = —12.7437 ? (3.218)

Mivel a sebesség negativ, a cstiszkara pozitiv x irdnyu surlédési erd hat.

A szabadtest abra alapjan felirhaték a dinamika alaptételének komponens egyen-
letei. A mechanizmus kinematikai értelemben sikmozgast végez. A dinamika alaptételének
alkalmazasahoz feltessziik, hogy a mozgéas dinamikai értelemben is sikbeli, ezért hasznalhat-
juk a (3202)) egyenleteket (ldsd még a B55] megjegyzést). Mivel az A tengely rogzitett,
a sikmozgdas egyenleteinek hasznalataval nem kovetiink el hibat akkor sem, ha a sikmozgas
dinamikai feltételei nem teljestiilnek — a figyelembe nem vett er6 és nyomaték komponenseket
a tengely csapagyazasa veszi fel.

A dinamika alaptételének komponens egyenletei az (1) testre:

miasiz = Az + Cma (1)

mlagly - Ay + Cy, (2)
R . R

Os1.61, = (A — Cx); sin(¢) + (4, — Cy)? cos(m — ) — M. (3)

A dinamika alaptételének komponens egyenletei a (2) testre:

moaso,y = BJ: - Caza (4)

maagsy = By - Cy7 (5)
L L

Os2:€2. = (By + C’x)a sin(f) + (By + Cy)E cos(f3). (6)

Mivel a (3) cstszka egyenes vonali haladé mozgast végez, az aldbbi két egyenlet irja le a
mozgasat:

m3apy = —F — By + Fg, (7)
0= —Fy— B, (8)
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Az Fg surlédési erd irdnya (és értelme) ismert, tehat annak mindenképpen pozitiv értékiinek
kell lennie. Az Fy normaélerérél csak azt tudjuk, hogy meréleges a kényszerpélyara, értelme
viszont nem ismert. Ezért az alabbi egyenletben az abszolit értékét kell feltiintetni:

Fs = p|Fyl. 9)

Az egyenletrendszer megoldasdhoz sziikség van a két rud sulyponton atmend z tengelyre
szamitott tehetetlenségi nyomatékara is:

Os1. = %mlR2 = 0.075 kgm? (3.219)
Ogo. = %mgLZ = 0.2 kgm?. (3.220)
Az (1)-(9) egyenletek alapjan meghatérozhatok az ismeretlen er6 komponensek:
Ay = 98206.9 N, B, = —49850.7 N, Cp = —64374.4 N,
Ay = —119922 N, B, = 8555.7 N, C, = 24465.2 N,
F =15166.5 N, Fy = —8555.7 N, Fg = 855.57 N.

A strlédas nem idedlis kényszer, ezért a feladat nem oldhaté meg a teljesitménytétellel.
Azonban a fenti szamértékek ellenérzésére ebben az esetben is alkalmas a teljesitménytétel,
ugyanis a dugattyira haté F' er6 és az Fg surlédasi erd ereddjét ki lehet vele szamolni.

A rendszer kinetikus energiajat az alabbi kifejezés adja meg:

1 1 1 1 1
T = §m1v%~1 + 5@51200%3 + §m2v%~2 + §®ngw§z + §m3VQB = 7226.29 J. (3.221)
A kinetikus energia szamértékét az [LG1] példaban meghatarozott sebességillapot ismereté-
ben tudtuk kiszamitani, mely szerint

rad rad

Wiz =150 ==, wy = 13.6888 ——, vp, = —12.7437 %
Y ~roun] v v ~13.3835| (3.222)
Vg = 70 = |-2.66193| —, vso= % = |-2.66193| —.
0 ° 0 °

A teljesitménytétel alkalmazasdhoz azonban nem a kinetikus energia adott pillanatbe-
li értékére, hanem a kinetikus energia derivdltjanak kifejezésére van sziikség. Itt minden
mennyiség ismert:

T = mivsiag) + Og1.wi€1 + maovgoags + Ogo,woes + mgvpap = —5H67626 W.
A mechanizmusra haté aktiv erdk és a surlédési erd Osszegzett teljesitmény@
P = Flvg| — Fs|lvg| = Mwy, = (F — Fs)|vg| — Mwy, = 12.7437(F — Fg) — 750000 W.

Itt felhasznaltuk, hogy az F' er0 a cstuszka sebességével megegyezd irany, ezért annak tel-
jesitménye pozitiv. A sturlédéasi er6 iranya ellentétes a B pont sebességének iranyaval, az M
nyomaték irdnya pedig az wi szogsebességgel, ezért ezek teljesitménye negativ. A szabadtest
abran feltiintetett Gsszes tobbi erd idedlis kényszerhez (1dsd 3T definicié) tartozik, ezért
teljesitményiik nulla.

A fenti két kifejezésben ismeretlen az F erd és a strlodési erd killonbsége. A T = P
egyenlet felhasznédlasaval F' — Fg értéke meghatarozhato:

F — Fg = 14310.9 N, (3.223)

ami megfelel a dinamika alaptételével kapott eredménynek. o

0A7 Fx normélerét és az Fg strlodési erét ugyanannak a kényszererének a két komponenseként fogjuk
fel, melyek koziil az F'g komponensnek van nullatol kiilonbozé teljesitménye.
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3.4.2. Gordiilés

A sikmozgas egyik legfontosabb specialis esete a gordiilés sikban. Ennek feltételeit vizsgaljuk
meg az alabbiakban.

A gordiilés kinematikai feltétele

3.35. definicié. Kinematikai értelemben akkor beszéliink gordilésrdl, ha az érintkezo pontok
sebessége megeqgyezik — tehat dallo talajon gordilo test talajjal érintkezo pontja nulla sebesséqi.
Ez a gordiilés 1in. KINEMATIKAI FELTETELE. &

Az[L8] megjegyzésben mar volt arrdl szo, hogy a sikbeli gordiilés geometriai kényszerként
fogalmazhaté meg. Példaul egy egyenes palyan gordild, r sugaru korong S kozéppontjanak
elmozdulasa rs = —rp, ha a ¢ elfordulasi szoget az éramutatéd jarasaval ellentétes iranyban
mérjiikk. Ha nem kor alaka a gordilo test, akkor a megfelelé geometriai 0sszefiiggés bonyo-
lultabb lesz, de az tovabbra is igaz marad, hogy a test poluspontja az érintkezési pontba
esik[l] Tehat a gordiilés feltételét a sebességekre vonatkozd Osszefiiggéssel a legkonnyebb
megfogalmazni.

A dinamika alaptételének sikmozgésra vonatkozé harom egyenletében ([B202) a sily-
pont gyorsuldsanak ag, ¢és ag, komponense és a szoggyorsulds ¢, komponense szerepel. A
sikbeli gordilést végzd merev test a kényszerek miatt egy szabadsagi foku, ezért e harom
komponens nem fiiggetlen egymastol. A koztiik felirhaté osszefiiggéseket gy tekinthetjiik,
hogy azok a kényszerfeltétel id6 szerinti derivalasabol adédnak, tehat azok gyorsulds szinti
kényszerfeltételek (lasd [LIO] megjegyzés).

A két legfontosabb esetet az[L.65] és[L.66] példak targyaljak. Ezek szerint egyenes palyan
gordil6 r sugard homogén korong vagy henger esetében (339 dbra) a silypont gyorsulasa
parhuzamos a palyaval, tehat a koordinata-rendszer alkalmas felvételével

gy = —Te,, €s

asgy = 0.

Gordiiléskor a a talajjal érintkezo pont a poluspont, melynek gyorsulasa merdleges a kény-
szerpalyara.

gordiil P

(a) (b)

3.39. dbra. Egyenes palyan (a) és gorbiilt kényszerpdlydn (b) gordiil6 korong.

Ha a mésik test is mozog, akkor az a gordiilés feltétele, hogy az érintkezési pont relativ sebessége legyen
nulla.
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R sugaru gorbiilt palyan gordild r sugart test esetében a gorbiileti kozéppont tangencidlis
gyorsuldsanak nagysaga

asy = re, a normdlis gyorsulds pedig
vs

ag —
" R24 2

A gordiilés dinamikai feltétele

A gordulés kinematikai feltétele csak akkor teljesiilhet tartésan, ha a gordilé test és a talaj
kozott ki tud alakulni akkora tapadasi surlodasi erd, ami megakadélyozza az érintkez6 pontok
relativ elmozdulasat. Az Fg tapadési surlodasi eré nagysagat a pg tapaddsi surloddsi tényezo
korlatozza, az

[Fs| < juo/ P (3.224)

egyenlotlenség szerint, ahol Fn a két test kozott haté normalerd. Ezt az egyenlotlenséget
atrendezve kapjuk az alabbi feltételt:

3.36. definicié. A GORDULES DINAMIKAI FELTETELE

[Fs|

= < Ho- (3.225)
|FN‘ *
‘\M e, Y \M
S
as aQ
x P/ x
' Fs = poFn
surlédasi kup

>
>
=

(b) ()

3.40. dbra. (a) Gordiilés soran a talajrol dtadédé K = Fg + Fy kényszererd
a p = arctan(ug) félkipszogii surlédasi kupon beliilre esik, azaz Fs < poFn.
(b) A megcstiszas hatarhelyzetében a kényszererd a siurlédasi kiip paldstjara esik,
Fs = poFn. (c) Csiiszas sordn a surlédasi eré nagysaga Fs = pFy, irdnya pedig
ellentétes az érintkezési pont sebességének iranyaval.

Ezt a feltételt csak az er6k nagysaganak ismeretében, azaz a dinamika alaptétele alapjan
felirhat6 egyenletrendszer megoldasa utdn ellendrizhetjiik. Gordilés soran altaldban |Fg| #
to|F |, ahogy a abra is mutatja. Ha egy feladatban felmeril annak a lehetésége, hogy
egy merev test gordiil, akkor a kdvetkezéképpen jarhatunk el:

e Ha a test nem nyugalombdl indul, akkor ellenérizni kell, hogy az érintkezési pont sebes-
sége nulla-e. Ha nem nulla, akkor a test csiuszik. Ez nem azt jelenti, hogy nem forog
a test, csak azt, hogy a gordiilés kényszere nem érvényes, tehat a test sikbeli mozgasa
két szabadsagi fokia. Az ilyen mozgést csiuszva gordilésnek is nevezik.
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e Ha a test nyugalombdl indul, akkor célszert feltételezni, hogy a gdrdilés azonnal kiala-
kul. Ekkor felirva a dinamika alaptételének egyenleteit, a kényszerfeltételekbdl szar-
maztatott kinematikai egyenleteket és az egyéb (pl. munkatétel) kiegészité egyenlete-
ket, kiszamithaté a surlédasi erd sziikséges értéke. Ekkor a gordulés (3.225) dinamikai
feltételével ellendrizhetd, hogy tényleg gordiil-e a test.

Ha a feltétel nem teljestil, akkor a test csiuszik. Ebben az esetben a gordiilés kinematikai
feltétele (pl. az as, = —re, egyenlet) nem haszndlhat6. Helyette a p csiszdsi surloddsi
tényezovel kifejezhetd csiszasi surlodasi erére vonatkozo

[Fs| = ulFa (3.226)

egyenlettel kell kiegésziteniink az egyenletrendszertinket és azt wujra meg kell oldani.
Fontos, hogy az indulds pillanatdban az |Fg| = u|Fy| egyenlet nem ad informdciot
a surlodasi erd iranyarol. Felvéve az erdt egy bizonyos irdnyban, az egyenletrendszer
megoldasa utan ellendrizniink kell, hogy nem jutunk-e ellentmondésra — erre az ellen-
Orzésre azonban nincs altalanos modszer.

3.37. példa: A[3.7]) dbran lathato r sugari és m tomegii homogén korong a vizszintessel o
szoget bezaro lejton mozog. Sebességallapota adott.

Adatok: m =1kg, r=1m, a =30% pu=0.2, gp = 0.3, vs0, = —2 m/s, wy, = 1 rad/s,
g=9.81 m/s%.

Szabadtest abra:

3.41. abra. (a) Lejtén mozgé korong. (b) A feladathoz tartozé szabadtest dbra.

Hatarozzuk meqg a sikmozgast végzd korong gyorsuldsdallapotdt és a rd hato erdk nagysagdt!

Megoldas:
A megoldés els6 1épésében ellendrizziik, hogy a lejtével érintkez6 K pont (kontakt pont)
sebessége nulla-e. A sebességredukcios képlet alapjan

—1 -
VK =Vsot+wog Xrsg =10 —, (3.227)
S
0

tehat a korong nem gordiil, a kontakt pont a lejtén felfelé csiszik. Kovetkezésképpen, a
rd haté Fg = pFn nagysagi csuszasi surlodasi er6 a lejtén lefelé hat. Ennek ismeretében
megrajzolhatjuk aB.4I)/b szabadtest dbrat.
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A dinamika alaptételének egyenletei:

mag; = mgsin(a) + Fg, (1)
0 = Fy — mgcos(a), (2)
©.c, = Fgr. (3)

A (2) egyenletben figyelembe vettiik azt a kényszerfeltételt, hogy a stlypont a lejtével par-
huzamosan mozog. A csiszas miatt tovabbi kényszeregyenleteket nem irhatunk fel, csak a
cstszasi surlédasi erét megadd

Fg = pFy (4)

egyenlettel egészithetjiik ki a fentieket. Itt mind az Fg sarlédési er, mind az F y normalerd
irdnya ismert, ennek megfelelGen vettiik fel ezeket az eréket a szabadtest abran — tehét a (4)
egyenletben szereplé Fg és Fy pozitiv értékiiek. A lejtén csiszo korong két szabadsagi foku,
mert nincs kényszerkapcsolat a stilypont mozgasa és a test forgasa kozott.

Figyelembe véve, hogy ©, = %mrQ, az egyenletrendszer megoldasa:

rad

m
asy = 6.604 =, ¢, =3.308, —,
S S

Fny =8496 N, Fg=1.699 N. (3.228)
Amig a csiszas tart, addig a fenti értékek valtozatlanok maradnak, ezért mind a stlypont
sebessége, mind a test szogsebessége egyenletesen valtozik:

V5z(t) = vsox + asat,
w,(t) = wo, + &,t. (3.229)

A mozgés soran a K kontakt pont sebessége is valtozik:

VS0z + aszt + 7r(woz + €:1)
vi(t) =vg(t) + w(t) X rsg = 0 . (3.230)
0

A surlédasi erd csokkenti a silypont lejtén felfelé iranyuld sebességének nagysagat, nyomatéka
pedig noveli a szogsebesség nagysagat. Tehat bekovetkezik egy olyan ¢ idépont, amikor a
kontakt pont sebessége nulla lesz.
VS0z 1 TWoz

VK(tl) =0 = t1 = e £ TC, ~ 0.1 s. (3.231)
A ty pillanatban teljesiil a gordilés kinematikai feltétele, de ez még nem jelenti azt, hogy
a korong tényleg gordiilni kezd — hiszen ahhoz a dinamikai feltételnek is teljesiilnie kell.
Azonban nem hasznélhatjuk fel a (3:2228) eredményeket, mert azokat a cstszés esetére felirt
egyenletekbdl kaptuk. A gordiilés esetének vizsgdlatdhoz djra meg kell oldanunk a dinamika
alaptételének egyenleteit.

Gordiilés esetén nem alkalmazhatjuk a (4) egyenletet. Helyette az

a5y = —TE, (4"

egyenlettel egészitjiik ki az (1)-(3) egyenletrendszert. Ez az egyenlet egy geometriai kény-
szerfeltételbdl szarmazik (lasd [LR] megjegyzés), tehdt a csiszashoz képest tovabb csokken —
1-re — a szabadsagi fok.

Az (1), (2), (3), (4’) egyenletrendszer megoldasa:

rad

asz = 3.27 S% e =327, —, Fy=849%N, Fs=-1625N. (3.232)
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Az eredményekbdl latszik, hogy a szabadtest abran felvettel ellentétes a surlodasi erd irdnya.
Mig a cstszasi surlédasi erd esetében az erd tényleges iranyanak meghatarozasahoz elengedhe-
tetlen a kontakt pont sebességének kiszamitasa, a tapadasi strlodési erd eléjele kiszamithato
a dinamika alaptétele alapjan. A gordiilés dinamikai feltétele teljesiil, mert

F
IEsl _ 19245 < 1o = 0.3. (3.233)
I3y

Kovetkezésképpen, a korong valéban gordiilni kezd a t1 pillanatban. Mivel vg, (1) ~ —1.34 m/s
és w,(t1) ~ 1.34 rad/s, a korong felfelé gordiil a lejton.

Végezetiil, szamitsuk ki a csuszasi surldédéasi er6 munkajat! A munka a sarlédasi erd
teljesitményének id6 szerinti integralasaval, a2.42] példdban bemutatott mdédon szamolhato:

Wil = ; Fs vg,(t) dt = —0.0849 J. (3.234)

A surlédési erd munkdja az alapjan is meghatarozhatd, hogy a korong kinetikus energiaja
csOkken, potencidlis energidja pedig — mivel felfelé halad a lejtén — n6. A kinetikus energianak
azonban csak egy része alakul at potencidlis energiava, a tobbit a surlodasi eré munkaja
emészti fel. A munkatétel szerint

Ty — T = Uy — Uz + Wil (3.235)

A korong sulypontjanak emelkedése a tg = 0 és t1 pillanatok kozott

1
h=-— <§agmt% + USO:vt1> sin(a) = 0.0835 m, (3.236)

tehat Uy — Us = —mgh = —0.8189 J. A kinetikus energia megvaltozésa pedig

1 1 1 1
T —T, = <§m(1)50$ + asxtl)Q + §@z(W0z + €zt1)2) — <§mv§~0x + 5920.)82) = —0.9038 J.

Ebbdl a surlodasi er6 munkaja
Watrt = To — Ty — Uy + Uy = —0.0849 J, (3.237)

ami megegyezik a teljesitmény integraldsaval kapott eredménnyel. e

3.5. Forgoérészek kiegyensiilyozasa

A gépészmérnoki gyakorlatban nagyon fontos az allandé szogsebességgel forgd tengelyek
csapdgyait terhels erSk ismerete. Altaldban elkeriilendd a tengelyek n. dinamikus igénybe-
vétele, amikor a csapagyakban ébredd erck periodikusan valtoznak. A dinamikus hatasok
csOkkentése érdekében szitkséges a forgorészek megfelelo kiegyensulyozasa.

3.5.1. Az idealis forgorész

Az idealis esetben — melyet a B42)/a abra szemléltet — a tengely nem deformal6dik, a ten-
gelyre szerelt alkatrész silypontja a forgastengelyen van és egyik f6tehetetlenségi irdnya (ha
szimmetrikus, akkor a szimmetriatengelye) egybeesik a forgastengellyel. Ebben az esetben



3.5. Forgoérészek kiegyenstlyozasa 241

a sulypont gyorsulasa nulla, a stulypontra szamitott perdiilet pedig parhuzamos a szogsebes-
séggel, ezért a dinamika alaptételének egyenletei az alabbi alakot 6ltik:

mag = 0, (3.238)
IIg = 0. (3.239)

Kovetkezésképpen, a tengely és a ra szerelt forgorész egyensilyban van. A csapagyakrol
atadodo kényszererdk allando nagysaguak és iranytak — akkor is ilyen reakcié erérendszer
lépne fel, ha nem forogna a tengely.

Van két jol elkiilonithet6 eset, melyek eltérnek az idedlis esettol: a statikus- és a dinamikus
kiegyenstilyozatlansag esetei.

v YY)
A B A
S &
w g R _i
*I

(a) (b)

3.42. abra. (a) Idedlis, kiegyensiilyozott forgérész. (b) Statikusan kiegyensilyo-
zatlan forgérész. (c) Dinamikusan kiegyensiilyozatlan forgorész.

3.5.2. Statikus kiegyensulyozatlansag

3.38. definicié. Ha a forgdrész STATIKUSAN KIEGYENSULYOZATLAN, akkor az S sulypont

e # 0 tdvolsagra van a forgdstengelytdl (343/b dbra). Az ,e” jelélés az excentricitds szora
utal. &

Ha a fotehetetlenségi irany parhuzamos a szogsebességgel, akkor tovabbra is igaz, hogy
IIg = 0, azaz nemcsak kinematikai, hanem dinamikai értelemben is sikmozgast végez a test.
A silypont gyorsuldsa azonban nem nulla, hanem ag = —ew?j. A B.43 szabadtest dbra

Szabadtest abra:

1Y) 1y

Fp

3.43. abra. Statikusan kiegyensiilyozatlan forgorész.
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alapjan felirhaté a dinamika alaptételének harom komponens egyenlete:

0=0
: —mew? = —mg + Fa+ Fp
z: 0= FpLy — FaLy.

Az F 4 és F g csapagyreakciok a forgorész forgasa soran valtoztatjak irdnyukat, tehat likteto
igénybevételnek teszik ki a szerkezetet, ami karos rezgésekhez vezethet.

A statikus kiegyensulyozatlansdgot tgy sziintethetjiik meg, hogy a sulyponttal ellenkez6
oldalon, b tavolsagban elhelyeziink egy mg tomegi kis testet (pottomeget), ahogy a[B.44] dbra
mutatja. A b tavolsagot és az my tomeget gy kell megvéalasztani, hogy teljesiiljon az

mew? = mobw? (3.240)

egyenlet, amib6l me = myb. Ez annak felel meg, hogy a forgorészbdl és a pottomegbdl allo
test kozos silypontja a forgastengelyre keriil.

y.n

! . I
A 1 B
by
J o - X
K

mo

3.44. abra. A statikus kiegyensiilyozatlansag megsziintetése.

3.5.3. Dinamikus kiegyensiilyozatlansag

3.39. definicié. DINAMIKUS KIEGYENSULYOZATLANSAGROL akkor beszéliink, ha a forgd-
rész eqyik sulyponti tehetetlenségi foiranya sem parhuzamos a forgastengellyel. s

A gyakorlatban altalaban torekednek a dinamikus kiegyensulyozatlansag elkeriilésére. Gyar-
tasi és szerelési pontatlansdgok miatt azonban minden forgérész esetében van egy kis szog-
hiba, azaz az egyik f6tengely (az abrakon a & tengely) kis ¢ szoget zar be a forgastengellyel
(ami az abrékon az x tengellyel parhuzamos).

Ekkor a (3190 és (B.I97) egyenletek szerint sem a ITg perdiiletvektor, sem annak deri-
valtja nem lesz parhuzamos a forgastengellyel. Allandé nagysagi szogsebesség (nulla szog-
gyorsulds) esetében a perdiiletvektor is allandé szogsebességgel véltoztatja irdnyat, mint
a BIT] példdban. Ebbél az kovetkezik, hogy IIg¢ = w x IIg miatt a perdilet derivdltja is
kérbe forog.

Ennek a mozgasnak a fenntartdsdhoz Iy = Mg miatt a csapagyakban ébredd reakciéerdk
sulypontra szamitott nyomatékanak is folyamatosan valtozo iranytunak kell lennie. A reak-
civerok ennek megfelel6 ingadozasa karos rezgésekhez vezet, a statikus kiegyensilyozatlansag
esetéhez hasonloan.

Ahogy a BIT] példaban lattuk, a csapagyreakciok ingadozasa azzal is magyarazhato,
hogy a testtel egyiitt forgd vonatkoztatasi rendszerben a szallité eré nyomatéka nem nulla.
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Ebbol a megkozelitésbdl kovetkezik, hogy a dinamikus kiegyenstulyozatlansag megsziinteté-
s¢hez a szallitdo eré nyomatékat kell nullara csokkenteni.

Jelolje a forgérész fétehetetlenségi nyomatékait O¢, O, és O,! A gyakorlatban leginkabb
eléforduld hengeres forgorészek esetében két eset lehetséges. a) O < O, = O, azaz ,hosszi-

kas” a tengelyre szerelt test. b) O > O, = O, azaz ,lapos, tarcsaszerit” a tengelyre szerelt
test.

3.45. abra. Kiegyensilyozatlansag megsziintetése dinamikusan kiegyensilyozat-
lan forgérészek esetében. (a) Hosszikas (b) lapos forgorész.

A [B.45 dbran lathatd, hogy e két esetben hogyan érheto el a szallité eré nyomatékanak
lecsokkentése két darab, megfeleld tomegi test felszerelésével. Ezt a megoldast alkalmazzak
gépkocsik kerekeinek centrirozdsdd soran is.

3.40. példa: Egy R sugari, h vastagsagu, m tomegi, korong alaki test & fotehetetlenségi
tengelye ¢ szoget zdr be a forgdstengellyel pirhuzamos x tengellyel, a abra szerint. A
dinamikus kiegyensilyozatlansdg megszintetése érdekében két darab mg tomegi testet helye-
zink el a forgorészen. Hatdrozzuk meg a kiegyensulyozdshoz sziikséges mg értéket!

3.46. abra. Dinamikus kiegyensiilyozatlansag megsziintetése.

Megoldas:
Néhéany szabalyos alakt test fOtehetetlenségi nyomatékainak képletei megtaldlhatok a B.I]
tablazatban. Ez alapjan egy korong alaku forgérész silypontra szamitott tehetetlenségi nyo-

12 A hétkoéznapi széhasznalatban sajnos gyakran taldlkozhatunk a hibés ,,centirozas” széval. A centrirozés
elnevezése a centrum — azaz kézéppont — szobdl ered.
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matéki matrixa a féiranyok koordinata-rendszerében

%mR2 0 0
(_)l;orong _ 0 %mR2 + %th 0 i (3241)
(€n¢) 0 0 1mR? + 5mh?

Az Op és Oy pontokba helyezett mg tomegl testek S pontra szamitott tehetetlenségi
nyomatéka a BI7] Steiner-tétel segitségével szamithaté ki. Ha anyagi pontoknak tekintjiik
Oket, akkor a sajat silypontjukra szamitott tehetetlenségi nyomatékuk elhanyagolhaté, tehéat
csak a Steiner-tételben szerepléo @gp, és Ogp, matrixokat kell kiszamolni. E két matrix
megegyezik, mert az 01 és Oy pontok az S sulypontra szimmetrikusan helyezkednek el:

h
2
rso, = —rso, = |R (3.242)
(€n<) (énC) 0
A Steiner-tétel szerint tehdt
m0R2 —mQR% 0
©@70 = [-moRE  molt 0 . (3.243)
(&) 0 0 mo (% +R?)

A forgorészbdl és két kiegyensilyozd tomeghdl alld test tehetetlenségi nyomatéka a fentiek
szerint

@S _ @gorong + 2@?0 _ (3.244)
&n)  (en¢) (én¢)

_%mRQ + 2moR? —QmOR% 0

= —2m0R% %mR2 + 1—12mh2 + QmO%2 0 =
_ 0 0 ImB? 4 Lmh? 4 2m (% + R?)

[ © —Dg 0O

= |-D¢, O, 0. (3.245)
0 0 O¢

A tehetetlenségi nyomatéki matrixtél eltéréen, a szogsebesség az (xyz) koordindta-rendszerben
adhaté meg a legkonnyebben:

We
w =[0]. (3.246)
@) |

A dinamikus kiegyensulyozottsdg feltétele az, hogy a sulypontra szamitott perdiilet legyen
parhuzamos a szogsebességgel, tehét

HS:}:
Mg =| 0 |. (3.247)
@) | g

A perdilet kifejezéséhez Ossze kell szorozni a ®g maétrixot és az w szogsebességet. Azon-
ban iigyelni kell arra, hogy a képletekben szereplé mdtrizokat és vektorokat ugyanabban a
koordindta-rendszerben irjuk fell Ebben az esetben két lehet6ség kinalkozik; a tovabbiakban
mindkét eljarast bemutatjuk.
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(a)

3.47. dbra. (a) A szdgsebesség komponensei a ({n¢) koordinata-rendszerben. (b)
A perdiilet komponensei az (xyz) koordinata-rendszerben.

1. Az w szogsebességvektor kifejezése a fétehetetlenségi iranyok rendszeré-
ben.

Az eljards alkalmazasahoz az w vektort kell komponensekre bontani, ami a[3.47/a dbra szerint

Wy cos(p) we
W = |—wgsin = |wp| - 3.248

Ezzel a perdiilet is kifejezheté a (£1¢) koordinata-rendszerben:

Ocwe — Deywy e
IIg = Qg w = —Dgnc% +®nwn = HSn . (3.249)
(€n¢)  (€n¢)(&mc) 0 0

A B247)) egyenlet teljesiilésének ellenérzéséhez ki kell fejezni ezt a vektort az eredeti, (zyz)
koordinéta-rendszerben. A BAT)/b dbra alapjan, a perdiilet £ és n komponensét levetitve az
x és y tengelyre:
IIg, IIge cos(p) — Mgy, sin(yp)
Il = |Ilg, | = |ILsesin(y) + ILgy, cos(y) | - (3.250)
(zyz) 0 0

w||ILg feltétele: IIg, = 0. Behelyettesitések utan a kovetkez6 egyenletre jutunk:

1
<<§mR2 + 2m0R2) wy cos() + 2mongm sin(go)) sin(y)
2

h 1 1 h
- <2m0R§wx cos(p) + (ZmR2 + Eth + 2m0z> Wy sin(gp)) cos(p) = 0, (3.251)

amibdl a kiegyenstlyozé tomeg értéke

B m(3R% — h?)sin(2yp) N m(3R% — h?)p
"~ 24Rhcos(2p) 4+ 6(h? — 4R?)sin(2p)  12Rh + 3(h2 — 4R?)p’

mg (3.252)
Itt az utolsé 1épésben azzal a kozelitéssel éltiink, hogy kis ¢ sz6g esetén sin(2¢) ~ 2¢ és
cos(2¢) =~ 1.

3.57. megjegyzés: A fenti szdmitds alapjan meg lehet dllapitani, hogy milyen irdnyt
lenne a perdiilet vektora a kiegyensilyozo tomegek nélkiil. Kiegyensulyozas nélkiil
De¢y =0, ezért lge = Ocwe = Ocwy cos(p), és Ilgy = Opw, = —Ouw, sin(yp).

Ezeket behelyettesitve a ([B.250]) egyenletbe,

I1, = TLge sin(p) + ILgy, cos(p) = Ogw, sin(¢) cos(p) — Onw, sin(p) cos(p).  (3.253)
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Kévetkezésképpen, ©¢ > O, (lapos forgérész) esetén II, > 0, azaz a perdiilet vektora a
forgastengely és a & f6tengely kozé esik, a 348 dbranak megfelelGen.

O¢ < O, (hossztikas forgorész) esetén azonban II, < 0, tehit ebben az esetben a
perdiilet vektora a forgastengely ,tuloldalara” keriil. Egy hasonlé eredmény vezethetd
le az Gn. szimmetrikus erémentes porgettyiik mozgdsa kapcsan is (lasd B5T tétel). &

3.48. abra. Kiegyensilyozatlan forgorész perdiiletvektoranak iranya ,Jlapos” (a)
és ,hossziikdas” (b) forgérész esetében.

2. A tehetetlenségi nyomaték maétrixanak kifejezése az (ryz) koordinata-
rendszerben.

A tehetetlenségi nyomatéki matrix transzforméaciéja a koordindta-rendszer z tengely koriili,
¢ szogll forgatdsaval érhet6 el, amit a T forgatdsi matrix segitségével irhatunk le, azaz ([B.74)
szerint

0s =TTe4T, (3.254)
(wyz) (&n¢)
ahol a transzformaciés matrix
cos(p) sin(p) 0
T = |—sin(¢) cos(p) 0. (3.255)
0 0 1

A transzformdaciés matrix oszlopaiban az i, j, k, bazisvektorok vannak kifejezve a (&n()
koordinata-rendszerben.

A [B254) transzformécié elvégzése utan a tehetetlenségi nyomaték métrixa az aldbbi
alakban adddik az (zyz) koordindta-rendszerben:

©, —Dgy O
Os = |-D;y 0Oy 01. (3.256)
(zyz) 0 0 0.

Ennek a matrixnak minden eleme a tehetetlenségi nyomaték ({n¢) rendszerben felirt elemei,
tovdbba sin(y) és cos(p) segitségével fejezhetd ki. A transzformécié soran kaphaté hosszi
képletek ismertetésétol most eltekintiink; a fentihez hasonlé szamitasok részletesebb kifejtése
megtalalhaté a és példak megolddsaban és a megjegyzésben. A sulypontra
szamitott perdilet
O, wy
IIg = Oy w = |—Dyyws| - (3.257)
(zyz) (zyz)(@yz) 0
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A dinamikai kiegyenstlyozottsig feltétele D,,, = 0, ami a ([B:252]) egyenlettel egyenértéki
egyenletre vezet. [

Azokban a feladatokban, melyekben nem nyilvanval6é a tehetetlenségi fotengelyek iranya, a
szogsebesség fent bemutatott transzformacidéja nem — vagy csak nehézkesen — alkalmazhato.
Példaul aB.49] abran lathaté esetben a két ferdén felszerelt forgorész fétehetetlenségi iranyai

3.49. abra. Ha egy tengelyre t6bb test is ferdén van felszerelve, akkor ezek fGte-
hetetlenségi iranyai altalaban nem parhuzamosak. Ebben az esetben nem célszerii

s s ez

3.58. megjegyzés: ,Hosszikas” alaki forgorész esetén hasonléan kell eljarni mint az el6z6
példaban, azonban ekkor a kiegyensulyozé tomegeket az

h

T2
rso, = —rso, = | R | . (3.258)

(€nc) (€nc) 0
helyvektornak megfelel6en kell elhelyezni, amibol

m(h? —3R?)p
~ . 3.259
"0~ TR — 3(h2 — 4R?)p ( ;

3.59. megjegyzés: Ha a tehetetlenségi nyomatéki matrix a féiranyok koordinata-rendsze-
rében

0, 0 0
©@s =10 © 0], (3.260)
(123) 0 0 @3

akkor a 3-as féirany koriili ¢ szogi elforgatas soran ad6dé (zyz) koordinata-rendszerben

©, 0 0 cos? ()01 + sin?(p)O2  (©1 — O3)sin(y) cos(p) 0
Os =TT |0 O, 0|T=|(0;—06y)sin(p)cos(p) cos?(¢)Oy +sin?(p)O; 0
(2y2) 0 0 O 0 0 CH

Ebbdl az eredménybdl latszik, hogy ha ©; = Oq, akkor a 3-as tengely koriili forgatds so-
ran nem jelennek meg devidciés nyomatékok, a matrix diagonalis marad, azaz ekkor a 3-as
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tengelyre merdleges Osszes irdny f6irany. Ezzel magyardzhato, hogy a ([B:252]) kifejezés szam-
lal6jéban a (3R? — h?) kifejezés szerepel. Ha ugyanis h? = 3R?, akkor a forgérész két f6te-
hetetlenségi nyomatéka megegyezik, igy akkor sem lesz dinamikusan kiegyenstlyozatlan, ha
ferdén szerelik fel a tengelyre.

Hasonléan lathaté be az, hogy ha egy test mindharom sulyponti fotehetetlenségi nyoma-
téka megegyezik — ez a helyzet a h = v/3R magassagti henger esetében is (lasd abra) —,
akkor minden irdnya f6irdany, semmilyen elforgatott koordinata-rendszerben sem jelenhetnek
meg deviaciés nyomatékok, a tehetetlenségi ,ellipszoid” gémb alak.

\%R

3.50. abra. A méretek megfelel6 megvalasztasaval elérhetd, hogy egy hengeres
forgorész mindharom fétehetetlenségi nyomatéka egyenls legyen. Egy ilyen forgo-
rész nem lehet dinamikusan kiegyensilyozatlan.

Ugyanez a gondolatmenet minden forgasszimmetrikus homogén test esetében végigvihetd.
Példaul korkupok esetében a h = 2R magassagnal egyezik meg mindharom fétehetetlenségi
nyomaték, amint a [B1] tablazat képletei alapjan beldthato.

A fentieket gy is megfogalmazhatjuk, hogy kinetikai szempontbdl a test alakjat teljesen
jellemzi a silyponti tehetetlenségi ellipszoidjanak alakja. Két ugyanolyan tehetetlenségi el-
lipszoidu és tomegii merev test teljesen ugyanigy mozog azonos kiilsé erérendszer hatasara.de

3.60. megjegyzés: Ha a forgérész egyszerre statikusan és dinamikusan is kiegyensulyozat-
lan, akkor a legaltalanosabb esetben a centrifugalis erék ered6je egy forgastengelyre merdleges
stkba esO er6 és egy ugyanebbe a sikba es6 nyomaték, melyek nem merolegesek egymasra,
azaz erOcsavart alkotnak. Ebben az esetben tobb pdéttomeg hasznalataval lehetséges a ki-
egyensulyozas [12].

Fontos specidlis eset az, amikor a testnek van a forgdstengelyen olyan A pontja, mely-
re szamitott tehetetlenségi fOirany parhuzamos a forgastengellyel. Az ilyen tulajdonsagu
pontot fopontnak nevezik. Ebben az esetben © g és O 4w egyarant parhuzamos lesz a for-
gastengellyel (és egyuttal az w szOgsebességgel és e szoggyorsuldssal). Kovetkezésképpen,
w X Oy w =0, ezért az A pontra felirt

O =My, (3.261)

perdiilettételbdl az kovetkezik, hogy az A pontra szamitott nyomatéknak csak a forgastengely
irdnyd komponense kiilonbozik nullatél. Tehat a centrifugalis erdk erérendszerének A-ba
redukalt eredGje egyetlen erd. A kiegyensilyozas (ami egyszerre sziinteti meg a statikus
és a dinamikus kiegyensilyozatlansdgot) ebben az esetben megoldhaté egyetlen péttomeg
elhelyezésével, az A ponton atmend, forgastengelyre merdleges sikban. &
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3.5.4. Kiegyensulyozatlan forgorész csapnyomasa

A kiegyensilyozatlansagot gyakran megfelel6en le tudjuk csokkenteni az el6z6 fejezetben
alkalmazott kiegyensulyoz6 tomegek segitségével. Sok esetben azonban ez nem lehetséges
vagy csak nehezen oldhaté meg. Példaul ha a forgorész a funkcidjabol adéddan aszimmet-
rikus (forgattyis tengely), nagyon nagy fordulatszdmon forog (ultracentrifuga, gazturbina,
mar6gép) vagy miikodés kozben véltozik a tehetetlenségi nyomatéka (mosogép, koszori),
akkor jelentés terhelés érheti a forgorészt tarté csapagyakat. A csapagyakban ébredo erék
komponenseinek meghatarozasahoz a dinamika alaptételét hasznalhatjuk, azaz az

mag — F,
@56’ +w X HS = MS (3262)

egyenleteket. A statikai hatarozatlansag elkeriilése érdekében a két csapaggyal megtdamasz-
tott forgérészek csapagyait tgy alakitjak ki, hogy csak az egyik csapagy vehet fel tengely
irdnya (axidlis) terhelést, a masikban csak a tengelyre meréleges (radidlis) irdnyu erék éb-
redhetnek.

3.41. példa: Fejezzik ki o [3.00] abrdn lathato, statikusan és dinamikusan is kiegyensilyo-
zatlan forgorész csapdgyaiban ébredd csapreakciokat w, szogsebességgel és €, széggyorsuldssal
torténd forgds soran! Hdny fordulat megtétele utan dll meg a forgorész, ha dllando nagysdgu
M nyomaték fékezi?

Megoldas:
Az dbra szerint az A csapagy axialis, mig a B csapagy radialis. Ennek figyelembevételével
rajzolhaté meg a szabadtest abra.

Szabadtest abra:

ter

3.51. abra. Mind statikusan, mind dinamikusan kiegyensilyozatlan forgorész.

Az abra alapjan az impulzustétel komponens egyenletei

magsg = FAm —mg,
masy = Fay + Fay, (3.263)
masy; = FAz + FBz-

A tengely allandé irdnya miatt a forgérész egy szabadsagi foki mozgést végez, melynek kine-
matikai jellemz&it egyértelmiien jellemzi az w, szdgsebesség és az e, szdggyorsulas. A statikus
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kiegyenstlyozatlansdg miatt a silypont e sugari korpalyan mozog. Ennek a kényszerfeltétel-
nek megfeleléen a gyorsulasa

0
ag=ap + & Xros—wros= |—ew?|. (3.264)
€Ey

Mivel kinematikai értelemben stkmozgasrol van sz, hasznalhattuk a gyorsulasredukciés kép-
let sikmozgasra érvényes alakjat.

A perdilettétel egyenleteinek felirasahoz ki kell fejezniink a perdiilet derivalt komponen-
seit is az (xyz) koordinata-rendszerben. Ehhez felhasznalhatjuk a 3401 példaban bemuta-
tott szamitasok eredményeit, mert ott egy ugyanilyen paraméterekkel jellemzett forgérészt

c sz

valasztjuk, az alabbi alakban fejezhetd ki a perdiiletvektor az (xyz) koordindta-rendszerben

(lasd [B250) és (B257)):

O Wy,
Iy = Og w = |—Dyyws| . (3.265)
(zyz)  (wyz)(zy2) 0

Itt kihasznaltuk, hogy a D,. és D,. deviaciés nyomatékok eltiinnek, mert a z tengely me-
réleges a hengeres test egyik szimmetriasikjara. A tovdbbiakban minden vektort az (zyz)
koordinata-rendszerben fejeziink ki.

A perdilet derivaltja

. O,.c, 0 O,.c,
IIg = Oge + w x Ilg = —nyf—:gg + 0 = —Dggy&‘x R (3.266)
0 —Dyyw? —Dgyw?

a kiils6 erdk silypontra szamitott nyomatéka pedig a szabadtest abra alapjan
—Fa.e — Fp.e+ M,

Mg=M+rg4 xFqg+rsp xFp= Fu,lpa— Fp.lp s (3.267)
Faze — FAylA + FBle

ahol
M=|0]|, rsa=|—-e|, rsp=|—¢e|l, Fa=|Fa|, Fp=|Fpy|. (3.268)
0 0 0 Fa. Fp.

A fenti szdmitdsokat 6sszefoglalva, az aldbbi egyenletrendszert kapjuk:
0= Faz —myg
—mew? = Fpy + Fpy
meey = Fa, + Fp.
Oep = —Faze — Fp.e + M,
—Dgyer = Fa.ly — Fp:lp
—Dyyw? = Fage — Fayla + Fpylp.

Az egyenletrendszert megoldva a kiilsé erérendszer hat ismeretlen komponensére:

2

emg + Dmyw% —elpmw elpm — Dy,

Fu — Fay = - Fa. =

A mg, Ay lA T lB 5 Az lA T lB Exs
emg + Dyyw? + el ymw? Day + elam

M= (O 4meen, = TR, By = ST
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Ha a tengellyel parhuzamos nyomaték fékezi a forgérészt, akkor a megalldsig bekovetkezd
szogelforduldst két modszerrel is kiszamithatjuk.
1. médszer: A munkatétel szerint

T(ty) — T(t1) = Wha. (3.269)

Mivel a to pillanatban megall a test, T'(t2) = 0. A ([B2I2]) képlet szerint w, szogsebességl
forgas soran

(6 +me?) wl. (3.270)

1 1
2 2 2
—me“w; + §@xwx =3

1 1
T(t) = =mv% + i@xwg =3

2
Itt kihasznaltuk, hogy a fenti képlet teljesiiléséhez elegendd, ha kinematikai értelemben sik-
mozgast végez a test. Masrészt, (3193 szerint a nyomaték altal végzett munka A szogel-
forduléds soran

Kovetkezésképpen, Wiy = T'(ta) — T'(t1) = —T'(t1) miatt

2 (0 + me?) w?

Ap = — T 279
© YA (3.272)

Mivel M, negativ, az eredmény pozitiv lesz.

2. mddszer: Ha allandé a fékezd nyomaték nagysiga, akkor egyenletesen cstkken a
forgérész szogsebessége. Legyen a t; = 0 pillanatban w, a szégsebesség. A to pillanatban a
forgérész megall, ezért

wolly) = eaty +wy =0, = o= —?. (3.273)
x
A t5 id6 alatt megtett szogelforduléds
Ap = 2o 2 4+t Lwj (3.274)
= —¢ w = ——— .
Lt =

Mivel a dinamika alaptételébdl kapott megoldas szerint

M,

Ep=——
0, + me?’

(3.275)

behelyettesités utan ugyanazt az eredményt kapjuk, mint a munkatételen alapulé mdodszer-

rel. 'Y

3.6. Porgettylimozgas

3.42. definicié. PORGETTYUMOZGASNAK a merev test olyan mozgdsdt nevezzik, amikor
a testnek van egy rogzitett pontja (ldsd még: [1.77] definicio). &

A definiciébdl kovetkezik, hogy egy porgettylimozgast végzo merev test szabadsagi foka
harom. Tehdt ha a dinamika alaptételét a nulla sebességii és nulla gyorsulasu A pontra
irjuk fel, akkor a hat skalar egyenletb6l csak harom lesz fiiggetlen, a perdiilettétel harom
komponens egyenlete:

I, = M,, ahol (3.276)
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I, = Oe +w x O w. (3.277)

A perdiilettétel alapjan ugyanis — adott w szogsebesség mellett — meghatarozhato az e szog-
gyorsulas, ay = 0 figyelembevételével pedig ezekbdl kiszamolhato a stulypont gyorsuldsa.

A miiszaki gyakorlatban szamos esetben talalkozhatunk porgettytimozgast végzo testek-
kel — példaul a kardancsuklok, a porgettytis iranytiik vagy a malomiparban hasznalt tn.
kollerjarat kapcsan. Az ebben a fejezetben levezetend6 eredmények azonban a fizikai jelen-
ségek egy bovebb korében is alkalmazhatok.

A merev testek mozgasat minden pillanatban Osszetehetjiik egy stulypont sebességével
végbemend halado mozgdsbol és egy sulyponton atmend tengely koriili forgo mozgdsbol. FEn-
nek felel meg a dinamika alaptételének két egyenlete:

I=F és IIg=Ms. (3.278)

Az altalanos esetben ezek az egyenletek Osszefiiggenek. Példaul a perdiilettételben szereplo
szogsebességtol fligg a test egyes pontjainak sebessége, a sebességallapottol és a test szoghely-
zetétdl pedig fligghetnek a testre hatd, az impulzustételben megjelen6 erck. Hasonloképpen,
a stulypont helye és sebessége befolyasolhatja a testre haté nyomatékvektort.

Azonban sok esetben a dinamika alaptételének egyenletei egymastdl fiiggetlenek vagy —
alkalmas kozelitésekkel — fiiggetlennek tekintheték. FEkkor a silypont kortli forgast nem
befolyasolja, hogy a stlypont all vagy mozog, tehat a forgas szempontjabol porgettytinek
tekinthetd a test. Ezekben a feladatokban az I = F egyenlet az anyagi pontok kinetikéjanak
eszkozeivel oldhatdé meg, a porgettytimozgastol elkiilonitve targyalva.

Ennek a megkozelitési médnak a legismertebb példaja a bolygémozgas vizsgdlata. A
Naprendszer bolygoinak stulypontjai ellipszispalyakon mozognak, de a keringéstdl fiiggetlentil
targyalhaté a bolygdk forgasa illetve a forgastengelytik iranyanak valtozasa.

A tovabbiakban egyenleteinket az A rogzitett pontra irjuk fel, de a fent részletezett
feltételek mellett a silypontra is igazak maradnak.

3.6.1. A porgettyli helyzetének és szogsebességének megadasa
Az Euler-szo6gek

Az [[L.2.7] fejezetben lattuk, hogy ha ismert a merev test egy pontjanak helye, akkor a merev
test tobbi pontjanak térbeli helyét harom szog segitségével rogzithetjiik.

Dinamikai szempontboél a test helyzetét fotehetetlenségi tengelyeinek iranyaval jellemez-
hetjiik, ezért a tovabbiakban e harom tengely iranyanak megadasaval foglalkozunk. Ehhez
az altalaban v, ¥, p-vel jelolt hdrom szog kooordinatat, az tigynevezett Fuler-szogeket hasz-
naljuk. Az Euler-szogek megadjdk, hogy mekkora és milyen tengely koriili forgatasokkal
juthatunk el a térben rogzitett (zyz) koordindta-rendszerbdl a porgettyii fétehetetlenségi
tengelyeinek megfelelé (£1¢) koordinata-rendszerbe. Azonban — amint lattuk az [[TT] meg-
jegyzés kapcsan — a szogelfordulasok sorrendje nem tetszoéleges. Ezért a porgettyl helyzeté-
nek egyértelmii megadasahoz rogziteni kell az egymas utani forgatasok sorrendjét.

A kovetkezékben harom lépésben attériink a vonatkoztatasi rendszerhez rogzitett (zyz)
koordinata-rendszerbdl a porgettyi &, n és ( fotehetetlenségi tengelyeivel megadott koordindta-
rendszerbe.

1. AB52/a abran lathaté mdédon, abbdl a helyzetbél indulunk ki, mikor a két koordinéta-
rendszer egybeesik. Az els6 transzformdcié soran — melyet a B.52/b dbra illusztral —
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Ui

3.52. abra. Az Euler-szogek értelmezése. (a) Kiinduldsi helyzet. (b) A testhez
kotott koordindta-rendszer elforgatasa a z tengely koriil 1 szoggel. Az igy kapott
¢ tengely a vastag vonallal jelolt csomévonal. (c¢) Elforgatéds a csomévonal kortil
¥ szoggel. (d) Forgatéds a ( = (" tengely koriil ¢ szoggel.

a merev testhez kotott koordinata-rendszert elforgatjuk a z tengely kortil v szoggel.
Ennek eredményeképpen a & és n tengelyek irdnya megvaltozik, de mindketté az xy
sitkban marad. Ezt a forgatast a

cos(v) sin(¢p) 0
Tprec = |—sin(y) cos(¢) 0] . (3.279)
0 0 1

méatrix irja le, melynek oszlopaiban az (zyz) rendszer egységvektorai vannak kifejezve
az elforgatott koordinata-rendszerben, melynek tengelyeit &', n', ('-vel jeloljik. A
szoget precesszios szognek nevezziik.

2. A mésodik lépésben attériink egy olyan koordinata-rendszerre, melyet az el6z6 1épésben
kapott & tengely kortili ¥ szogii forgatassal kapunk, a B.52)/c abranak megfelelen.
Ennek sordn az 1’ tengely elemelkedik az xy sikbol. A 1) és ¥ szogek egyértelmiien

c s s

igy kapott koordinata-rendszer tengelyei: £”, n”, (". A {'n" és xy sikok metszésvonalat
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— ami mer6leges a z(” sikra — csomdvonalnak nevezzik. A £ tengely kortli — azaz
csomovonal kortli — forgatast a

1 0 0
Touw = |0 cos(d)  sin(d) (3.280)
0 —sin(¥) cos(¥)

matrix segitségével irhatjuk le, melynek oszlopaiban a (£'7'(’) rendszer egységvektorai
vannak kifejezve az elforgatott rendszerben. A 1 szoget nutdcios szdgnek nevezzik.

3. A harmadik, ¢ szogi forgatas soran a £ és n tehetetlenségi fétengelyeket is a test

« /e

mutatja. A megfelel6 transzformdacios matrix

cos(p) sin(p) 0
T,ot = |—sin(p) cos(p) 0f, (3.281)
0 0 1

aminek az oszlopai a végleges allast ({n(¢) koordinata-rendszer bazisvektorait tartal-
mazzak, a (£"1n"(") rendszerben. A ¢ szoget rotdcids szégnek nevezzik.

A fentiek szerint a test helyzetét az = tengely és a csomoévonal kozti ¢ szog, a z tengely és a
¢ tengely kozti 9 szog, valamint a csomdvonal és a £ tengely kozti ¢ szog adja meg.

A fejezetben leirtaknak megfeleloen, a harom transzformacié egyiittes hatasa a
harom transzformaciés matrix szorzataval fejezheto ki.

3.43. tétel. Barmilyen, (zyz)-ben megadott vektort a
T = TrotTnutTprec (3282)

matrizszal vald szorzdssal tudunk dttranszformdlni a (§n¢) koordindta-rendszerbe.
A T matriz oszlopaiban az (xyz) rendszer eqységuektorai vannak kifejezve (nC)-ban. Az
Fuler-szégekkel megadva

cos p cosY — cos¥sinpsiny  cosvcossinp + cospsiny  sin ¥ sin
T = | —sinpcosy — coscos psiny cosvcosycosp —sinpsiny sindcose| . (3.283)
sin ¥ sin ¥ — sin ¥ cos ¢ cos v

A forditott transzformdacichoz T transzpondltjdval kell szorozni a (§nC) rendszerben megadott
vektort. [

3.61. megjegyzés: Egyes esetekben — példaul amikor tengelyszimmetrikus a test — célszert
olyan koordindta-rendszert valasztani, mely a ¢ szdg iranyaban nem forog egyiitt a testtel,
azaz a rotaciénak megfelel6 forgatast kihagyjuk. Az ennek megfelel6 matrix

cos sin 0
TyutTprec = | —cosdsiny  cosdcosy sind| . (3.284)
sindsinty  —sintdcosy cosv &
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A szogsebesség kifejezése Euler-szogekkel

A bevezetett Euler-szogek és a hozzajuk tartozo forgastengelyek segitségével a kovetkezo
szogsebességvektorokat definialjuk:

e w, = 1 a z irdnyu precesszids szogsebességuektor, ezzel a szogsebességgel forog a
csomovonal.

e w, =1 a csomdvonallal parhuzamos nutdcids szogsebességuektor.

e w, = ¢ a ( tengellyel parhuzamos rotdcios szogsebesséquektor.

Ezeknek a szogsebességeknek az ereddje adja a test w szogsebességét, tehat

wW=w, tw, +w, = +9+ ¢ (3.285)
Precesszié Nutég/i(’)
Az
¢", ¢y
NI

g ¥
e /é’/)é’//

psin
Rotacio

3.53. dbra. Az Euler-szogek és a szdgsebesség 1) precessziés, ¥ nutacios és @
rotaciés komponensei.

A kovetkez6 1épésben ki kell fejezniink a szogsebesség komponenseit egy derékszogi
koordinata-rendszerben. A [B.53] dbra alapjan belathatdk az alabbi tétel allitasai:

3.44. tétel. A SZOGSEBESSEG KOMPONENSEI az (xyz) derékszigii koordindta-rendszerben

Wy ﬁcos(lp) + ¢ sin(¥) sin (1) wp, cos(1)) + w, sin(Y¥) sin(v))
Wayz) = |wy| = |Usin(y) — @sin(d) cos(y) | = |wnsin(y) — w,sin(d) cos(y) | . (3.286)
Wz Y + ¢ cos(V) wp + wy cos(V)
A szogsebesség (EnC)-beli komponensei szintén leolvashatok az dbrardl, de a [3]3] tételben
megadott T mdtriz segitségével is kiszamithatok:

We w sin(1) sin(p) + &cos(go) wy sin(v) sin(g) + wy, cos(yp)
Wiene) = |wy| = Twiay) = |¢sin(V) cos(p) — Usin(p) | = |wp,sin(d) cos(p) — wy sin(p)
we ¢ + 1) cos (V) Wy + w, cos(1)

(3.287)
A szogsebesség fenti kifejezéseit EULER-FELE GEOMETRIAI EGYENLETEKNEK nevezzik. #
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Mivel a ({n() koordinata-rendszer tengelyeit a fétehetetlenségi tengelyekkel parhuzamo-
san vettiik fel, kinetikai feladatokban szokdsos az we = wi, wy, = wa, wWe = ws jelolés is.

3.62. megjegyzés: A fentickben bevezetett szogsebesség komponensek dltalaban nem allit-
haték elé f(i,n, ) alaku fiiggvények differencidlhdnyadosaként. Ez annak felel meg, hogy
maga az w vektor sem fejezhetd ki egy o szogelfordulds vektor derivaltjaként — hiszen a véges
szogelfordulasok nem adhaték meg vektor segitségével. )

3.45. példa: A KARDANCSUKLO KINEMATIKAJANAK TARGYALASA az Euler-féle szigekkel.
A dbrdan ldthaté karddncsuklo az (1) jeli, dllandd wy szogsebességgel forgé hajto ten-
gelyt kapcsolja dssze a (2) jeli hajtott tengellyel. A két tengely eqyenesei av szogben metszik
eqymdst. Mindkét tengelyhez csuklosan kapcesolodik a porgettylimozgdst (gombi mozgdst) vég-
20 keresztdarab, melynek dallo O kozéppontja a két tengely metszéspontjaiban helyezkedik el.
Hatdrozzuk meg a hajtott tengely wo szogsebességét és €o szoggyorsulasat!

z

3.54. dbra. Kardancsuklo mozgasanak vizsgalata az Euler-szégek segitségével.

Megoldas:
Az (zyz) koordinédta-rendszert ugy vessziik fel, hogy az (1) tengely a z tengellyel parhuzamos,
a (2) tengely pedig az (yz) sikba esik. Ennek megfelelden, a két tengely szégsebesség

0 0
wi = 0| é wy = |wesin(a)|. (3.288)

Tudjuk, hogy az Euler-szogekkel kapcsolatban bevezetett csomévonal ¥ = wy szdgsebességgel
forog. Ennek megfeleléen, a keresztdarab (1) tengelyhez kapcsolédd dgaval parhuzamosan
vessziik fel a csomévonalat. A keresztdarab az (1) tengelyhez képest 9 szdgsebességgel forog.
Igy a keresztdarab szogsebességvektora

Q=w; +9. (3.289)

BAz 1 és 2 indexek a hajté illetve hajtott tengelyre vonatkoznak, nem a szogsebesség fétehetetlenségi
irdnyokba es6 komponenseire, amirol az Euler-féle geometriai egyenletek kapcsan volt szo.
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A (2) hajtott tengely keresztdarabhoz képest vett szogsebessége a keresztdarab madsik
agaval parhuzamos, ezért abban az irdnyban vessziik fel a  tengelyt. A (2) tengely a ¢
tengely koril ¢ szogsebességgel forog a keresztdarabhoz képest. Tehat az wo szdgsebesség

wr =P+ + . (3.290)

Ennek komponensei kiszamithatok az Euler-féle geometriai egyenletek alapjan, ha a (3.280])
képletekbe 1 = wi-et helyettesitiink:

ﬁcos(qb) o sin(¥) sin (1))
wy = |Usin(y) — ¢sin(YP) cos(¢) | . (3.291)
(@y2) w1 + ¢ cos(¥)

Ezt az eredményt Osszevetve wo ([B288]) egyenletben megadott kifejezésével:

¥ cos(1p) + ¢ sin(0) sin(p) = (1)
Dsin(1p) — ¢ sin(0) cos(h) = wo sin(a), (2)
w1 + ¢ cos(¥) = wa cos(a). (3)

Még van egy feltétel, amit nem hasznaltunki ki: ws-nek nem lehet ¢ iranyd komponense, mert
a (2) tengelyre meréleges a keresztdarab ¢ irdnyu dga. Kovetkezésképpen, (B:287)) alapjan

wo¢ = ¢ + wycos() = 0. (4)

Az (1) egyenletet sin(v)-vel, a (2) egyenletet pedig — cos(1))-vel szorozva és a két egyenletet
Osszeadva, tovabba (3) és (4) atrendezésével az alabbi egyenleteket kapjuk:

o sin(¥) = —w sin(a) cos(v) (5)
pcos(¥) = wycos(a) — wy (6)
» = —wy cos(1)). (7)

Az (5) és (6) egyenletek hédnyadosat négyzetre emelve:

w3 sin?(a) cos?(v)

tan®(0) = 5 (8)

(w1 — wy cos(a))
Ha a (7) egyenletbél ¢-ot behelyettesitjitk (6)- ba, akkor azt kapjuk, hogy

cos2(19) _ wi—wy cos(a).

w1

Ebbdl
sin2(d) = 1 — cos? (1) = 295
w1

illetve a két kifejezés hanyadosabol

wa cos(a)

tan?(9) = 9)

wy — wa cos(a)
(8) és (9) jobb oldalainak egyenldségébdl algebrai atalakitdsok utén kifejezheté a hajtott
tengely szogsebessége:

cos(a)
'~ sin?(a) sin(¥)

Wy = W (10)
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Ebbdl az 6sszefliggéshdl lathatd, hogy ws — hacsak a nem nulla — fiigg a ¢ szogt6l. Ha allandd
nagysagi a hajté tengely wi = v szdgsebessége, akkor (az idét a 1» = 0 helyzett6l mérve)
Y = wit, ezért sin?(y) = sin(wit) is idében valtozik, a hajtott tengely szogsebességével
egyiutt. Tehat a karddncsuklo az dllando szdgsebességii forgast vdltozo szogsebességi forgdssa
alakitja, ami széggyorsuldsokkal jdr.

A (2) tengely szoggyorsuldsa kifejezhetd a (10) kifejezés id6 szerinti derivalasaval, figye-
lembe véve, hogy ¥ = wyt:

dwy ,8in?(a) cos(a) sin(2wst)
= = .292
2Ty 9 (1 — sin?(a) sin?(wst))? (3.292)
Mivel a (2) hajtott tengely irdnya nem valtozik, €9 parhuzamos wo-vel, azaz
0

gy = |egsin(a)| . (3.293)
(y2) g9 cos(av) '

3.6.2. A porgettyli mozgasat leir6 Euler-egyenletek

A fejezetben lattuk, hogy a perdiilettételt

O e+ w X O w =My, (3.294)

alakban irhatjuk fel a merev test egy rogzitett A pontjara. Ha a test fotehetetlenségi
tengelyeihez rogzitett koordinata-rendszerben irjuk fel ezt az egyenletet, akkor az alabbi
differencidlegyenlet-rendszerre jutunk:

3.46. tétel. A FORCO MOZGAS EULER-FELE DIFFERENCIALEGYENLETEI

dw

@ld—tl + (03 — Og)wows = My,
d

@2% + (@1 — @3)&)3&)1 = MQ, (3295)
dw

@3d—153 + (O3 — O1)wiwe = M3,

ahol ©1 > ©y > O3 a test fétehetetlenségi nyomatékai, wy = we, Wy = wy, wy = w, illetve
My, My, Ms pedig a szégsebesség és az A pontra szamitott nyomaték foiranyoknak megfeleld
komponensei. 'y

A (B287) egyenlettel megadott, Euler-féle geometriai egyenletekkel egytitt igy Gsszesen
hat elsérendii differencialegyenletet kapunk, melyekbdl az ismeretlen v, 9, ¢ szogek és az
W1 = we, We = Wy, ws = we szogsebességek meghatarozhatok.

A gyakorlatban el6fordulé legtobb porgettyit homogén forgastestnek tekinthetd, melynek
van szimmetriatengelye. A szimmetriatengely egyben tehetetlenségi fétengely is. Dinami-
kai szempontb6l azonban nem a test geometriai tengelyei, hanem a tehetetlenségi ellipszoid
tengelyei szerint tekintiink egy porgettytit szimmetrikusnak vagy aszimmetrikusnak. En-
nek megfeleloen, akar egy megfelelo alaki és tomegeloszlasi haroméagu propellernek is meg-
egyezhet a harom fétehetetlenségi nyomatéka, azaz kinetikai szempontbo6l homogén gémbbel
helyettesithetd.
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(a) (b) (c)

3.55. abra. (a) Lapos pdorgettyti. (b) Nytjtott pérgettyii. (c¢) Gémbi pérgettyi.

3.47. definicié. Ha két fotehetetlenségi nyomaték megeqyezik, akkor a porgettyiit SZIMMET-
RIKUSNAK nevezik. A megfeleld tehetetlenségi- vagy energiaellipszoid forgdsellipszoid alakii,
azaz a szimmetriatengelyre merdleges dsszes tengely fotengely. Hdrom esetet kiilonboztetnek
meg, melyeket a[3.50 abra szemléltet:

e Ha Oy = O3 < Oy, akkor az 1-es tengely a szimmetriatengely. Ekkor LAPOS pérgettyi-
rol beszéliink.

e Ha © = Oy > O, akkor a 3-as tengely a szimmetriatengely. Ez a NYUJTOTT por-
gettyi.

e Ha ©) = O3, akkor mindhdrom tehetetlenségi nyomatéknak meg kell egyeznie (©1 =
Oy = O3), ezért minden tengely szimmetriatengely. Mivel ekkor a tehetetlenségi ellip-
szoid gomb alaki, az ilyen porgettyiit GOMBI pdrgettyiinek nevezik. s

Gombi porgettyli esetében a perdiilet és a szogsebesség mindig parhuzamosak. Lapos
és nyujtott porgettyiinél azonban ez csak akkor van igy, ha a szogsebesség parhuzamos a
szimmetriatengellyel vagy arra meroleges.

Nemcsak a fotehetetlenségi ellipszoid tulajdonsagai, hanem a porgettytire haté nyomaték
értéke alapjan is osztalyozhatok a porgettytik. A szakirodalom megkiilonboztet két specidlis
esetet, melyeket az alabbiakban kiilon targyalunk.

3.48. definici6. EROMENTESNEK hivjuk a porgettyit, ha a kiilsé eréknek a rogzitett pontra
szamitott nyomatéka nulla. Ha a nehézséqi erének a rogzitett pontra szamitott nyomatéka
nem zérus, akkor SULYOS PORGETTYUROL beszélink. &

Mivel az er6mentes porgettytik targyalasa egyszeriibb, eloszor ezzel az esettel foglalkozunk.

3.6.3. Eromentes porgettyti
Altaldnos megallapitasok

A porgettyiik erdmentességét a gyakorlatban silyponti aldtdmasztéassal (1asd B0 dbra) vagy
Cardano-féle felftiggesztéssel lehet biztositani. Ide tartoznak azok — a fejezet bevezeto-
jében emlitett — esetek is, amikor a testnek egyik pontja sem rogzitett, de a testre hato
erOrendszer silypontra szamitott nyomatéka nem fiigg a test szoghelyzetétol és szogsebessé-
gétél. Példaul ilyen a mitholdak, bolygdk, illetve (elhanyagolhaté kozegellenéllas mellett) az
elhajitott testek mozgasa.
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3.56. abra. Az er6mentes porgettyii egy lehetséges megvaldsitasa.

Ha a porgetty(i erémentes, akkor II, = 0 miatt a rogzitett pontra szamitott perdiilete
allando:
IT, = allando. (3.296)

Tovabba, mivel csak a rogzitett pontban hatnak erdk, azok teljesitménye és munkéja is nulla,
igy az erOmentes porgettyt kinetikus energiaja is allandé:

T = llands. (3.297)

Mivel a porgettyii A pontja all, a kinetikus energia kifejezheté csak a szogsebesség kompo-
nensek segitségével, azaz a [3.53] megjegyzésben irtak szerint

1
T = 3 (@wac + @wa + 0,w? — 2D, wewy, — 2D, Wew, — 2Dyzwywz) ) (3.298)
Az ennek az energianak megfelel6 szogsebességvektorok egy ellipszoidot — az energiaellipszo-
idot — jelolnek ki a testhez képest, ami a tehetetlenségi ellipszoidhoz (lasd megjegyzés)
hasonlé. BITI) szerint T = sw” Il = 1114 - w, tehat

I, w=2T, (3.299)
azaz a szogsebességuektornak a perdiiletvektorra vetett vetiilete is allando.

3.63. megjegyzés: A fenti harom megmaradasi torvény lehetOséget ad az er6mentes por-
gettyll mozgdsanak szemléltetésére a szogsebesség iranyanak és nagysaganak valtozasan ke-
resztil (1dsd B.5T7 4bra). Ha csak a test szogsebessége érdekel minket, akkor a test mozgasat
elképzelhetjiik a szogsebesség komponensek terében, azaz egy olyan absztrakt térben, ahol az
egyes iranyokban nem tavolsagokat, hanem a szogsebesség adott komponenseinek nagysigat
mérjiik fel. Itt a testet tokéletesen helyettesiti az energiaellipszoidja, melyet a test allé pontja
koré rajzolhatunk. Az energiaellipszoidot tekinthetjiik az adott energidhoz tartozd szintfelii-
letnek, ezért valamely pontjahoz tartozo érintosikjanak normalvektorat gradiens szamitdssal
hatarozhatjuk meg — ahol a szogsebesség komponensei szerint végezziik a derivalast:

oT

Dom Opwy — D:vywy — Dy w,
gradyT = | 50| = | —~Dayws + Oywy — Dy, | = g, (3.300)
ngZ —Dyowy — Dy wy + 0w, s

Az energiaellipszoid feliiletén minden pont egy szogsebességvektornak feleltetheté meg. A
fenti eredmény szerint ha egy pontban felvessziik az ellipszoid érintésikjat, az merdleges lesz
a perdiletvektorra. Ezek szerint kijelolheté a térben egy perdiletvektorra meroleges sik, az
an. tnvaridbilis sik, ami az adott pillanatban érvényes w szodgsebességvektor végpontjaban
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energiaellipszoid

ivariabilis stk

polhodiagérbe

herpolhodiagdrbe

3.57. abra. Az erémentes porgettyii mozgasanak targyalasa harom megmaradasi
torvény alapjan. (1) A forgassal kapcsolatos kinetikus energia allandé voltabdl
kovetkezik, hogy a szogsebességvektor végpontja minden pillanatban egy ellipszoi-
don helyezkedik el. (2) Az energiaellipszoid perdiiletvektorra meréleges érintésikja
(az invaridbilis sik) éppen a szogsebesség végpontjaban érinti az ellipszoidot. (3)
A perdiiletvektor allando. Kévetkezésképpen, a mozgas elképzelhets az energiael-
lipszoid invarians sikon térténé legordiiléseként.

érinti az energiaellipszoidot. Ez annak felel meg, hogy a szogsebességvektor perdiilet iranyu
vetiilete allandé.

A mozgéds sordan a perdiiletvektor is dllandd, a szdgsebesség viszont a perdiiletvektor
koriil elfordul és azzal bezart szoge, valamint nagysdga is valtozhat — de végpontja mindig
az invariabilis sikon lesz. A mozgas tehat a szdgsebességek terében elképzelhetd tgy, hogy az
energiaellipszoid gordiil az invariabilis sikon.

Az egymds utdni szogsebességvektorok végpontjait az ellipszoidon 6sszekoté gérbét pol-
hodiagorbének nevezik, ami a polusvandorlas kapcsan bevezetett mozgd polusgoérbével analég
moédon értelmezhetd. Ugyanigy bevezethetd a szogsebességvektor altal az invariabilis sikon
leirt, in. herpolhodiagorbe is, ami az allé pélusgérbe megfelelGje.

Kinematikai vizsgalataink soran (lasd [LTL] tétel) lattuk, hogy a wvalédi térben a por-
gettylimozgas (gombi mozgas) két kup egymdson torténd legordiiléseként képzelhetd el. A
porgettytik pillanatnyi forgd mozgast végeznek, tehat szogsebességvektoruk kijeloli a pilla-
natnyi forgastengelyiik irdnyat — ami természetesen atmegy a rogzitett A ponton is. Az
egymas utani szogsebességvektorok az A ponttal a polhodiakipot — mozgd polusfeliiletet —
alkotjak, amint a abra mutatja. Az ennek megfelel6 all6 polusfeliilet a herpolhodiakip.
Az altalanos esetben ezek a kupok nem korkupok.

Az energiamegmaradas és a perdiiletmegmaradés kihasznaldsa megkonnyiti a (3:295)
Euler-féle differencialegyenletek megoldasat, azaz a szogsebesség komponensek idébeli val-
tozdsanak meghatarozasat — azonban ez az altalanos esetben csak elliptikus fliggvények se-
gitségével fejezhetd ki. A levezetés megtaldlhaté a Landau-Lifsic: Elméleti fizika I. cimi
konyvben [9].

Forgas szabad tengelyek koriil

A B2 fejezet eredményeibol kovetkezik, hogy ha a testet az egyik fotehetetlenségi tengelye
koriil forgatjuk meg, akkor a perdiilet és a szogsebesség vektorai parhuzamosak, a szogse-
besség irdnya a térben is és a testhez képest is allando marad. Ezért nevezik a silyponti
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herpolhodiakip

polhodiakip herpolhodiakip polhodiakiip

(b)

3.58. dbra. Poérgettyli mozgasanak szemléltetése két kip egymason térténd le-
gordiiléseként. (a) Lapos porgettyti. (b) Nytjtott porgettyt.

w
&

[\
(S

w

lg 20(.11 1 1
lgal 111 I | D)

3.59. dbra. Az 1, 2, illetve 3 f6tehetetlenségi tengelyek kériil forgé és vgg stily-
ponti sebességgel feldobott mobiltelefon mozgasa. A legkisebb és legnagyobb fGte-
hetetlenségi nyomatékhoz tartozo forgas stabil, a 2-es tengely kériil megforgatott
test mozgasa azonban instabil.

fotehetetlenségi tengelyeket szabad tengelyeknek. A tapasztalat azonban azt mutatja, hogy
bizonyos esetekben mar egy kis zavaras hatasara is megvaltozhat a mozgas jellege.

Példaul ha egy téglatest alaku testet (gyufasdobozt, mobiltelefont...) egymés utan fel-
dobunk a harom szimmetriatengelye koriil megforgatva (lasd B59 dbra), akkor azt tapasztal-
juk, hogy az egyik tengely koriili forgas instabil. Ez azt jelenti, hogy a test szogsebességének
irdnya nagyon hamar jelentdsen megvaltozik, ha nem tokéletesen pontosan parhuzamos az
instabil tengellyel. Ennek a jelenségnek a megvilagitasa érdekében az alabbiakban megvizs-
galjuk a szabad tengelyek koriili forgas stabilitasat.

3.49. tétel. Ha mindhdrom fotehetetlenségi nyomaték kilonbozo, akkor A LEGNAGYOBB-
HOZ ES A LEGKISEBBHEZ (©; ES ©3) TARTOZO FOTENGELY KORULI FORGAS STABIL, A
NAGYSAG SZERINTI KOZEPSOHOZ (O2) TARTOZO TENGELY KORULI FORGAS PEDIG INSTA-
BIL.
Bizonyitas:
1. Tegytk fel, hogy a porgettyiit az 1-es (legnagyobb tehetetlenségi nyomatékhoz tar-
tozd) tengelye koriil forgatjuk meg. Ebben az allanddsult allapotban a szogsebesség
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komponensei:

w1 = wip = allando,
Wy = O,

w3:0.

Ezek az értékek nyilvanvaléan kielégitik az alabbi, Euler-féle differencidlegyenletet:

d

@1% + (03 — O2)wawsz = 0,
d

@2% + (01 — O3)wszw; =0,
d

@3% + (@2 — @1)&)1(4)2 = 0.

Ha megzavarjuk ezt a mozgést, akkor mindharom szogsebesség komponens megval-
tozik. Ha a kis eltéréseket x1, xo és xg jeldli, akkor a megvaltoztatott szdgsebesség
komponensei az alabbiak lesznek:

wl(t) = wig + xl(t),
wa(t) = x2(t),
ws(t) = x3(t).

Itt kiilon jeloltiik, hogy a zavards utan mar nem a szabad tengely koriil forog a test,
igy idében tovabb valtozhat a szogsebesség. Behelyettesitve a fenti kifejezéseket az
Euler-féle differencidlegyenletbe:

©1i1 + (O3 — O2) x93 = 0,
O2d9 + (01 — ©3)x3(wip + 1) = 0,
O3i3 + (02 — ©1)za(wip + 1) = 0.

Ez az egyenletrendszer azt adja meg, hogy hogyan valtoznak idében az allandésult
allapottdél vald eltérést jellemz6 w1, xo és x3 szogsebesség értékek. Ha a megoldas
szerint mindharom nulldhoz tart vagy a nulla koril marad, akkor a mozgas stabil,
ellenkezd esetben instabil.

A differencidlegyenletek elmélete szerint a stabilitas eldonthetd a linearizdlt egyenlet-
rendszer vizsgdlatdval. A linearizdlas soran azt hasznaljuk ki, hogy z1, xo és x3 kicsik,
tehat szorzataik mar mdsodrendben kicsinek szamitanak, igy a stabilitas szempontjabol
elhanyagolhaté a hatasuk. Linearizélas és a derivaltak egytiitthatéival valo osztas utan
az alabbi egyenletrendszerre jutunk:

&1 =0,

_63—-6,
~ e
61 -6
~ .

T2 T3W1o,

T3 Tow1Q-

Bevezetve az X = (x1 29 23)7 vektort, ez az egyenlet X = AX alakban is felirhaté:

io| = |0 0 O3B0 | |2 - (3.301)
3 0 91_3620010 0 x3
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Az itt szereplé A matrix sajatértékei dontik el az 1-es tengely koriili forgas stabilitasat:
a stabilitds feltétele, hogy egyik sajatérték valds része se legyen pozitiv. A \ sajatérté-
keket a det(A — AE) = 0 karakterisztikus egyenlet gyokeiként hatdrozhatjuk meg, ahol
E az egységmatrix.

A szamitds eredményeképpen azt kapjuk, hogy az egyik sajatérték nulla, a masik kett6
értéke pedig a fétehetetlenségi nyomatékok értékétol fiigg:

V(01 — 03)(01 — @2)w
6.0, 10-

Ha ©; > O2 (és ebbdl kovetkezéen ©1 > O3), akkor a gyokjel alatti kifejezés pozitiv,
tehdt a A2 3 gyokok komplex konjugalt képzetes értékek. Ha ©1 = ©,, akkor viszont
mindharom sajatérték nulla. Az eredmény szerint tehat az 1-es tengely koriili forgds
stabil.

Ao = +i

2. Akkor is felhasznédlhatjuk az elézd szamitds eredményeit, ha a 2-es — tehat a nagy-
sag szerint kozépso tehetetlenségi nyomatékhoz tartozo tengely koriil forgatjuk meg a
testet, eredetileg wog = allando szogsebességgel. Csupan annyit kell tenniink, hogy a
tehetetlenségi nyomatékok és a szogsebesség indexeit ciklikusan felcseréljitk: 1 — 2,

2—+3,3—1:
A =0,
Moy — i V(02 —01)(0g — @s)w% _ V(01 -0,)(0; - 63)

/030, /030, “20-

Ha ©1 > O3 és Oy > O3, akkor a Ay 3 gyokok valds értékek: egyik pozitiv, a mésik
negativ, azaz a mozgas instabil. Ha ©1 = O4 vagy O3 = O, akkor viszont mindharom
sajatérték nulla és a mozgas stabil.

3. A legkisebb tehetetlenségi nyomatékhoz tartozo, 3-as tengely koriili wsg szogsebességii
allandoésult forgas stabilitasat az indexek ujabb ciklikus permutacidjaval vizsgalhatjuk
meg:

A =0,

V(03 —02)(03 — 1)
5.0, 30

Ha O3 < O2 (és ebbdl kovetkezéen O3 < ©1), akkor a gyokjel alatti kifejezés pozitiv,
tehdt a A9 3 gyokok komplex konjugalt képzetes értékek. Ha ©3 = ©,, akkor viszont
mindharom sajatérték nulla. Az eredmény szerint tehat a 3-es tengely koriili forgds
stabil. 'Y

Xo3 = +i

3.64. megjegyzés: A fenti szdmitas eredményei jol szemléltethet6k a B53] megjegyzésben
bevezetett energiaellipszoid segitségével. Az energiaellipszoidot a kiilonb6z6 tengelyek koriili
forgasok szogsebességvektorai jelolik ki a testhez képest, alland6 kinetikus energiaju forgas
esetében. FoGtengelyei egybeesnek a tehetetlenségi ellipszoid f6tengelyeivel, nagysagat pedig
a kinetikus energia hatarozza meg. Az energiaellipszoid egyenlete

2T = ©1w} + Ogw? 4 O3w3 = allandé (3.302)
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alakban irhato fel.

Ha nemcsak a forgassal kapcsolatos kinetikus energia, hanem a test Il4 perdiilete is
allandé az 4ll6 inerciarendszerben, akkor a testtel egyiitt mozgd vonatkoztatési és koordindta-
rendszerben altalaban a perdiilet irdnya nem, csak nagysiaga marad allandé. Tehat I14 =
(@1&)1 Oowy @3&13)T miatt

ITL4| = &lland6 = II% = ©%w} + O%ws 4 O3w3 = allandd. (3.303)

Ez utébbi egyenlet is egy testtel egylitt mozgd ellipszoidot definidl: a perdiletellipszoidot.
Ha egy test szabad mozgast végez és mind a perdiilete, mind a kinetikus energiaja allandé,
akkor a szogsebességvektor végpontjanak a testhez képest az energiaellipszoid és a perdiilet-
ellipszoid metszésvonalan kell lennie — a a[B.63] megjegyzésben megemlitett polhodiagérbén.
Mindkét ellipszoidot a szogsebességek terében kell elképzelni, a abranak megfelelGen.

energiaellipszoid

perdiiletellipszoid

polhodiagorbe

3.60. Abra. Ha mind a kinetikus energia, mind a perdiilet allando, akkor a testtel
egylitt mozgé rendszerben a szégsebességvektor végpontjanak az energiaellipszoid
és a perdiiletellipszoid metszésvonalan kell lennie.

A stabilitasvizsgalathoz azonban célszert attérni a perdiiletek terébe — itt az egyes foira-
nyokban a perdiilet megfelel6 iranyu I1y, IIs és 113 komponensét mérjiik fel, ahol I1; = ©,w;,
i =1,2,3. Ezekkel a perdiilet komponensekkel a ([B:302]) egyenlet az alabbi alaku lesz:

2 13 13

— 4+ =4+ —==2T, 3.304

0, "9, o (3:304)
ami tovabbra is egy ellipszoid egyenlete — ez az energiaellipszoid a perdiiletek terében, melynek
féltengelyei \/2TO1, /2T Oy és /2T O3 nagysagiak.

A perdiiletek terében a perdiilletmegmaradéast a

I3 + 113 + 13 = 13 (3.305)

egyenlet fejezi ki, ami egy |II4| sugart gomb — a perdiilet gomb — egyenlete.

Tovabbra is fenndll, hogy a mozgast jellemzé mennyiség — most a perdiiletvektor — a fenti
ellipszoid és gomb metszésvonalan kell hogy maradjon. Ilyen metszésvonalnak mindig kell
lennie, mert a fenti két egyenlet szerint

V2T03 < [II4| < /27Oy, (3.306)
&

azaz a gomb sugara az ellipszoid legkisebb és legnagyobb féltengelye kozé esik.
A abra a két alakzatot mutatja azonos energia, de kiilonb6zé perdiiletek esetén. Ha
ITI4| csak kicsit nagyobb /270©3-nél, akkor a metszésvonal zart gorbe a 3-as tengely koriil.
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3.61. abra. Az energiaellipszoid és a perdiilet gomb metszésvonalai adott ener-
giaju, de kiilonbéz6 perdiiletii mozgdsok soran, a perdiiletek terében. (a): Stabil
periodikus mozgasnak megfelel6 metszésvonal a 3-as f6tengely kézelében. (b): A
metszésvonalak eldgaznak a 2-es f6tengely kozelében, a mozgds instabil. (c): Stabil
periodikus mozgasnak megfelel6 metszésvonal az 1-as fétengely kézelében.

Hasonld zart gorbe jelenik meg az 1-es tengely koriil, ha [II4| csak kicsit kisebb /27©1-
nél. Ezek a zart gorbék a két tengely kozelében torténd stabil periodikus mozgasnak felelnek
meg. A [I14] = /2TO; értéknél a gémb és az ellipszoid metszésvonala két gorbe, melyek az
ellipszoid 2-es tengelyen 1évo polusaiban metszik egymast. Ez annak felel meg, hogy a 2-es
tengely koriili forgas soran méar egy kis zavaras hatasara is eltavolodik a perdiiletvektor a 2-es
tengelytol, ezért az a koriili forgds instabil, ahogy a abra is mutatja.

stabil IT3

instabil

3.62. abra. A perdiilet gbmb és az energiaellipszoid kiilénféle nagysagu perdiilet
értékekhez tartozo metszésvonalai.

Szimmetrikus er6mentes porgettyti

Mivel az altalanos alaki erémentes porgettytik mozgasa csak elliptikus fiiggvények segitsé-
gével frhato le [9], ebben a fejezetben a szimmetrikus porgettyiik vizsgalataval foglalkozunk.

A B.6.3 fejezetben lattuk, hogy a porgettyti szabadon foroghat a tehetetlenségi fétengelyei
koriil. Azonban ha a szogsebesség nem parhuzamos egyik féirannyal — azaz szimmetriaten-
gellyel — sem, akkor az erémentes porgettyt un. szabadnuticiot végez.

3.50. definicié. Szimmetrikus erémentes porgettyi forgdsa soran a szégsebesséquektor per-
diiletvektor korili egyenletes forgdsdt SZABADNUTACIONAK nevezziik. &

Az elnevezés magyarazata az, hogy a jelenség a kiilsé er6hatasoktol teljesen fliggetlen, annak
periédusidejét csak a porgettyli tomegeloszlasa hatarozza meg.
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A szimmetrikus erGmentes porgettyiik esetében linedris egyenletekre vezetnek a (3.299)
Euler-féle differencialegyenletek, ezért azok megoldasa viszonylag konnyen megkeresheto. Az
eredmény a testhez régzitett vonatkoztatasi rendszerben adja meg a szogsebesség komponen-
seit. Mint latni fogjuk a kovetkezokben, ebben a rendszerben tigy latszik, hogy a szogsebesség
vektora a szimmetriatengely kortl forog.

Ahhoz, hogy a térben dllo inerciarendszerben is meg tudjuk adni a test mozgasat, a
kovetkezé 1épésben a (B28T) Euler-féle geometriai egyenleteket is meg kell oldani. Mivel
az erémentes porgettyl perdiilete allando, az inerciarendszerben az figyelheté meg, hogy
szabadnutacio soran a perdiiletvektor koriil forog mind a szogsebességvektor, mind a szim-
metriatengely.

Az alabbiakban bemutatjuk a megoldas menetét.

1. Tegyiik fel, hogy az 1-es tengely a szimmetriatengely. Ekkor ©, = O3, tehat ez a lapos
porgettyl esete. Az Euler-féle egyenletek az alabbi alakot oltik:

dw1
0,— =0
1 dt )
d
@2% + (01 — O2)wyws = 0,
d
@Qﬂ + (@2 — @1)&]1&}2 = 0.
dt
Az els6 egyenletbél azonnal kovetkezik, hogy wy = wig = allandd, azaz a szogse-

bességnek a szimmetriatengelyre vetett vetiilete dllands[ Eat az értéket pozitiv-
nak tekinthetjik, mert a szimmetriatengelyen ennek megfeleléen allithatjuk be az
1-es koordinata-tengely iranyat és ehhez igazodva vehetjiik fel a 2 és 3 koordinata-
tengelyeket is. Az Euler-egyenletek masodik és harmadik egyenlete atirhat6 az alabbi

médon:
dw1 @1 — @2
=0
1 + o, WioWs )
de @1 — @2 0
— wiows = 0.
a 0, 10W2
Bevezetve az o o
1— O
=~ 3.307
« @2 W10 ( )
jelolést, az alabbi két egyenletre jutunk:
dw
d—t2 + aws = 0,
dw
d—tg — awse = 0.

Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy az egyenletrendszer megoldasa:
wy = Qcos(at +0) és ws = Qsin(at +6), (3.308)

ahol ) a szogsebességnek a szimmetriatengelyre merdleges sikra vetett vetiilete. Fizi-
kailag ez azt jelenti, hogy a testhez kétitt vonatkoztatdsi rendszerben a szogsebesség
vektora o > 0 szogsebességgel forog a szimmetriatengely kortil.

MEmellett a perdiiletre vetett vetiilete is dllandé, a ([3.299) egyenletnek megfeleléen.
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laft + 6

(a) (b)

3.63. abra. Szabadnutacio soran allandé szdgsebességgel forog a szégsebesség
vektora a szimmetriatengely kériil a testhez régzitett vonatkoztatasi rendszerben.
A szégsebesség vektora a polhodiakipot irja le, melynek félkipszoge B. Az (a)
abra a lapos pdrgettyti esetét, a (b) dbra a nytjtott porgettyii esetét mutatja.

A szogsebességvektor a testhez képest az ugynevezett polhodia kup paldstjan mozog,
a B.65] abranak megfeleléen, végpontjai pedig a polhodiagorbét rajzoljak ki a szogse-
bességek terében.

. Hasonléan jarhatunk el, ha a 3-as tengely a porgetty szimmetriatengelye, azaz egy

nyujtott porgettyll mozgasat vizsgaljuk. Ekkor ©; = Oy, ezért az Euler-egyenletek

d
@1% + (@3 — @1)(,02&}3 = 0,

d
@1% + (@1 — @3)(,{.13(,{.11 = 0,

dw;g

@3@ =0.

A harmadik egyenlet szerint wy = wszy = allandd, amit a tengelyek megfelel6 felvételével
pozitivnak tekinthetiink. Ezuttal az

O3 — 6,
o= —

5 Wao (3.309)

jelolés bevezetésével (ahol av < 0) kapjuk az aldbbi egyenleteket:

dw
d—tl + aqwy = 0,
dw
d—t2 — w1 = 0.

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa is

w; = Qcos(at +6) és wy = Qsin(at + 0). (3.310)
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Most is azt kaptuk, hogy a testhez kdtott vonatkoztatasi rendszerben a szogsebesség
vektora o szogsebességgel forog a szimmetriatengely koriil, azonban a forgas iranya
a lapos porgettyihoz képest ellentétes. A mozgas periédusideje T, = 27/|a|. A
szogsebességvektor és a szimmetriatengely kozotti 5 szog tangense

tan(f) = ﬂ (3.311)

W30

3.65. megjegyzés: Bizonyos megkotésekkel a Nap koriil keringé Fold is szimmetrikus, erd-
mentes, lapos porgettylinek tekinthetd, ahol az egyenlit6 sikjaba es6 tehetetlenségi nyomaté-
kok megegyeznek és ©1 > Oy = O3. A mozgés jellemzésére be szoktak vezetni a

0, -6,

k
O2

(3.312)
dinamikai lapultsdg fogalmét, ami a Fold esetében k ~ 303. Ezzel a szabadnutécié szogse-
bessége a = kwig, amibol a periédusideje
27

Tper = - (3.313)
Mivel a Fold tengely kortili forgdsdnak szogsebessége wig =~ 27 /nap, a szabadnutacié perié-
dusideje kb. 303 nap. Ezt, a merev testek kinetikdja alapjan szamolt peridodusidét Fuler-féle
periddusnak nevezik. A mérések szerint azonban ez a periédusidé kb. 433 nap: a Chandler-
periddus. Az eltérés a Fold rugalmas alakvaltozdsara vezetheto vissza. Forgas kdzben ugyanis
a tomegek Ugy rendezédnek at, hogy a tehetetlenségi fotengely kozeledik a forgastengelyhez
[17].

A pillanatnyi forgastengely és a szimmetriatengely eltérésének nagysagat jol jellemzi,
hogy ezeknek a Fold felszinével vett doféspontjai mintegy 10 m sugara kérén belil maradnak
egymashoz képest. Ezt a rendkiviil kicsi eltérést mar tobb mint 100 éve ki tudjdk mérni a
geofizikusok. &

3.51. tétel. Szimmetrikus eromentes porgettyii mozgasa soran a szimmetriatengely, a szog-
sebesség vektora és a perdiletvektor egy sikba esnek dbra,).

Bizonyitas:

A bizonyitast a nyujtott porgettyil példajan keresztiil mutatjuk be. Egy adott pillanatban
vegylik fel a koordinata-rendszer ( tengelyét a nyujtott porgettyli 3-as szimmetriatengelyével
parhuzamosan. Ekkor a szimmetriatengely és a szogsebesség vektora kijelolnek egy sikot. E
sikon vegytk fel a koordinata-rendszer £ tengelyét, az n tengelyt pedig a sikra merdélegesen.
Ebben a koordinata-rendszerben a vizsgalt pillanatban w¢ = wy = Q, mig w, = ws = 0. Ez
annak felel meg, hogy a ([B3I0) képletbe t = 0-at és 6§ = 0-at helyettesitiink. Ugyanakkor w,¢
a (3309) képletben megadott ws = wsp-lal egyezik meg, tehdt a szogsebesség vektora

Q
w=1|0]. (3.314)

Ekkor — figyelembe véve, hogy a szimmetriatengelyre meroleges sikban minden tengely
f6tengely és ©1 = ©9 — a perdiiletvektor is a szimmetriatengely és a szogsebesséquektor sikjdba

© 0 0| |wm 0,0
mi=|0 © oflol=] o |. (3.315)
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3.64. abra. Szimmetrikus erémentes pérgettyii mozgasa soran a szimmetriaten-
gely (€ illetve (), a szigsebesség (w) és a perdiilet (IL4) egy sikba esnek. Az (a)
dbra a lapos, a (b) dbra a nyujtott porgettyti esetét mutatja.

Mivel ©1 > O3, a perdiiletvektor nagyobb szoget zar be a ( szimmetriatengellyel, mint a w
szogsebességvektor.

Lapos porgettyt esetében ez forditva van, akkor ugyanis a hasonlé szamitasbél azt kap-
juk, hogy a perdiiletvektor a szimmetriatengely és a szogsebesség kozé esik. Ez az eredmény
egybevag azzal, amit a kiegyensulyozatlan forgérészek kapcsan levezettiink a [B.57] megjegy-
zésben. 'Y

3.66. megjegyzés: A fenti eredmény felhasznalasival mas megkozelitésben is meghataaroz-
haté a szogsebességvektor szimmetriatengely koriili mozgasa. A perdiilettétel szerint erémen-
tes porgettyli esetében

Ouet+wxIly=0, (3.316)
amibo6l
a: 0 0 0 0
g = @Zl (HA X w) = 0 G)Ll 0 ((“)3 — @1)QW30 = @361@1 QLU30 . (3317)
0 0 & 0 0

Ez pontosan annak felel meg, hogy az allandé nagysagi w szogsebességvektor a =
w30(O3 — ©1)/0O1 szogsebességgel forog a szimmetriatengely koriil:

0 Q 0
E=axw= 0 x| 0| = |25 0wy . (3.318)
G)3@;1916030 w30 0
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Mivel ugyanezt kapjuk a szogsebesség barmely térbeli iranyitasa esetén, a szogsebesség va-
l6ban egyenletes szogsebességgel forog a szimmetriatengely koriil. Ezzel visszakaptuk a sza-
badnutdcionak megfeleld ([B310) eredményt. &

Az eloz6 levezetés a testhez rigzitett rendszerben irja le a nutacié folyamatat. Ahhoz,
hogy a porgettyli térbeli helyzetérdl is legyen informécionk, el6szor is fel kell venni egy térben
rogzitett (xyz) koordinata-rendszert. Mivel az erdmentes porgettyii perdillete dllandé, cél-
szeri a koordinata-rendszer z tengelyét a perdiiletvektorral parhuzamosan felvenni. A test
helyzetét ebben a rendszerben a v, ¥ és ¢ Euler-szogek adjak meg, a[B.6.1] fejezetben leirtak
szerint. Tehét példaul ¥ a szimmetriatengely és a perdilletvektor irdnya kozti szog, ¢ pedig
a szimmetriatengely perdiilet korili forgasanak szogsebessége.

Az Fuler-szogek kifejezéséhez meg kell oldani a (3:287)) Euler-féle geometriai egyenletek-
bdl allo alabbi differencidlegyenlet-rendszert:

w1 w sin(¥) sin(p) + 9 cos(¢)
Wene) = |wa| = |1sin() cos(p) — Osin(p) | - (3.319)

ws  + 1 cos(V)

a Fold szimmetriatengelye

herpolhodia kup

nutdciés kap polhodia kip

2

3.65. abra. Erémentes, szimmetrikus, lapos porgettyii mozgasanak szemléltetése
a Fold példajan keresztiil. A perdiilet allandé az inerciarendszerben, ehhez képest
mozog a szimmetriatengely és a szogsebességvektor. A perdiiletvektor koriil forgd
szimmetriatengely a nutacios kiipot irja le, a — szintén a perdiiletvektor koriil
forgé — szdgsebességvektor pedig a herpolhodia kup palastjan mozog. A Foldhoz
rogzitett vonatkoztatasi rendszerbdl nézve ugy tinik, hogy a szégsebességvektor
forog korbe a szimmetriatengely kériil. E latszolagos mozgés soran a szégsebesség
vektora a polhodia kip paldstjat sopri végig. A mozgas soran a szogsebesség,
a perdiilet és a szimmetriatengely minden pillanatban egy sikba esik, azaz gy
képzelhet6, hogy a polhodia kip és a herpolhodia kup egymason gordiilnek.

A fenti egyenleteknek elegend6 egy partikularis megoldasat megtalalni, mert az altala-
nos megoldasban szereplé harom integracios allandé szabadon megvalaszthato a koordinata-
rendszer megfelel6 megvalasztasaval.
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A megjegyzésben megmutattuk, hogy a szogsebességvektor, a perdiiletvektor és a
szimmetriatengely egy sikba esik. Ebbdl kovetkezik, hogy a szogsebességnek nem lehet erre
a sfkra merleges — csomévonal irdnyd — komponense, azaz ¥ = 0. Tehat a ¢ szog az idSben
nem valtozik:

¥ = Uy = allandé. (3.320)
Ezt visszahelyettesitve a ([B.319) képletbe és felhasznalva a (8310 eredményt:
Y sin(vg) sin(p) = Qcos(at + 6),
Ysin(dy) cos(p) = Qsin(at + 6), (3.321)
@+ 1 cos(Ug) = wao-

Az els6 két egyenletbol adédik, hogy
Ysin(dy) = Q. (3.322)

Ez azt jelenti, hogy a porgettyli szimmetriatengelye a térben allando perdiiletvektor tengelye
koril alland6 ¢ = Q/ sin(vy) szogsebességgel forog, ahogy a abra is mutatja.
A fenti eredményt felhasznalva, szintén az elsé két egyenletbél

= g — (at + 0) = —at + konstans. (3.323)

Ha ezeket az eredményeket beirjuk (B32I) harmadik egyenletébe, akkor azt kapjuk, hogy

' Q
—a+1cos(ty) = —a+ Sin(d0) cos(ty) = wso, (3.324)
amibol
tan(dg) & (3.325)
an = : :
0 wsp + «
Mivel o = w3p(O3 — O1)/01, a szimmetriatengely és a perdiiletvektor kozti szog
Q 6,
tan(ty) = ——. 3.326
(00) = - & (3.326)

Osszehasonlitva ezt az eredményt a (B.311]) képlettel, ldthatjuk, hogy nytjtott porgettyiinél
O, > O3 miatt ¥y > [, azaz a szogsebességvektor a perdiiletvektor és a szimmetriatengely
kozé esik. Lapos porgettyii esetében a tehetetlenségi nyomatékok indexeit fel kell cserélni a
képletekben, igy ott ¥y < [3, tehat a perdiiletvektor esik a szogsebesség és a szimmetriaten-
gely kozé. Tovabbi kiilonbség a két eset kozott, hogy ha nytjtott a porgettyti, akkor av < 0,
lapos porgettyti esetében pedig a > 0.

A fentiek szerint adott wsy és ) szogsebesség komponensek mellett a fétehetetlenségi
nyomatékok felhasznalasaval kiszamithaté a perdiiletvektor és a szimmetriatengely g szoge,
amibdl a szimmetriatengely perdiletvektor koriili forgasanak ¥ szogsebessége is megkaphato.

A bevezetett szogsebesség komponenseket a abra mutatja. Ellenorizhetd, hogy
B324) miatt

W cos (W) = wso + . (3.327)
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3.66. abra. Szimmetrikus, erémentes porgettyii szogsebesség komponenseinek
kapcsolata. Az w szégsebességvektor és a ¢ szimmetriatengely ¢ szogsebességgel
forog a térben allandé perdiiletvektor koriil, a szogsebesség vektora pedig o szog-
sebességgel forog a szimmetriatengely koriil. (a) dbra: lapos, (b) dbra: nyjtott
pérgettyt esete.

3.6.4. Stulyos porgettyti

A silyos porgettyt mozgasanak csak azzal a specidlis esetével foglalkozunk, amikor a testnek
van szimmetriatengelye és mind az S silypont, mind a rogzitett A pont rajta van ezen a
tengelyen. Feltessziik, hogy a rogzitett A pontra csak a nehézségi eronek van nyomatéka,
a surl6dastol pedig eltekintiink. A térben rogzitett (ryz) koordindta-rendszer z tengelyét
figgolegesen felfelé iranyitjuk, a nehézségi erd ezzel a tengellyel parhuzamos, a [B.67 abranak
megfelel6en. A test (123) vagy (£n() fétehetetlenségi tengelyeinek helyzetét az Euler-szogek

3.67. abra. Példa siilyos pdrgettytire.

adjak meg. Feltételezziik, hogy ©, = Oy = O,. Ekkor az Euler-egyenletek alakja, a rogzitett
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A pontra felirva:

dw
Gf—df + (O¢ — Og)wywe = M,
dew,,
@gﬁ + (@g - @C)waﬁ = Mn, (3328)
dwc
Or— = M,.

A feladat megoldhato kozvetlentil a fenti egyenletek alapjan is, de a vizsgalt esetben talal-
hat6 harom tin. megmarad6 mennyiség (més néven: elsd integral), amik alapjan egyszeriibb
alakban megkaphaték a mozgast leiré differencidlegyenletek.

3.68. Abra. A nehézségi erd potencidlis energidjanak szamitasa sulyos porgettyti
esetében.

1. Ha nincs sarlédas, akkor a mechanikai energia megmarad. Ha a stulypont és a rogzitett
pont tavolsaga [, akkor a [3.68 abra szerint a nehézségi eré pontencidlis energiaja U =
mgl cos(¥), a kinetikus energia pedig T = (O¢wf + O¢w; 4+ Ocw?)/2, azaz

E=T+U =3 (O} + Ow? + Ocw?) + myl cos(v) = dllando. (3.329)

N | —

2. A nehézségi eré nyomatéka merdleges a z( sikra, igy M, = 0, ezért a harmadik Euler-
egyenletbdl
we = allandé. (3.330)

3. A fentiek miatt az A pontra szamitott nyomaték z komponense is nulla (M, = 0), ezért
a perdiilet z komponense is allando:

IT4, = allandé. (3.331)
A perdiiletet a merev testhez kotott (£n¢) rendszerben az alabbi alakban fejezhetjiik
ki:
Ocwe
II4 = [Ocw,| . (3.332)

(&n<) Ocwe
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Ezt a vektort a (3283 egyenletben megadott transzformécios matrix transzponéltjéval
val6 szorzassal tudjuk kifejezni az (ryz) rendszerben:

m, =TI, = ., (3.333)
(2y2) (&n<) O¢we sin(p) sin(¥) + Ogw,, cos(p) sin(v) + Ocw, cos()
azaz a perdiilet z komponensének allanddsaga miatt
O¢ (wg sin(y) sin(¥) + w;, cos(y) sin(ﬁ‘)) + O¢w cos(vV) = allandé. (3.334)

Ha a fent levezetett (3:329), (3.330) és ([B334) egyenletekbe behelyettesitjik a szogsebesség
komponenseit megadé ([B3T9) kifejezéseket, akkor az alabbi egyenletekre jutunk:

O (19 + sin2(19)@[)2) + 2mgl cos(V) = allandd, (3.335)
¢ + 1 cos(¥) = we = allandé, (3.336)
B¢t sin?(9) 4 Ocwe cos(v)) = allandds. (3.337)

(Az els6 egyenletben a @CW? tagot is belevettiik az dllandéba.)

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa elliptikus integralra vezet. Azonban alkalmas
kozelitésekkel (példaul feltéve, hogy a w, megfeleléen nagy, tovabba a ) szog a kezdeti v
érték koril kis mértékben ingadozik a mozgds sordan) az alabbi megolddsokat kapjuk egy
adott szoghelyzetbdl inditott, a ¢ tengely koriill megforgatott porgettyti mozgasara [3]:

B O©¢mgl sin(y) O¢

I(t) = o + 0% 1 — cos o wet ] |, (3.338)
B mgl B O . %

U(t) = o + O, (t Y sin <@£w¢t : (3.339)

Hasonloképpen fejezheté ki a ¢ szog idofiiggése, is, de mivel az a tengely mozgasat nem
befolyasolja, annak kozlésétol eltekintiink. A ¢ szogsebességgel torténd forgas a rotdcio.

A 9 szog id6beli valtozasa a nutdcio. Ennek amplitudéja a fenti képlet szerint 1/ w?—tel
aranyos, tehat nagy w¢-nal elhanyagolhaté. A nutaci6 korfrekvencidja %Z‘WC- Tehat a v szog
ingadozasa nagy w¢ szogsebesség mellett kis amplitudéja és gyors.

A ) sz0g valtozasa a precesszio: ennek sordan a szimmetriatengely vizszintes vetiilete egy
meghatarozott iranyba forog a fiiggdleges z tengely koriil. 1d6 szerinti derivalassal meghata-
rozhatd a precesszié szogsebessége:

d(t) = 29 <1 — cos (%wd)) . (3.340)

Ocw¢ ¢

A képlet szerint ¢ periodikusan valtozik 0 és egy maximdlis érték kozott, a nutécidéval
megegyezo g—gwc korfrekvenciaval. Nagy w¢ mellett a precesszi6 szogsebessége kicsi és annak
ingadozasa nagyon gyors. Ha surlédas vagy kozegellendllas lassitja a mozgast, akkor we
csokken, ezért a precesszio szogsebessége né, de kisebb frekvenciaval ingadozik. A precesszio
és nutacié egytittes jelenléte mellett kialakulé mozgast a abra illusztralja.
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3.69. abra. Nutaciét és precessziot végzé siilyos porgettyti.

3.6.5. Szimmetrikus sulyos porgettyli regularis precesszidja

A korabban bevezetett jelolések szerint a rotacids, precesszids és nutacids szogsebességek a
harom Euler-szog derivaltjaval egyenlék: w, = ¢, w, = ¥ és w, = . Fontos specidlis eset,
amikor a ¢ szog dllandé marad a stlyos szimmetrikus porgettyi mozgasa soran, azaz nincs
nutacid, w, = 0. Egy ilyen mozgist mutat a abra.

3.52. definicié. Sulyos szimmetrikus porgettyt dllando 9 nutdcids szog mellett (azaz zérus
wy, = U nutdcids szogsebességgel) torténd mozgdsdt REGULARIS PRECESSZIONAK nevezziik.db

3.70. abra. Stlyos porgettyii regularis precesszidja.

A mozgas leirashoz egy olyan koordinata-rendszert hasznalunk, amelynek a ¢ tengelye a
porgettyll szimmetriatengelyébe esik. A szimmetria miatt a £ és n tengelyek irdanya tetszo-
leges; ezeket célszertien gy vessziik fel, hogy a rotacids szog nulla legyen: ¢ = 0.

Az eléz6 fejezetben levezetett, a mechanikai energia dlland6 voltat kifejez6 (B:330) egyen-
letbdl kovetkezik, hogy reguldris precesszi6 soran a precesszi6 w, = ) szdgsebessége allandd,
tehat a porgettyli szimmetriatengelye ezzel a szogsebességgel, egyenletesen forog korbe a
nehézségi erével parhuzamos z tengely koriil.

Tovabba, a ([3330) egyenlet szerint ha ¥ = 4llandé, akkor a rotdcids szogsebesség, w, =
¢ is alland6. Mivel a precesszid és rotacié szogsebességét a testhez kotott vonatkoztatasi
rendszerben értelmezziik, ezek allandésaga azt jelenti, hogy a szogsebesség vektora is egytitt
fordul el a porgettyli szimmetriatengelyével.

A porgettyti szogsebességvektora w = w, + w,, amit (B.287) alapjan fejezhetink ki a
bevezetett koordindta-rendszerben, kihasznalva, hogy ¢ =0 és w,, = O:
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0
Wigne) = | Wpsin(V) : (3.341)

wy + wy cos() (€no)

Ez a vektor korbe forog a z tengely koril w, szogsebességgel, ezért a porgettyii szoggyor-
sulasa

wywp sin (1)
E=W) X W= 0 . (3.342)

0 (&n¢)

Az A pontra szamitott perdilet a (£7¢) koordinata-rendszerben:

©; 0 0 0 0
IIy=0,w=|0 6, 0 wp sin(v) = O1w, sin (V) , (3.343)
0 0 O3] |wr+w,cos(V) O3(wy + wy cos(V))

tehat ez a vektor is az n¢ sikba esik, ugyantgy, mint a szogsebesség és a szimmetriatengely.
A fentiekbdl kévetkezoen a perdiilet derivaltja

O3w,wp sin(V) 4 (O3 — O1)w? sin(V) cos (V)

HAI@AE—I—CUXHA: 0
0

: (3.344)

a nehézségi erd6 A pontra szamitott nyomatékanak pedig csak a & komponense nem nulla:
M ye = mglsin(0).
Tehat sin(v)-val vald egyszeriisités utan arra jutunk, hogy

Oswrwy + (O3 — O1)w? cos(V) = mgl. (3.345)

Ennek az egyenletnek kell teljesiilnie ahhoz, hogy a porgettyl a feltételezett médon mozog-
jon, tehat ez a requldris precesszio feltétele. Ez alapjan adott w, rotacids szogsebességhez
kiszamithato a precesszios szogsebesség.

Példaul ¥ = 90° esetén cos()) = 0, ezért a fenti egyenlet leegyszertisodik: Osw,w, = mgl.
Ebbdl w, = 2L

Oszw, *

3.53. példa: A [Z71 abrdn ldthato r sugari és h magassdgi hengerbol allo szimmetrikus
porgettyt tengelye az A és B pontokban taldlhato csapagyakban forog, a kerethez képest dl-
lando w, nagysdgu szégsebességgel. Maga a keret a fliggoleges y tengely koril forog, szintén
dallando nagysagi w, szogsebességgel. A wvizsgdlt pillanatban a henger fétehetetlenségi iranya-
wal pdrhuzamosak az dllé (xyz) koordindta-rendszer tengelyei, o [371 abranak megfelelden.
Az A csapagy tetszoleges iranyi terhelést fel tud venni, mig a B csapdgy radidlis, tehdt csak
sugdriranyi terhelést vesz fel, igy B, = o[ Hatdrozzuk meg az A és B csapdgyakrol a
tengelyre atadodo erdket!

Megoldas:

A hengeres testet és a hozza mereven rogzitett AB tengelyt egy merev testként kezeljik, egy
szabadtest abran abrazolva a ra hatd erdket: a G nehézségi erét, valamint a csapagyakrol
atadodo A;, Ay, A., B, és B, eré komponenseket.

15Ha mindkét csapagy fel tudna venni axialis terhelést, akkor statikailag hatdrozatlan lenne a szerkezet,
igy a merev test mechanika keretein belill csak a A, és B, erék Osszegét tudnank meghatarozni.
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Szabadtest abra:

[ [

3.71. dbra. Szimmetrikus silyos pérgettyti és a hozza tartozo szabadtest abra.

A porgettyl sulypontja [ sugari kérpalyan mozog az y tengely koril, ezért gyorsuldsanak
csak a z komponense nem nulla: ag, = —lw]%. Az I = F impulzustételbdl az alabbi skalar
egyenleteket kapjuk:

0= A:v + B:va
0=A4,+ B, —myg, (3.346)
—mlwf) =A..

A perdiilettételt az 4ll6 A pontra frjuk fel: II4 = My. A tehetetlenségi nyomaték métrixa,
a Steiner-tétel figyelembevételével

©, 0 0 tmr? + Lmh? + mi? 0 0
O4=|0 ©, 0= 0 smr?+ Lmh*+mi®> 0 |. (3.347)
0 0 O, 0 0 Smr?

A szogsebesség vektora és a perdiilet:

0 O, 0 0 0 0
w=|wp|l, Ma=|0 Oy 0| |wp| = |Oywp|. (3.348)
W 0 0 O, |w 0wy

Bar a szogsebesség nagysaga allando, irdnya allandéan valtozik, ahogy w, szogsebességgel
forog a keret az y tengely koriil. Tehat a szoggyorsulas

0 0 WpWr
E=wpXw= |wp| X |wp| =] 0 |. (3.349)
0 W 0

A fentiek figyelembevételével kifejezhet6 a perdiilet derivaltja az alabbi alakban:

. O1wpwy (0, — Oy)wpw, O wpwy
My=OuetwxMy=| 0 |+ 0 - o |, (3.350)
0 0 0
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ahol felhasznaltuk, hogy ©, = ©,.
A testre haté erdk eredd nyomatéka

—2lB, + mgl
My=rypxB+rgsxG= 218, , (3.351)
0
tehat a perdiilettétel az aldbbi egyenletekre vezet:
O wpwy —2IBy + mgl
0 = 218, . (3.352)

0 0

A [3340) és B352) egyenletekbdl allo egyenletrendszer megoldasa

Ay = B, =0, (3.353)

A, = —miluw, (3.354)
1 @z r

Ay =5 (mg + #) , (3.355)
1 z T

B, =3 (mg - @#) . (3.356)

Az eredmény szerint A, # B, azaz a silypontra szimitott nyomaték nem nulla, tehét ez egy
sulyos porgetty(i, mely kialakitdsandal fogva regularis precessziot végez. o

3.67. megjegyzés: Az el6z6 példa megoldasabol kivetkezik, hogy a paraméterek megfeleld
megvalasztasaval az egyik eré (B,) akar nullava is tehetd. Ehhez (B350]) szerint az alabbi
feltételnek kell teljesiilnie:

O, wpwy l
mg = % = wp= GT)ni; . (3.357)

Ha ez teljesiil, akkor a tengely a B csapagyrol atad6do erék nélkil is megtartja vizszintes
helyzetét — tehat ebben a feladatban ez a regularis precesszié feltétele.

Kisérletileg is ellendrizheto, hogy megvaldsithatd a fenti eredménynek megfelel6 mozgas.
A abran egy sajat tengelye koriil w, rotacios szogsebességgel megforgatott biciklikerék
lathato. Megfelel6 szogsebesség értékek esetén a tengelye kozelitoleg vizszintes maradhat,
annak ellenére, hogy a tengelyt csak egyik oldalan fiiggesztjiik fel.

Az €l6z6 példa eredményei alapjan ebben az esetben a szogsebesség w vektora és a Il x4
perdiiletvektor az yz sikba esik, az A pontra szamitott M4 nyomaték pedig x irdnyi. Mind-
harom vektor egyiitt forog a test szimmetriatengelyével.

A mozgis elemzését megkonnyiti, ha attériink egy ennek megfelel§ vonatkoztatasi rend-
szerre, mely a test szimmetriatengelyével egytitt w, = (Ow, 0)7 precessziés szogsebességgel
forog az y tengely koriil, azonban rotéaciot (z tengely koriili forgdst) nem végez. A szimmetria
miatt ebben a vonatkoztatasi rendszerben is alland6 a tehetetlenségi nyomaték, a regularis
precesszié miatt pedig a szogsebesség és a perdiilet vektora is dllandénak latszik, mert egytitt
forognak a vonatkoztatasi rendszerrel.

A és fejezetekben kozolt levezetéseknek megfeleléen, a nulla sebességii és gyor-
suldsi A pontra

Iy =TI + wp x Ty, (3.358)
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3.72. Abra. Megforgatott biciklikerék ,tancoltatasa”

ahol II4 a perdiilet w,, szogsebességgel forgd rendszerben értelmezett derivaltja:
Iy = O 40+ O w. (3.359)

e]
A szimmetria miatt @ g = 0 és mivel a szogsebesség is dllandonak latszik a mozgd rendszerbdl,
[e]

w=0is teljesiil. Tehat a perdiilet mozg6 rendszerben értelmezett derivaltja I14 = 0 és igy

Iy =w, x 4. (3.360)
Ez az egyenlet gy értelmezhetd, hogy az dllandé nagysagu perdiiletvektor w,, szogsebességgel
forog az y tengely koriil. A fenti vektoridlis szorzatot kifejtve és figyelembe véve, hogy a
nehézségi eré A pontra szamitott nyomatéka My = (mgl 00)7, ismét az

mgl = O wpwy (3.361)

egyenletet — a regularis precesszi6 feltételét — kapjuk.

A (B360) egyenlet csak szimmetrikus porgetty(l reguldris precesszidja sordn ad pontos
eredményt, azonban ettdl eltérd esetekben is alkalmas lehet kozelité szamitasokra. Ezért ezt
a formulat a perdiilet derivalt mérndki kozelitésének nevezik.

A fenti gondolatmenet szerint a biciklikerék regularis precessziéja sordn My L w, My L
IT4, tovabba a I14 és M4 vektorok w,, szogsebességgel forognak a fiiggéleges y tengely koriil.

Ez annak felel meg, hogy a perdiilettétel szerint a perdiilet a nyomaték iranyaban valtozik.
Mivel a vizsgalt esetben a nyomatéknak nincsen a perdiilettel parhuzamos Gsszetevéje, a
perdiilet nagysagat nem, csak az iranyat tudja megvaltoztatni.

Akkor is a nyomaték iranyaban valtozik a perdiilet, ha a kerék kezdetben nem forog
(wr = wp = 0). Ekkor a tengely vizszintes helyzetében nulla a perdiilet. Ebbd&l a helyzetbél
elengedve a kereket, a nyomatéknak megfelel6 iranyt perdiilet alakul ki, azaz a kerék elfordul
az x tengely koriil.

A vizsgalt feladattal analdg az a feladat, amikor egy anyagi pont "fejjel lefelé” mozog egy
fliggbleges korpélya alsé oldaldn, mint az példédban. Ha a test sebessége nulla, akkor a
nehézségi eré hatasara leesik — sebessége a hato erd iranyaban valtozik meg.

Sebessége akkor is az erd irdnyaban valtozik, ha kezdetben nem nulla. Ha van a testnek
a nehézségi erd irdnyara mercleges sebességkomponense, akkor nem zuhan le fliggélegesen,
hanem fokozatosan valtozik meg a sebességének iranya.
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Ha elegendéen nagy sebességgel korpalyan mozog egy anyagi pont, mint a 2.I4] fel-
adatban, akkor a K kényszerer6 minden pillanatban meréleges a sebesség (és az impulzus)
irdnyara, tehat a sebességnek csak az iranyat tudja megvaltoztatni. Ez teljesen megfeleltethe-
t6 a regularis precesszié esetének: akkor ugyanis a szogsebességnek kell elegendéen nagynak
lennie és a nyomatékvektor marad meroleges a perdiiletvektorra, annak csak az irdnyat val-
toztatva. &
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4. fejezet

Osszefoglalas

Ebben a fejezetben a Dinamika legfontosabb fogalmait, tételeit foglaljuk 6ssze. Természete-
sen itt nem térhetiink ki minden részletkérdésre; a definiciok, tételek pontos megfogalmazasat
a szovegben elhelyezett hivatkozasok segitségével lehet megkeresni.

4.1. Az anyagi pontok kinematikaja

A dinamikai problémak megoldasanak elso 1épése a mechanikai modell felallitasa a vizsgalt
test és az azt koriilvevd kornyezet (a mechanikai rendszer) tulajdonsagai alapjan. A legegy-
szerlibb esetben a vizsgalt test helye egyetlen pontjanak helyével leirhaté; ekkor alkalmazhaté
az anyagi pont modell.

Az anyagi pontok ([LI] definicié) mozgasat (lasd [l fejezet) egy altalunk célszeriien
valasztott vonatkoztatdsi rendszerhez (mésik, merev testhez) képest egy szintén célszertien
valasztott koordindta-rendszerben felirt vektor értékii figgvénnyel, az idében valtozo r(t)
helyvektorral irhatjuk le. Nemcsak anyagi pontok, hanem barmely test esetében mozgds-
torvénynek (LZ]) nevezzik azoknak a fiiggvényeknek az Osszességét, melyek alapjan egy-
értelmiien megadhatd a vizsgalt test Osszes pontjanak mozgasa. Anyagi pontok esetében a
mozgastorvény megadhaté az r(t) helyvektorral.

A mechanikai rendszer modelljének ismeretében kényszerfeltételek (LIA fejezet) fogal-
mazhatdk meg, melyek korlatozasokat jelentenek a test mozgasara vonatkozoéan. A kényszer-
feltételek csokkentik a szabadsdgi fokot ([L22] definicié), tehat a mozgastorvény egyértelmii
megadéasahoz sziikséges skalar fliggvények szamat.

Az anyagi pont mozgasanak tovabbi jellemzésére bevezetett sebességuektor és gyorsulds-
vektor (LR és [LGI definicidk) a helyvektor id6 szerinti derivdldséval szarmaztathatdk:

2
= g, a(t) = dv = E (4.1)
dt dt — de?

A sebességvektor mindig a palya e; tangenciélis érintévektora (IL7] definici6) irdnyaba
mutat, tehat csak tangencialis 0sszetevéje van, normalis nincs:

v(t) =[v(t)les, (4.2)

ahol |r(t)] = |v(t)| a sebesség abszolut értéke.
A gyorsulasvektor a sebességvektor derivaltja. Két természetes komponensre bonthato:
a tangencialis (érintd iranyi) gyorsulds (L] definici6) a sebesség nagysdganak valtozasaval,

283
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a simul6kor kozéppontja felé mutatdé normdlis gyorsulds (LI1] definicid) pedig a sebesség
irdnydnak valtozasdval van kapcsolatban. Az [LT4] tétel szerint

2
. v
a(t) = a(t)er + a,(t)e, = |vle, + ;en, (4.3)

ahol p a palya simulokorének gorbiileti sugara. A fentiekbdl kovetkezik, hogy csak akkor
lehet nulla egy anyagi pont gyorsuldsa, ha egyenes vonali, egyenletes (dllandé sebességii)
mozgast végez (lasd [L3] megjegyzés).

4.2. A merev testek kinematikaja

A merev test valamely A pontjanak sebességét ismerve, a test egy madsik, B pontjanak
sebességét a
Vg =V +w XTIyp (44)

sebességredukcios képlet (L30] tétel) alapjan szamithatjuk, ahol w a merev test egészét
jellemzo6 szogsebességvektor. Kiilonbo6zo tengelyek korili forgasok ered6 szogsebessége az
egyes szogsebességek vektori eredéje (LHQ] kovetkezmény és [LTRI tétel).

A sebességredukcios képlet levezetéséhez kihasznaltuk, hogy w X rap az rup allando
nagysagi vektor id8 szerinti derivaltja. Altaldban is igaz, hogy egy allandé nagysigd, w
szogsebességgel forgd b vektor idd szerinti derivaltja az [L32] megjegyzés szerint b = w x b.

A szogsebesség és a sebesség vektorkettdst alkot, a kinematikai vektorkettést (L3501 defi-
nicio és fejezet). Ennek alapjan donthet6 el, hogy milyen elemi mozgast (LZ4 fejezet)
végez a test: pillanatnyi haladé mozgast, pillanatnyi forgd mozgast vagy pillanatnyi csavar-
mozgast. Pillanatnyi forgd mozgas soran a pillanatnyi forgastengely parhuzamos a szogse-
bességvektorral és pontjai nulla sebességiiek, ezért ha taldlunk két nulla sebességli pontot,
akkor a test pillanatnyi forgd mozgast végez és a szogsebesség iranya megallapithato.

A merev test A és B pontjainak gyorsulasa kozotti Osszefiiggést megadd gyorsuldasreduk-

cios képlet (LI tétel):
ap=a4+eXrap+wX(wxXrap), (4.5)

ahol € a merev testet jellemzd szdggyorsulisvektor. A szoggyorsulas akkor is kiilonbozik
nullatoél, ha az w szogsebesség nagysidga nem, csak iranya valtozik. Ha ekkor a pillanatnyi
forgastengely w,, dlland6 nagysagui szogsebességgel valtoztatja irdnyat, akkor € = w, X w.

Ha a merev test pontjai egyméssal parhuzamos sikokban mozognak, akkor sikmozgasrol
beszélink (LZF fejezet). Ebben az esetben elég egy sikot kiszemelni és az abba esé pontok
mozgasat vizsgalni. Gyakran gy valasztjdk meg a koordinata-rendszert, hogy az zy sik
parhuzamos a vizsgalt sikkal, ekkor a szogsebesség és a szoggyorsulas vektora a z tengellyel
parhuzamos. Sikmozgés esetén minden pillanatban lehet talalni egy olyan P pontot a merev
testen, melynek sebessége zérus. Ezt a pontot sebességpolusnak (LE5] definicid) nevezziik;
helyvektora egy A pont sebességének és a szogsebességnek az ismeretében szamithaté (L361]
tétel):

W X Vy
ap = o2 . (46)

A sebességpolus helye altalaban konnyen meghatarozhaté szerkesztéssel is: a merev test két
pontjanak sebességvektoraira merdlegesen allitott egyenesek metszéspontjaban talalhato.
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Egy B pont sebességének nagysaga a sebességpolustol mért tavolsagaval aranyos: vg =
w|rppg|, irdnya rpp-re merdleges.

A sebességpélus helye valtozhat a mozgas soran, a P geometriai pont elmozdulasanak u
sebességét a polusvandorlds sebességének (LGS tétel) nevezziik:

w X ap
u = 5 .

(4.7)

w

Sok feladatban ismert a pélusvandorlas sebességének irdnya, példaul kényszerpalyan gordiilo
test esetében a test és a palya érintkezési pontja a poluspont. Ekkor a poélusvandorlas se-
bessége a kényszerpalya érintojével parhuzamos. Tehat a fenti képlet szerint a sebességpolus
gyorsuldsa meréleges a kényszerpalya érintéjére és ap = u x w ([L6I] tétel).

Sikmozgés esetén mindig lehet taldlni egy olyan G pontot, a gyorsuldspdlust (L58] defi-
nicid), melynek gyorsuldsa zérus. A gyorsuldspolus helyvektora

wlay +€ xay
€2+w4 :

Tag = (48)

Egy B pont gyorsuldsanak nagysaga a gyorsulaspolustol mért tavolsagaval ardanyos: ap =
vV g2 -+ w4\rGB|.

Sok feladatban valamilyen kényszerfeltétel teremt kapcsolatot a vizsgalt test és egy masik,
szintén mozgo test mozgasa kozott. A kényszerfeltétel figyelembevétele érdekében a relativ
kinematika (L2I1] fejezet) osszefiiggéseit alkalmazhatjuk. Ha a (2) merev test mozgéaséat egy
mozgd, (1) vonatkoztatési rendszerben is le tudjuk irni, akkor egy all6, (0) vonatkoztatasi
rendszerben a kovetkezd Osszefiiggésekkel adhatjuk meg a P pont Un. abszolut sebességét és
gyorsuldsdt (T4 és [L8T] definiciok):

Vp20 = Vp21 + Vpio, (4.9)

apy) = ap21 + apio + apCor; (4.10)
ahol vpgy és apy; a P pont relativ sebessége illetve relativ gyorsulasa (LT3 és [L80] definici-
6K); vpig = Vo +wig X pp és apig = ag + €19 X pp +wip X (wip X pp) az (1) rendszer P-vel
fedésben levé pontjanak szdllito sebessége illetve szdllito gyorsuldsa , apce, = 2wig X Vpay
pedig a Coriolis-gyorsulds (LT31 és [L8Z] definicidk).

Az abszolit szdgsebességet és széggyorsuldast az

Wopg — Wa1 + Wwio, (411)
€20 = €21 + €10 + Wip X Way (4.12)

képletekkel szamithatjuk, ahol wyg és €19 a szallito szogsebesséq illetve széggyorsulds, waoy és
€91 pedig a relativ szdgsebesség és relativ szoggyorsulas (LI8] és [LBA] tételek).

4.3. Az anyagi pontok kinetikaja

Mig a kinematika csak a mozgas leirasaval foglalkozik, a kinetika célja annak megéllapitasa,
hogy hogyan befolyasoljak a testek egymas mozgasat.
A kinetika logikai felépitése a Newton-térvényeken alapul.

1. Vannak olyan vonatkoztatasi rendszerek, melyekben egy magara hagyott anyagi pont
nem gyorsul, azaz teljesiil a tehetetlenség torvénye (211 tétel); ezek az inerciarendszerek

(221 tétel).
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2. Az anyagi pontok m tomegiikkel jellemezheték. Ha egy anyagi pontra mas testek
hatnak, akkor a hatéast jellemz6 F er6 az anyagi pont tomegének és gyorsulasanak
szorzataval egyenld és a gyorsuldssal egyez6 iranyu (Zh] tétel):

ma =F. (4.13)

Az I = mv lendilet vagy impulzus (2261 definicio) fogalmanak bevezetésével — és
feltéve, hogy a test tomege nem valtozik — Newton II. toérvénye

I=F (4.14)
alakban is felirhato.

3. Két anyagi pont kolcsonhatasa soran a két testre haté erdk egyenld nagysaguak és
ellentétes irdanynak (28] tétel).

4. Ha egy anyagi pontra tobb masik test is hat, akkor az erdk egyiittes hatasa egyen-
értékll a kiillon-kiilon hato erék vektori ered6jének hatasaval, azaz az er6k egymastol
fiiggetlentil 6sszegezhetdk (ZI0I tétel).

Egy anyagi pont mozgdsa a dinamika alaptétele [ZI2] tétel) alapjin vizsgélhatd, azaz

inerciarendszerben
n

ma =Y F,, (4.15)
i=1
ahol >7" | F; a vizsgalt anyagi pontra hato erdk ereddje.

Ha tobb anyagi pont (anyagi pontrendszer) mozgasat akarjuk vizsgdlni, akkor az egyes
testeket kulon-kiilon lerajzoljuk szabadtest abrakon (232 fejezet), majd az dbrak alapjan
kilon-kilon felirjuk a dinamika alaptételének egyenleteit az egyes testekre. A testek kozotti
belsé eréket Newton III. térvénye alapjan vessziik figyelembe.

A dinamika alaptételének megoldasat illetve a feladatok megértését megkonnyitheti a2.21]
impulzustétel: t

I(t:) = 1(t) = | Rt (4.16)
1
ahol I = mvg az anyagi pontrendszer impulzusa vagy lendiilete, vg a stlypont sebessége, F}
pedig a kiilsé erék eredéje. Ugyanez a tétel differencidlis alakban: I = Fy.

Ha csak egy anyagi pont tangencialis (azaz sebességgel parhuzamos) gyorsulasanak, illet-
ve a ra haté ero sebességgel parhuzamos komponensének vizsgalata a célunk, akkor a skalaris
szorzas tulajdonsagait kihasznalva célszerti definialni az F er6 P = Fv teljesitményét és az
anyagi pont 7' = 1/2 mv? kinetikus (mozgdsi) energiajat (2321 és 2331 definiciok). Igazol-
haté a 234 teljesitménytétel, mi szerint T = mav = mov miatt T = P. A teljesitménytétel
anyagi pontrendszerre is teljesiil, ahol mind a kinetikus energiat, mind a teljesitményt az
egyes pontok kinetikus energidinak illetve a rajuk hato erok teljesitményeinek oOsszegeként
definialjuk.

A teljesitménytétel integralasaval kapjuk a 2401 munkatételt:

to

t1

ahol Wi, a hat6 erérendszer mechanikai munkdja (2391 definicio).
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A munka kiszamitasat megkonnyiti, ha az erérendszerben szerepld aktiv erckhoz idétol
fiiggetlen, csak a koordinataktol figgd U(r) potencidlfiggvény vagy potencidlis energia (ZAT]
és [Z45] definiciok) talalhaté. Az ilyen eréket konzervativnak (Z53] definici) nevezziik.
Ekkor ugyanis az er6rendszer altal végzett munka csak a mozgas végpontjaitél figg (Z5I]
tétel), azaz

Wis = U(r(t1)) — U(r(ta)), (4.18)

amibdl kovetkezik a 22541 mechanikai energia megmaraddsanak tétele:

T(tz) = T(t1) = U(r(t1)) — U(r(t2)) és
T(ts) + U(r(ts)) = T(ty) + U(r(t)). (4.19)

Gyorsulé vonatkoztatasi rendszerekben megjelennek tn. tehetetlenségi erck is, melyek nem
kothetok valodi test hatdasahoz (233 fejezet). A szallito erd Fy, = —mapy, azaz a szallitd
gyorsulassal ellentétes iranyu. A Coriolis-erd Feoor = —mac,, = —mwig X Vpo, ami a
Coriolis-gyorsulédssal ellentétes iranyu.

A tehetetlenségi és valodi erdk vektori eredéje a relativ erd. A relativ erd és relativ gyor-
sulas fogalmat felhasznalva az inerciarendszerekben érvényes tételek kimondhatok gyorsuld
rendszerekben is, a képletekben szereplo ,,abszoltt” mennyiségeket ,relativ’ mennyiségekre

cserélve (244 fejezet).

4.4. A merev testek kinetikaja

A merev testek folytonos tomegeloszlast anyagi pontrendszereknek tekintheték. Minden,
anyagi pontrendszerekre kimondott tétel érvényes merev testekre is, csak a képletekben sze-
repl6 Osszegéseket integralasokra kell cserélni.

A dinamika alaptétele merev testre ([B.2] tétel):

[1;Dp]s = [F; Mg, (4.20)

ahol F a kiilso erok eredoje és Mp a kiilso erorendszer tetszoleges B pontra szamitott nyo-
matéka.
I az impulzus derivdltja, ami kifejezheté a test sulypontjdnak gyorsuldsaval (B6] tétel):

I = mag. (4.21)
Dp a merev test B pontjara szamitott kinetikai nyomatéka (3251 tétel).
DBE/rxadm:GBs+wx®Bw+rBSxmaB, (4.22)

ahol az r vektor a test tetszoleges B pontjabdl mutat a test pontjaiba.
Itt

Oy = /(m) (:’E — (ror))dm (4.23)

atest B pontra szamitott tehetetlenségi nyomatéki matrize (316 definicid), ahol az r vektor a
B pontbdl mutat a test egyes pontjaiba. A tehetetlenségi nyomaték szamitdsat megkonnyiti
a BIT] Steiner-tétel, ami kapcsolatot teremt a sulyponti tehetetlenségi nyomaték és egy
masik pontra szamitott tehetetlenségi nyomaték kozott. Elforgatott tengelyti koordinata-
rendszerben a ([B.74]) képletnek megfeleléen kell alkalmazni a forgatdsi transzformaciot. A
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kinetikai nyomaték fenti képlete szerint nulla gyorsulast vagy az rgg vektorral parhuzamos
gyorsulasi pontra (ag = 0 vagy ag || rps) és a stlypontra (B = S) a kinetikai nyomaték
kifejezésének harmadik tagja nulla.

Még tovabb egyszertisithet6 a dinamika alaptételének felirasa, ha nulla sebességli pontra
vagy a test sulypontjara irjuk fel. Ekkor ugyanis jol haszndlhato a perdiilet fogalma. A [B.8]
és B.22] tételek alapjan egy merev test perdiilete

Il = Osw az S stulypontra, (4.24)
IT4 = O w a test nulla sebességli A pontjara. (4.25)

A[T2] tétel szerint a kinetikai nyomaték és a perdiilet derivalt kozott az alabbi kapcsolat
all fent: '
Dy=1I4,+ vy x1, (426)

amibdl az kovetkezik, hogy all6 (v4 = 0) pontra D4 = IT, és a test stlypontjara Dg = Ilg.
A perdiilet derivaltjat megadé Euler-féle formula (3116l tétel):

IIg = Oge + w x . (4.27)
A fentiek alapjan a perdiilettétel alabbi két alakjanak hasznalata javasolt:

Ogse +w x IIg = Mg az S stulypontra, (4.28)
Oqe +w x Iy =M, a test nulla sebességii és nulla gyorsuldasi A pontjara.  (4.29)

Merev test kinetikus (mozgési) energidja

T = 1mvg + leGSw = leGAw, (4.30)
2 2 2

ahol A a merev test egy nulla sebességli pontja (B.31] fejezet).

Merev testek mozgasara is érvényes a teljesitménytétel és a munkatétel (B.32 fejezet).

A dinamika alaptételének egyenletei szamottevien leegyszertisodnek, ha a test dinami-
kai értelemben sikmozgdst végez (B4 fejezet). Ekkor a test pontjai egyméssal parhuzamos
sikokban mozognak (stkmozgés kinematikai értelemben) és a sulypontra szamitott perdiilet
parhuzamos a szogsebességgel. Ebben az esetben az impulzustétel és a perdiilettétel hat
skalar egyenletébol csak harom hordoz informéciot:

magsg = Fm
mag, = F, (4.31)
@zéfz = Mgz.

Egy fontos specialis mozgés a gordilés. Ennek kinematikai feltétele, hogy a két test érintkezo
pontjainak megegyezzen a sebessége (B35l definici6). Egy allé talajon gordillé homogén, r
sugaru korong esetében ebbol az alabbi Osszefiiggést kapjuk a stulypont gyorsulasanak és a
szoggyorsulasnak a nagysaga kozott:

ag = re. (4.32)

A gordilés fenntartasahoz elegend6en nagy tapadasi surlodasi erére van sziikség, amibol

a gordilés dinamikai feltétele (3361 definicid):
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Csuszas soran a test méasik testtel érintkezo pontjanak sebességével ellentétes iranyt,
Fs = puFy nagysagu cstszasi surlodasi erd 1ép fel. Ekkor a gordiilés kinematikai feltétele
nem teljestl.

A dinamika alaptételének egyik fontos alkalmazasi teriilete a forgorészek kiegyensilyo-
zasa (B0 fejezet). A forgorész statikusan kiegyensilyozatlan, ha a silypontja nincs rajta a
forgastengelyen. Ebben az esetben a stlyponttal atellenes oldalon elhelyezett pottomeggel
lehet elérni a kiegyensulyozast.

Dinamikus kiegyensilyozatlansdg esetében a forgérész sulypontra szamitott perdiilete
nem parhuzamos a szogsebességgel. A kiegyensilyozd pottomegek méretezéséhez azonos
koordinata-rendszerben kell kifejezni a tehetetlenségi nyomaték matrixat és a szogsebesség-
vektort. A fejezetben leirtaknak megfeleloen, ez a legegyszeriibb esetekben megtehetd

s sz

w =T w, (4.34)
€nc) (z2)

O =TTe4T, (4.35)
(wy2) (€nc)

ahol a T transzformdciés matrix oszlopaiban az i, j, k bazisvektorok vannak kifejezve a (£1()
koordinata-rendszerben (323 fejezet).

Porgettyimozgas (3.0 fejezet) sordn vagy van a testnek egy rogzitett A pontja, vagy a
sulypont mozgasa a test forgasatol fiiggetlentl targyalhaté. A porgettyt szoghelyzetét az
Euler-szogek segitségével lehet megadni (B.6.1] fejezet). A szogsebesség komponensek is kife-
jezhet6k az Euler-szogekkel, a (B:280) és (B287) Euler-féle geometriai egyenletek segitségével.
A perdiilettétel egyenleteit a test fétehetetlenségi tengelyeihez rogzitett rendszerben felirva
jutunk a forgd mozgéds Euler-féle differencidlegyenleteihez (B34G] tétel):

dw1

@1E + (O3 — O9)wows = My,
d

@2% + (@1 — @3)&)3&)1 = MQ, (436)
dw

@3d—t3 + (02 — O1)wiwy = M,

Ha a fenti egyenletben szereplé nyomaték komponensek zérusok, akkor a porgettyti erd-
mentes. Az erdmentes porgettylik esetében mind a perdiilet, mind a kinetikus energia allan-
do. Kozelitoleg ilyen mozgast végeznek az elhajitott testek is, melyek forgasa a legnagyobb
és legkisebb f6tehetetlenségi nyomatékokhoz tartozé irdanyokban stabil (3491 tétel).

A B.5T] tétel szerint szimmetrikus erémentes porgettylt mozgasa soran a szimmetria-
tengely, a szogsebesség vektora és a perdiiletvektor egy sikba esnek, a perdiiletvektor a
térben allandé helyzetli. Lapos porgettyiik esetében a perdiiletvektor a szimmetriatengely
és a szogsebesség kozé esik, mig nyujtott porgettyiik mozgasa soran a szogsebesség vektora
helyezkedik el a szimmetriatengely és a perdiilet kozott.

A sulyos porgettyiik esetében a test rogzitett pontjara szamitott nyomaték nem nulla,
ezért a perdiilet sem allando: a perdiilet mindig a nyomaték iranyaban valtozik. Ez figyelheto
meg a szimmetrikus, sulyos porgettytik requldris precesszidja soran is (B.6.3 fejezet). Ekkor
az egy sikba es6 perdiiletvektor, szimmetriatengely és szogsebességvektor allandd precesszios
szogsebességgel forognak, annak kovetkeztében, hogy a nyomaték vektora is a testtel egytitt
forog korbe.

A merev testek kinetikajanak legfontosabb képleteit a [l tablazatban gytjtottik ossze.



Sulypontra A test rogzitett pontjara A test tetszoleges pontjara
(va=0, ay =0)

Impulzustétel I=F = mag=F

Impulzus I=mvg
Perdiilettétel IIs = Mg II, =My Dy =M;p

Mp=Mys+ragxF <& [F;Myla
Kinet. nyom. Dg = Il D, =1I,4 Dy =15+ vy X mvg
Dp=Dy+rapxI & [Dy4
Perdiilet IIg = Ogw I, =0 ,w Il = Opw +r1rgg X mvp

I =114+ rapx1I <

[I; HA]A

Perdilet der.

HSIGSE—i-WX@Sw

HA:®A5+wx®Aw

HB:®B€—|—wX@Bw—l—rBSxmaB—Vmevs

Kinet. nyom.

D5:®Ss+wx®5w

D)y=0O e +wx 0O, w

DB:®B€+wx®Bw+rBS><maB

Teljesitménytétel

T=Pr

Mozgasi energia

T = 3mug + 3w Osw

T = i1w'O,w

T = imuy + 2w Opw + mvp(w X rpg)

Mozg. energia der.

T:Ias+HS€

Teljesitmény

P =" ,Fv; + Mw.

4.1. tablazat. A merev test kinetika legfontosabb dsszefiiggései.
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5. fejezet

Fiiggelék

5.1. Matematikai alapok — vektoralgebra

A dinamika targykorébe tartozé jelenségek leirasahoz célszerii vektorokat hasznalni, ezért eb-
ben a fejezetben Osszefoglaljuk a vektoralgebra legfontosabb definici6it és tételeit, a teljesség
igénye nélkiil.

A matematikaban vektor alatt altalaban az Fuklideszi vektortér elemeit értik. Az Euk-
telmezése tulmutat e jegyzet keretein. Akkor tekinthetiink egy halmazt vektortérnek, ha
megfelel6en értelmezheté a halmaz elemeinek Osszeadasa és skalarral valo szorzésall Egy
vektortér akkor nevezheté Euklideszinek, ha még a skaldris szorzas is értelmezheté az elemei
kozott.

A vektorok mechanikai szamitasokhoz torténé hasznalatahoz elegenddé az alabbi, szem-
léletes definicid is:

5.1. definicid. A vektorok iranyitott egyenesdarabokkal jellemezhetd, a parallelogramma sza-
baly szerint dsszegezhetd mennyiségek. s

A parallelogramma szabaly szerint egy a és egy b vektor Osszege az az a + b vektor,
melynek hosszat és irdnyat az a és b vektorokbodl sszeallitott parallelogramma atloja adja
meg, az b.l/a dbra alapjan. Nyilvanval6 a szerkesztésbél, hogy az Gsszeg nem fligg az
osszeadando vektorok sorrendjétol: a +b = b + a.

5.68. megjegyzés: Vannak olyan mennyiségek, melyek ugyan egyértelmiien jellemezhet6k
iranyukkal és nagysagukkal — azaz iranyitott egyenesdarabokkal —, de nem kovetik a paral-
lelogramma szabalyt, ezért nem vektorok. Ilyen mennyiség példaul a szogelfordulds: az [L3T]
abra alapjan konnyen belathatd, hogy egy test kiilonbo6zé tengelyek koriili véges nagysagu
elforduldsainak sorrendje nem tetszoleges.

Azonban — az [[49] tételnek megfeleléen — a végteleniil kicsi, elemi elforduldsok méar
vektorként Osszegezhetok. &

A képletekben mindig vildgosan meg kell kiillonboztetni egymastél a vektor- és skalar-
mennyiségeket. A tovabbiakban a vektorokat vastag betiivel szedve irjuk, pl. a, b. Kéziras-
ban célszerti az alahizés, pl. a haszndlata. Egy a vektor nagysagénak jelolésére az |al, vagy
— el6jeles nagysag esetében — az a szimbdélumok szolgalhatnak (lasd [LT] megjegyzés).

Wektorok dsszeaddsa asszociativ és kommutativ, 1étezik nullvektor és létezik minden vektornak az ellen-
tettje. Tovabba, a skalarral val6 szorzas in. disztributivitasi szabalyai is teljestilnek.

291
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,a+b

5.1. Abra. Az a ésb vektorok Gsszegzése (a) és kiilonbsége (b) a parallelogramma
szabaly alapjan.

Egy a vektor (—a) ellentettjét ugy definidljuk, mint egy a-val megegyez$ nagysagu, a-
val parhuzamos, de azzal ellentétes iranyu — tehat a-val ellentétes értelmi — vektort. Ezt
felhasznalva, a parallelogramma szabaly szerint két vektornak nemcsak az 6sszege, hanem a
kiillonbsége is megszerkeszthetd, az [BI)/b abra szerint: a —b = a + (—b).

5.2. definicié. Egy a vektor N SKALARRAL VALO SZORZATANAK eredménye eqy olyan \a
vektor, mely a-val parhuzamos, nagysiga pedig |\a| = |\||a]. L

A skalarral valé szorzéassal tehdt a vektor hosszat és értelmét tudjuk megvaltoztatni. Az
ellentett képzése is a vektor skalarral vald szorzasanak specialis esete, A = —1 esetén.

Szamitasok végzéséhez célszerl egy koordindta-rendszer bevezetésével szam n-esekkel jel-
lemezni a vektorokat. A legegyszeriibb lehetéség a Descartes-féle derékszogli koordindta-
rendszer hasznélata, (x,y, z) tengelyekkel. A parallelogramma szabaly alapjan egy a vektor
komponenseire bonthato:

a=a,+a,+a,, (5.1)
ahol az a,, a, és a, vektorok az a vektor egyes tengelyekre vetett vetiiletei. A vetités
szabalyai miatt |a,| = |a| cos(p,), ahol ¢, az a vektor és az x tengely altal bezart szog (5.2
abra).

z
a,
a

ys

I
Y

5.2. dAbra. Egy térbeli vektor komponensekre bontasa

A koordindta-rendszer tengelyeivel parhuzamos, egységnyi hosszisagu i, j és k bazisvek-
torok segitségével az a vektor az alabbi alakban fejezhetd ki:
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a = a,i+ a,j+ ak. (5.2)

Ha rogzitjik a bazisvektorokat, akkor az a vektor jellemzésére elegend6 a bazisvektorok
egyttthatdinak, az a vektor a,, a,, a. skaldr koordinatdinak a megaddsa, n. oszlopvektor
formajaban:

(5.3)

Nagyon fontos, hogy a dinamika keretében hasznalt vektorok valamilyen fizikai mennyi-
séget irnak le, tehat nem tekintheté barmilyen szamharmas egy vektor koordinatainak.

A vy, vy, v3 szamharmas akkor tekintheté egy v vektor harom koordindtajanak, ha egy
masik, az eredetihez képest elforgatott koordinata-rendszerre attérve az 1j koordinatakkal
felirt v/ = [v} v} v4]" vektor és az eredeti v = [v; vy vs]” vektor kézdtt egy U unitér forga-
tasi matrix teremt kapcsolatot: v/ = Uv. Ilyen forgatdsi matrixokat hasznalunk a
fejezetben is.

Az Euklideszi tér vektorai esetében nem értelmezheté a vektorok térbeli elhelyezkedé-
se, ezek szabad vektorok. A mechanikdban azonban nagy jelentOsége van bizonyos vektorok
tamadaspontjinak vagy hatdsvonaldnak is. A merev testek dinamikdjaban csak a hatasvonal-
nak van fizikai tartalma. A hatdsvonallal kapcsolatos informéciot vektorkettosok segitségével
lehet megadni — ezzel kapcsolatban lasd az fejezetet.

5.3. definicié. Az a és b vektorok SKALARIS SZORZATANAK eredménye skaldrmennyiséy,
melynek értéke

a-b=la| |b| cos(¢), (5.4)
ahol ¢ a két vektor dltal bezart szog (5.3 dbra).

\ a
“Thlcoses

5.3. Abra. Az a és b vektorok skaldris szorzatanak értelmezése.

A definiciébdl kévetkezik, hogy merdleges vektorok skalaris szorzata zérus, parhuzamos
vektorok skaldris szorzatdanak értéke pedig |a| |b| vagy —|a| |b|. A szorzdétényezok sorrendje
k6zombos, tehat a-b =b - a.

A fentiek szerint az

Uy b,
a=|q, é b=, (5.5)
a, b,

vektorok skalaris szorzata:

a-b=(a,i+a,j+ ak)- (byi+b,j+0.k). (5.6)
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Figyelembe véve, hogy a bazisvektorok merdlegesek egymasra,
a-b=a,b, + ayb, + a.b,. (5.7)

A skalaris szorzat formalisan végrehajthaté a matrixok szorzasanak szabélyai alapjan is.
Ehhez az els6 tényezot 1 x 3 elemii matrixnak (sorvektornak), a mdasodik tényez6t pedig
3 x 1 elemit matrixnak (oszlopvektornak) kell tekinteni, azaz az elsé tényez6 transzponéltja
szerepel a szorzatban:

by
Ay Ay Ay :| : by - a'a:bx + ayby + a'zbz- (58)
b.

al . b=

Az a vektor nagysaga is konnyen szamithato a skalaris szorzat segitségével, a Pythagoras-

tétel alapjan: |al®> = a - a, és
la| = (/a2 + a2 + a2 (5.9)

A skalaris szorzat segitségével ki tudjuk szamitani egy adott a vektor barmely ira-
nyu vetileteit, és igy a koordinatdit és komponenseit is egy masik derékszogii koordinata-
rendszerben. Ehhez az a vektort a vizsgdlt irdnyba mutaté egységvektorral, vagy a koordinata-
rendszer (egységnyi hossziisdgi) bazisvektoraival kell skaldrisan szorozni. Péld4dul Descartes-
féle (xyz) koordinata-rendszerben a koordinatak

a,=a-i, a,=a-j, a,=a-k (5.10)

A vektor értékii komponensek meghatarozasahoz meg kell szorozni a koordinatakat a
megfelel6 egységvektorokkal. a = a, + a, + a., ahol

a, = (a-i)i, a,=(a-j)j, a.=(a-kk. (5.11)

Itt a zardjelben 1évo kifejezések skalaris szorzatok, tehat eredménytik skalar.
Ha szeretnénk meghatérozni egy a vektor b irdnyd vetiiletét (komponensét), akkor a

fentiek szerint a b iranyu
b

0 = — (5.12)
b
egységvektorral kell beszoroznunk az a vektort:
a, = a-e, (skalar koordindta) és a, = ape, (vektor komponens). (5.13)

Hasonlbéan szamithatjuk ki az a vektor aq, as, as koordinatait egy tetszéleges, e, e,, es
bézisvektorokkal megadott derékszogii koordindta-rendszerben, pl. a; = a-e; és a; = (a -
ej)e;.

A tovabbiakban a tomorség érdekében helyenként elhagyjuk a szorzasra utald pontot a
skalaris szorzat kijelolésekor, tehat ab is a két vektor skalaris szorzatat jeloli.

5.4. definicié. Az a és b vektorok VEKTORIALIS SZORZATANAK eredménye vektor, melynek
nagysaga

la x b| = |a] |b]| sin(yp), (5.14)
ahol ¢ a vektorok dltal bezdrt sz6g. Az a X b vektor merdleges mind az a, mind a b vektorra

és az a, b, a x b vektorok jobbsodrdsi rendszert alkotnak dbra,). &
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axb

g

5.4. Abra. Az a és b vektorok vektoridlis szorzatdnak értelmezése.

A definiciobdl kovetkezik, hogy parhuzamos vektorok vektorialis szorzata a nullvektor,
meroleges vektorok vektoridlis szorzatanak nagysaga a két vektor abszolut értékének szorza-
taval egyenld, tovibba a x b = —b x a. A (.4 abra alapjan az is konnyen belathato, hogy
az a és b vektorok altal kifeszitett parallelogramma teriilete |a X b|.

A szorzotényezoket kifejtve

a x b = (a,i+ a,j+ a.k) x (bi+b,j+0.k). (5.15)

Figyelmbe véve, hogy i x j=k,jxk=iés k xi=j,

ayb, —azb,
axb= ab, —azb, |- (516)
azby — ayb,

A vektorialis szorzat szamitasa formalisan egy determinans kifejtésével is megteheto:

i j k ayb, — a.b,
axb=\|a, a, a, |=| ab, —azb, |- (5.17)
by b, b, azb, — ayb,

Szamitasok ellendrzésére felhasznalhatd, hogy merdleges vektorok skalaris szorzata nulla,
példaul a- (a x b) = 0.

A vektoridlis szorzat nem asszociativ, tehat a x (b x ¢) # (a x b) x c¢. Egy ilyen, hdrmas
vektorialis szorzat kiszamitasat konnyiti meg az alabbi tétel:

5.5. tétel. KIFEJTESI TETEL (bac-cab szabdly).
ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b). (5.18)

A hdrmas vektoridlis szorzat eredménye olyan vektor, mely felirhato a képlet bal oldaldn
zdrojelben levd b és ¢ vektorok linedris kombindciojaként. A szorzatban kozépen dllo vektort
pozitiv, a mdsik zdrdojelben levd vektort pedig negativ eldjellel kell figyelembe venni. [ )

A kifejtési tételnek megfelelGen,

(axb)xc=b(a-c)—a(b-c). (5.19)
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A kifejtési tételbdl is latszik, hogy harmas skaldris szorzat nem értelmezhetd, hiszen az a(b-c)
képletben a b - ¢ szorzat eredménye mar skalar, igy nem lehet egy skalaris szorzat tényezdje
— a skalaris szorzatban mindkét tényezonek vektornak kell lennie. E helyett bevezetheto a
diadikus szorzat fogalma.

5.6. definicié. Az a és b vektorok a o b DIADIKUS SZORZATA eqy tun. tenzor . A tenzorok
olyan linedris operdtorok, melyek eqy tetszéleges v vektorhoz eqy masik vektort rendelnek. A
diadikus szorzat esetében a hozzarendelési szabdly a kovetkezo:

(aob)v=a(b-v). (5.20)
Tehdat az a o b diadikus szorzat a v vektorhoz eqy a iranyi vektort rendel. &

Mivel b - v skalar, a(b - v) = (b - v)a is igaz. Diadikus szorzattal irhaté le példdul egy v
vektornak adott a irdnyra torténd vetitése. Ehhez az (.20) képletbe a és b helyébe egységnyi
hosszisagu, e, = a/|a| vektorokat kell behelyettesiteni:

v, = (e 0€,)Vv =e,(e, V). (5.21)

Innen lathat6, hogy az (BITl) képletekkel megadott szamitasok is kifejezhetéek a diadikus
szorzat segitségével, pl. a, = (ioi)a.

Adott koordinata-rendszerben a diadikus szorzatként kifejezhet6 tenzort egy matrix se-
gitségével reprezentdlhatjuk (azaz irhatjuk le):

azby agby, ab,
aob=| ab, a,b, a,b, |- (5.22)
a.b, a.b, a.b,

Ezt a matrixot a v vektorral szorozva éppen az (B.20) definiciénak megfelel6 eredményt
kapjuk. A skalaris szorzathoz hasonloan, két vektor diadikus szorzata is felirhatd a matrix-

« /e

Uy afmbg: axby a'a:bz
aob=a-b’ = a, |- { by b, b. } = | ayby ayb, ayb. |- (5.23)
A, afzbg: azby a'zbz
5.7. definicié. Az a, b és ¢ vektorok HARMAS VEGYES SZORZATA a - (b X c). &

A harmas vegyes szorzat az a, b és ¢ vektorok altal kifeszitett paralelepipedon el6jeles
térfogatat adja meg. Ez alapjan konnyen belathato, hogy a szorzat barhogy zaréjelezheto és
a tényezok un. ciklikus permutdcioja sem valtoztatja meg a végeredményt:

a-(bxc)=b-(cxa)=c-(axb). (5.24)

Mivel a skaldris szorzat tényezéi felcserélhetdk, a - (b x ¢) = (a x b) - ¢ is teljestl.
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5.2. A sebességredukcios képlet levezetése transzforma-
ciés matrixokkal

A fejezetben bevezetett transzformdcios matrix segitségével a sebességredukcios képlet
is levezethetd. Rogzitsiik az 4116 vonatkoztatasi rendszerhez az (zyz) koordindta-rendszert, a
mozg6 merev testhez pedig a ({n(¢) rendszert! Célunk a sebességvektorok kifejezése az (zyz)
rendszerben. A merev test B pontjanak helyvektora az (xyz) rendszerben

r'p=r4+Trap. (5.25)

A merev test A pontjabdl a B pontjaba mutatd vektort kifejezhetjitk a testhez kotott
(énC) rendszerben is. Legyen ez a vektor p,z! A (B.97) egyenletben megadott transzforma-
cids matrix segitségével felirhatok az alabbi Osszefiiggések:

ap = TpA37

pap =T rap. (5.26)

Kovetkezésképpen, ~
rg=rs+ Tpyp. (5.27)

Az egyenlet mindkét oldalat id6 szerint derivalva
v =va+Tpus+Tpus (5.28)

A merev testhez kotott rendszerben megadott p 45 vektor komponensei nem véaltoznak, tehat
a fenti kifejezés utolsé tagja nulla. (5.26) figyelembevételével

\'2e :VA—l—’i"i‘TrAB. (5.29)

Az eredményt Osszevetve a sebességredukcios képlettel, arra jutunk, hogy a szogsebességgel
val6 vektorialis szorzéas kivalthato az

Q=TT7 (5.30)

matrixszal valé szorzassal. Ha (3.97) alapjan behelyettesitjik a T matrix elemeit, akkor az
alabbi matrixot kapjuk:

a1 + aplie + asdis Brog + Pade + B3ty Y100 + Yale + Y36
Q= Oé151 + OézB2 + &353 5161 + 5252 + 5363 7151 + 7252 + ’7363 . (5.31)
oy +aoye +asys  Bin + Boya + Bays o+ 2Ye + 33

Tudjuk, hogy a bazisvektorok egységnyi hosszisidgiak. Példaul i2 = 1-nek megfeleléen
ol + a3 + af = 1. Ennek az id8 szerinti derivaltja

Oéldl + Oégdg -+ 043(5(3 = 0. (532)

Két hasonld egyenlet irhatd fel [is3-mal és ~i93-mal, tehdt a matrix foatlojaban szerepld
tagok nullak.
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Azt is ki tudjuk hasznalni, hogy a kilénbo6z6 bazisvektorok szorzata nulla, példaul ij = 0.
Kovetkezésképpen, o 51 + 32 + 333 = 0, amibdl

(11 + afo + a3fs) + (Bic + Bodin + Bycis) = 0, (5.33)
azaz

(0‘161 + 0‘252 + a363) = —(B16q + Baces + P3d3). (5.34)

Két hasonlo egyenlet irhato fel a matrix tobbi, egymashoz képest szimmetrikusan elhelyez-
ked6 elem-parjara is. Kovetkezésképpen, a €2 matrix antiszimmetrikus és az

we = B1y1 + Baye + BsYs,
wy = a1 + Y202 + Y303,

W, = a151 + Oé252 + 0é353

jelolésekkel
0 —w, wy
Q= w, 0 —w, (5.35)
—Wy Wy 0

alaktra hozhat6. Ellenoérizheto, hogy Qr p = w X rap, tehat ez a matrix valéban megfelel-
tethet6 a korabban bevezetett szogsebességvektornak.
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