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Absztrakt: A cikkben egy hdrom dimenzios sirloddsos oszcilldtor dinamikdjdt vizsgdljuk. A rendszer nem-sima differencidl-
egyenleteit a nemrég publikdlt kiterjesztett Filippov rendszerek matematikai modszerei segitségével elemezziik. Célunk, hogy
feltérképezziik a csiiszds és tapadds lehetséges dtmeneteinek szdmdt és tipusait és dtfogo képet kapjunk a rendszer viselkedésé-
rdl. Az analitikus szamitdsok sordn az eredményeket dsszevetjiik az egyszeriibb, sikbeli oszcillatorndl kapott megolddsokkal.
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1. BEVEZETES

Szaraz surlédast tartalmazé rendszereknél gyakran van sziikség annak eldontésére, hogy a testek kozott tapadas
vagy csuszds jon 1étre. Elemi sikbeli problémdkndl két gyakori eset fordul el6. Ha a két merev test egyetlen
pontban érintkezik, tapadas kozben gordiilé mozgas lehetséges a testek kozott. Ha viszont sik mentén érintkezik a
két merev test, akkor tapadaskor a két test egymashoz képest nem fordulhat el, és a testek relativ mozgéasa pontszerti
test kinematikdjaval irhaté le.

Mindkét esetben alapvetd kérdés, hogy a tapaddsi (gordiilési) allapot milyen feltételek mellett 4ll fenn. Az
egyszerli Coulomb modell €s mas hasonlé modellek a sirloddsi erd fiiggvényében adjdk meg a tapadds feltételét. A
megszokott gondolatmenet a kovetkezd. Eldszor feltessziik, hogy tapad (gordiil) a test, majd a fapaddsi dinamikai
egyenletekbdl kiszamitjuk a tapadasi sirlédési erdt, mint kényszererdt. Végiil a surlédédsi modellbdl eldontjiik,
hogy valéban fenndll-e a tapadds, vagy pedig megcsiszas jon létre.

Azonban egy ritkdbban haszndlt, masik gondolatmenet is lehetséges. Feltehetjiik, hogy a tapadasi allapotbdl
kis zavar hatdsdra megcsuszds alakult ki. Majd a csuszdsi dinamikai egyenletekbdl meghatarozzuk, hogy milyen
gyorsuldsok jonnek létre. Ekkor eldonthetd, hogy ezen gyorsulasok hatasara a rendszer megsziinteti a cstszast és
helyredll a tapadas, vagy pedig a csuszas tartésan fennmaradhat. Lényegében azt vizsgaljuk meg, hogy a tapadas
stabilis-e a csuszast létrehoz6 zavarokkal szemben. De vajon ugyanazt az eredményt adja-e ez a két eljards?
Megmutathatd, hogy ez a sirléddsi modell valasztasatdl fiigg, és a modellek egy széles osztdlydra a két feltétel
megegyezik.

Sikbeli esetben a megcsuszds két kiilonbozd irdanyban johet 1étre. Az ilyen rendszerek vizsgélatdra haszndl-
hatjuk a Filippov-tipusi nemsima dinamikai rendszerek elméletét, melyet az elmult évtizedekben dolgoztak ki
(attekintésért 1lasd [1]). A cstiszési dinamikai egyenletekbdl kapott differencidlegyenlet fazisterét vizsgdlva sokat
megtudhatunk a rendszer viselkedésérdl, a surlédas okozta nem-folytonossdg hatdsarél. Fontos kérdés a meg-
oldasok kompatibilitdsa, vagyis, hogy megcsuszas és letapadds esetén a megoldas kiilonféle szakaszai hogyan
illeszthet6k ossze.

Hérom dimenzi6s esetben viszont bonyolultabb a helyzet, ilyenkor a két kapcsolddé test érintkezési pontjaban
nem csak kétféle, hanem végtelen sok irdnyban johet 1étre megcesiszas az érintkezési sikban. Matematikai eszko-
zoket keresve a szerz6k az elmult években kidolgoztak a Filippov-rendszerek kiterjesztését ezekre az esetekre, ahol
a differencidlegyenlet szakaddsa a fazistér egy két kodimenziods alterében kovetkezik be [2, 3, 4]. Az eredmények
alkalmazhatéak térbeli sturl6dasi problémdk vizsgalatara.

Cikkiinkben egy sikbeli, majd egy térbeli sirléddsos oszcilldtor viselkedését vizsgdljuk, kiemelve a térbeli
surlodas jellegzetességeit. Célunk, hogy ezen modellek dinamikajarél atfogd képet kapjunk, melyhez hasonld
viselkedés sok mechanikai rendszerben el6fordulhat. Mésik célunk, hogy a modellek kapcsan végiggondoljuk a
szaraz sirlédés dinamikai kovetkezményeit és a matematikai modszerek keresztiil a tapadds és csiszas dtmeneteire
1ij szempontbdl tekinthessiink.
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1. dbra. Surlédasos oszcillator sikbeli (balra) és térbeli (jobbra) esetben. A rugd végét alland6 v sebességgel
vontatjuk, a kialakul6 rezgést a szdraz surlédas befolyasolja. Az oszcillatorok dllapotat a rugé megnyuladsaval (J)
€s a hasdb sebesség-komponenseivel (sikban u,, térben u,, és u,) frjuk le.

2. SIKBELI ES TERBELI SURLODASOS OSZCILLATOROK

Tekintsiink egy m tomegli hasdbot, melyet egy s merevségli rugén keresztiil vontatunk egy vizszintes, érdes
sikon (lasd az 1. dbra bal oldalat). A rugd vontatdsi pontja dllandé v sebességgel mozog, a graviticids gyorsuldst
g-vel jeloljiik. A hasab és a sik kozott szaraz siurlodas 1€p fel. Feltételezziik, hogy a tapadasi (statikus) és csiszdsi
(dinamikus) strlédasi egyiitthatok megegyeznek, pisar = pain = . Ekkor az egyszerli Coulomb-torvény alapjan a
csusz6 hasdbra hato strlédasi erd

u
Sy = —umg|ux| = —pumg sgn Uy, (1)
xr

ahol u,, jeloli a hasdb sebességét a rogzitett sik mentén. A hasdb mozgéasegyenlete

Uy

mi, + s(x — vt) = —umg 2)

]

alakban irhaté fel, ahol x jeloli a hasdb pozici6jat. Bevezetve a § := vt — x jelolést a rugé megnyuldsira, a (2)
egyenlet atirhaté a 0 és u, véltozokra vonatkozo két elsGrendd differencidlegyenletté,

0= —ug, Uy = —0 — g 3)
m

Lathatd, hogy u, = 0 esetben a (3) rendszernek szakaddsa van. Ebben a helyzetben nem érvényes a cstszdsra

felirt Coulomb-torvény és letapadds johet 1étre. Tapadds sordn a u, = 0 kényszer érvényes, ekkor a (3) egyenletek

helyett egyszeriien a

5=, ty = 0. 4)

differencidlegyenletek érvényesek. Mozgdsa sordn a surléddsos oszcillator a csiszdsi €s a tapaddsi dllapotok ko-
zott kapcsolgathat, a (3)-(4) egyenleteknek megfeleléen. A két allapot kozotti dtmenetek tobbféle mddszerrel
vizsgalhat6ak, melyet a kovetkezd fejezetben mutatunk be.

Tekintsiik most a sirléddsos oszcillator egy térbeli esetét, ahol a hasdbot szintén egy érdes sikon vontatjuk, de
most mar figyelembe vessziik a sik minden irdnydba torténd csuszast (ldsd az 1 dbra jobb oldalat). Jelolje u, €s
uy a hasdb sebességének komponenseit. Ekkor a térbeli esetre alkalmazott Coulomb torvénybdl a strlédési erd
megfelel6 komponensei a

Uy
Sy = —umg——_4— (5)
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képletekkel szamithatok. A csuszési sirl6ddsi er§ S = /S2 + Sg = pmg nagysaga dllandd, irdnya pedig ellen-

Sy = —pmg

tétes a hasab sebességével (S, /.S, = u,/u,). Tegyiik fel, hogy a hasdbot vontatd rugé az u, sebességkomponens
irdnyaba mutat, valamint a rugé § megnyildsa és a hasdb rugdéra merSleges iranyt elmozduldsa elhanyagolhat6 a
rugé teljes hosszdhoz képest. Ekkor csuiszds esetén a rendszer differencidlegyenletei

R . S Uy . u
O=0—Ugy, Upg=—0— pg———, U Y
m

y = —pg———.
u2 + u% JJuz + ug (6)

Tapadas akkor kovetkezik be, ha u, = u, = 0, ekkor (4)-hez hasonldan az egyenletek

5=, Uy =0, iy = 0. (7



3. SIKBELI OSZCILLATOR MODELLJE - FILIPPOV RENDSZEREK

A 1. 4bra bal oldaldn lathaté sikbeli sirléddsos oszcillitor mozgdsat csiszds esetén az (3), tapadds esetén a
(4) differencidlegyenletek jellemzik. A tapadas és csuszas feltételeit elemi dinamikai médszerekkel jellemzéen
a kovetkez6 gondolatmenet szerint kaphatjuk: A tapadashoz egyrészt sziikséges az u, = 0 kinematikai feltétel
teljesiilése. Masrészt feltessziik, hogy a test tapad, és ebbdl a feltevésbdl kiszamitjuk a tapadasi surlédasi erdt és
a normdlerdt, mely esetiinkben S = sd illetve N = mg. Ezekre teljesiilnie kell a Coulomb-torvény |S| < uN

feltételének, igy a tapadds dinamikai feltétele

ol < =2, ®)
Vagyis a tapadds a rugé megnyulasianak csak viszonylag kis 0 értékeire allat fenn, ellenkez$ esetben a hasédb
megcstszik. Hogy a hasdb jobbra vagy balra csiszik meg, az a tapadasbdl elméletileg szamitott sirlédasi erd
el6jelébdl donthetd el (azzal mindig ellentétes).

Vizsgaljuk meg most az oszcilldtort a Filippov-féle dinamikai rendszerek elmélete segitségével. Latni fogjuk,
hogy az elemi médszerrel kapott eredmények mellett 4tfogdbb képet kaphatunk a rendszer viselkedésér6l. Ezeket
a modszereket itt csak szorosan a példdhoz kapcsolddva mutatjuk be. Az ilyen differencidlegyenletek matematikai
hatterét a [1] szakkonyv mutatja be, melyet a szerzd is 0sszefoglal az [2] disszertaci6 2. fejezetében.

A Filippov-rendszerek olyan els6rendd, z = f(z) alakid differencidlegyenlet-rendszerek, ahol az egyenlet jobb
oldaldn 1év§ f(z) vektormezd nem folytonos, hanem egy H (z) = 0 egyenlettel jellemzett feliileten szakaddsa van.
Ez a

2 £(z) = {fl(z) ha H(z) >0 )

fo(z) ha H(z) <0

alakban frhat6 fel. Példank esetében a (9) egyenletben megjelend mennyiségek

1) V— Ug o UV — Ug
“ [UJ ’ H(z) = ua, Bi=) = {;-5—%} ’ fal=) = Li'f”rug]' (10

Fontos feltétel, hogy a (9) feliraskor f; és f fiiggvények kiilon kiilon mar folytonos — s6t, sima — fiiggvények.
A rendszert a § — u, fazissikon tekintve gy jellemezhetjiik, hogy a H(z) = 0 gorbe két oldaldn két kiilonféle
viselkedése van a rendszernek (jobbra csiszas illetve balra csiszas), melyeket f; és f; irja le (lasd a 2. dbra bal
oldala). A két tartomanyt elvdlaszt6 hatdron a differencidlegyenletnek szakaddsa van, mely a

Y= {ZO : H(ZQ) = 0} (11)

kapcsoldfeliileten vagy mas néven szakaddsi halmazon jon létre. Példankban a szakaddsi halmaz az u, = 0
egyenes.

Vegyiik észre, hogy az u, = 0 allapot éppen a tapadas kinematikai feltételének felel meg. A (9) feliras szerint
a szakaddsi halmazon nincs értelmezve a differencidlegyenlet. Mi torténik, ha a — numerikus vagy analitikus
— megoldés sordn csuszds kozben mégis elérjikk az u, = 0 allapotot? Ennek megvilaszoldsahoz tekintsiik a
szakaddsi halmaz egy zo € X pontjat és a kovetkezd két egységvektort,

_ VH@) _[o o vH@) [0
210) = G ()] M 2(20) = = G ()] — H (12

melyek a § — u, fazissikon megadjdk az u, = 0 egyenes két oldalat (14sd a 2. dbra jobb oldala). A jobbra, illetve
balra cstiszast a fazissikon a felfelé illetve lefelé tavolodas fejezi ki az u,, = 0 egyenest6l. Ezutdn kiszdmithatjuk
f(z) hatérértékeit az n; és ny irdnyokbdl,

" - . v " L _ v
£ (zo) = El_l)I(I)1+ f(zo +em) = L:l 5 Hg} ) f5(zo) = EI_I)I(IJ1+ f(zo +¢eny) = [fﬁ S+ Hg] . (13)
A normalvektorokkal vett
s s
fi my=—-0—pg, f3 mp=——-0-pg (14)
m m

skaldris szorzatok el6jelébdl megtudhatjuk, hogy az u,, = 0 egyenes két oldaldn a megoldasok az u, = 0 dllapottdl
tdvolodnak (ha ezek a mennyiségek pozitivak), vagy az u, = 0 dllapothoz kozelednek (ha negativak). Ebbsl a
kovetkez6 mechanikai kovetkeztetéseket vonhatjuk le:

e Had > pmg/s, akkor a hasdb megcsuszik jobbra. (A fazissikon f; - n; > 0 miatt eltaszitja a dinamika a
trajektoriakat az u, = 0 tengelytdl az n; irdnyban).

e Had < —pumg/s, akkor a hasdb megcsuszik balra. (A fézissikon f5 - ny > 0 miatt eltaszitja a dinamika a
trajektoridkat az u, = 0 tengelytdl az ny irdnyban).

e Ha —pumg/s < 6 < pwmg/s sem jobbra, sem balra nem tud megcstszni, vagyis letapad. (A fazissikon
fi-n; < 06ésfy ny < 0miatt adinamika mindkét oldalrél az u,, = O tengelyhez nyomja a trajektoridkat.)
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2. 4bra. Sikbeli strléddsos oszcillator fazissikja Filippov-rendszerként modellezve. Balra: a f4zissikon a ¥ sza-
kadasi halmaz (kapcsoldfeliilet) az u, = 0 egyenes, mely elvdlasztja egymastol a kétfajta viselkedést (jobbra és
balra cstiszds). A fiiggbleges nyilak sematikusan jelolik, hogy a megolddsok azon a tartoményon a szakadasi hal-
mazhoz kozelednek vagy tadvolodnak. A folytonos vastag vonallal jelolt tartomédnyon letapadds kovetkezik be, mig
a pontozott vonallal jelolt tartomanyokon a megolddsok dthaladnak, igy nem jon 1étre tapadas. Jobbra: a rendszer
viselkedése a szakaddsi halmaz egy kivdlasztott zy pontjdnak kozelében, letapaddskor. Két oldalrdl (n; és ns)
kozelitve két kiilonboz6 hatarértéket kapunk (f] és f5). Tapadaskor a megoldasok ,,beleragadnak” a szakadasi hal-
mazba. Az igy 1étrejovo, tapadast leiré dinamika szamithaté a két hatarérték linearis kombinacidjaként (szaggatott
vonalakkal jelolve).

Vegyiik észre, hogy eredményeink 6sszhangban vannak az elemi mddszerrel kapott (8) feltétellel, viszont ezt
kizdrdlag a csuszdsra vonatkoztatott (3) egyenletekbdl kaptuk, a tapaddsi surloddsi erd kiszamitdsa nélkiil!

Mi lehet ennek az oka? Eszrevehetjiik, hogy a (14) mennyiségek éppen @, és —ii, értékeket adjik, vagyis
megmutatjdk, hogy a gyorsulds a tapadasnak megfelel6 u, = 0 dllapot felé, vagy ezzel ellentétesen véltoztatja a
sebességet. Vagyis mechanikai oldalrél a megszokott — tapaddst feltételeziink, és ennek teljesiilését ellendrizziik
— megkozelités forditottjat is alkalmazhatjuk. Ha megcsiiszdst feltételeziink az u,, = 0 dllapotban, akkor ellendriz-
hetjiik, hogy pozitiv és negativ irdnyd megcstiszas esetén a gyorsulds eldjele konzisztens-e a megcstiszas irdnyaval
— vagyis u, és u, eldjele megegyezik-e. Ha igen, akkor a megcsuszas 1étrejohet a megfeleld irdnyban, ha pedig
mindkét oldalrél ellentmondésos eredményt kapunk, akkor a tapadds fennmarad. Bizonyos értelemben tigy tekint-
hetjiik, hogy a tapadds v = 0 kinematikai dllapota akkor valosulhat meg tartésan, ha a rendszer dllapota stabilis
a megcsiiszdst okozo zavardsokra nézve.

Tovabbi érdekesség, hogy a tapadasra vonatkozé differencidlegyenlet levezethetd a cstisz6 egyenletek alapjan.
Az u, = 0 egyenes kozéps6 szakaszan, ahol a tapadds lehetséges, a trajektoridk nem metszhetik 4t a szakaddsi
halmazt, hanem ebbe mintegy ,,beleragadnak”. A trajektdridk folytatasa akkor lehetséges, ha az f fuiggvényt kiter-
jesztjiik az v, = 0 egyenes tapadasi részére olyan médon, hogy az ott értelmezett f vektormez8 minden pontban
érintse a szakaddsi halmazt, és a két oldali hatdrérték linedris kombinécidjaként (sulyozott dtlagaként) adédjon
(14sd a 2. 4bra jobb oldalét). Ehhez meg kell oldanunk a

f=aif + aof}, ar +as =1, f-n, =0, f-n,=0 (15)
egyenletrendszert, melynek megolddsa
0 1 ) 1 ~
T ay= g, f:H' (16)
umg 2 umg 2 0

Vagyis a Filippov rendszerek elmélet segitségével a csiszast leird (3) egyenletekbdl nem csak az allapithaté meg,
hogy hol kovetkezik be tapadds, hanem kiadodnak a tapaddsra vontakozo differencidlegyenletek anélkiil, hogy a
tapaddsra felirtuk volna a dinamika alaptételét. Fontos, hogy ezen egyezéshez sziikség van a tapaddsi és csiszasi
surlodasi tényezok pigy = ftain = 1 egyenléségére. Azonban megmutathat [4], hogy mddszer a surlodasi modell
megfeleld — bizonyos értelemben kovetkezetes — valasztasaval alkalmazhat6 eltérd pugy €s puain értékekre is.
Nézziik, hogy az eddig elmondottak alapjan milyen kovetkeztetéseket vonhatunk le a strléddsos oszcilldtor
viselkedésére vonatkozdan. A (10) osszefiiggések alapjan az f; és f> vektormezdknek egyarant egy-egy egyenstilyi



3. dbra. A sikbeli surl6ddsos oszcillator fazissikja. Megjelenik egy egyensilyi megoldds, ahol a rugé megnyulésa és
a cstiszdsi sebesség tartésan dlland6 (6 = pumg/s, u, = v). Az egyenstilyi dllapot koriil a megolddsok koncentrikus
ellipszisek (folyamatos jobbra cstiszas), a kritikus amplitiddju ilyen megoldas éppen érinti az u, = 0 szakadasi
halmazt (az dbrdn vastag vonallal jelolve). Az ennél nagyobb amplitid6ji megolddsok véges szamu alkalommal
atmetszik a szakaddsi halmazt (véaltakozd jobbra és balra csuszds), majd beszorulnak az u, = 0 tengelybe a
|0] < pwmg/s intervallumban (letapadés), végiil mind rékeriilnek a kritikus rezgésre.

helyzete van, viszont ezek koziil csak az f; vektormezd (,u,) = (umg/s,v) egyensulyi helyzete fekszik a
H(z) fiiggvény altal kettéosztott fazissik megfelels részén (lasd a 3. 4dbrat). Ezen egyensilyi helyzet fizikai
tartalma az, hogy a rugé megnyuldsa (hossza) és a hasab sebessége is dllandé. Ezen megoldds kornyezetében
periodikus megoldasokat taldlunk, melyek a fazissikon koncentrikus ellipszisekként jelennek meg, kozben a hasab
folyamatosan jobbra csuszik. A legnagyobb amplitdddju kritikus rezgést akkor érjiik el, amikor az ellipszis éppen
érinti az u, = 0 egyenest, vagyis a hasdb egy pillanatra letapad. Az ennél nagyobb amplitidéji megolddsok
sajatosan viselkednek. Ezek a megolddsok a cstiszds tobbszori irdnyvaltdsa utdn letapadnak az u, = 0 egyenes
k6zéps6 tartomanyan, majd rakeriilnek a kritikus amplitdd6ji megolddsra. Igy az 6sszes nagy amplitidéji mozgds
véges 1don beliil ilyen rezgésre vezet. Ez azt is megmutatja, hogy nem-folytonos rendszerek esetén a megolddsok
id6ben visszafelé nem mindig egyértelmtek, hiszen a kritikus rezgésnél nem lehet eldonteni, hogy milyen muiltbeli
allapotbdl keriilt ide a rendszer.

Végezetiil roviden kitérnénk néhdny magyar és kiilfoldi elnevezésbeli problémara. A ¥ szakaddsi halmaz (dis-
continuity set) vagy mas néven kapcsoldfeliilet (swithing surface) jellegzetes tartomanyokra bonthaté a (14) szor-
zatok elGjele alapjan. Amely tartomdnyon az egyik irdnybdl vonzo (attracting), a masik iranybdl taszito (repelling)
viselkedés all eld, a tartomanyt dthalado tartomdnynak (crossing region) nevezzilk. Azt a tartomanyt pedig, ahol
mindkét irdnybdl vonzo viselkedés jelentkezik, és a megoldasok a szakaddsi halmazba ragadnak, csiiszd tarto-
mdnynak (sliding region) nevezziikk. Ezen elnevezés a matematika és irdnyitastechnika szaknyelvébdl szarmazik,
és arra utal, hogy a megoldds fazistérben végigcsiiszik a kapcsoldfeliileten. Mechanikai problémakndl azonban
megtévesztd lehet az elnevezés, hiszen a mechanikai megcstiszas az dthalado tartomdnyban, a mechanikai tapadas
pedig a csiiszo tartomdnyban jon 1étre. Az angol szaknyelvben a félreértés elkeriilhetd lehet, ha a mechanikai
értelemben vett csuszdsra a sliding helyettt a slipping elnevezést hasznédljuk. A magyar szaknyelvben jelenleg nem
taldlhat6 vilagos megoldas erre az elnevezésbeli zavarra.

4. TERBELI OSZCILLATOR MODELLJE - KITERJESZTETT FILIPPOV RENDSZEREK

A 1 dbra jobb oldaldn l4thato térbeli sirléddsos oszcilldtor mozgasat csiszds esetén a (6), tapadds esetén a (7)
egyenletek irjak le. Ha a tapadds €s csuszds feltételét elemi mechanikai médszerekkel akarjuk megadni, a sikbeli
esethez hasonldan jarhatunk el. A feliileteket 6sszenyom6é N = myg, a tapadasi strlddasi er6 komponensei pedig
S, = sd, illetve S, = 0. Elhanyagoltuk a geometriai nemlinearitdst, vagyis a rugé hosszvaltozésat és szdgelfor-

duldsat kicsinynek tekintjiik. Ekkor a Coulomb térvény térbeli esetre érvényes |/.S2 + Sg < uN Osszefiiggésébol
a tapadasra ugyanazt a (8) feltételt kapjuk, mint sikbeli esetben.



Szeretnénk részletesebben is megvizsgalni, hogy hogyan zajlik le a megcsuszas és a letapadds térben. Nem
alkalmazhatjuk a Filippov rendszerek el6z6 fejezetben bemutatott médszereit sem, hiszen az (6) differencidlegyen-
letek nem irhat6k (9) alakba. Az ehhez hasonlé példdk adtdk az indittatdst ahhoz, hogy a szerz6k megvizsgaljak
a Filippov-rendszerek matematikai elméletének kiterjesztését olyan médon, hogy a térbeli sirléddsos mechanikai
rendszerek is vizsgdlhatak legyenek. Igy keriilt bevezetésre a kiterjesztett Filippov rendszerek fogalma, melynek
matematikai hatterét részletesen a [2] disszertacié valamint a [3] és [4] cikkek mutatjdk be. Ebben a fejezetben csak
a lényegesebb fogalmakat mutatjuk be olyan mélységben és precizitdssal, hogy a térbeli oszcilldtor vizsgalatdhoz
elégséges legyen.

A 1ényegi killonbség a klasszikus Filippov rendszerek €s a kiterjesztett Filippov rendszerek kozott a szakadast
tartalmazé halmaz viszonya a teljes fazistérhez képest. Figyeljiik meg, hogy az (3) rendszerben a szakaddsi halmazt
az u, = 0 skaldris feltétel hatdrozza meg, mely a 2 dimenzids fazistérben egy 1 dimenzids egyenest eredményez.
Vagyis a Filippov rendszerekben a 3. szakaddsi halmaz 1 kodimenzios. A (6) térbeli oszcilldtorndl viszont az u, = 0
és u, = 0 feltételeknek egy id6ben kell teljesiilnie a szakaddsi halmazon, ami a 3 dimenzids fazistérben egy 1
dimenziés egyenesre vezet. Vagyis a kiterjesztett Filippov rendszerekben a ¥ szakaddsi halmaz 2 kodimenzios.
Ez a kiilonbség mechanikai szempontb6l konnyen szemléltethetd. Mig a sikbeli esetnél a hasdb csak két irdnyban
(jobbra vagy balra) csiszhat meg, addig a térbeli esetben az érintkezési sikban barmerre, folytonosan sok irdnyban.

Ezért a térbeli surléddsbol ad6do kiterjesztett Filippov rendszerek nem irhatdak (9) alakba, mely lényegében
két kiilonboz§ viselkedést adna meg. Altaldnossagban csak annyit mondhatunk, hogy

z = f(2) (17)

alaku differencidlegyenletet vizsgalunk, ahol az f(z) vektormez3 mindenhol folytonos, kivéve a 3 szakaddsi hal-
mazban, mely

Y ={zo: Hi(z0) =0 é Hjs(zo) =0} (18)

médon, két skaldris fiiggvénnyel adhaté meg. A Hy és Hjy fiiggvények egyenként egy-egy feliiletet hatdroznak
meg, melyek metszete a 3 szakadasi halmaz. Az éltalanossag megkotése nélkiil eldirhatjuk, hogy Hy és Hyy dgy
keriil megvdalasztdsra, hogy a két feliilet merdleges legyen a a X halmaz minden pontjdban.

A térbeli oszcilldtor (6) differencidlegyenletét a (17)-(18) alakban felirhatjuk a

V — Uy
Uy

2= |u, |, f(z) = |0 M | Hy(2) = u,., Hif(2) =,  (19)

Uy

u —
v Hg A /u%—i—uz

helyettesitések segitségével. Vagyis a szakaddsi halmaz az u, = u, = 0 egyenes a hdrom dimenzi6s fazistérben
(lasd a 4. abra jobb oldaldn). Bér a csuszdshoz tartozé differencidlegyenlet nem értelmezett a szakadasi halmazban
(a nevezdben a gyokjel alatt nulldt kapnank), fontos kovetkeztetéseket vonhatunk le a kiilonb6z6 irdnyokbdl vett
hatarértékekbdl. A sikbeli esetben ehhez a szakadasi halmaz egy kivalasztott zy pontjaban az n; és ny egységvek-
torokat hasznaltuk, melyek a jobbra, illetve balra csiszasnak feleltek meg. Most viszont folytonosan sok irdnyt
kell megvizsgélnunk, a lehetséges megcstszdsoknak megfeleléen. Matematikailag azt mondhatjuk, hogy harom
dimenzi6s fazistérben az egyenesrdl folytonosan sok merdleges irdnyban 1éphetiink le (l4sd a 4. dbra bal oldalat).
Ennek lefrdséra el6szor definidljuk a

0 0
_ VH[(Z()) _ o VH[](Z()) _
nI(ZO) - ‘VH[(ZON = g—) ) n[[(zo) - |VHII(ZO)| = (1) (20)

egységvektorokat. A Hy és Hjy feliileteire el6irt merdlegesség miatt ny és ny; vektorok is merdlegesek lesz-
nek, és minden zy € X pontban bazist alkotnak a 3 szakaddsi halmazra mer&leges altérben. Ezen altér 6sszes
egységvektorit a

0
n(zg)(¢) = cosd-ny(zg) +sing - nrr(zg) = |cos¢ (21
sin ¢

fiiggvénnyel adhatjuk meg. A ¢ € [0, 27| sz6gnek esetiinkben kettSs jelentése van. Egyrészt a hdrom dimenzids
fazistérben megadja, hogy az u, = u, = 0 egyeneshez — a XJ szakaddsi halmazhoz — milyen irdnyban kozelediink.
Maisrészt mechanikailag azt mutatja meg, hogy megcsiszaskor vagy letapaddskor milyen szoget zar be a cstszasi
sebesség vektora az u, irdnyhoz képest.
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4. dbra. Balra: A térbeli stirléddsos oszcillator fazistere kiterjesztett Filippov rendszerként modellezve. A hiarom
dimenzids fézistérben a 3 szakaddsi halmaz az u, = u, = 0 egyenes. Ez a szakadasi halmaz két kodimenzi6s,
igy nem két irdnyban, hanem a ¢ szdggel és n(¢) normélvektorral jellemzett folytonosan sok irdnyban eltivo-
lodhatunk téle. Igy az f vektormezd kiilonbozs irdnyokbdl vett hatérértékeit az f*(¢) hatar-vektormez adja meg.
Jobbra: a hatdr-vektormezs szétbontésa az n(¢) normélvektor irdnyéba esd (radiélis) R(¢) és erre merdleges V (¢)
komponensekre. Egy megoldds ott lehet kapcsolatban a szakaddsi halmazzal, ahol V' (¢) = 0 (hatér-irdnyok).

Egy kiszemelt z, pontjdban az n(¢) fiiggvény megadja az Osszes lehetséges iranyt, ahonnan a vektormezd
hatdrértékét vehetjiik. A kovetkezd eredményt kapjuk:

v
f*(zo) = lim+ f(zo +en(zo)(¢)) = |s/m-0 —pgcose| . (22)
=0 —pgsin ¢
A hatarérték kiszamitisa kozben gyokos kifejezések
0+ ecos¢ 0+ esing

=sin¢g (23)

= cos ¢,

lim lim
=0+ /(0 + e cos §)2 + (0 + esin ¢)? e=0t /(0 + e cos )2 + (0 + esin ¢)2

alapjan éppen a szogfiiggvényeket adtdk. Az £*(¢) fiiggvényt hatdr-vektormezének (limit vector field) nevezhetjik,
a szakadasi halmaz kivalasztott z; pontjdban barmely ¢ szoghoz megadja az f vektormezd adott irdnybdl vett
hatarértékét.

Ahogy sikbeli oszcilldtorndl az f; és f5 vektorokbdl, a térbeli oszcilldtornal az £*(¢) hatdr-vektormezbdl
allapithatjuk meg, hogy milyen lehet6ségek vannak a megcsiszasra és a letapaddsra. Ehhez el8szor szamitsuk ki a
skaldris

R($) = £*(9) -n() = —5cos§ — g, V(6)=1'(6) n(o+7/2) = ~dsing,  (4)

fuggvényeket. Az R(¢) fiiggvény a vektormez6 u, = u, = 0 egyeneshez (¥) kozeli radidlis viselkedését irja le
kiilonboz6 irdnyokbdl, ahol R(¢) > 0, ha a megolddsok tdvolodnak és R(¢) < 0, ha kézelednek u, = u, = 0
egyeneshez. A V(¢) fiiggvény pedig a vektormez csavaroddsit irja le az u, = u,, = 0 egyenes koriil (ldsd a 4.
abra jobb oldalét). Ezekkel a fiiggvényekkel felirhat6 a

. .1
i = R(9), b==-V(9) ©5)
poléarkoordinatdkban megadott sikbeli differencidlegyenleteket, ahol

Uy = U COS ¢, Uy = usin ¢, u=\jui+u2, tan ¢ = uy /us. (26)

Az eredeti f(z) vektormez3bdl a (25) egyenletek a kovetkezGképpen kapjuk: A f(z) vektormezst elGszor a kiva-
lasztott zg = (6,0,0) € X ponthoz tartozé (9, ug,u,) sikra megszoritjuk, majd ebbe a sikba vetitjiik, és végiil
vesszik az u — 0 hatarértékét. Vagyis a (25) egyenletekbdl meghatdrozhato, hogy a térbeli oszcilldtor megolddsai
milyen médon érik el a letapaddshoz tartozo u, = u, = 0 dllapotot.



Mechanikailag a ¢ szog a megcsuszasi sebesség irdnyat jeloli, ¢ pedig ennek valtozasi iiteme. A u — 0
hatdrhelyzetben a (25) egyenlet V(¢) # 0 esetben végtelen nagy értéket ad a megcstszdsi irdny & véltozaséra,
ami fizikailag nem lehetséges. Vagyis a megoldédsok akkor érhetik el az u,, = u, = 0 letapaddsi 4llapotot, ha
V(¢) = 0. Tehdt a zg pontban a letapadds vagy a megcsiiszds lehetséges irdnyait a V (¢) fiiggvény gyokei adjdk
meg. Ezeket az irdnyokat hatdr-irdnyoknak (limit directions) nevezziik.

A térbeli strl6dédsos oszcilldtor példdjaban (24) alapjan a V' (¢) fiiggvény gyokei két hatdr-irdnyt adnak meg,
ezek ¢1 = 0 és ¢ = m. A hatdr-irdnyokban a vektormezd @ = R(¢) elGjelétdl fiiggben beszélhetiink vonzd
hatdr-irdnyrdl (R(¢p) < 0) vagy taszité hatdr-irdnyrdl (R(¢) > 0). Esetiinkben

R(¢1) = %5 — 1g, R(¢2) = —%5 — [1g- (27)

A ¢ irdny akkor vonzé, ha § < pmg/s, ¢o irany pedig akkor vonzé, ha 6 > —umg/s. Igy a kovetkezs
eredményre jutunk:

e Ha d > umg/s, akkor a hasdb megcsiszik a ¢ = 0 irdnyban.

e Ha § < —umg/s, akkor a hasdb megcstszik ¢o = 7 irdnyban.

e Ha —pumg/s < § < wmg/s, akkor a hasdb nem csiszik meg egyik hatdr-irdnyban sem, tart6s letapadds

kovetkezik be.

Vegyiik észre, hogy ezek az eredmények nagyon hasonlitanak arra, amit a sikbeli esetnél kaptunk. Ez azért lehet-
séges, mert a példa egyszer(isége miatt mindkét hatdr-irdny (¢ = 0, 2 = ) is az u, = 0 sikba esik. Ezért az
0Osszes letapaddshoz és megcsiszashoz tartozo jelenség az u, = 0 sikban jdtszodik le, és az (19) térbeli példa az
u, = 0 sikra megszoritva visszaadja a (10) sikbeli példat.

Fontos kiemelniink, hogy a sikbeli esethez hasonléan itt is kimondhatjuk, hogy a tapadds v, = u, = 0
kinematikai dllapota akkor valosulhat meg tartosan, ha a rendszer dllapota stabilis a megcsiiszdst okozoé zavarokra
nézve. A térbeli surlodas esetén elméletileg meg kellene vizsgalnunk az 6sszes lehetséges irdnyu zavardst a ¢ €
[0, 27) tartomdnybdl. Beldttuk azonban, hogy a megolddsok csak a hatdr-irinyok mentén érkezhetnek meg vagy
hagyhatjék el a szakaddsi halmazt, igy elegendd ezen néhény irdny ellenSrzése. Ha az 6sszes hatér-irdnyra R(¢) <
0 értéket kapunk, akkor tart6s tapadds jon 1étre, és ha koziiliikk az egyikre pozitiv értéket kapunk, akkor megcsiiszas.
Bizonyithat6, hogy egyetlen térbeli stirldddsos kapcsolatot tartalmazé rendszer esetén legaldabb két, legfeljebb négy
hatdr-irdny létezhet, melyek koziil legfeljebb egy lehet taszito [4].

Kicsit kozelebbrdl megnézve a térbeli rendszer tjabb jelenségeket is rejt magaban. Ehhez érdemes megvizsgal-
nunk a kovetkezd fiiggvényt:

AV (9)

Q(¢) = R(9) T(b = (%(kosgb — ug) . %5 Ccos ¢. (28)

Megmutathatd, hogy Q(¢) elGjele a hatdr-irdnyok esetén megadja, hogy az u, = u, = 0 szakadési egyeneshez
kozeledve a trajektéridk egymdshoz tartanak (Q(¢) < 0), vagy egymastdl tavolodnak (Q(¢) > 0). A Q(¢1) < 0
esetben a ¢, hatar-irdnyt domindnsnak mondjuk, és ekkor végtelen sok trajektoria kapcsolddik a szakaddsi halmaz-
hoz ebben az irdnyban. A Q(¢1) > 0 esetben a ¢ hatar-irdnyt izoldltnak mondjuk, és ekkor egyetlen trajektoria
kapcsolddik a szakadési halmazhoz ebben az irdnyban.

A @1 és ¢y hatér-irdnyoknél a R(¢) és Q(¢) fiiggvények elGjelébsl meghatdrozhatjuk, hogy a vilasztott zg =
(6,0, 0) tapadasi dllapotot kis mértékben megzavarva mi torténik a hasdbbal. A jellemzs eseteket az 1. tdbldzat és
a 5. dbra mutatja.

| arug6 megnyiilds értéke | ¢y hatdr-irdny [ ¢ hatdr-irdny | hasdb viselkedése csiisztatd zavards hatdsdra
0 < —pmg/s vonzd, izolalt taszitd, izolalt megcstszik a ¢o irdnyban
—pmg/s <6 <0 vonzd, izoldlt | vonzd, domindns visszatapad ¢ irdnybol
0<d<pmg/s vonzd, domindns | vonzd, izoldlt visszatapad ¢ iranybdl
umg/s < § taszito, izolalt vonzo, izolalt megcsuszik ¢; irdnyban

1. tdblazat. A hatar-irdnyok lehetséges viselkedése a térbeli sturl6ddsos oszcillatornal.

A két megcsuszasos esetben mindkét hatar-irdny izolalt. Vagyis a legtobb megoldas elkeriili a tapadashoz
tartoz6 u, = u, dllapotot, folyamatos csuszds jon létre. Mindkét esetben egyetlen olyan megolddst taldlunk,
mely az egyik hatar-iriny mentén eléri a tapaddsi dllapotot, majd pillanatnyi letapadds utdn rogton megcsuszas
kovetkezik be a mdsik hatar-irdnyban. Ezen egyszer( példdban megcsiiszds esetén a megcsiiszds éppen abban az
irdnyban kovetkezik be, amerre a rugé hiizza a hasdbot, ahogy azt mechanikai szemlélet alapjan is sejthetjiik.

Erdekesebb, és szemlélet alapjdn kevéssé megjosolhaté a letapadas kérdése a rugé kiilonbozs eldjeld 6 megnyd-
lasai esetén. Mindkét esetben két vonzé hatdr-irdnyt taldlunk, melyek koziil az egyik domindns, a mésik izol4lt.



5. dbra. Megcsuszds és letapadas jellegzetes esetei a térbeli surloddsos oszcillatorndl. Mind a négy esetben a két
hatdr-irdny ¢; = 0 és ¢ = 7. Az egyes esetekhez a rugd megnyuilasinak J értékei az 1 tdbldzatban taldlhatéak.
Fent balra: a ¢ hatar-irany taszit6, a hasdb megcsiszik ebben az irdnyban. Fent jobbra: mindkét hatarirdny vonzo,
de a ¢ domindns, igy majdnem mindig ebbdl az irdnybdl tapad le a hasdb. Lent balra: itt mar a ¢, irdny a
domindns, jellemz&en innen tapad le a hasdb. Lent jobbra: a ¢; irdny taszitéva valik, erre cstiszik meg a hasab.

A § > 0 esetben ezért majdnem minden esetben a letapadas a domindns ¢, = 0 irdnybdl kovetkezik be, a § < 0
esetben pedig domindns ¢ = 7 irdnybdl. Vagyis letapaddskor a letapadds elétti pillanatban a csiiszds sebessége
abba az irdnyba mutat, amerre a rugo hiizza a hasdbot.

Letapadds utdn a hasdb dllapotvaltozasat a fazistérben az u, = u, = 0 egyenesen I€v{ trajektoridk jellemzik. A
klasszikus Filippov rendszereknél hasznalt (15) felirast altaldnositva keressiik az f tapadast jellemz6 vektormezot,

fo /0 a(@) - £(9) A, /0 a(@)dé = 1, Fon(¢) = 0. (29)

Ezt a vektormezdt a csdszdsi dinamika £*(¢) hatér-vektormezejének linedris kombinécidjaként keressiik, melyet a
magasabb kodimenzios esetben integral-atlaggal kaphatunk meg. A (15) kifejezésekben szerepld a; és aq silyok
helyett egy a(¢) folytonos, periodikus sily-fiiggvényt keresiink. Az f vektormezd a szakad4si halmazban fekszik,
igy minden ¢ szog esetében merSlegesnek kell lennie az n(¢) normdlvektorra.

A (29) probléménak egy tetszOleges kiterjesztett Filippov-rendszer esetén nincs egyértelmd megoldasa [3].
Viszont ha példéul az £*(¢) hatdr-vektormezs a

f*((b) = f5ima + COS (b : fcns + sin ¢ : fsin (30)

alakba frhat6, akkor a szakadési halmazban 1év6 f dinamika mér egyértelmi lesz [4]. A surléddsos oszcillator
esetén

v 0 0
fima = 5/m -6 , feos = —Hg| fin = 0 . 31
0 0 —Hg

Ha behelyettesitjiik az (30) alakot az (29) kifejezésbe, az

2 27
F— fye + / a($) cos . - ooy + / a(¢) sin §dé - £ (32)
0 0

osszefiiggéshez jutunk. Erdekes, hogy az a(¢) sulyfiggvény tovdbbra sem vélaszthaté meg egyértelmiien, de
barmely, az (29) feltételeket kielégit6 valasztasa ugyanazt az f vektormezSt adja. Lehetséges tobbféle, médszeres
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6. dbra. A jellegzetes megolddsok térbeli strldddsos oszcilldtor esetén. Bal oldalon: kis amplitidéju rezgések, me-
lyek u,, irdnyban exponencidlis iitemben csillapodva kozelitik meg valamelyik kis amplitiddji periodikus rezgést.
Jobb oldalon: nagy amplitid6ji rezgések, melyek véges idon beliil rakeriilnek a kritikus amplitidéji periodikus
megoldésra.

megoldas is [3], de példank esetében szemlélet alapjan is megtalalhatjuk példaul a

)
a(p) = %% cos o. (33)
pwmgm
sulyfiiggvényt. Ennek segitségével a
B v
f=10 (34)
0

megoldast kapjuk, mely megegyezik a tapadésra kapott (7) egyenletekkel. Ne feledjiik, hogy ezittal a tapadas
dinamikai feltételei nélkiil, kizardlag a csiiszési egyenletekbdl kaptuk a tapadési egyenleteket is. Erdekes, hogy a
sulyfiiggvény (33) alakja hasonl6 a sikbeli oszcill4tor esetén kapott diszkrét silyok (16) alakjdhoz.

Tekintsiik at, hogy az eddigiek alapjan milyen kovetkeztetéseket kaphatunk a térbeli surléddsos oszcillator vi-
selkedésére és hogyan jelenik ez meg a fazistérben. Az (3) és (6) egyenletekbdl lathatd, hogy a térbeli oszcillator
egyenleteit az u,, = 0 sikra megszoritva éppen a sikbeli oszcilldtor egyenleteit kapjuk. Emiatt az u, = 0 sikban
ugyanazt a fazisportrét kapjuk, mint a sikbeli oszcilldtor esetében. Ezen sik koriil olyan megolddsok vannak, amik
a hasab olyan cstszdsanak felelnek meg, ahol a cstiszdsi sebességnek u,, és u, komponense is van. Az (6) harma-
dik egyenlete alapjdn az u, irdnyd csiszds folyamatosan csillapodik, a megolddsok az u, — ¢ sikhoz kozelednek.
Vagyis a hasdb rezgése egyre inkdbb a rugé egyenesébe esik. Két lényegesen kiilonb6zé megoldast taldlunk: Ha
viszonylag kis ¢ és u, amplitidéval indul a rezgés, akkor a megoldasok a u, — § sikot a kritikus rezgés trajekto-
ridjan beliil kozelitik meg. Megmutathatd, hogy ilyenkor a megolddsok exponencidlisan tartanak valamelyik kis
amplitiddji rezgd megoldashoz (lasd a 6. abra bal oldala). Ha viszont viszonylag nagy amplitidéval indul a tér-
beli csiiszds, akkor a u, — d sikot a kritikus rezgésen kiviil kozeliti meg. Bér az u, csokkenési iiteme kezdetben
exponenciélis, a szakaddsi halmaz |0| < pmg/s letapadasi zondjahoz kozeledve elkeriilhetetlen, hogy a megol-
dast valamelyik hatar-irdny bevonzza a szakadasi halmazba és gy véges id6n beliil rakeriil a kritikus amplitidéja
rezgésre (lasd a 6. dbra jobb oldala). Attdl fiiggden, hogy a letapadds a § < 0 vagy a § > 0 tartomanyon torténik,
a domindns hatdr-irdny ismeretében megéllapithatd, hogy a letapadds pillanata el6tt a vontatas irdnyaban (u, > 0)
illetve ezzel ellentétesen (u, < 0) csuszik a test.

5. OSSZEFOGLALAS

A cikkben bemutattuk, hogy a strlédasos oszcillator sikbeli és térbeli esetei kiilonféle nem-sima differencidl-
egyenletekre vezetnek. Ezeket sikban a Filippov-rendszerek, térben a kiterjesztett Filippov-rendszerek matema-
tikai médszereivel vizsgaltuk. Mindkét esetben azt talaltuk, hogy a nagy amplitiddji rezgések véges id6n beliil
egy kritikus amplitidéju, dllandésult rezgésre csillapodnak le. Azonban ennél kisebb amplitiddju rezgések is



lehetségesek, melyet térben a megoldasok hosszu id6 alatt, exponencidlis lecsengéssel kozelitenek meg. A bemu-
tatott matematikai médszerekkel atfogd képet kaphatunk a rendszer viselkedésérdl és a csuszas-tapadds lehetséges
atmeneteirdl.

A késbbbiekben érdemes lenne megvizsgdlni a térbeli oszcillatort abban az esetben, amikor a geometriai nem-
linearitast nem hanyagoljuk el és a rugd irdnydra merSleges elmozdulést is figyelembe vessziik. Egy tovabbi
felmeriil6 kérdéskor a kiilonféle sirlédasi modellek vizsgalata (attekintd irodalomként [5, 6]), melyet a [4] cikk-
ben csak roviden vizsgaltunk. A kozelmiltban megjelent néhdny 1j eredmény az anizotrop stirl6dasi modellekkel
kapcsolatban [7], ami arra utal, hogy az anizotrop viselkedés djabb jelenségekhez vezet. Ha a (6) egyenletben a
két irdnyban killonboz6, p, # i, strlédasi tényezdt feltételeznénk — példaul rovatkolt vagy érdes feliilet esetén
— akkor a cikkben bemutatott eljarast megismételve azt taladlnank, hogy akar négy hatar-irdny is létrejohet, me-
lyek joval tobbféle dinamikai esetet eredményeznek. Ennek kidolgozasa és a térbeli oszcillator fazisterének atfogd
numerikus vizsgdlata a tovabbi kutatdsi munka targya lenne.

KOSZONETNYILVANITAS Az els§ szerzg kutatdsi tevékenységét a Magyar Tudomanyos Akadémia tdmogatja
a Prémium Posztdoktori Kutatéi Programban elnyert PPD2018-014/2018 szamu palyazat keretében.
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