XII. MAGYAR MECHANIKAI KONFERENCIA
MaMeK, 2015
Miskolc, 2015. augusztus 25-27.

KET PONTON GORDULO GOLYO NEM-FOLYTONOS DINAMIKA JA

Antali Maté!, Stépan Gabor?
12 Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudoményi Egyetem, Miiszaki Mechanikai Tanszék

1111 Budapest, Miegyetem rkp. 5.
antali@mm.bme.hu, stepan@mm.bme.hu

Absztrakt: Egy olyan mechanikai modellt vizsgdlunk, melyben egy hengeres edény kiorkords mozgatdsdval hozunk mozgdsba egy golydt. A golyo
és az edény két pontban érintkezhet, és mindkét pontban tobbféle viselkedés is eldfordulhat (gordiilés, csiiszds, elvdlds), ami egy dsszetett, nem-
folytonos dinamikai rendszerhez vezet. A legfontosabb esetekben megkeressiik a staciondrius mozgdsokat és meghatdrozzuk azok stabilitdsdt.
Megvizsgdljuk tovdbbd az staciondrius megolddsok létrejottének feltételeit, és a kiilonféle staciondrius mozgdsok kapcsoloddsait a gerjesztés
paramétereinek hatdsdra. A kapott dtalakuldsok egy része megfeleltetheté a szakirodalomban taldlhato nem-folytonos bifurkdcioknak, de
taldlunk olyan kiilonleges bifurkdciot is, melyre nincs utalds a szakirodalomban. Az eredmények segitik a szerzok dltal kordbban vizsgdlt
golyos dramldasmérd dinamikdjdnak mélyebb megértését. A vdlasztott mechanikai modell alapjdn késobb létrehozhato kisérleti berendezés, ami

lehetdséget ad az eredmények ellendrzésére.
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1. BEVEZETES

Az elmult évtizedekben tobb olyan szabadalom is sziiletett folyadék térfogataramanak mérésére, melyben az
dramlds egy folyadékba helyezett goly6t hajt meg egy hengeres edény fala mentén [1, 2]. Amint a szerz6k korab-
bi munk4jukban kimutattdk [3, 4], a goly6 és az edény kozotti kapcsolat nem-folytonos jellege miatt a dinamika
kiilonleges bifurkécidkat tartalmaz. A folyadék és goly6 kolcsonhatdsdnak paraméterei azonban bizonytalanok,
igy az eredmények kisérleti ellen6rzése nehézkes. Jelen tanulmanyban egy az 1. dbrdn lathaté mechanikai rend-
szert vizsgalunk, mely hasonl6 felépitésii a golyds dramlasméréhoz, azonban a golyét folyadék helyett az edény
mozgatdsaval hozzuk mozgésba. Ezen rendszer alkalmas arra, hogy a kapott analitikus eredményeket kés6bb ki-
sérleti uton kapott eredményekkel vessiik 0ssze, melybdl kozvetetten ellendrizhetdk a golyds dramldsmérdre kapott
eredmények is.

2. MECHANIKAI MODELL

A goly6 mozgdsit az edényhez rogzitett vonatkoztatdsi rendszerben irjuk le, ami az edény mozgatdsa miatt nem
inerciarendszer. Az edényt igy mozgatjuk korbe, hogy szogsebessége minden pillanatban nulla és minden pontja e
sugaru palyan, wpe nagysagu sebességgel mozog. A tovabbiakban wy-t a gerjesztés korfrekvencidjanak, e-t pedig
a gerjesztés amplitiddjanak nevezziik. A gerjesztés a mozgd vonatkoztatasi rendszer minden pontjaban egyforman
felléps, wie nagysagi szdllité gyorsuldssal vehetd figyelembe. Ezen szdllité gyorsulds irdnyét jellemezziik egy b
egységvektorral, mely wg szogsebességgel forog a fliggbleges tengely koriil.

A szamitasok egyszerGsitése érdekében a vektorokat egy i, j, k ortonormadlt bazisvektorokkal jellemzett for-
g6 koordindta-rendszerben adjuk meg. Az i bazisvektor a golyé C' kozéppontjabdl radidlisan befelé mutat, a j
bazisvektor az edény szimmetriatengelyéhez kotott, mig a k bazisvektor a k := i x j keresztszorzasbdl adéd6an
tangencidlis irdnyd. A forgé koordindta-rendszer szogsebessége legyen w..(t) := w.(t) j. Az w,. és a 1. tdbldzatban
szerepld tobbi valtozo ¢ 1d6tdl vald fliggését a tovdbbiakban csak akkor jeldljiik, ha az a megértéshez sziikséges.
A goly6 szoghelyzetét a gerjesztés iranyahoz képest képest egy 0 szoggel adhatjuk meg, melyen az i egységvektor
b-vel bezart szogét értjiik. A § szog elGjelét tigy definidljuk, hogy § = we —wp teljesiiljon, igy § azt fejezi ki, hogy
a golyé mennyit siet a gerjesztéshez képest.

A goly6 C kozéppontjanak helye, sebessége és gyorsuldsa felirhatd, mint
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1. dbra. A mechanikai modell. A bal oldali 4bran az edény és a goly? lathat6 fiiggbleges metszetben. A jobb oldali
abran a gerjesztés figyelhetd meg feliilnézetben: az edényt tigy mozgatjuk vizszintes sikban, hogy szogsebessége
(Wedeny) Z€rus legyen és minden pontja egy e sugart kdrpdlydn mozogjon wge nagysdgu sebességgel.

Jelolés | Mennyiség Mértékegység
x radidlis elmozdulas m

Y axidlis elmozdulas m

é keriileti szoghelyzet a gerjesztéshez képest —

Uy radidlis sebesség m/s

vy axidlis sebesség m/s

We goly6 kozéppontja éltal kijelolt forgé koordinata-rendszer szogsebessége 1/s

Wy radidlis cstiszdsi szogsebesség 1/s

Wy axidlis cstiszdsi szogsebesség 1/s

W, tangencidlis cstszasi szogsebesség 1/s

1. tablazat. A goly6 allapotanak leirdsdhoz sziikséges valtozok. Egy térbeli merev test helyzetét és sebességallapo-
tat 12 véltozéval lehetne leirni, most azonban csak 9 valtozéra van sziikségiink, mivel a goly6t sajat kozéppontja
koriil valé elforgatdsa nem befolydsolja a dinamikat.

Uz + w2 (R — )
ac = Vo +we X vg = 1.}y s 2)
We(R — ) — 2wevy

ahol r a goly6 sugara, R + r az edény belss sugara, z(t) és y(t) a goly6 elmozduldsa radiélis és axidlis irdnyban,
vy = T és v, := y pedig a hozzéjuk tartozo radidlis €s axidlis sebességek. A differencidlaskor figyelembe kell
venniink a forgé koordindta-rendszer hatdsat, és hogy az edényhez rogzitett vonatkoztatasi rendszerben vp = 0.
A goly6 szogsebességét és szoggyorsuldsat az aldbbi alakban {rhatjuk fel:

_ ~ R—z - < 1 ~
Rrch + WOy Lo + W + 2we(vy — 20z) + wWe,
R— ~ . — . ~ 1
w - Ewe+wy |, E=Wtw,Xw= —erwc—&-wy—i—;wcvw ; 3)
1 ~ 1/ 8 ~ R—x 2 ~
vy — ) + @ Uy — V) + 0, — TEWE — Wl

ahol W, (t), @y (t) és @ (t) a golyod csiiszdsi szigsebességei. A viltozok ezen vilasztdsa és elnevezése indokolhatd,
ha kiszamitjuk a golyd A ,legals6” és B ,,legkiils§” pontjainak sebességét,

TW, + vy Vg
VA=V +wXroyg = Uy , VB :=Vo+wXrgp = |—T0, +v;|, (@]
— 71y TWy
ahol rcq := —rj és rcp := —ri. Amennyiben a golyé tartésan hozzdér az edény aljdhoz (v, = 0) illetve a

faldhoz (v, = 0), akkor v 4 illetve v az érintkezési pontok csiszdsi sebességét adjdk meg, melyek ekkor tisztin
a megfelel csuszasi szogsebességekkel irhatdak le.

Az A vagy B pontban az edényr6l a golyora hatd, egyeldre ismeretlen koncentralt erdket F 4-val illetve F p-vel

jeloljiik, mig a gravitacids erd és a mozgé vonatkoztatdsi rendszerbSl adddé széllité erd ereddjét a C pontban hatd



F ¢ er6vel vessziik figyelembe,

Ay B, —mwée cos §
Fa:= |4, Fp:=|By|, Fo:=—-mgj— mwgeb = —mg . ()]
A, B, —mw%e sin &

A goly6 tehetetlenségi nyomatéka felirhaté J := jms2I alakban, ahol j a dimenzi6tlan tehetetlenségi nyomaték
(j = 2/5 homogén golyéra), I pedig az egységmatrix. A definidlt mennyiségekkel felirhat6 a dinamika alaptétele
a golyora,

Fio+Fp+F¢ = mac
— e ©)
rca X Fa+rop xFp =mjroe.
Ennek kifejtésével és atrendezésével kapjuk:
Ay + B, = mi, +mw?(R — x) + mwiecosd,
Ay + By, =mv, +mg,
A, + B, =md.(R—1z)— 2mw., + mwiesind, )
—A, = mjr (R;wwc + Oy + Lwe(vy — 20;) + wel:) |
B, = mjr (——R;mc + Wy + %wcvm) ,
Ay — By =mjr (L0, —0,) + 0. — B0k — wedy)
melybdl kifejezhetdk a vy, vy, We, Wy, Wy, W, valtozdk derivaltjai:
by = L1(Ay+ By) — w2(R—z) — wiecosd,
vy = %(Au +By) — g,
We = m(Az + B.) + 52wty — Wi 75 sind,
(in = —ﬁ (%Az + Bz> — %wcvy — Welw, + w%f sin d, (®)
cij = % (AZ + %Bz) + %wcvz — w%% sin 6,
&, =L (%AT + B, — A, — %By) + 4 4 Wy — Wi E cosd.

Ezen 6 véltozét a rendszer kvdzi-sebességeinek tekinthetjiik ([5], 217. oldal), hiszen egyértelmfien leirjak a goly6
mozgasallapotit. A gombszimmetria miatt a goly6 orientdcidjaval nem sziikséges foglalkoznunk, igy a golyd
geometriai helyzete 3 altalanos koordinataval egyértelmien megadhaté (z, y, §), és ezen koordinatdk derivaltjai a
mdr kordbban bemutatott

T = v
0 = we—wy

Osszefiiggésekkel adédnak. A (8)-(9) egyenletrendszerben egyelSre még ismeretlenként szerepelnek az A és B
pontokban fellépd er6komponensek. A hidnyzé egyenleteket a goly6 és az edény kapcsolatatol fiiggden adhatjuk
meg.

Az A és B pontokban haromféle dllapot lehetséges: a goly6 gordiilhet, megcstiszhat az edény feliiletén vagy
elvdlhat t6le. Gordiilés esetén a (4) egyenletben szerepld megfelel6 érintkezési pont sebessége nulla, csiszas
esetén egyszerd Coulomb-torvényt feltételeziink p sirlédasi tényezdvel, elvalas esetén pedig nem 1ép fel erd.
Ezek figyelembe vételével az A pont esetére a kovetkezd Osszefiiggések adddnak:

gordiiléskor: W, =0, w, =0, y=0;
csuszéskor: A, = —uAy\/% A, = pA, \/;2:17@, y=0; (10)
elvélaskor: A, =0, Ay, =0, A, =0
A B pontra hasonl6 egyenleteket kapunk:
gordiiléskor: Wy =0, w, =0, xz = 0;
csuiszaskor: B, = uB, \/;1317&;5’ B, =—uB, \/;517@7 z = 0; (11)
elvalaskor: B, =0, B, =0, B,=0



Ezek a feltételek idében folyamatosan fenndllnak, igy példaul w, = 0 alatt pontosabban a w, = 0 feltételt
értjitk. Mivel az A és B pontokban egyarant haromféle kiilonféle viselkedés fordulhat eld, a (10)-(11) egyenletek-
bdl a 9 kiilonbozb esetben kozvetleniil vagy kdzvetetten kiszdmithatok a kontakterdk, igy a (8)-(9) egyenletek egy
elsérendl kozonséges differencidlegyenletet adnak. Ez alél kivétel az az eset, amikor mindkét pontban gordiilés
all fenn: ekkor bar megkaphat6 a differencidlegyenlet-rendszer, az F 4 és F g egyes komponenseit nem tudjuk
meghatarozni. Ezt az okozza, hogy a (10) és (11) egyenletek gordiilési esetekben érvényes sorai nem fiiggetlenek.

A fentiek mellett még figyelembe kell venniink az elvalasbol és a megcesiszasbdl addédé korlatokat. Mivel a
golyo és az edény kozott csak nyom6 irdnyu erd lehetséges, ezért gordiilés €s csiszds esetén fenn kell dllnia a

Ay >0 illetve B, >0 (12)

feltételeknek az adott pontban, kiilonben a goly6 elvilik az edény faldtdl. Az egyszeri Coulumb-térvény miatt
gordiiléskor teljesiilnie kell a

VA2 + A2 < pA, illetve \/B2+ B2 < uB, (13)

feltételnek, kiillonben a goly6 megcsuszik az adott pontban.
A kovetkezd pontokban az egyes esetekben kapott differencidlegyenletek staciondrius helyzeteivel foglalko-
zunk, melyeket mechanikai szempontbdl staciondrius mozgdsoknak neveziink.

3. STACIONARIUS MOZGASOK AZ EDENY FALAN GORDULESKOR

Tekintsiik el8szor azt az esetet, amikor a goly6 gordiil az edény faldn, viszont nem ér hozza az edény aljahoz.
Ekkor a (10) és (11) feltételek koziil a megfeleld sorokat kivélasztva (8)-(9) figyelembe vételével az

B, = msz + mwge cos 6, By, = ijwz + MIrweoy, B, = #jmewg sin § (14)

osszefiiggéseket kapjuk. Ha az azonosan nulla valtozokat levalasztjuk, a rendszer dllapota egy U =2 R fazistérben

irhat6 le. Ennek eleme az U > u := (vy,w.,Ws,y,0) dllapotvektor, melyre a kivetkez$ differencidlegyenlet
adodik:
Vy = %ijf + ﬁ‘jrwcdzw — ﬁjg
Ge =115 - FWosind
Oy = ﬁ . %w% sind — %wcfuy (15
o=
é = W — Wo-

A rendszer altalanos értelemben konzervativ, a
E,(u) := 1m (1+4) (1)2 + (we —w )2R2) + j(r@, + Rw )2 + mgy — meRw? cos § (16)
n = 9 J y c 0 ] x c gy 0

mennyiség ugyanis idében alland6 (B, = 0). Az els6 tag a mozgdsi energidval van kapcsolatban, a masodik a
gravitdcids potencidl, a harmadik pedig a gerjesztésbdl adoédo potencial.
Ha megkeressiik (15) staciondrius mozgdsait, a megoldasok két csaladjat kapjuk:

0

Uy 0 Uy

We wo We wo

~ _ g R . ~ — 9 _ R .

W | = Froo +wWo| =:uop1, We | = Froo 7 Wo | =:Uup2, a7
Y Y Y Y

1) 0 ) T

mindkét esetben y° tetszlegesen vélaszthaté nemnegativ 4llandé, mely azt fejezi ki, hogy milyen magasra emel-
kedett a goly6 az edény aljahoz képest. A ug; megoldds esetén § = 0 azt jelenti, hogy a goly6 a keriilet mentén
a gerjesztés irdnyaban helyezkedik el. Mig a ugy megoldasndl § = 7 azt jelzi, hogy ekkor a goly6 a gerjesztéssel
atellenes irdnyban helyezkedik el.

Ha linearizdljuk a (15) egyenletet a ug; megoldas koriil, a

) , ,
0wy dtrRe dgre 0 0
0 0 0 —y5 2w
u=|—luw 0 0 0 - | (u—un)+0*(u—uy) (18
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0



rendszert kapjuk, ahol O? jelzi a nemlinedris tagokat. Szamitsuk ki az egyiitthatomatrix \ sajatértékeit,

Ai 2 = Fion = Fiwo\/ 15 - s A3.4 = Fiog = Fiwgy /17? s = 0. (19)

A X5 = 0 sajatértékhez az y koordinata irdnydba mutat6 sajatvektor tartozik, mivel ugy; nem egyetlen izolalt
staciondrius mozgdst, hanem staciondrius mozgdsok egy csaladjat jelenti, melyek csak y koordindtdban térnek el
egymdstol. Mivel a rendszer konzervativ, a két tisztan képzetes gyokpdr jelzi, hogy az egyensiilyi helyzet kis meg-
zavardsara a rendszer kvazi-periodikus rezgéssel valaszol. MegfigyelhetS, hogy a rezgés «; sajat-korfrekvencidja
fligg a gerjesztés e amplitid6jatodl is, mig az o sajat-korfrekvencia az amplitidotdl fiiggetleniil az wq gerjesztési
sajat-korfrekvencia koriilbeliil 0.53-szorosa (homogén goly6 esetén).

Ha a (15) egyenletet az uy; megoldas koriil linearizaljuk, a

) )
0 0 0 0 - %l

u= —%wo 0 0 0 —% . %w% - (u—upy) + O%*(u — upy) (20)
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

rendszer adédik, ahol a matrix sajatértékei

M2 = Fwoy/ 15 - s Ay = Fiag = Fiwy\/ 75, As = 0. 30

vz

A kiilonbség az el6z8 (19) esethez képest az, hogy a A; o sajtértékek valdsak, melyek koziil az egyik pozitiv, igy
az ugg staciondrius mozgasok instabilak. Vagyis a falon val6 staciondrius gordiilést gyakorlatban csak a gerjesztés
irdnyaban (6 = 0) lehet 1étrehozni.

Vizsgéljuk meg, hogy a (17) staciondrius megolddsok milyen feltételek mellett valésulhatnak meg. A (12) fel-
tételbdl azt kapjuk, hogy az ug; megoldasok mindig a falon maradnak, mig az ug, mozgasok esetén bekovetkezik
a faltdl val¢ elvélds, ha e > R. A (13) feltételbdl pedig azt kapjuk, hogy az ug; és uge megolddsok esetén akkor

kovetkezik be megesiszas, ha wy < illetve wg < ,/——. Vagyis ha a gerjesztés frekvencidja nem

/g
u(R+e) u(R—e)

elég nagy, akkor a goly6 megcsuszik a falon, a staciondrius gordiilé mozgas nem alakul ki.

4. STACIONARIUS MOZGASOK AZ EDENY ALJAN GORDULESKOR

Tekintsiik most azt az esetet, amikor a goly6 gordiil az edény aljan, de nem ér hozza az edény faldhoz. Ekkor a
(8)-(10) dsszefiiggésekbdl az ismeretlen er6komponensekre az

J 2 J 2 s
+ = ———mewg; cos 0, A, =mg, A, = ——mew sind 22
1+ ° v =g T ;e (22)

kifejezések adédnak. Az azonosan nulla véltozok levilasztdsa utdn egy W =2 RS fizistér adédik, melynek egy
pontjgta W 3 w := (v, we, @y, T, ) vektor irja le. A kapott differencidlegyenlet a

by = —wi(R—x) — psew]cosd

We = %wcvx - ﬁ . Rixwg sin &

i;y = %wcvz — ﬁ . %wg sin § (23)
T =v

5 = W — Wo

alakba frhat6. Ismét taldlhat6 altalanositott energiafiiggvény,

Eufw) = gm((14 ) (02 + (e — w0 2(R — 2)?) +5(r, — Resc)?) ~

—m(R — z)w? (e cosd + (1+ §)(R — 9:)), (24)

a rendszer konzervativ. A

Vg 0

We wo

@y | = @Y =: wo, (25)
T R - ﬁje

1) T

staciondrius mozgdsok egyparaméteres csalddot alkotnak, ahol @, tetsz8legesen megvalaszthatd. Vagyis a stacio-
ndrius mozgas létrejohet attdl fiiggetleniil, hogy a goly6 milyen szogsebességgel forog a fiiggdleges tengely koriil.



Viszont az edény fala miatt a = > 0 feltételnek teljesiilnie kell, vagyis a staciondrius mozgés csak aze < (1 +j)R
esetben létezik. A (23) egyenleteket a (25) staciondrius mozgds koriil linearizalva a

0 —rwoe 0w 0
%(1 + j)wo 0 0 0 w3
W = Lo 0 0 0 5 wd| - (w—wo)+O*(w—wy) (26)
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
rendszert kapjuk. A matrix sajatértékei
)\1’2 = )\3}4 = :tiwo, )\5 =0. (27)

A zérus sajatértékhez az w, irdnyu sajdtvektor tartozik, mely a staciondrius mozgédsok egymdshoz képesti elhe-
lyezkedését jelzi. Ezen kiviil egyetlen, kétszeres multiplicitdsu tisztdn képzetes gyokpart kapunk, melyhez nem
talalhaté a multiplicitisnak megfeleld szdmi sajatvektor. Igy a staciondrius mozgds instabilis.

Ellenérizziik az (25) staciondrius megoldds létezését a (12)-(13) feltételek alapjan. A (12) feltétel mindig telje-
siil, a goly6é nem emelkedik el az edény aljar6l. A (13) feltételbdl pedig az kovetkezik, hogy a golyé megcesuszik,

ng(1+35)

ha wg > o

5. STACIONARIUS MOZGASOK KETPONTOS GORDULESKOR

Abban az esetben, amikor a goly6 két pontos gordiilést végez, a kontakter6k nem hatarozhaték meg egyér-
telmtien, mivel az A és B pontokban felirt gordiilési feltételek nem fiiggetlenek egymast6l. A keriileti irdnyd
komponensekre az

A, =B, = . —i2j mewg sin § (28)

Osszefliggést kapjuk, mig az A,, Ay, B, B, hatdrozatlanok. Ennek ellenére a mozgds meghatdrozhaté: tekintsiik
a Q:=UNW = R? fazisteret mint a @ > q := (w,, ) dllapotvektorok terét. Ekkor a dinamikét a

. 1 e, 2.
We = —775 - Swisind,
{6 wl—i-QZu R*0 (29)

differencidlegyenlet irja le. A rendszer ismét konzervativ 4ltaldnos értelemben, a
1
E,(q) = im(l 4+ 25)(we — wo)*R? + meRw2 (1 — cos d) (30)

energiafiiggvény id6ben dlland6. A staciondrius mozgdsok

[a(ﬂ = [LBO] =:qo1, [ugz} = [C;O] =:qo2- 3D

A falon val6 gordiilés (17) megoldasahoz hasonldan a gerjesztés irdnydba es6 (§ = 0) és ezzel szemkozti irdnyba
es0 (0 = 7) staciondrius mozgést is kapunk. Az elGbbi esetben a

) 0 ——L1_ .22
q= [1 1+2]O R 0} “(a—qo1) + O*(g — qo1) (32)

linedris rendszert kaphatjuk, ahol az egyiitthatématrix sajatértékei

Mg = Fia = Fiwoy/ 1357 - F- (33)

Vagyis a qg; staciondrius mozgds a konzervativitas miatt neutrdlisan stabilis, dlland6 amplitdddji rezgések alakul-
nak ki. Erdemes megfigyelni, hogy a kis rezgések a korfrekvencidja alacsonyabb, mint a (19) esetben kapott o
korfrekvencia.

A qp2 staciondrius mozgds esetén a

) 0 —L_.e.?
q= { 1425 Rwo} (@ — qo2) + O*(q — qo2) (34)

linedris rendszert kapjuk a

Mg = Fwo\/ 1355 - £ 35)

sajatértékekkel. A két valds gyok koziil az egyik pozitiv, igy a qgo staciondrius mozgas instabilis.
Kétpontos gordiilés esetén a kontakter6k nem hatdrozhatok meg, igy a (12)-(13) feltételek nem alkalmazhatdk.
Azonban a megolddsok 1étezése vizsgalhaté kozvetleniil a dinamikabdl is. Ha a (31) staciondrius mozgdast olyan
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2. 4bra. Bifurkacids diagramok. A bal oldali dbra azt a bifurkdciét mutatja, ahol a kétpontos gordiilés (gerjesztés
irdnydba esd) qp; staciondrius megolddsa és a falon valdé gordiilés up; megfelelé megoldasa 1ép kapcsolatba.
A jobb oldali dbran az a bifurkacié lathatd, ahol a kétpontos gordiilés (gerjesztéssel ellentétes irdnyba esd) qoo
staciondrius megolddsa €s a talajon gordiilés wq staciondrius megolddsa keriil kapcsolatba. Az dbrdkon a folytonos
vonal a megvaldsuld, a szaggatott vonal pedig a l4tszélagos megolddsokat jeldli.

zavards éri, mely megszakitja a kapcsolatot a golyd és az edény alja kozott, akkor a (15) egyenlet 1ép életbe.
Helyettesitsiik a (31) megolddsokat a (15) egyenlet elsé sordba, igy mindkét esetben kapjuk:
J 2 1
[
Ha 9, < 0, akkor a (15) vektormez$ visszaloki a golyot a kétpontos gordiilés dllapotdba. Ez akkor 4ll fenn, ha

(36)

Uy

JR’
gordiilés. Ebben az esetben a kétpontos gordiilés valéjdban nem tud kialakulni.
Tekintsiink most egy olyan zavarast, mely az edény faldval val6 kapcsolatot sziinteti meg, ekkor a (23) egyenlet
1ép életbe. Helyettesitsiik a (31) megoldasokat (15) elsé soraba:

wo < 4/-%. Ha viszont ¥, > 0, akkor a golyé felemelkedik az edény aljardl, és tartésan kialakul a falon valé

by = —WeRF ewy, (37)

1+
ahol a £ a qq illetve g2 megoldasok esetén érvényes. A (36) kifejezéshez hasonldan azt feltételezhetjiik, hogy
a kétpontos gordiilés abban az esetben létezik, ha v, < 0, ekkor a goly6é nem vdlik el az edény falatdl. Ez a qo;
megolddsra mindig teljesiil, a qg2 megolddsra viszont csak akkor, ha e < (1 + j)R. Ha ezen feltétel nem teljesiil,
akkor a qp2 megoldds nem létezik, a goly¢ elvélik az edény falatol.

Sziikség lenne még annak vizsgdlatdra, hogy a golyé megcsiiszhat-e egyik vagy mindkét kontaktpontban. Ez az
elvalashoz hasonléan megtehetd kozvetett médon, a rendszer cstszdsi esetekben felirt differencidlegyenleteinek
vizsgdlataval. A szadmitds hosszadalmas, jelen tirgyaldsunkban nem tériink ki rd. Fontos azonban megjegyezni,
hogy bizonyos paraméterértékek mellet a megcstiszds tovabb szigorithatja a kétpontos gordiilés 1étezésének fel-
tételét. Sot, az egy- illetve kétpontos cstszas esetén is el6fordulhatnak djabb staciondrius mozgasok (lasd [3],

[4])
6. A STACIONARIUS MOZGASOK BIFURKACIOI

A kiilonféle staciondrius mozgasok 1étezésére kapott feltételek és a paraméterek nagy szdma miatt nem val-
lalkozunk a rendszer bifurkacidinak atfogé bemutatdsdra. Csupan két példat mutatunk arra, hogy a paraméterek
valtoztatdsa esetén a rendszer nem-folytonos viselkedése milyen jellegbeli valtozast okoz a staciondrius mozga-
sokban. A rendszerben egyensilyi helyzetek nem-folytonos bifurkéciéi jelennek meg, melyek elméletét roviden
[6, 7], atfogdan pedig [8] mutatja be.

Tekintsiik elészor a > j Ri;e esetben a ug; €s a qp; staciondrius mozgasokat az wy gerjesztési korfrekvencia
véltoztatdsa kozben. A staciondrius megoldas helyzetét az edény falan valé porgés w, = @, + %wc szogsebessé-
gével irjuk le, mely a goly6 (3) szogsebességének radidlis irdnyd komponense. Az eredmények a 2 abra bal oldaldn
lathatéak. A folytonos vonalak a valodi staciondrius mozgésokat jelolik, mig a szaggatott vonalak a Idtszolagos
staciondrius mozgdsokat, ahol valamilyen feltétel lehetetlenné teszi a megoldds megvaldsuldsat. Lathato, hogy a
gerjesztés wy korfrekvencidjat ndvelve a qg; staciondrius megoldas w, porgési sebessége ardnyosan novekszik.

Elérve az wg = /% értéket (fekete pont az dbran) a kétpontos gordiilés a talajtél valé elvalds miatt mar nem

johet 1étre. Ezen értéknél a falon gordiilés ug; staciondrius megoldés az y° = 0 esetben egybeesik a kétpontos
gordiiléssel. Elsé ranézésre olyan szokatlan bifurkdciordl van sz, melyben a két egyensulyi helyzet 6sszeolvad.



Val6jdban a helyzet bonyolultabb, hiszen ug; nem egyetlen staciondrius mozgds, hanem staciondrius mozgasok
egyparaméteres csaldadja. Ilyen bifurkdciéra utalds a szakirodalomban jelenleg nem taldlhatd. Az abran lathatd
tovabbd, hogy a falon valé megcsiiszds egy tovabbi korlatot jelent az ug; megoldds létezésére. Ezek a jelensé-
gek nagyon hasonlé formaban megfigyelhet6k a golyds aramlasméré modelljében is [4]. Mivel ezen staciondrius
mozgasok stabilisak, ezen bifurkacié vizsgalata megvaldsithat6 lenne kisérletileg is.

Tekintsiik most a p < % esetben a qg2 €s a wy staciondrius mozgdsokat az e gerjesztési amplitidé valtoz-
tatdsa kozben. Az eredményeket a 2. dbra jobb oldaldn l4thatok. Amennyiben a gerjesztés e amplitiddja kisebb,
mint R(1+ j), akkor egyidejiileg 1étezhet az edény aljan gordiilés wq staciondrius mozgdsa és a kétpontos gordiilés
Qo2 staciondrius mozgédsa. Elérve az e = R(1 + j) értéket (fekete pont az dbrdn), mindkét megoldds megsziinik
létezni. Ezen viselkedés megfeleltethetd a nem-folytonos nyereg-csomé bifurkaciénak [6, 7], azonban az érintett
egyensulyi helyzetek tisztan képzetes és zérus karakterisztikus gyokei miatt annak egy elfajult esetérdl beszélhe-
tiilnk. Tovabba az edény aljan torténd megcsuszas miatt e kis értéke esetén nem jon 1étre a w staciondrius mozgéas.
A goly6s dramldsmérd esetében ez a bifurkdcié nem jelenik meg. Mivel mindkét szerepld staciondrius mozgas
instabilis, ezen bifurkacié vizsgélata kisérletileg nehézkes lenne.

7. KOVETKEZTETESEK

A hengeres edény mozgatdsaval gerjesztett golyé vizsgélatira egy olyan mechanikai modellt hoztunk létre,
mely az edény és a goly6 kapcsolatdnak harom lehetséges esetét (gordiilés, csiiszds, elvdlds) tartalmazza. A két
kontaktpont miatt 6sszesen 9 kiilonféle viselkedés alakulhat ki, melyek egyiitt egy nem-folytonos dinamikai rend-
szert alkotnak. A staciondrius mozgésok stabilitdsit €s a megvaldsulds feltételeit vizsgéltuk az edény faldn és aljan
torténd egypontos gordiilések, valamint a kétpontos gordiilés esetén. Tobbféle lehetséges staciondrius mozgast
is kaptunk, melynek 1étrejottét az edény feliiletétdl valo elvalas és az edény feliiletén valé megcsuszas korldtoz-
za. Az elvilas feltételét a kétpontos gordiilés esetén, kdzvetett modon tudtuk ellendrizni kozvetleniil a magasabb
dimenziés dinamikai rendszer segitségével. A kétpontos megcsiiszas vizsgalata tovabbi szdmitdsokat igényelne.

Megvizsgaltuk a staciondrius mozgasok nem-folytonos viselkedésbdl adédé bifurkacidit. A 2. dbra bal oldalan
lathat6 bifurkacié megfelel§jét korabban a golyds dramlasmérénél is sikertilt kimutatni. Ez azt a jelenséget tartal-
mazza, amikor nagy gerjesztési frekvencia esetén a goly6 elvdlik a talajtdl és kizarélag a falon kezd el gordiilni.
A 2. 4bra jobb oldaldn lathaté nem-folytonos nyereg-csomé bifurkacid viszont tjdonsag a golyds aramlasmérd-
nél kapott eredményekhez képest. Ez azt jelenti, hogy az edény aljan 1év$ egypontos gordiilés és a gerjesztéssel
szemkozti oldalon kialakul6 kétpontos gordiilés staciondrius mozgdsai egy bizonyos gerjesztési amplitidot elérve
egyszerre eltlinnek.

A tovéabbiakban célszer( lenne a szamitasokat az eddig nem vizsgélt esetekre (példaul kétpontos cstizsas) is el-
végezni. Erdemes lenne tovabba kisérleti berendezést épiteni a kapott analitikus eredmények ellendrzése céljabol.
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