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Bevezetés

Bevasarlas kozben bizonyara tapasztaltuk mar, hogy haladas kozben a bevasarlokocsi
kerekei gyakran furcsa, szabalytalannak tiné rezgésbe jonnek. Arra viszont nemigen
gondolunk, hogy hasonl6 rezgés vezethet komoly balesetekhez a versenymotorok esetén. A
jelenség jol mutatja, hogy gyakran egészen egyszer(i, mindennapi jelenségek mogott rejt6zik
egy bonyolult fizikai vagy akar mérnoki probléma.

Jelen dolgozat témaja a vontatmanyok, jarmutelemek szabadon futé kerekeinek vizsgalata.
Az ilyen rendszerek kozos jellemzéje, hogy a kerék csapagyazasat tartalmazé jarmtelem
nem mereven, hanem egy csappal vagy gdmbcsukldval van a jarmi tobbi részéhez rogzitve,
mely koriill szabadon elfordulhat. Ilyen kialakitast talalunk a kamionvontatmanyoknal, a
reptlégépek orr-futomiveinél, de j6 példa a mar emlegetett bevasarlokocsi is. Elsére nem
kézenfekvé, de a biciklik és motorkerékparok elsé kerekei is ilyen struktiraval rendelkeznek.

Szeretjiik, ha ezen eszkozeink kiszamithatéan miikédnek, aminek latszolag ellentmond a
szabadon elforduld jarmtielem. Azonban helyes tervezés esetén a csapnal fellépé erék és a
kerék gordiilése altalaban a megfelel6 iranyba szabalyozzak a vontatméany mozgasat. Ezért
tudunk bevasarlokocsit tolni, utanfutdkat vontatni, sét, akar utanfutdéval tolatni is. A
kerékparok és motorok esetén pedig a kéz altal kifejtett erd is segit ebben.

Azonban bizonyos esetekben a kerék és a csapagyazast tartd jarmielem furcsa,
on-gerjesztett rezgésbe jon. Ezt a jelenséget, mely egyenes vonalu egyenletes haladaskor is
létrejohet, ,shimmy”-jelenségnek nevezi a szakirodalom. Bizonyos esetben a rezgés a
megcsuszasig, a felborulasig vagy a jarmid karosodéasaig fokozodhat, melyek mind silyos
balesetforrast jelentenek.

A shimmy”-jelenség régota kutatott téma a szakirodalomban. Jelen dolgozatban arra
keresiink véalaszt, milyen hatassal van a jelenség kialakulasara, ha a szabadon elforduld
jarmtelem nem fiiggéleges, hanem ahhoz képest megdontott csap korill fordulhat el
Felmeriilhet a kérdés, hogy milyen mérnoki szempontok alapjan tessziik ezt fel. Egyrészt
természetesen gyartas, de akar miikodés kozben is keriilhet kis mértékl ferdeség a csap
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érdemes-e eleve ferdére gyartani a felfiggesztést.

El6szor attekintjik a modellezési lehet6ségeket, majd felallitunk egy alkalmas mechanikai
modellt és annak segitségével vizsgaljuk a rendszer miikodését.
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1. A mechanikai modell felallitasa

Ahhoz, hogy minél alkalmasabb modellt valasszunk, érdemes koriilnézni, hogy a
szakirodalomban milyen mechanikai modelleket alkalmaznak. Majd felallitjuk sajat
modelliinket.

1.1. Modellezési lehet6ségek ismertetése

Az irodalomjegyzék [1], [2], [3], [4], és [5] pontjaban szamos kiilonféle mechanikai
modellt talalunk a shimmy-jelenség leirasara. Most ezeket nem cikkenként, hanem

tematikusan rendszerezzuk.

1.1.1. A vizsgalt rendszer elemei

Egy fizikai modell végs6 soron nem mas, mint egy viselkedésen alapul6 hasonlat, mely a
tapasztalat bizonyos elemeit egy matematikai struktirdhoz kapcsolja. Egy jo hasonlat a
koltészetben is a 1ényeget emeli ki, és elhagyja a kevésbé fontosat. Mely elemeket is kivanjuk
modellezni a fizikai vilag egészéb6l? Adott a jarmi, mely szamos alkatrészbdl all, és adott a
kiilvilag. A kilvilag és a jarmi kapcsolatabol csak két elemmel fogunk foglalkozni, az ut és
kerék kapcsolataval és a gravitacioval.

A hivatkozasokban szerepl6 modellek szinte mindegyike tovabb szikiti a modellezendé
létez6k szamat azzal, hogy csupan a jelenség szempontjabol érdekes alkatrészeket veszi
figyelembe kozvetlen médon. Abbél a feltevésbdl indulnak ki, hogy a vontatott kerék nem
befolyasolja a jarm( tébbi részének mozgasat. Igy a jarmii tobbi része csak a rendszer
hataran megjelend kinematikai peremfeltételként, tobbnyire allandé sebességli vontatasként

jelentkezik.

A modell szempontjabdl négy létfontossagu elemmel kell foglalkoznunk. Mindenképpen
foglalkoznunk kell az utfeliilet leirasaval. A vontatott kerék modellje pedig legkevesebb
harom alkatrészbdl all. A keréken kiviil foglalkoznunk kell a szabadon elfordulé alkatrésszel,
melybe a kerék csapagya rogzitve van. Ezt a tovabbiakban vonérudnak fogjuk nevezni. A
vonorud elfordulasat a modellek nagy része nem goémbcsuklo, hanem hengeres csap, a
kiralycsap koriil irja le. A kiralycsap mar mereven kapcsolodik a jarmi tobbi részéhez, ilyen
moédon a jarm mozgasabdl szarmazo kényszert a kiralycsapra kell el6irni. A harom
alkatrész egyértelmtien elkiilonithet6 a bevasarlokocsi kerekének példajan, melyet a

kovetkezd abra mutat.
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vonorud

& o kiralycsap
)

kerék

1. dbra: A modell elemei a bevasarlokocsi esetén

Fontos még megjegyezniink, hogy az irodalomban taldlt modellek mindegyikében
figyelembe van véve a lateralis iranyt rugalmassag a modell egy vagy tobb pontjan. Ez a
haladasi iranyra mer6leges és a talajjal parhuzamos iranyt jelenti. Amennyiben minden
alkatrészt és kapcsolatot merevnek valasztanik, a kapott modell egyenlete tul alacsony
dimenzi6ju lenne ahhoz, hogy alkalmas legyen rezgések leirasara. Ezt figyelembe kell majd
venniink a sajat modell megalkotasanal is. Most nézziik, milyen lehetéségek vannak az egyes
elemek modellezésére.

1.1.2. Az elemek modellezése a szakirodalomban

e s

viselkedésti utfeliiletet valasztunk. A szakirodalom vizsgalt modelljei kivétel nélkiil merev
utfelillettel dolgoznak. Ez elfogadhatd kozelités, hiszen egy kemény utfeliilet, példaul
aszfaltfelilet nagysagrendekkel merevebb, mint a gumi vagy a kerékfelfiiggesztés.
Geometriat tekintve ferde vagy vizszintes talajt adhatunk meg, ami lehet sima, vagy
egyenetlen. Utdbbit altalaban kiilonb6zé amplitudéja és térfrekvenciaji szinusz-
tiuggvényekkel veszik figyelembe.

A keréknél is geometriai és dinamikai megfontolasokat kell tenntink. A kerékmodell lehet
teljesen merev, vagy a rugalmassagot figyelembe vevd, egy elfogadhaté kompromisszum,
amikor a kereket alapvetéen merevnek modellezik, azonban az utfeliilettel valé érintkezés
kornyezetében figyelembe veszik a rugalmassagot is.

Itt ki kell térni a kerék és az ut kapcsolatara is. Merev keréknél a legegyszeriibb a
gordilést egypontos érintkezéssel modellezni. Ehhez a kor és a torusz gordilé idomok a
legalkalmasabbak. A rugalmas modelleknél a talajjal egy kis feliilet érintkezhet. A keriilet
mentén végighalad6 deformaciot még idékéséssel is modellezhetjiik.

A gordiilés csak korlatozott feltételek kozott allhat fenn. A cstuszast nem feltétleniil

sziikséges figyelembe venniink, ha mégis igy tesziink, szamtalan tapadasi modellt talalunk a
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szakirodalomban.

A vonérad dinamikaja modellekben merev vagy rugalmas, geometridgja rud vagy
altalanos kiterjedt test lehet. A vonérud és a kiralycsap kozotti kapcesolatot jellemzéen
sikcsukld kényszerrel modellezik. Maga a kiralycsap is lehet rugalmas, de a csap és a
vonorud kozotti kapcesolatnal is indokolt lehet a rugalmassag figyelembe vétele.

1.2. A modell megalkotasa

A fenti tapasztalatok alapjan megalkothatjuk modelliinket. Alapvet6en a [3] cikkben
szerepld modellt kovetjiikk, azt azonban tobb ponton moddositanunk kell a ferde csap

megjelenése miatt.

1.2.1. Modellezési megfontolasok

Mivel vizsgalatunk a kiralycsap ferde helyzetének hatasat kivanja megfigyelni, érdemes
minél egyszertibb modellt alkotni, amely mar alkalmas a vizsgalatra. Ennek megfelel6en

valasztjuk meg a modell elemeit.

Az utat egy vizszintes siklapnak tekintjiik, a kereket merevnek tekintjiik, és a kett6 kozott
egypontos érintkezést tételeziink fel. Egyelére nem foglalkozunk a megcsuszassal, a kerék
gordiilését pedig ugy irjuk le, mintha egy kor gordiilne a sikon. A kerék tehetetlenségi
tenzorara annyi megkotésiink van, hogy a forgasszimmetrikus és dinamikailag
kiegyensulyozott legyen.

A kerék csapagyat idealis, surlodasmentes csuklos kapcsolattal modellezziik. A vonérud
szintén merev, és szimmetrikus a haladasi iranyba es6 fiiggbleges sikra.

A vonoérad és a kiralycsap kapcsolatat ferde csukloval irhatnank le, ez azonban a nem
lenne mikod6képes. A vonoérud elfordulasaval ugyanis a kerék megemelkedne és
lesiillyedne, amit a gordiil6 kényszer miatt nem tehet meg. Egy megoldas lehet, ha a csuklos
kapcsolat helyett hengerdugattyut épitiink be, mely megengedi a csukldé mentén torténd
lineéris elmozdulast is.

A rugalmassagot lateralis iranyban tobb helyen vehetjiikk figyelembe. A valésagban
rugalmassagot tapasztalunk a gumiképenynél, a vonoradnal, a kirdlycsapnal és a vonoérad és
a csap kapcsolédasanal. Nem kovetiink el nagy hibat, ha a modellben csak egy helyen
vessziik figyelembe, értékét azonban mddositjuk a tobbi rugalmassagnak megfelel6en. Azt a
megoldast valasztjuk, hogy a rugalmassagot a kiralycsapon belil vessziik figyelembe. Ezt
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ugy tessziik meg, hogy a kirdlycsapot két merev testbdl allitjuk oOssze. Az egyik
hengerdugattyus kapcsolatban van a vonéruddal, a masik merev kapcsolatban a jarmi tobbi
részével. A ketté kozott csuszkas kapesolat van, melyet egy linearis rugd és egy viszkézus

csillapitas szabalyoz.

A modellt az alabbi abrakon lathatjuk:

2. dbra: A mechanikai modell vazlata

X
(T1)

50
2. "

3. abra: Az alkoté testek és a kapcsolatokat leiré koordindtak, paraméterek
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4. abra: Az alkatrészek paraméterei és a nevezetes pontok

A modellben csak a (T1) és (T2) testeket tekintjik tomeggel rendelkezének, a (T3) és (T4)
testek tomegét elhanyagoljuk, ezek csak a jarmtvel valo kapcsolat leirasahoz sziikségesek.
Az eddig osszefoglaltakat, a testeket, valtozokat és a modell egyéb Osszetevdit a kovetkezd

pontban precizebben definialjuk. Erdemes minden pontot ésszevetni az abraval.

1.2.2. A modell definicidja

1. A modell 6t merev testb6l (T0-T4) all. A (T0) test talajt, a (T1) test a kereket, a (T2)
test pedig a vonorudat modellezi. A (T3) és (T4) testek a kiralycsapot és jarmt tobbi
részével valo kinematikai kapcsolatot helyettesitik.

2. A testekhez Descartes-féle koordinata-rendszereket illesztiink. A (3) abra szerinti
kiindulési pozicibban a merev testekhez kotott lokalis koordinata-rendszerek
megfelel6 tengelyei parhuzamosak egymassal, és az ott jelolt iranyokban

helyezkednek el.

3. (K1) kényszer: A (T4) test cstszka kényszerrel van (T0)-hoz kétve, a megengedett
elmozdulas y iranyd. A cstszka iranyaban torténd elmozdulast q -val jeloljiik.

4. (K2) g iranyban a (T4) test elmozdulasanak sebessége v.

5. (K3) kényszer: A (T3) test cstuszka kényszerrel van (T4)-ez kotve, a megengedett
elmozdulas z iranyud, mértéke az u koordinataval adott.

6. (K4) kényszer: A (T2) test hengerdugattyt kényszerrel van a (T3) testhez kétve, a
kényszer tengelyének iranyvektora az xy -sikban van, és az x tengellyel « szoget
zar be. A csatlakozast meghatarozé pontot a (T2) testen Q -val, a (T3) testen Y -nal
jeloljik, az abran lathat6 helyzetben a két pont egybeesik. A hengerdugattyu linearis
elmozdulasat a w, elfordulasat a y koordinataval jeloljuk.

7. (K5) kényszer: A (T1) test csukloval van a (T2) testhez rogzitve, a csuklo tengelye z
irdnyd. A csukl6t meghatarozo pontot mindkét testen S, -gyel jeloljik, ez a pont a

(T2) testen lokalis negativ y irdnyban [ tavolsagra van a Q ponttél. A csuklonak
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megfelel6 elfordulast ¢ -vel jeloljik.

8. (K6) kényszer: A (T1) test koordinata-rendszerében adott x°+ y°=R” egyenlet(i kor
tiszta gordilést végez a (T0) test rendszerében felirt x=0 egyenletli sikon. A

mindenkori érintési pontot P -vel jeloljik.
9. A (T0) test inerciarendszer.
10. A (T3) és (T4) testek tehetetlenségi paramétereit zérusnak tekintjik.

11. A (T1) test stlypontja S,, tomege m,, silyponti tehetetlenségi nyomatéki matrixa

@, 0 0
sajat koordinata-rendszerében ©,=| 0 O, 0
o o0 O,

12. A (T2) test sulypontjat S,-vel jeldljik, mely az S,Q szakaszon, S,-t6l [,

tavolsagra van. A test tomege m,, sulyponti tehetetlenségi nyomatéki matrixa sajat

O, 0 0
koordinata-rendszerében @,=| 0 @, 0
0o 0 0,

13. A (T1) és (T2) testekre gravitacié hat, melynek térer6ssége g, iranya pedig a (T0)
rendszerben —x.

14. A (T3) és (T4) testek kozotti u elmozdulast egy linearis rugéd és egy viszkozus
csillapitas befolyasolja. A rugd merevsége s, a csillapitas nagysaga b. A rugd u=0
esetben feszitetlen.

Bar szinte lehetetlen matematikailag kifogastalan modell-definiciot el8allitani, mégis
érdemes torekedni a minél pontosabb matematikai megalapozasra. Egy jol definialt modell
mar a megalkotaskor magaban foglal minden informaciét, melyet a matematika deduktiv
modszereivel csak ki kell bontanunk. Bar a levezetéskor folyamatosan parhuzamba kell
allitanunk a fizikai tartalmat a matematikai modellel, kedvezd, ha ekkor a modell mar minél

teljesebben adott, és nem kell utélag pontositani.

A modellben talalhaté paramétereket a lenti tablizatban foglaltuk 6ssze. Ertelmezési
tartomanyuk altalaban a pozitiv vagy nemnegativ valés szamok halmaza. A kiralycsap «
megdontési szogét a

intervallumban értelmezziik. A vonérad [ hosszdnal megengediink negativ értékeket, ez
azt jelenti, hogy a vondrud a vontatas iranyaban el6refelé all. Emiatt a sebességnél elég a
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pozitiv értékeket vizsgalni, hiszen ha «, [ és v értékét ellentettjére valtoztatjuk, a modell

tikorképét kapjuk.
paraméter Fizikai jelentés
R a kerék sugara (gordiil6 kor sugara)
m, a kerék tomege
e,, 0, a kerék tehetetlenségi nyomatéki matrixanak elemei
a vonoérud hossza
L a vonorud és a kerék sulypontjainak tavolsaga
m, a vonoérud tomege
0,,0,,0, avondérid tehetetlenségi nyomatéki matrixdnak elemei
x a kiralycsap megdontési szoge
s a csap rugomerevsége (a (T3) és (T4) testek kozott)
b a csap csillapitasa (a (T3) és (T4) testek kozott)
g gravitacios gyorsulas
v a rendszer ((T4) test) vontatasi sebessége

1. tablazat: A modellben haszndlt paraméterek

A mar bemutatott és az abran szerepl6 id6fiiggd geometriai jelentést valtozokat az alabbi
tablazat mutatja be:

q a (T4) test elmozdulasa a vontatas soran

<

a (T3) és (T4) testek relativ elmozdulésa az egyensulyi helyzethez képest

a vonorud linearis elmozdulésa a kiralycsap mentén

a vonorud elfordulasa a kiralycsap kortil

< ==

a kerék szoghelyzete

A fenti valtozok nem fliggetlenek egymastol. A jarmi elemei kozotti kényszereket mar
figyelembe vettiik a valtozok megvalasztasakor, azonban a kornyezettel vald kapcsolat ujabb
kényszereket eredményez, a vontatas, a talajjal valé érintkezés és a gordiilés
kényszerfeltételeit. Ezek némelyike kinematikai kényszer, mely csak a sebességekre jelent
megkotést. Emiatt modelliink anhonolom mechanikai rendszer, melynek jellemzé&je, hogy a
geometriai pozici6 megadasa utan a sebességallapot kevesebb valtozoval adhaté meg, mint
amennyi a pozicidhoz sziikséges. Dolgozatunkban erre a geometriai szabadsagfok és a
kinematikai szabadsagfok terminolégiat hasznaljuk. A fogalmak bevezetését és jelentésiiket
az A fuggelékben talaljuk.
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Mivel a mozgésegyenlet felirasahoz az Appell-egyenletet fogjuk hasznalni, szitkségiink
van a redundans valtozok kikiiszobolésére. A kovetkezé6 pontban elérjik, hogy
rendszeriinket egy geometriai allapotot leiré altalanos koordinatakbol és sebességallapotot
leird kvazi-sebességekbdl allo allapotvektorral irjuk le.

1.3. A valtozdok szamanak csokkentése

Fentebb mar emlitettiik, de a (K2) és (K6) kényszereket még nem vettiik figyelembe.
El6bbit konnyen figyelembe megadhatjuk az alabbi egyenlettel:

q=v (1.1)

A (K6) kényszert, mely magaban foglal egy érintési és gordilési feltételt, viszont
lényegesen nehezebb matematikai formaba oOnteni. Elészor definialni kell a sziikséges
koordinata-rendszereket és a kozottiik 1évé kapcsolatokat.

1.3.1. A hasznalt bazisok és transzformaciok

A rendszerben két forgast jellemz6 koordinatat vezettink be, a ¢ és y valtozokat. Ezek
hatasat forgatd matrixokkal jellemezhetjiik. Ha adott egy ortonormalt bazis, és a forgatas
tengelye valamelyik bazisvektorral parhuzamos, a transzformacioés matrixot az alabbi moédon
szamithatjuk az adott bazisban felirva:

T(k,A):=[t;(k,A)] (1.2)
A 3x3-as matrix elemeinek definicioja:
t;(k,A):=6,(cosA+ 8, (1—cosA))—€,sinA (1.3)

A képletben i, j,k€{1;2;3} , 5,~j a Kronecker-szimbdélum, €, pedig a Levi-Civita
tenzor. Az elvontnak tiné formula nagyon is hasznalhaté jelentést takar. Ha a (1.2)
formulaba k helyére a forgatasi tengelyként hasznalt koordinata-tengely indexét, A
helyére pedig a forgatasra hasznalt valtozé nevét helyettesitjiik, akkor megkapjuk a jol
ismert forgatd6 matrixokat, anélkiil, hogy a vektorok vetiileteit vizsgalnank. Nézziik az
alkalmazast:

Legyen (B0) a talajhoz rogzitett bazis, ahol x irany a talajra meréleges, y pedig a talaj
sikjaval parhuzamosan a vontatas iranyaba mutat. Ha az «=0 eset allna fenn, a y
irAnyban torténé forgatas (B0) bazisban az x tengely koril torténne. Ezért definialjuk az
alabbi matrixot:




1. A mechanikai modell felallitasa

1 0 0
Ty::T(l,y)Z 0 cosy —siny (1.4)
0 siny cosy

Mivel azonban ferde tengely koriil forgatunk, magat a transzformaciot is el kell

forgatnunk. Az « szoggel valo elfordulast a kovetkezd segédmatrix adja:

cosx —sinox 0
T,:=T(3,0)=|sinx cosx 0 (1.5)
0 0 1

A ferde tengely korili forgatas matrixat a linedris algebrabol ismert oOsszefiiggéssel
kapjuk:

1—sin‘x(1—cosy) sinxcosx(1—cosy) sinasiny
T,,:=T,T,T,=|sinccosx(1—cosy) 1—cos’&(1—cosy) —cosasiny| (1.6)
—sinaxsiny cosxsiny cosy

Bar az « szoggel vald forgatas nem takar valédi mechanikai forgast, érdemes a T,
Osszetett transzformécié koztes bazisait is megnevezniink. Legyen a T(Bi,Bj) egy olyan
transzformacié matrixa a (Bi) bazisban felirva, mely annak bazisvektorait a (Bj) bazis
megfelel elemeibe képezi le. Ekkor a kovetkez6 egyenletek definialjak a (B1)-(B3) bazisokat:

T(B0,B1)=T,
T(B1,B2)=T,
T(B2,B3)=T,'

A (B3) bazis a vonoériadhoz van rogzitve, ebben a ¢ korili forgas matrixa a

kovetkez6képp adodik:

cos¢p —singp 0
T,:=T(3,¢)=|singp cos¢p 0 (1.7)
0 0 1

A (B4) bazis definicidja tehat a kovetkez6 egyenletb6l adodik:
T(B3,B4)=T,
A baziselemek kozotti transzformaciés matrixszal —egyszertien felirhatdé a
bazistranszformacié matrixa is. Jelolje T(Bi,Bj) azt a méatrixot, mely egy tetszoleges (Bi)

béazisban felirt vektor matrixat (Bj) bazisuva alakitja at. Linearis algebrabol ismeretes az

alabbi azonossag barmely két bazisra:
T(Bi,Bj)=T(Bj,Bi)
Mivel célunk a gordiil6kényszer felirasa, szitkség lesz a kerék és a talaj P érintési pontja

illetve az S, pont kozotti vektorra. Mivel a (K6) kényszer szerint egy kor gordiil a (T0)-beli
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x=0 sikon, az érintési pont ezen kor pontjai kozott az, melynek a (B0) bazisban mérve

legkisebb az x koordinataja.

Ehhez el6szor fel kell irnunk a gordiilé kor paraméteres vektoregyenletét a (B3) bazisban:

Rcose
.. (€,(B3))=|Rsine|;e€[0;2m) (1.8))
0

Ezt a vektort a T,, matrixszal vald szorzassal vihetjik at a (B0) rendszerbe, és a kapott
kifejezés x koordinatdjanak szélséértékét kell vizsgalni € valtozd fiiggvényében. Ez
azonban nehezen kezelheté kifejezéshez vezetne. Viszont kénnyebben boldogulunk, ha a

kerék x,majd y tengelyeire felirt Euler-szogeivel dolgozunk.

Vezessiik be az alabbi segédmatrixokat:

1 0 0
T,:=T(1L,¢)=|0 cosy —siny (1.9))
|0 sing  cosy

cos@ 0 sin0
T,:=T(20)=| o 1 1 (1.10)
_—sin@ 0 cosO

cosO 0 sin @
T,,:=T,T,=| sinysin® cosy —siny cosO (1.11)
—cosysinf siny  cosycosd

A két 4j bazist a kovetkezd egyenletek definialjak:
T(B0,B5)=T,,
T(B5,B6)=T,
A bazisokat a kovetkez6 oldalon 1évé abran és tablazatba foglaljak.

A valtozok fizikai jelentése a kovetkez6. A ¢ szog jelenti a kerék precesszidjat, vagyis
esetiinkben sulypontjanak haladasi irdnyat a vontatasi iranyhoz képest. A 6 szog pedig a
kerék forgastengelyre mer6leges sikjanak fiiggdleges tengellyel bezart szogét jelenti. A két 0j
koordinatat ugy kényszerezziik be, hogy a (B0) bazis z tengelyét a kerék forgastengelyébe
vigye at mind a (1.11), mind az (1.6) matrix. Ez a kovetkez6t jelenti:

T, k=T,k
Kifejtve:
sin@ sinxsiny
—sin @ cosO |=| —cosxsiny (1.12)
cos cosO cosy

11



1. A mechanikai modell felallitasa

(BO) —» (B1) — (B2) — (B3) — (B4)

»( (B5) » (B6)

5. abra: A bazisok kozétti kapcsolat

bazis merev testhez rogzitve leiras
(Bo) (T0),(T4),(T5) a (To) test sajat koordinata-rendszere
(B1) (T0),(T4),(T5) segédrendszer, (B0) merev elforgatasabol adodik
(B2) (T2) segédrendszer, (B3) merev elforgatasabol adodik
(B3) (T2) a (T2) test sajat koordinata-rendszere
(B4) (T1) a (T1) test sajat koordinata-rendszere
(B5) - segédrendszer az Euler-szogek miatt
(B6) (T2) segédrendszer az Euler-szogek miatt

2. tablazat: A levezetéshez hasznalt bazisok

A (1.12) egyenletrendszer megoldasa, figyelembe véve, hogy a rendszer csak a
0e(—m/2;m/2) intervallumban miikédéképes:

sin 0 =sin xsin y (1.13)
cosOZ\/l—sinzasinzy

cosxsiny

quj‘\/ .2 .2
1—sin xsin"y

cos
cosy = Y

\/l—sincxzsiny2
Ezzel kifejeztik az Euler-szogeket a tobbi valtozé fiiggvényeként. Nézzik az
Euler-szogekkel valo feliras hatékonysagat. Szorozzuk meg a (1.8) kifejezést a (1.11)

matrixszal és vizsgaljuk annak x koordinatajat. A masodik egyenletben kihasznaljuk, hogy
a kerék forgastengelye, igy a koregyenletek is egybeesnek a (B3) és (B6) bazisok esetén.

i1 (€,(B0))=i" T, Ty (€,(B6))=i' T, Ty (€,(B3))=RcosOcos e

Ennek minimuma egyszer(ien adodik, azt e=—1r esetén veszi fel. Ekkor:

12
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—R
rkdr(_Tr’(Bé)): 0
0

Ez éppen a minimalis x koordinataju pontba, vagyis a talajjal val6 érintkezési pontba
mutat. Ennek segitségével nagyon egyszerti alakban felirhat6 a kovetkezé helyvektor.

1
r(P;S,;(B6))=Ri=R|o0
0

Ez atirva a (B0) bazisba:

cosO
r(P;S,;(B0))=RT,,i=R|—sin y cos0 (1.14)
cos  cosO

Majd felhasznalva (1.13)-at:
1—sin’ o sin® Y

r(P;S,;(Bo))= ———
\/1—sm xsin”y

sin & cos o sin’y (1.15)
—sinasin ycosy

Most mar megvan a kerék kozéppontjabdl az érintési pontba mutatd vektor, igy

felirhatjuk az érint6- és gordilé kényszereket.

1.3.2. A érint6kényszer figyelembe vétele

Az érint6kényszert konnyen megfogalmazhatjuk, ha figyelembe vessziik, hogy a (K1) és
(K3) kényszereknek megfeleléen Y pont x koordinatdja allandé a (T0) rendszerben.

Ennek felirdsahoz szitkségiink lesza S,Q és QY vektorokra is.
0

r(S,;0;(B3))=lj=I|1
0

sin x cosx(1—cosy)

r(5,;0;(B0))=IT,, j=I 1—cos’x(1—cosy) (1.16)
cosxsiny
1
r(Q;Y ;(B1))=—wi=—w|0
0

13



1. A mechanikai modell felallitasa

COS X
r(Q;Y ;(B0))=—wT, i=—w|sin«
0

Most mar felirhatjuk az érint6kényszert:
i'(r(P;Y ;(Bo))|=C
i'(r(P;S,;(B0))+r(S,;Q;(B0))+r(Q;Y;(B0))|=C

R\/l—sinz(xsinzy-l—lsin(xcosa(l—cosy)—wcosa:C (1.17)

A C konstans azért jelenik meg, mert w koordinata nullpontja nincs definialva a
modellben. Most ezt Ugy szeretnénk hatarozottd tenni, hogy a y =0 helyzethez a w=0
koordinata tartozzon. Ezeket beirva (1.17)-be adddik:

R=C
Igy (1.17)-bél kifejezhetd w :

w=— R (1—\/ 1—sin2(xsin2y)+lsin(x(1—cosy) (1.18)

CoS X

1.3.3. A gordiil6kényszer figyelembe vétele

Az érint6kényszer megfogalmazasa utan irjuk fel a gérdilékényszert. A P és Q pontok
kozott felirhato az alabbi elemi 6sszefiiggés (bazisfiiggetlen alakban):

v(P)+w ((T1))Xr(P,S,)+w((T2))xr(S, Q)=v(Q) (1.19)

A gordiilés miatt a P pont sebessége zérus:
v(P)=0

Ennek kifejtéséhez érdemes a vektorokat a (B1) bazisba transzformalni, hogy egyszeriibb
alakokat kapjunk:

R cos &
T(P;Sl;(Bl)):T:r(P;51;(30)):\/ﬁ —sin accos”y
1=sinacsin'y —sin«sinycosy
sin
r(S,;0;(B1))=T,'r(S,;0;(B0))=I|cosxcosy
cosxsiny
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A Q pont sebességét egyszertien felirhatjuk:

WCoSs X
v(Q,(B0))=vj+uk+wT_ i=|v+wsinx
u

w+ vsin«x
v(Q,(B1))=T,'v(Q,(B0))=| wvcos«x
i
Nézziik a szogsebességeket a lokalis rendszerekben. A harmadik paraméter a
vonatkoztatasi rendszert jeloli, ha hianyzik, akkor az a (T0) inerciarendszert jelenti.

0
w ((T1);(B3);(T2))=¢pk=| 0
¢
Y
w ((T2);(B1))=yi=|0
0
Y
w((T1);(B1))=T, T, e ((T1);(B3);(T2))+e((T2):(B1))=| =g siny
¢cosy

Most mar minden vektorunk adott a (B1) bazisban, helyettesitsiink vissza az (1.19)
egyenletbe. Igy kapjuk:

sin xcos y .
—— — 5 R¢

\/1—sm xsin'y

sin xxsin y cos .
Y yR—cosasmyl

COS (X COS y . w+vsin
2 2 Rd)
1—sin"asin"y

y+\/1—sin2(xsinzy =| vcos«x (1.20)
u

. 2 .

—sin «x cos . cos« sin .

= 4 R+cosaxcosyl|y+ = 3/2 R
1—sin"asin™y \/l—sin xsin’y

Mivel a gordilékényszerhez hozzatartozik a (1.17) érint6kényszer, annak derivalasabol
mar kaphatunk egy kinematikai kényszert is. Igy az (1.20) egyenletek koziil csak kettd
figgetlen.

A masodik egyenletbél kifejezhetd ¢ :
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¢:% slr;S(;(/sm Y . —litany\/l—sinzasinzy—tanasiny y (1.21)

Ezt visszairva a harmadik egyenletbe, kapjuk:

COS X sin &
l —R

cosy V1—sin“acsin’y

u=vcosxtany+ Yy (1.22)

1.3.4. Altalanos koordinatak és kvazisebességek

Most, hogy megvannak a hianyzé kényszeregyenletek, valasszunk egymastol figgetlen
véltozokat. A geometriai térben altalanos koordinatékat kell keresniink. Ot valtozénk volt,
azonban (1.18) segitségével w eliminalhaté. Igy az altalanos koordinata-vektorunk négy
dimenzids lesz:

qa'=lu ¢ q vl (1.23)

A sebességtér azonban kevesebb koordinataval is leirhat6. Az altalanos koordinatak
derivaltjai y kivételével kifejezheték a (1.1), (1.21) és (1.22) kinematikai kényszerek
segitségével. Igy egyetlen kvézisebességet kell valasztanunk. Az egyszertiség kedvéért legyen
ez

1) ;:y (1.24)

Igy a sebességteret az altalanos koordinatavektoron kiviil egy csupan egydimenzids
kvazisebesség-vektor hatarozza meg:

NT.

q =|w] (1.25)

Vagyis a rendszernek geometriai szempontb6l négy, kinematikai szempontbol egy
szabadsagfoka van.

Egy 6t valtozobdl allo vektort alkothatunk:
%" :[ u ¢ qg y w

Ezt a vektort allapotvektornak nevezhetjiik, hiszen az 6t valtoz6 segitségével megadhaté a
mechanikai rendszer valamennyi pontjanak pozicidja és gyorsulasa, vagyis a rendszer
allapota. A masodik fejezet célja az, hogy felirjuk ezen allapottér differencialegyenletét.
El6bb azonban még érdemes csokkenteni paramétereink szamat.
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1.3.5. Dimenziotlan valtozok és paraméterek bevezetése

A dimenzidtlanitas alkalmas hasznalataval ugy csokkenthetjik paramétereink szamat,
hogy koézben nem veszitjik el azok fizikai jelentését. Egy fizikai feladatban a paraméterek
szamat dimenzidtlanitassal annyival csokkenthetjik, amennyi az alapmértékegységek
szama. Esetiinkben ez a szdm harom, és harom mértékegység szempontjabol linearisan
fuggetlen alapparamétert kell valasztanunk. Legyen ez a kerék R sugara, a kerék m,

tomege és a g gravitaciés konstans. Ekkor definialhatjuk az aldbbi dimenzidtlan

paramétereket:
_1 _L
e (1.26)
_m, _ 0, G o, _0,
Pm-—ml,pxr mle ,pzl mRz,sz lz ,PyZ' mZIZ
K:: : —\/7 V=
\/gR

Ahhoz, hogy a paraméterek szama valoban csokkenjen, a valtozokat is dimenzidtlanitani
kell. Az id6 dimenzidtlanitasdhoz a gravitacids térersséget és a sugarat hasznaljuk. Legyen

T :Zt\/% (1.27)

Ekkor egy tetszéleges X fliggé valtozo dimenzidtlan id6 szerinti derivaltjat vesszével

_oX ax\f \F (1.28)
ot R

az 1j fuggetlen valtozo:

jeloljiik:

Ekkor az 4j fiiggd valtozoink:

_u
Bi=s (1.29)
-
§:=7
i
8

A két szog jellegli valtozo mar eleve dimenzi6é nélkiili. Megalkothatjuk a dimenzidtlan
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1. A mechanikai modell felallitasa

allapotvektort:

x'=[B ¢ £ y o (1.30)

A kovetkezd fejezetekben felirjuk a rendszer differencialegyenletét majd a megoldasok
stabilitasat fogjuk vizsgalni. El8szor megnézzik, mi torténik, ha a rugalmassagot
elhanyagoljuk, majd a teljes, rugalmas-csillapitott modellel fogunk foglalkozni.

Bar a mozgasegyenleteket a hagyomanyos valtozokkal irjuk fel, arra téreksziink majd,
hogy a dimenzié nélkiili valtozokat behelyettesithessiik. Ekkor kevesebb paraméter hatasat
kell figyelniink.
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2. A rugalmassag nélkiili modell mozgasegyenlete
és stabilitasa

Mar emlitettiik, hogy ha a kiralycsap ferdeségének hatasat vizsgaljuk, érdemes minél
egyszerlibb modellt alkotnunk. Ebben a fejezetben révid kitérét tesziink egy olyan modellel,
mely nem alkalmas a shimmy-jelenség vizsgalatara, azonban mar megfigyelhet6 rajta a csap
ferdeségének bizonyos hatasai.

2.1. A rugalmassag nélkiili modell megalkotasa

Az els6 fejezetben bemutatott modellbdl akkor tudjuk a legegyszeriibben elhanyagolni a

« 7.

u=0 (2.1)

Ezzel lényegében egyetlen merev testté kapcsoljuk Ossze a (T3) és a (T4) testeket, a
kiralycsap kettéosztott szerepe megszilinik. A (2.1) kényszeregyenlet derivaltja:

u=0

Ha ezt beirjuk a (1.22) egyenletbe, kozvetleniil kifejezheté y :

v
——COSX tan
R y

Y= 1 cosex sin & (2.2)
Rcosy y1—sin’asin’y
Visszahelyettesitve a (1.21) egyenletbdl pedig kifejezhetd ¢
Ly Ji—sin’asin’ y :
— —tanyV1—sin «sin’ y—tanxsiny |cosxtan y
b= Vi—sin‘asin"y | R (23)

R cosy I coscx sin x

R cosy V1—sin’«sin’y

Lathatd, hogy a sebességtér teljesen meghatarozott az altalanos koordinatak altal, igy
kvazisebességet nem is kell bevezetniink. A rendszernek geometriai szempontbol harom,
kinematikai szempontbdl nulla szabadsagfoka van.

Az allapotvektor igy egyben az altalanos koordinata-vektor. Az el6z6 fejezetbeli
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2. A rugalmassag nélkiili modell mozgasegyenlete és stabilitasa

dimenzidtlanitas utan:

x":=[¢ £ yl

Viszont ezen valtozok derivaltjait éppen a (2.2), (2.3) és (1.1) egyenletek adjak meg. Igy a
differencialegyenlethez nem sziikkség felirnunk a mozgasegyenletet, a rendszer
kinematikailag teljesen hatarozott.

Az elsé fejezetben alkalmazott jelolésekkel felirhatjuk a dimenzidtlan egyenletrendszert:
V1—sin’acsin’y (p, tany \V1—sin’«sin’y — tan asin y | cosax tan y

cos y COS X sin & (2.4)

pi -
cosy \/l—sinza sin”y

b=V

£=V (2.5)

—Vcosaxtany
COS X sin (2.6)

l o . 2 . 2
cosy \/1—sm xsin’y

y=

p

Lathatdo, hogy valamennyi altalinos koordinatara kaptunk egy elsérendi
differencialegyenletet. A fenti harom egyenlet, melyben csupan két geometriai paraméter (

« és p;), valamint a dimenzidtlan sebesség szerepel, determinalja a rendszer mozgasat.

2.2. Az egyensulyi megoldas stabilitasa

Mivel az egyenletek jobb oldalan csak a y valtozo szerepel, a (2.6) egyenlet lecsatolhatd

a tobbir6l. Ezen egyenletnek trivialis egyensulyi megoldasa a y,=0 fixpont. Ezt visszairva

az egyenletekbe kapjuk:
b=V (2.7)
i
y=0

Vagyis a teljes allapottérnek nem lesz itt egyensulyi helyzete, csupan egyensulyi mozgasa.

Ez nem meglepd, hiszen a kerék folyamatosan forog és a jarmu halad elére.

Linearizaljuk a (2.6) egyenletet a y(#)=0 megoldas kdérnyezetében:
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\

Pp=V (2.8)
g=V

=V

Y= p,—tan«x Y

Az els6 két egyenlet linearis kozelitésben konstans. Ezért elég a harmadik egyenlet
stabilitasat vizsgalni. Ezzel egy egyszer(i egytarolos rendszert kaptunk. Mivel a vontatési
sebesség pozitiv, az aszimptotikus stabilitas feltétele egyszert:

[
p,=E>tan(x (2.9)

Vagyis a vonoérud dimenzidtlan hosszanak minimuma van, és ez a minimum a
megdontési szogtdl fugg. Fiiggbleges csap esetén a feltétel egyszertien annyi lenne, hogy [
legyen pozitiv, vagyis a haladasi irannyal ellenkez6 iranyban alljon a vonérud.

Ha az o megdontési szog pozitiv, a stabil tartomany csokken, nem lehet akarmilyen
révidre valasztani a vonoérudat. Negativ szog esetén azonban a stabilis tartomany novekszik,
és olyan esetben is lehetévé valik a stabilis mozgas, amikor a vonorud a vontatas iranyaban
el6refelé all, mint a motorkerékpar elsé kereke esetén.

A stabilitas feltételének egyszert geometriai jelentése van, a rad egyensulyi helyzetében a
kiralycsap tengelyének talajjal valé metszéspontjanak haladasi iranyban el6érébb kell lennie,
mint a kerék érintési pontja. Ezt mutatja be a kovetkez6 abra:

—
\
® ™ a=0
P,
> a0
P,
—
> a<0
tana o p|

6. abra: A stabilitas feltételének geometriai jelentése
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2. A rugalmassag nélkiili modell mozgasegyenlete és stabilitasa

A modellbdl két fontos kovetkeztetést kell levonnunk. Egyrészt mar mutatja a kiralycsap
ferdeségének hatasait, hiszen az befolyassal van a rendszer stabilitasara. Masrészt egy
egytarolos rendszert kaptunk, ami csak statikus stabilitasvesztést képes produkalni, és nem
jelenhetnek meg benne rezgések. Ezért a modell alkalmatlan a shimmy leirasara.
Mindazonaltal a merev modell jo viszonyitasi alapot jelent, miel6tt nekilatunk a rugalmas
modell vizsgalatanak.
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Vontatmanyok stabilitasa

3. A rugalmas modell mozgasegyenlete

A mozgasegyenlet felirasinal Newton II. axiomajat hasznaljuk. A dinamika
alaptorvényének azonban szamos ekvivalens atfogalmazasa ismert, mint példaul a
Lagrange-egyenlet vagy a Routh-Voss egyenlet. Ezen moddszerek tobbek kozott abban
killonboznek, hogy milyen jellegli kényszereket képesek kezelni, és lehet-e a kényszereknek

segitségével valtozokat eliminalni.

Mar el6revetitettilk, hogy az Appell-egyenletet fogjuk hasznalni. Ennek elénye, hogy
mind a geometriai, mint a kinematikai kényszereket figyelembe lehet venni a
differencialegyenlet felirasakor és nem kell algebrai egyenleteket csatolnunk a
differencialegyenlethez. Rdadasul az Appell-egyenlet rogton elsérendt differencialegyenletet
ad. A 1.3.4. pontban lévé x allapotvektort ugy hataroztuk meg, hogy hasznalhassuk az
Appell-egyenlet valtozojaként. Ekkor az egyenletet az alabbi alakban keressiik.

x=F(x,t) (3.1)

Itt F:IR’xIR—IR’, mely a paraméterektdl is figg.

3.1. A kinematikai egyenletek

Maga az Appell-egyenlet csak a newtoni axiémat tartalmaz6 egyenlet, a kinematikai
kényszerekbdl és a kvazisebességek definiciojabdl ujabb egyenleteket kapunk. Ezeket mar
meghataroztuk az 1.3. pontban, csak 6ssze kell gyijteniink ¢ket.

Vegyiik az (1.1) (1.21), (1.22) és (1.24) egyenleteket. Az elsé harombol (1.24) segitségével
elimindlhatjuk y derivéltjat. Igy az alabbi négy skalaregyenletet kapjuk:

. v 1-sin*asin’y |1 PSS
b=— y—i— —tany\/l—sinz(xsinzy—tan(xsiny w (3:2)
R cosy R
) COs & sin
u=vcosxtany+|/ —R > — | W
cosy  Vi-sin‘asin’y
q=v
y=w
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3. A rugalmas modell mozgasegyenlete

Ezzel az ot skalaregyenletbdl négyet meg is kaptunk. A kinematikai kényszerek tehat
meghatarozzak az allapottér harom dimenzidjanak viselkedését, a kvazisebesség-definicio
tovabbi egyet. Igy a valédi mozgasegyenlet egy dimenziés lehet. Ezt fogjuk felirni
Appell-egyenlettel. Az Appell-egyenlet levezetését és elméleti hatterét a [8] irodalomban
talaljuk.

3.2. A mozgasegyenletet levezetése Appell-egyenlettel

Mar csak egy skalaregyenlet felirasa van hatra, de ehhez még sok algebrai szamitast kell

végeznlnk.

Ahogy a Routh-Voss egyenlet a mozgasi energiat, az Appell-egyenlet a gyorsulasi
energiat vagy Appell-figgvényt alkalmazza a rendszer allapotfiiggvényeként. A moddszer
hatranya, hogy a gyorsulasi energia felirasa koriilményesebb a mozgasi energianal. Ezt mar
a definicidban is lathatjuk.

Az anyagi pont gyorsulasi energiaja:

S :% ma’ (3.3)

Ugyanez merev testre integralassal hatarozhat6 meg, melyet itt nem részleteziink:
1 5 1 7 T 1,
S—Emas-l-gs O,e+(eXw) @Sw+5w wO,w (3.4)

Utobbi kifejezésben m témegli és @4 stlyponti tehetetlenségi métrixi merev testrél
beszéliink, ahol ag a test silypontjanak gyorsulasat, w a test szogsebességét, € pedig a

test szoggyorsulasat jeloli.

Ha figyelembe vessziikk a geometriai és kinematikai kényszereket, a gyorsulési energia
altalanos esetben az id6tél, az altalanos koordinataktol, a kvazisebességekt6l és utodbbiak
derivaltjaitol fiigghet:

S=f(q.§,4.t) (3.5)
Az Appell-egyenlet ebbdl:
0S
—=1I,
aqi 1 (36)

Bal oldalt az Appell-fiiggvény kvazigyorsulasok szerinti derivaltjai vannak, jobb oldalt
pedig a kvazierék szerepelnek, melyek a valddi erdk transzformaltjai a kvazisebességek
terébe. Esetiinkben egyetlen Appell-egyenlet lesz, hiszen csak egy kvazisebességiink van.
Lassuk, hogyan kapjuk ezt meg.

24



Vontatmanyok stabilitasa

3.2.1. Az Appell-fiiggvény felirasa

Az Appell-figgvény (3.4) felirasaban négy tag szerepel. A hosszadalmassag miatt ezeket
az S,((Tj)) médon fogjuk jelolni, ami a (Tj) test Appell-fiiggvényének i-edik tagjat jelenti.
Példaul (a bazisjelolések mell6zésével):

1
S,((T1)=Z&((T1)'@ (T1));€ (T1))
A kovetkez levezetésben f(x,;x,;...x,) egy olyan altalanos kifejezést jelol, mely csak

a paraméterlistan megadott valtozoktol fiigghet.

Az Appell-fuggvényhez sziikséglink van a testek szogsebességeire és szoggyorsulasaira.

A szogsebességek mar ismertek:

Y
@ ((T1);(B1))=| ~psiny
¢cosy

Yy

w ((T2);(B1))=|0

0

A derivalast barmelyik bazisban elvégezhetjilk, azonban ne feledjik, hogy ha az
inerciarendszerhez képest valtozo bazisban derivalunk, akkor korrigalnunk kell a forgé bazis

szogsebességével.

Kezdjik az els6 testtel. Mivel a tehetetlenségi nyomatéki matrixban az elsé két elem
megegyezik, ezért a matrix nem véaltozik, ha a (B4) rendszerb6l a (B3)-ba majd a (B2)-be
transzformaljuk. A vektorokat érdemes a (B2) bazisba transzformalni, mert ott a
tehetetlenségi matrix egyszer(i alaku, viszont a vektorok sem bonyolédnak el, mint (B3) és
(B4) esetében.

O, 0 0
O,((T1);(B2))=0,((T1);(B4))=| 0 @, o0 (3.7)
o 0 0O,
Y
w ((T1);(B2))=T, e ((T1);(B1))=| 0 (3.8)
¢
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3. A rugalmas modell mozgasegyenlete

A derivalaskor figyeljiink a forgé bazisra:

5
£ ((T1);(B2)):%w((Tl);(Bz))+w((Tz);(Bz))Xw((T1);(B2)): — ¢y (3.9)

3

Ezzel ki is fejezhetiink az Appell-fliggvény négy tagja koziil harmat a koordinatakkal és
derivaltjaikkal. Az Appell-fiiggvény skalaris mennyiség, ezért barmelyik bazisban
felirhatjuk, feltéve, hogy inerciarendszerbenen vagyunk. A szamitast nem részletezziik, de
csupan a (3.7)-(3.9) kifejezéseknek a (3.4) egyenletbe valo helyettesitésérél van szo.

S.(T1)=20,,5+50.4" (5.10)
53((T1)):(@z1_@x1)(i)2y2

S(T1)=2(6"+7)(0,5"+0,,¢)

Most nézziik a masik testet. Itt érdemes a (B3) rendszerbe transzformalnunk a vektorokat:

O, 0 o0
O,((T2);(B3))=| 0 O, o
o 0 0,
%
w ((T2);(B1))=|0
0
d y
s((TZ);(Bl))zaw((Tz);(Bl))= 0
0

Itt nem volt baj a derivalassal, hiszen (B1) bazis inerciarendszerhez kotott. Térjiink most
at (B3) bazisra:

Y cos X
w ((T2);(B3))=T, T, @ ((T2);(B1))=| ysin e
0
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Vontatmanyok stabilitasa

y cOs X
€((T2);(B3))=T,T, € ((T2);(B1))=|ysin
0
A masodik test Appell-fiiggvényének harom tagja:
52((T2))=%(@xzcosza+@yzsin2(x)j/2 (3.11)

S,((T2))=0

54((T2)):%(@X2cosz(x+@y2 sin’ex) y*

Itt az ideje, hogy a (3.2) osszefliggéseket figyelembe vegyiik a fenti tagoknal. A tomorség
érdekében ¢ derivaltjait most még nem helyettesitjiik be, csak fiiggvényként kezeljitk
Pp=¢p(y;w) és p=¢(y;w;w) értelemben. Tehat a fenti kifejezések:

SZ((T1)):%@x1wZ+%@H<’i)2 (3.12)
S,((T1))=(0,,-0,,) ¢’ w'=f (y,w)

S.(T1)=2(d"+)(0,0'+0,,¢")=f [y )

SZ((TZ)):%(@xzcoszfx+@y251n2(x)d)2
S,((T2))=0

54((T2)):%(@xzcoszo<+@y2 sina) w*=f ()

Lathato, hogy az S; és S, tagok el fognak tlinni a parciélis derivalaskor, hiszen nem

tartalmazzak a kvazisebesség derivaltjat, vagyis a kvazigyorsulast.

Még az S, tagokra lesz sziikségiink. Ehhez szamitsuk ki a testek sulypontjanak
gyorsulasat. Most hasznaljuk a (B2) bazist. Kezdjiik a kerékkel:

v(S)=w((T1))Xr(P,S,) (3.13)
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3. A rugalmas modell mozgasegyenlete

R cosx
r(P;Sl;(BZ))ZT;lr(P;Sl;(Bl))Z = — | —sinacosy
\/l—sin xsin’y 0

A szogsebességet mar kiszamitottuk (3.8)-ban. Ezeket beirva (3.13)-ba

¢ sin & cos Y
¢ cosx (3.14)
—ysinxcosy

v(S,;(B2))=

\/1 sin” o sin” Y

Végezziik el a derivalast:

a(S,;(B2))=——v(S5,:(B2))+w((T1);(B2))xv(S,;(B2))=

d
dt

¢ sinxcos y

:\/ (i)cosoH-y sm(xcosy +
1—sin’ o sin® Y ysm(xcosy+<l> ycos«

—d);’/sin(xcos xsinycosy

R 2 .

+ - — ¢ ysin"xcosxsiny
\/1—sin osin’y

2 . 2 .
y sinxcos «siny

Igy az Appell-fiiggvény elsé tagja, figyelembe véve a kinematikai egyenleteket: (3.15)

_1 sin” xcos Sin & cos X cos . o
51((T1))— m, R’ <;5+4L2 ] +m, R SIOCOSKCOSY (402 i o) +
1—sin "« sin y 1—sin xsin"y

,sin’xcos’asiny cosy

+m. R

ww’ +f (y,w)

' (1—sin*«sin’y)*

Nézziik a masik testet. Hogy formuldink ne novekedjenek tulsagosan nagyra, a kocsi
sulypontjanak gyorsulasat a kerékébdl vezetjiik le a sebesség atszamitasaval:

v(S)=v(S,)+@((T2))xr(S, S,) (3.16)

Ismét a (B2) bazist hasznaljuk:

[l
[l
—~ o

r(S,;S,;(B3))=1,j

o
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Vontatmanyok stabilitasa

[ sinx
,:(B2))=T,'r(S,;S,:(B3))=|1, cosx
0

r(S,;S

1;

w ((T2);(B2))=T, @ ((T2);(B3))= }g
0

Beirva ezeket (3.16)-ba:

0
v(S,;(B2))=v(S,;(B2))+| o0 (3.17)
yl cosx

Derivalva:

a(Sz;(B2)):a(Sl;(B2))+% v(S,;(B2))+w ((T1);(B2))xv(S,;(B2))=

0
=a(S,;(B2))+| -yl cosx
y 1, cosx

Igy az Appell-fiiggvény elsé tagja sajnos még hosszadalmasabb, mint a kerék esetén:

2
(G il
1—sin"axsin"y

. 3 .
SIn XCOos xSy

S,((T2)=[8,((TL)], _, +5 m, Lo —m,RI,

sin & cos (xcos (3.18)
—m,RI Y 0’ +m,RI,

27 .2 .2 .2 22
\/1—sm xsin’y \/1—s1n xsin'y

@ w’+f (y,w)

3

3.2.2. Az Appell-fiiggvény derivalasa

Még annyi feladatunk lenne hatra a parcialis derivalasok elvégzése el6tt, visszairni ¢

id6 szerinti derivaltjait. Viszont érdemes ezeket a kifejezéseket kiilon derivalni parcialisan és

csak azutan visszairni. Az egyszerliség kedvéért egyelére csak formalis kifejezésekkel

dolgozunk:

¢(y;w)=aly)+b(y)w (3.19)
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3. A rugalmas modell mozgasegyenlete

\/ﬁ
v V1—sin asin'y

R cosy

aly):=

b(y)::—}lztan y\/l—sin2(>(sir12 y—tanasiny

Ekkor:

daly) v cos’ asin’y

=— —— (3.20)
Jy R coszy\/l—sinzcxsinzy

.2 .2 2
Ob(y)_ I 1—sin"«sin’y(1+cos y)—tan(xcosy
dy R coszy\/l—sinzasinzy
Kis szamitassal igazolhatdok az alabbi 6sszefiiggések:
d')(y;w;d)):ag(;/)w—i—ag(yy)wz+b(y)(b
16(7)2 2 . 861(}/) ab()/) 2
= =b +b(y)—/—w+b(y)—=—
2w 2 atb(y) I (y) oy @

Az alabbi, Appell-fiiggvényben két is helyen megjelend tag meglepben leegyszertisodik
derivalas utan:

8(('15(1)2—(1)(%500)_
0w B

—a(y)w

Most pedig irjuk fel az Appell-egyenlet bal oldalat. Az Appell-fiiggvény formalis alakja:

S(y ;@)= >, S,((Ti))

2 4
i=1 j=1

A parcialis derivaltat a kovetkezd alakban keressiik:

0S(y;w;w)

5h =A(y)w+B(y)w+C(y)w (3.21)

Definialjuk az alabbi, tehetetlenségi jellemziket tartalmazd dimenzidtlan paraméter-
csoportokat:
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Vontatmanyok stabilitasa

z1

m, @
M :=1+—+—L=1+4p +p, (3.22)

mZ
M,:=1+—=1+p,,
m

1

ll
M,:= T PuliPy

i
° m, R

0, 0

2 2 . 2
, COs o+ yz

m, 1l

+

4+
m,l

2 .2 2
P2 COS X+ pypSin (x)pmpl

m,(1 L] 0,
===+
m, R I ran2

= PP Pt Pt

Ekkor a (3.21) egyes tagjai, a részletes szamitas elhagyasaval:

A t i
(yzlebz(yH M, an(xzcos y2 M, cosysuzuxcosza M, (3.23)
m, R V1—sin «sin”y V1—sin’«sin y

tan x cos —sin &sin
R2: 1 ()/) P) + MZ\/%_NA) 2 yz ’
m, Y 1—sin"asin”y \/1—sin xsin’y
C(y) daly) tan & cos —V COs X
yz:M1b<Y> P Y + Mz 2 _yz _M3 R
m, R y V1—sin’ asin’y cosy

3.2.3. A kvazierdk felirasa

Most irjuk fel az Appell-egyenlet jobb oldalat. A kvazierék kiszamitasahoz felhasznaljuk,

hogy a kvazierével és az aktiv erékkel felirt virtualis teljesitmény megegyezik:

SP=) F/6v,=Q8w (3.24)
J

[rjuk fel az egyes aktiv eréket és tamadaspontjaik sebességét. Négy aktiv erét

kiilonboztethetiink meg. A két test sulypontjaban a gravitacios erd hat, a kiralycsapnal pedig

a rugdbol és csillapitasbdl szarmazd erdk.

A gravitaciobol szarmazo erdk a silypontokban hatnak:
F1 ((BO)):_ m1gi

Fz((BO)):_ngi
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3. A rugalmas modell mozgasegyenlete

Tegyiik at a vektorokat a (B2) bazisba, mert ott sebességeink egyszerti alakuak.

COS X
F,((B2))=T,' T;IF1 ((B0))=—m, g|—sinxcosy (3.25)
sinxsiny
Hasonléan:
COS (X
F,((B2))=—m, g| —sinxcos y (3.26)
sinxsiny

A sebességeket (3.14) és (3.17) alapjan behelyettesitve az alsé két er6é virtualis
teljesitményére adodik:

e 2 .
sin” «sin y cos
YOSy sw

o0P,=m,gR
b \/(1—sin20(sin2y)

.2 .
sin"osiny cos y

oP,=m,g|R — I, sinxcos axsiny |8 w

V(1—sin’asin’ y)

A rugder6 a modelldefinici6 alapjan:
F,((B0))=—suk

A rugb a (T3) testre hat, melynek sebessége a definicio 6. pontjaban megadott Y pontban:

0
v(Y,(B0))=|v
u
Felhasznalva a (3.2.2) 6sszefiiggést:
Cos & sin

O0P,=—su

[ —R

—— 0w
cosy \/1—sin xsin”y

A viszkozus csillapitas:
F,((Bo))=—buk
A tamadaspont és igy a tamadaspont sebessége is megegyezik a rugder6ével. A virtualis
teljesitmény:

2

w

COS X sin &
+|1/ —R - -
cosy \/1—sin xsin”y

COS X R sin &
.2 2
cosy \/1—sm xsin”y

oP,=—b

. !

vcosxtany ow
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Ha a virtudlis teljesitményeket Osszegezziik, akkor mivel (3.24) tetszéleges 6w esetén
fennall:

(3.27)
t
II=m,R°g| M, an(xzcosyz — M, |sinxcos xsin y —
V1—sin"«sin"y
oyl 105X _p sn;(x |-
cosy V1—sin’asin y
. . 2
—b|vcosxtany 1222 _p 31r210( = 12822 _p SH:(X —| w
cosy V1—sin"asin’y cosy V1—sin"«sin"y
3.2.4. Az Appell-egyenlet felirasa
Igy felirhatjuk az Appell-egyenletet:
0S
—=1II 3.28
Ey (3.28)

Ebbdl a (3.21) ismeretében kifejezhet6 a kvazisebesség derivaltja:

_B<3:> wi— C(Yz w0+ Q .
m, R m, R m, R
Aly)

m R’

w=

Ebbe behelyettesitjiik (3.23) és (3.27) eredményeinket, és némi atrendezés utan kapjuk az
alabbi egyenletet: (3.29)

—1
w= :
o
M, Pi(y)tan’y (1—sin’asin’y)—P,(y)cos an cosyz
\/1—sin osin’y

+M,

|| M, tany Pf(y)(1—sin2asin2y)+éPl(y)tanzycoszcx +
+P,(y) Sinasiny - w2+Cosja(MlPl(y)tanzerPz(y))mer
V1—sin’a sin’y cos y R
+%P2(y)sin(xcosysiny+mis 22:? (y)u+
ol SISy tany+ Py o
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3. A rugalmas modell mozgasegyenlete

A két formalisan szerepl6 fiiggvény jelentése:

l tan x cosy (3:30)

P(y)=—-
1 R \/1—sin20(sin2y

tan xcosy

Pz(Y)::M3_M2\/ .2 .2
1—sin"xsin"y

Ezzel megkaptuk az 6todik egyenletet. A fenti jelolésekkel a kinematikai egyenletek:

.2 .2
V1—sin asin’y

v .
= cosy §+P1(y)smyw (3.31)
. cosX |V .
UZRcosy Esmy+Pl(y)w)
q=v
y=w

Miel6tt barmit is mondanank az egyenletrdl, térjiink at a dimenzidtlan mennyiségekre,

hiszen hosszu tavon ezekkel fogunk szamolni.

3.3. Az egyenlet dimenziétlan alakja

Térjiink at most az 1.3.5. pontban definialt dimenziétlan valtozokra és paraméterekre.

Ekkor kapjuk a kovetkezé egyenletrendszert:

\/ﬁ
(\l): 1—sin «sin y(V+P1(y)siny0)
cosy

(3.32)

L COS X
cosy

(Vsiny—l—Pl(y)U)
g=v
y=o
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—1

g=
M, P;(y)tan"y(1—sin’«sin’y)— P,(y ) cos’ « fan xcosy

+M,
\/l—sin asinzy

.((Mltan y(Pf(y)(l—sinzcxsinzy)+p,P1(y)tan2ycos20() +

2

sinxsiny
o+

+P,(y)

2
Cos” X

2 (Mlpl(Y)tan2y+Pz(y))Vcosya+
cos y

\/ .2 .2 °
1—sin xsin'y

cos&x

+ P,(y)sinxcosysiny +K P.(y)B+

cosy

2
COs" X
+ B

(V cosyPl(;y)tany+Pf(y)U)
cos’y

Itt:

tan xcosy

P (y):=p (3.33)

I .2 .2
\/1—51n xsin'y

P,(y) jelentése pedig nem valtozik.

Ezzel megkaptuk a (3.1)-ben keresett egyenletet. Vizsgaljuk az egyenlet struktarajat. Ha
csak a fiiggvényviszonyt jeloljiik, az egyenlet az alabbi alakba irhato:

' fily.o) '

B

b| | fuly.o)

= const (3.34)
% filo)

5] | £y

El8szor is fontos észrevenniink, hogy az id6 explicit médon nem szerepel az egyenlet jobb
oldalan, vagyis egyenletiink autonéom differencialegyenlet. Azonban a fiiggé valtozok koziil
sem szerepel mindegyik, hianyzik a ¢ ésa & a jobb oldalrél. Ebben semmi meglepé sincs,
hiszen a kerék szoghelyzete vagy a jarmii elmozdulasanak pozicidja a modell jellege miatt
nincs kozvetlen hatassal a koordinatak megvaltozasara. Ezért ezeket a koordinatakat
ciklikus, kikiiszobolheté koordinatdknak nevezziik. Ezt a helyzetet kihasznalhatjuk arra,

hogy két altérre bontjuk a fazisteret, csokkentve a probléma dimenzidinak szamat.
Vezessiik be az alabbi allapotvektorokat:
y'=lo B v (3:35)
2'=¢ &

Ezek az eredeti x allapottér altereit jelentik. Az egyenletet is kettébonthatjuk az alabbiak
szerint:
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3. A rugalmas modell mozgasegyenlete

y=Gl(y) (3.36)
z=H(y) (3.37)

A szétcsatolas elénye, hogy a (3.36) egyenlet megoldhat6 a (3.37) ismerete nélkil is. A
fizikai jelentés kézenfekvé, a z valtozoinak nincs hatdsa y megvaltozasara. S6t, sajat maga
megvaltozasara sem. A (3.36) egyenlet megoldasanak ismeretében a (3.37) megoldasa
integralasi feladatta egyszertisodik. Ezzel a probléma vizsgalatat egy 6t dimenzids fazistérbél
egy harom dimenzids fazistérbe redukaljuk.

Azonban ez sem segit azon a probléman, hogy sem (3.32), sem a szétcsatolt egyenlet nem
oldhaté meg analitikusan. Le kell mondanunk a modell analitikus moédszerekkel torténd
teljes kor vizsgalatarol. A globalis viselkedést numerikus szimulacioval vizsgalhatjuk,
melyrél az utolso fejezetben lesz szo.

Azonban az analitikus modszerekkel is kaphatunk részeredményeket. Az egyik ilyen
lehet6ség az egyensulyi helyzetek koriili linearizalt modell stabilitdsanak vizsgalata. Ez azért
is alapvetd, hiszen a shimmy is egy egyensulyihoz kozel 4ll6 viselkedés kozben jelenik meg.
Keressiik meg tehat a fizikai tartalommal bird egyensulyi helyzetet és linearizaljuk koriilotte
az egyenletet. A téma hatterével kapcsolatban lasd: [6]

3.4. Az egyenlet linearizalasa

Az allando sebességgel valo vontatas kozben elsé ranézésre azt az allapotot tekintjik
egyensulynak, amikor a rud szoghelyzete és szogsebessége zérus, valamint a kiralycsapnal
1év6 rugd feszitetlen. Nem véletlen, hogy éppen az y fazistér koordinatair6l van szo, és ha
ellendrizziik, kideril, hogy naiv elképzelésiink helyes, a (3.36) egyenletnek valoban fixpontja
van az y =0 pontban.

Helyettesitsiik ezt be a (3.37) egyenletbe. Igy a kovetkez6 egyenletet kapjuk:
ﬂ:
g

Lathato, hogy a z allapottérben ez nem jelent egyensulyt. Ez nem is meglepd, hiszen

14

v (3.38)

alland6 sebességli vontatas kozben sohasem lesz mindegyik koordinata nyugalomban.
Viszont az egyenlet jobb oldala konstans, ami azt jelenti, hogy y =0 esetben a két ciklikus

koordinata és igy az egész rendszer egyensulyi mozgast végez.

Matematikai szempontbol ez azt jelenti, hogy egyensulyi mozgasnal a rendszer allapota
egy két dimenzids egyenes mentén mozog az 6t dimenzids teljes allapottérben. Végezhetnénk
egy olyan koordinata-transzformacioét, hogy az allapottér origdja az egyensilyi mozgasnak
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megfeleléen mozogjon, igy valédi egyensilyi helyzetet kapnank. Erre azonban most nincs
szitkség, ugyanis a (3.37) egyenlet az egyensulyi mozgas koril linearizalva (3.38)-at adja
vissza. Vagyis a (3.37) egyenlet jobb oldala linearis kozelitésben is konstans, vagyis a teljes
rendszer linearis stabilitasanak elégséges feltétele lesz (3.36) stabilitasa.

Mivel a linearizalast az y=0 pont koril végezziik, irjuk fel eldszor a (3.36) egyenletet

matrixos formaban:

q— bu(y’o-) blz(y) b13(y) g
BI=| buly) 0 bly)||B (3.39)
Y 1 V%
Toémorebben:
y=B(y,o)y (3.40)

A matrix természetesen fiigg a valtozoktdl, azonban nem mindegyikt6l. A B véaltozora
nézve az egyenlet eleve linearis.

A (3.39) egyenletbdl egyszertien megkaphatjuk a linearis egyenletet. A linearizalas utan

az alabbi egyenletet varjuk:
y=Ay, (3.41)
ahol A=|a ,]] konstans matrix az allapotmatrix, és

A:=limB(y,o0)
y—0
ag—0
aij::hm bij
y—0
o—0

Igy az egyenlet az alabbi alakot lti:

a,|| B (3.42)

A matrix egyes elemei:

2 2 2
V P,,cos" o+ B P,cos &

M,—P,sinxcosx

an=

(3.43)

K P, cosx

= .
M ,— P, sinoxcosx

. 2
P, sincxcosax+BV P,,cos”

3=

M,—P, sinxcosx

a, =P cosx
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a,,=V cos«x
Az 1j konstansok jelentése:

P, :=lim P, (y)=p,—tan «

tim (3.44)
P,,:=lim P,(y)=M,— M,tan «

y—0

Megkaptuk tehat a rendszer linearizalt egyenletét.

Hatarozzuk meg a linearizalt egyenletet abban az esetben, amikor a kiralycsap

fuggbleges, vagyis =0, hiszen a ferde csap hatasat ehhez képest kivanjuk vizsgalni.
Egyszertien csak be kell irnunk az =0 értéket a (3.43) egyiitthatokba. Igy kapjuk:

_ _VM,+Bp;

Tu= M

(3.45)
4
. K p,
M

4

~ —
a,,=

A BVp,
az=— M

4

a21:Pl

3

25— 4

Most mar adottak a linearizalt egyenletek, igy nekivaghatunk a stabilitas vizsgalatanak
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4. A rugalmas modell linearis stabilitasa

Azt fogjuk megvizsgalni, hogy az el6z6 fejezetben leirt egyensulyi allapot illetve
egyensulyi mozgas stabilis-e linearis kozelitésben. Ennek nagyon is lényeges mechanikai
tartalma van, az a kérdés, hogy ha a vontatott kereket egy kis zavar éri, akkor ez a zavar
lecsillapodva eltlinik, vagy egyre novekedve a jarmd instabilitasat okozza.

4.1. Paramétertér leszikitése

Mivel nagyon sok paraméteriink van, a linearizalas el6tt rogzitsiink le néhanyat koziliik.

Ehhez egy elfogadhaté megkotést tesziink a két merev test geometriajara:
Legyen a kerék egy homogén stirtiségii korong, ekkor:
1 1
=—; p,=< 4.1
le 4 > pzl 2 ( )
A vonorudat pedig modellezziik a két végénél rogzitett vékony, homogén raddal, ekkor:

1 B 1
3 Pe=05 Pu=y (4.2)

pr: 1

Igy a dimenzi6tlan tehetetlenségi paramétercsoportok médosulnak:

3
M1:E+pm (43)
M,=1+p,,

1
M3:EPmpl

1 5 1 1 2 2
M =— +—4+—cos x
4 4pmpl 4 12 pmpl
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4. A rugalmas modell linearis stabilitasa

4.2. A karakterisztikus egyenlet felirasa

A lineéris rendszer aszimptotikus stabilitdsanak feltétele, hogy az allapotmatrix
karakterisztikus gyokei mind negativ valos résszel birjanak. Ennek vizsgalatahoz hatarozzuk

meg az eredeti A matrix karakterisztikus polinomjat:

a,—A a, a,

11
P(A):=det(A-AD)=| g, —A aq,|=—A+a, X +(a,a,+a,)A+a,a,

1 0 —A

A konnyebb kezelhetéség kedvéért szorozzunk be alkalmas konstanssal és az alabbi
polinomot kapjuk:

P(A):=C,A’+C,A*+C,A+C, (4.4)
Az egyiitthatok:
C,:=M,(1+tan’«)—P,, tan « (4.5)
C,=V P, +BP;,
C,:=K P! +P,,tanx+BVP,,
C,,=KVP,

Nézziik az egyttthatokat a kiralycsap fiiggbleges helyzete esetén:

A

C,:=M, (4.6)

C,=V M,+Bp’

3

C,:=K p{+BV p,
C =K Vp,

Mivel a karakterisztikus egyenlet harmadfokud, hasznalhat6 analitikus eredményt nem
kapunk a gyokokre. Viszont a Routh-Hurwitz kritérium segitségével feltételt kaphatunk a
stabilitasra. Ezen kritérium szerint a rendszer akkor és csak akkor aszimptotikusan stabilis,
ha a karakterisztikus polinom egyiitthatéi azonos eldjeltiek és a Hurwitz-determinans

pozitiv. Részletesebben a [7] irodalomban.
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4.3. A csillapitatlan modell linearis stabilitasa

Elgszor azt az esetet vizsgaljuk, amikor a viszkozus csillapitas zérus. Ebben a pontban

ezért minden levezetés B =0 mellett értendd.

4.3.1. Stabilitas fliggéleges kiralycsap esetén

El6szor nézzikk azt az esetet, amikor a kiralycsap nincs megdontve. Ekkor a (4.6)
egyutthatok kozil az elsé6 harom mindenképpen pozitiv a fizikailag értelmes paraméterekre.

A

A C, egyiitthato esetére kapunk egy stabilitasi kritériumot:
>0 (4.7)

Ez megegyezik a masodik fejezetben kapott eredménnyel. Azonban még figyelembe kell
venni a Hurwitz-determinanst is:

. |Cc, C 1 5 1
H=|.* \=KV|=pip,——p,|>0 48
e e (6p,p 2P (4.8)
Innen:
31
Pm>5;§,ha p,>0 (4.9)
31
illetve Pm<5_z,ha p,<0
P

Ennek inverz kifejezése a (4.7) figyelembevétel:

o> 2L
2 P

Vagyis kaptunk egy alsé korlatot a vonorud hosszara. Emlékezziink, hogy a rugalmassag
nélkili modellben zérus « szog esetén barmilyen pozitiv p,-re stabilis volt a rendszer. A

stabilitas lathatoan fiiggetlen a rugémerevség és a sebesség nagysagatol.

Vagyis fligg6leges csapnal a stabilitds a vonorud kerékhez viszonyitott nagysaganak és
tomegének novelésével megnd. Ez a két paraméter alapvet6 egy konstrukeié szempontjabol,
féleg, mert adott anyagnal fliggenek is egymastol. Ezért a stabilitasi térképet a p;, - p,

paramétersikon rajzoljuk fel, amint a kovetkezé oldalon 1évé diagramon is lathato.
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4. A rugalmas modell linearis stabilitasa

Stability depending on p_land p_m
[~ A0« o= = o« &5l T

dimensionless mass of rod (p_m)
(=]

t t t t t t
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
dimensionless length of rod (p_l)

A vizszintes tengelyen a vondrud hossza szerepel a kerék sugardhoz viszonyitva, a
figgdleges tengelyen pedig a vonoérud dimenzidtlan tomege.

A vastag vonallal jelolt Hurwitz-determinans feltétele négy részre bontja a sikot, ezek
felvaltva lennének stabil és instabil tartomanyok. A (4.7) feltétel azonban csak a besatirozott
részen tesz lehet6vé valddi stabilitast.

Erdemes beszélni még a gyokok jellegérdl és a stabilitasvesztés tipusairél. Egyaltalan mar
az is meglepd, hogy létezik stabilis tartomany a csillapitas nélkiili modellben is. Az egyenlet
strukturajaban azonban felfedezhetd, hogy maganak a vontatasnak van csillapité hatasa.

Kimutathatd, hogy a csillapitas és ferdeség nélkiili rendszerben mindenképpen egy valods
gyok és egy komplex gyokpar jelenik meg. Vagyis kitéritett helyzetre a modell
mindenképpen rezgéssel reagal.

A (4.7) feltétel hatarhelyzete p,=0 esetben all fenn. Ekkor a karakterisztikus egyenlet:
A*=0

Vagyis haromszoros zérus gyok van az egyenletnek. Ebben a szélsGséges esetben a jarmi
kereke nem képes szabad forgasra.

A (4.8) feltétel hatarhelyzetében a kovetkez6 gyokoket kapjuk a karakterisztikus
egyenletbdl:

A,=VK pji (4.10)
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)\3:_‘/ plpm
I
2 3plpm

A jobb félsikon az A; gyok negativ, tehat hatasa lecsillapodik, a rendszer statikusan
stabilis, azonban megmarad egy allandé amplitido6ja rezgés a tiszta képzetes gyokok miatt.
A satirozott 1. jeli részben a rezgés lecsillapodik, azonban a 2. tartomanyban a komplex
gyokpar valds része pozitivba valt, és a rendszer elveszti stabilitasat. Ez Hopf-bifurkacio
jellegti stabilitasvesztés.

A fuggéleges tengelyt6l balra 1évé 3. tartomanyban megint lecsengé lesz a komplex
gyOkpar, viszont a A; mar pozitiv, igy statikus stabilitasvesztés kovetkezik be. A bal széls6 4.

tartomanyban pedig mindharom gyok pozitiv valds részi, a rendszer tobbszorosen instabil.

A tovabbiakban megnézziik a teljes (de még csillapitatlan) modelliinket, ahol «#0 is
megengedett. Az egyszer(ibb modell (4.9) feltételével valo 6sszehasonlitas miatt tovabbra is a
P - P, paramétersikon keresiink stabil és instabil tartomanyokat, melyeket a
Routh-Hurwitz kritériumok hatarhelyzetei alakitanak ki. Ezen gorbéket és tartomanyokat
befolyasolhatja a tobbi paraméter, konkrétan V, K és « is. A feltételeket pozitiv p,,
mellett, vagyis az eredeti modell szerinti fizikailag értelmes tartomanyban vizsgaljuk, ennek

ellenére a gorbéket érdemes a teljes p, - p,, sikban felrajzolni.

4.3.2. Stabilitas ferde kiralycsap esetén

El6szor belatjuk, hogy
C,>0

3

Ugyanis cos’ e -val val6 beszorzas utan:
1 2 1 1 2 2 1 . .2
S PPt cos @ p,p P, psinaxcosox+(1+ p, )sin” >0

pm((3 +cos’ o) pj—6sin x cosx p;+12 sinza)>—12 sin“o—3 (4.11)

A jobb oldal mindenképpen negativ. A bal oldali zar6jelben egy p,-re nézve masodfoku

kifejezést talalunk. Ennek diszkriminansa:
.2 2 .2 2 .2 .2 2 .2
36SIn" X COS X —48sIn" X cosS X —144sIin"Xx=—12sin" X cos X— 144 sin” X

Vagyis a diszkriminns negativ vagy zérus. Igy a (3+cos’a)>0 f8egyiitthatoju

masodfoku polinom helyettesitési értéke nemnegativ. Tehat a bal oldal nemnegativ, mig a bal

43



4. A rugalmas modell linearis stabilitasa

oldal negativ, igy az (4.11) feltétel mindig teljesiil.

Tehat a C; egyiitthaté mindenképpen pozitiv. A Routh-Hurwitz kritérium az

egyitthatok azonos el6jelét koveteli meg, tehat a tobbi egyiitthatéonak is pozitivnak kell
lennie.

Nézziik most a kovetkez6 feltételt: C,>0

(p—tan)cos’x VK >0
A rugémerevség és a sebesség pozitiv, igy a feltétel atfogalmazasa:
p,>tanx (4.12)

Ezzel visszakaptuk a merev modellben is meglévé (2.9) feltételt.

Nézzikk a C, egyiitthatot: C,>0
1
Epmpl—(l-i-pm)tan(x V>0

Innen a megengedhetd paraméterek a fizikailag értelmes tartomanyban:

p;>2tan (4.13)
és
p >—1
S (4.14)
2 tanx

Az elsé feltételnek csak pozitiv o« szog esetén van szigoritd hatésa (4.12)-hoz képest. A
(4.14) feltétel azonban ad egy also korlatot a vonorud tomegére.

Mar csak a C, egyitthaté maradt: C,>0

tanx>0

K(p,—tano)' + ép,pm—(lerm)tana

tan o«>tan’o— K ( p,— tan)*

pm(%p,—tan(x

Ha a=0, akkor a feltétel azonosan teljesiil. Ha «# 0, akkor az alabbi alakra hozhaté:

2

P

2tan

P
tan «

—1]>1-K (4.15)

—1

m
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Innen:

D> ,ha p,>2tan« (4.16)

1—k| L4
tan x

és P, < ,ha p,<2tanx (4.17)
P

2tan x

Utobbi feltétel (4.13) miatt nem teljesiilhet. A (4.16) viszont gyengébb feltétel, mint a
(4.14), hiszen a szamlaloban mindenképp pozitiv szamot vonunk le.

Az egyutthatok vizsgalatabol osszességében a (4.12), (4.13) és (4.14) feltételeket kaptuk.
Nézziik most a Hurwitz-determinanst: (4.18)

C2 CO
C

:(K P! +P, tan|V P,,—M, (1+tan’o)K V P, ,+ P, tana K VP, >0

3 1

Lathato, hogy a vontatasi sebesség kiesik az egyenletb6l. Ha elvégezzik a
behelyettesitéseket, az alabbi egyenlethez jutunk:

Co Pt Cy Pt Co)>0 (4.19)
Itt:
_l 2 2 3
cz—zp,tancx—pltan x+tan’ o (4.20)
_ 3 1 1 2 2 7 1 2 2 K 2 3
c,=|p; g—ztan x|+ p;tan x ——+Ztan x|+ ptan" x| K —p,tan” &x+2tan” &

+ K +tan’ «

cOZ(—pftanoﬁpl —l+itan2(x ltano<+ltan3o<
4 4 4

A masodfoku egyenletre felirhaté a megoldoképlet, és igy meghatarozhaté a stabilitas
hatarhelyzetét jelenté p,=f(p,) gorbepar. Azonban az itt nem kozélt analitikus formula
talsagosan bonyolult ahhoz, hogy komolyabb kovetkeztetéseket levonjunk belSle. A
diszkriminans 6nmagaban egy hatodfoki polinom p,-re nézve, igy mar a két valods
megoldas 1étezésének feltételeihez is numerikus modszereket kellene alkalmaznunk. Az
egyetlen tanulsagos dolog talan, hogy a stabilitas tovabbra sem filigg a vontatasi sebességt6l.

Viszont kaphatunk részeredményeket bizonyos megszoritasok mellett. A (4.18)
egyenl6tlenség az alabbi alakra hozhato:
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4. A rugalmas modell linearis stabilitasa

P, tan «

P, | p+—2—
KP,

>M,(1+tan’«) (4.21)

20

Ebbél a formabdl konnyen lathatd, hogy nagy merevségnél a zardjel masodik tagja
elhanyagolhat6va valik. Mivel éppen ez tartalmazza a p, masodfokd hatvanyéért felel6s

tagot, ezért ezzel a feltételezéssel p,, -re linearis kifejezést nyerhetiink.

Tegyilk most még fel, hogy «>0. Ha ebben az esetben tekintjilk a merevséget
tartalmazo6 tagot elhanyagolhatonak, akkor a stabil tartomany részhalmazat. Ugyanis ekkor
az elhanyagolt tag mindenképpen pozitiv (az egyttthatokbol kapott feltételek miatt), vagyis
egy elégséges, de nem sziikséges feltételt kapunk a stabilitasra:

P, p>M,(1+tan’x) (4.22)

Ebbdl kihozhatd az alabbi két feltétel:

» tan «
| 11 tan’x (4.23)
6 4
1 1 2
Z+Ztan x|+ ptan x
Pn> T (4.24)
—— —tan’o| p’— p, tan
6 4 Pi— P

Tehat a két feltétel K — oo esetén a stabilitasi feltételt adja, kisebb merevség esetén pedig
egy valamivel szigoribb becslést. Vagyis véges merevségnél a megadottnal kisebb
dimenzidtlan tomeggel is lehet stabilis a rendszer.

Leellendrizhetjik, hogy (4.24) visszaadja a (4.9) feltételt az x=0 esetben.

Kimutathatd, hogy a (4.23) és (4.24) feltétel sziikebb stabilis tartomanyt eredményez, mint
a mar felirt (4.12), (4.13) és (4.14) kritériumok. Numerikus modszerekkel igazolhato, hogy ez
a helyzet még akkor is fennall, ha a véges merevséget figyelembe vevé (4.19) feltételt
vizsgaljuk is. Vagyis pozitlv « sz0g esetén a stabilis tartomanyt egyedil a
Hurwitz-determinansbdl szarmaz6 feltétel hatarolja. Igazolhato, hogy itt is Hopf-bifurkacios
stabilitasvesztés kovetkezik be, vagyis megjelenik a shimmy a modellben.

A legfontosabb kérdés, hogy hogyan valtozik a stabilis tartomany a ferde csap
megjelenésével. Nézzilk a (4.24), nagy merevséghez tartozé feltételt. Az egyenes csaphoz
képest a szamlalé novekedett a nevezd pedig csokkent, vagyis p, kritikus értéke
mindenképpen nagyobb lesz. Tehat nagy merevségnél a pozitiv o szog csokkenti a
stabilitast, adott hosszisagu vonorad tomegét nagyobbra kell valasztanunk az instabilitas
elkeriilése érdekében, mint fiigg6leges csapnal.
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Az analitikus megoldasbdl nem latszik pontosan, de (4.21) alapjan megallapithat6 az a
tendencia, hogy a merevség csokkentése noveli a stabilitast pozitiv o szog esetén.

Nézzikk most az «x<0 esetet. A helyzet ez esetben mas, ugyanis (4.21) alapjan nem
sziikebb, hanem bévebb tartomanyt tudunk mondani a stabilitasra. Ugyanis az elhanyagolt
tag ekkor negativ, vagyis elhagyasaval stabilabba tettiik a rendszert. Nagy merevség és
P1>0 esetén ugyanazt a feltételt kapjuk, mint (4.23) és (4.24) esetekben. A (4.24) feltételb6l
az is leolvashatd, hogy nagy merevség esetén a kiralycsap negativ o szdge noveli a rendszer
stabilitasat. Raadasul ha

—1
4sin x cos

P~

akkor megsziinik az als6 korlat a vonérud dimenzidtlan tomegére.

Azonban itt a merevség csokkentése az elmondottak miatt ellentétes hatasu, véges
merevségek esetén destabilizalja a rendszert. Numerikusan kimutathat6, hogy ekkor egy

maximuma jelenik mega p, értéknek.

Kiilon figyelmet érdemel még az az eset, amikor <0 és p;<0. A rugalmassag nélkiili
modell ugyanis stabilitast mutatott ilyen esetekre is. Ezen paraméterek mellett lehetne
modellezni a motorkerékparok elsé kerekét. Azonban sajnos a rugalmas-csillapitatlan modell
erre nem képes, p;<0 mellett nem fogunk talalni stabilis tartomanyt. Ez néhany lépésben
igazolhato (4.22)-bél.

Elsére meglepd, hogy a végtelen merevségli rugalmas modell miért nem adja vissza a
rugalmassag nélkilinek ezt a jelenségét. Az ok a csillapitas hianyaban keresendd, ugyanis a
merev test explicite feltételez végtelen nagy csillapitast is. Ezért lesz fontos, hogy
visszategyiik modelliinkbe a csillapitast, melyet a kovetkezé pontban fogunk megvizsgalni.
El6szor azonban 0Osszegezzilk ezen pontbeli eredményeinket két diagramon, melyek a
stabilitas hatarhelyzetét mutatjak be néhany « szog esetén.

Az els6 grafikon viszonylag nagy merevség mellett késziilt, lathaté az analitikusan mar
igazolt tendencia a megdontési szog hatasarol. A masik grafikon két nagysagrenddel kisebb

merevség mellett mar egészen mas képet mutat.

47



4. A rugalmas modell linearis stabilitasa

Stability depending on p_land p_m

[~ F73 = =0 e = L= T
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|
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dimensionless mass of rod (p_m)
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t

0 t
a 1 2 3 4
dimensionless length of rod (p_[)

2. diagram: A ferde csap hatdsa a stabilitasra nagy merevségii rugé esetén

Stability depending on p_land p_m
[=_ A=l [ e =) T
4 T T T
o=-5
a=-10

3+ a=S o=10 .
E
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=
£ I
s
- : o=—20
Eoq :
w
2 \
3
&
E o=0
=

§~' '

K=02 l
0 } } t
0 1 2 3 4
dimensionless length of rod (p_[)

3. diagram: A ferde csap hatdsa a stabilitasra lagyabb rugé esetén
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4.4. A csillapitott modell linearis stabilitasa

Most az el6z6 pontbeli levezetésiinket fogjuk megismételni B>0 esetre, vagyis amikor
van viszkézus csillapitas. A nagyobb bonyolultsag miatt nem tudunk minden

eredményiinket reprodukalni analitikusan.

4.4.1. Stabilitas fligg6leges kiralycsap esetén

Ekkor a (4.6) egyutthatok kozill az els6 ketté mindenképpen pozitiv a fizikailag értelmes

paraméterekre. A C , egyitthatonal kapott kritérium:
P=0 (4.25)

Ez nem valtozik a csillapitatlan modellhez képest. Valamint ezt a feltételt figyelembe véve

mar C, is mindenképpen pozitiv.

Tovabbra is vizsgalnunk kell a Hurwitz-determinanst:

R LIRS e P P S
Ebbl adédik:
i—ﬁp?—%p?
pu> — ha p,>0 (4.27)
Pt P
LB, B,
illetve pm<41‘j BVK ha pi=0
Pt P

A (4.7) feltétel miatt csak az els6 eset lehetséges. Megallapithato, hogy mivel (4.27)-ben a
tort szamlaloja csokken, a nevezé pedig novekszik a csillapitas megjelenésével csokken a p,,
-re vonatkoz6 minimum kritérium, igy novekszik a stabilis tartomany. A csillapitas
megjelenésével lesz egy olyan kritikus p, érték, ahol a szamlalo negativba valt, igy mar

barmilyen p, megengedhet6 lesz.

A stabilitas hataran a karakterisztikus gyokok értéke a kovetkezd:
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N K BY i

N _—Vpp.tBp;
1 2
- “ 2

2 3P1Pm

Tehat a berezgési frekvencia a csillapitas megjelenésével megnd.

A csillapitds nem valtoztat lényegesen a stabilitastérkép stabil részének jellegén,
leszamitva a p,, minimumanak elttinését nagyobb p, értékekre. Azonban jelentésen

megné stabilis tartomany mérete. Grafikonokat a fiiggelékben talalunk.

4.4.2. Stabilitas ferde kiralycsap esetén

A csillapitas csak a C, és C, egyiitthatokban szerepel, igy csak ezek megvaltozasat kell

vizsgalnunk.

Nézzikk a C, egyiitthatot: C,>0
1
Epmp,—(l-i-pm)tan(x V+B(p,—tan o)*>0

Az értelmes paraméterek mellett:

p,>2tan (4.28)
és
B (p,—tan )’
Vtan «
Pm> o (4.29)
2tano<_

Mivel a szamlaléban pozitiv tagot vonunk ki, a stabilitasi feltétel enyhébb lesz. A
képletbdl lathatd, hogy a gorbe egy negativ meredekségli aszimptotahoz tart a p;- p,,

paramétersikon.

Nézzikk mosta C, egyiitthat6t: C,>0

K(p,—tana)+

1
Eplpm—(1+pm)tan0t tanx+ BV (p,—tan x)>0

tan «>tan’a— K ( p,—tan)’— BV ( p,—tan o)

1
-
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Ha «=0, akkor a feltétel mindenképp igaz. Ha «# 0, akkor:

2

ool =1 1-k | L g | —pv |y (4.30)
2tan tan x tan x
Innen:
2
1—Ktpl —1|-BV tp’ —1
P> = MX_ | ha p>2tanc (4.31)
_bh
2tan x

Lathat6, hogy a csillapitas ismét enyhébbé teszi a kritériumot. A csillapitas hatasa
raadasul a sebességgel is Osszefiigg. Itt nem egyértelmi, hogy a (4.29) feltétel er6sebb, mint a
(4.31). Globalisan ez nem is igaz, azonban numerikusan igazolhatd, hogy az értelmes
paramétertaromanyban «>0 esetén a (4.29), <0 esetén pedig a (4.31) feltétel erésebb,

igy mindkettére szitkségiink van. Valamint tovabbra is adott a p,>tan & kritérium.

Hatra van még a Hurwitz-determinans, mely sajnos még bonyolultabb lesz: (4.32)
H=[C G =K P{ )+ P, tanet || V P, + BP} |-
C3 Cl

—M,(1+tan’x)(K VP, (+BV P |+ P, tanx([K VP +BV P, |>0

Az egyenl6tlenség ismét a (4.19) alakba hozhatd, azonban bonyolultsaga miatt itt nem
kozoljiik. A kifejezés ismét kifejezheté p,, -re a megoldoképlettel, de még bonyolultabb lesz
a kifejezés. Numerikus modszerekkel belathatd, hogy a Hurwitz-determinansbol ad6dé
feltétel elfedi a C,, C, és C, feltételeket, igy a stabilis tartoméanyt csak a H =0 feltétel

hatérolja.

A mar ismertetett elrendezéssel az alabbi alakot kaphatjuk:

B
=

P,tanx B

+—tan«x

PIO 2 B 3
—_— —+1||>M,(1+ 1+—|——=P 4.33
KPIO K 4( tan 0() K 10 ( )

Vv

Pyl pit

Most nem foglalkozunk, hogy milyen iranya becslést végziink, de feltessziik, hogy K
nagyon nagy érték. Ekkor az alabbi egyszertibb feltételt nyerjik:

B
P, p> M4(1+tanzo<)—7Pf0 (4.34)

Ebbdl adddik a kovetkezé két feltétel:
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4. A rugalmas modell linearis stabilitasa

» tan «
I
1 1 .
———tan’« (4.35)
6 4
1 1 2 B 2 3
STt +p,tano<—7(1+tan o)(p,—tan &)
Pn= 1 (4.36)
2 2
———tan «|p,— p,tan x
6 4 Pi— P

A (4.24) feltételhez képest csokken a nevezd értéke a csillapitas miatt, igy az alsé korlat
alacsonyabb lesz, novekszik a stabilis tartomany. Ha ellenérzésképpen a (4.27) feltételt
megnézziik nagy merevség esetére, a kovetkez6 eredményt kapjuk:

1 B
s v
Pn>— (4.37)
2
ng

Ez megegyezik azzal, mintha a (4.36) egyenletbe helyettesitjik az «=0 értéket.

[tt mar nem nyilvanval6 analitikusan, hogy a szog valtoztatasanak milyen hatasa van. Ha
az o szog kicsi, akkor a tangens négyzeteket tartalmazo tagok elhanyagolhatdak, és a
szognek ugyanolyan hatasa lesz, mint csillapitatlan esetben, vagyis a pozitiv sz6g csokkenti,
a negativ pedig noveli a stabilis tartomanyt.

Ha a teljes, (4.33)-ban szerepl6 feltételt abrazoljuk, az alabbi diagramokat kapjuk néhany

értékre:
Stability depending on p_land p_m
4
=2

] |- =20 |
:
=
2
5 K=20
"
g2 B=0.1 1
g =1
5
2
E
-

i 4

0 } 1 t

-1 o 1 2 3 4
dimensionless length of rod (p_[)

4. diagram: A ferde csap hatdsa csillapitott esetben
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A grafikon ugyanazt a jelleget mutatja, mint csillapitatlan esetben, a gérbék azonban a
csillapitas miatt nagy meredekségliek, igy a korlatozas jellemzéen a vonorud hosszara lesz
hatassal, mint a tomegére. A fenti grafikon viszonylag nagy merevség és kis csillapitas
mellett késziilt. Nézzitk meg ugyanezen paraméterek és nagyobb csillapitas esetén:

Stability depending on p_land p_m
4
=20
o=-20
a=10
K=20

3= 0 — | H—F— o=s B=10 1
E i V=1
2 U=—2
= T 5
=] ——t—— a=0
k]
2
ot :
w
£
$
&
£
=

1+ 4

0 t t t

-1 0 1 2 3 4
dimensionless length of rod (p_[)

5. diagram: A ferde csap hatdsa csillapitott esetben

Az erbsebb csillapitas esetén érdekes hatasok jelentkeznek. Mivel a gorbék ugyanolyan
szog értékek mellett késziiltek, mint az el6z6 diagramon, lathat6, hogy a stabilitas sokkal
érzéketlenebbé valik a kiralycsap ferdeségére. Masrészt a csillapitas 6nmagaban is stabilizal,
igy a negativ o szog kell6en erds csillapitas mellett képes attolni a stabilitas hatargorbéjét a
bal oldali félsikra. Ez azt jelenti, hogy megjelennek olyan stabilis tartoméanyok, ahol p,
értéke negativ is lehet. Vagyis olyan stabilis mozgas is el6fordulhat a modellben, ahol a
vonoérud a vontatas iranyaban el6refelé all.

Ennek fontos fizikai tartalma van, ezaltal a modell képes visszaadni a motorkerékparok és
biciklik els6 kerekének viselkedésébdl a stabilis tolas jelenségét. Most arra az esetre
gondoljunk persze, amikor a kormanynal nincs beavatkozo erd, a nyeregnél fogva toljuk, a
jarmtvet, és mégis stabil, vagyis az egyenes palyan valé6 mozgashoz nem sziikséges fogni a
kormanyt.
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° 7,

5. A numerikus szimulacio

5.1. A szimulacio elkészitése

A készitett szamitogépes szimulacié magja egy egyszert differencialegyenletet-megoldo,
de a programot szamos egyéb funkcioval is kiegészitettiik.

A program C# nyelven irdédott, melyet a .NET keretrendszer segitségével barmilyen
platformon futtathatunk. A szoftver a Mono Develop és a Visual Studio Express integralt
fejleszt6 kornyezetek segitségével készilt. EI6bbi fejlettebb projektbeallitasokkal és kodolast

segit6 eszkozokkel rendelkezik, utobbi pedig az ablakok gyors fejlesztéséhez tartalmaz
eszkozoket.

A fejlesztés soran felhasznaltunk néhany el6re megirt fiiggvénykonyvtarat:

* Math.Net Iridium matematikai fiiggvénycsomag, melyet Christoph Riiegg vezetésével
fejlesztenek, és atfogd numerikus eszkozkészletet kinal a linearis algebratél a
numerikus analizisen at a valdszin(iségszamitasig.

* ZedGraph két dimenzids grafikonrajzolé modul, melynek fejlesztését Wahab Hussain

iranyitja, segitségével gyors és egyszerl grafikonokat hozhatunk létre sok beallitassal
és diagramtipussal.

* MateMath sajat készitést differencialegyenlet megoldd csomag, mely elsérend(
differencialegyenletek = megoldasara képes. A modul kezel valtoztathato

paramétervektorokat, a szimulacios modszerek és paraméterek allithatoak.

43 Applications Places System 2 %) g @

+ TDK simul - Equation.cs - MonoDevelop

c10°c 1 1) sze nov 10, 05:05 @ mate ()

LX-XJ

Fajl Szerk ézet Keresés Projekt Forditas Futtatds XML Eszkozok Ablak Sigo

™ Ke ke | Release sz
Wegeldds
- [T Megoldas: TDK_simul (1 bejegyzés)
- F TOK simul | & ShimmyLinear v Computel)
+ [ Referenciak
+ [ Properties ¥
[ Equation.cs.
~ & MainForm.cs
#] MainForm.Designer.cs Gl public ShimmyLinear () : base(5, 11)
3 MainForm.resx {
] picture.cs :
#] Program.cs

pale] ¢ -1 @

| @Udvozislap x ¥ Fomi.cs x 7 Program.cs x ] Picture.cs x ) Equation.cs x ] MainForm.cs x

class shimmyLinear : LinDiffEq
{

Matrix SmallMatrix;
Vector CharCoeff;

protected-override void SetMatrix ()
{

double pl = Parameters[0] ;
double alpha = Parameters(1];
double pn = Parameters[2];
double pl1 = Paraneters[3];
double px1 = Parane

double-pz1-= Para
double px2 = Paraneters

Hibsk istaja
|© ohiba |/ ofigyelmeztetés | @ 0 iizenet
! sor Leirds Féjl Projekt Utvonal

[ElFdjlok TIMegoldas 8 Osztalyok
A megoldss sikeresen be lett toltve. 133:13 BESZUR
7= ® TOK simul - Equation.c... @ [

7. abra: A Mono Develop fejlesztbi kornyezete munka kézben
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LFormat. Format24bppRab) £

—_—

[ Desrpton [ ine. [column | project |

FaTT
E=IED W BOEEG ot
8. abra: A Visual Studio Express fejlesztéi kérnyezete munka

kozben

A program létrehozasanak technikai részleteit most nem ismertetjik.

5.2. A program miikodése

A kész program az alabbi abrakon lathat6. A képernyd bal oldalan adhatjuk meg a

modellparamétereket a rendszernek. A paraméterek a fentebb targyalt dimenziétlan alakban

adhatok meg.

[ Wheel shimmy model ol

Aoimation | | | Unear anaiyss | Stabity map |
ol

alpha [d]
tan(aiphz)
pm

p 1

START | STOP || PAUSE \ /

9. abra: A paraméterek beallitasa és az animdcié

Az ablak jobb oldalon 6t fiil talalhat6. Az elsé fiillon az animaciot talaljuk, mely egyszerd

abraval, am harom dimenzioban képes megjeleniteni a mozgast. A kameraszoget az egér
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vontatasaval allithatjuk.

7 wheel shimmy model P o [=] 3]

- Modelparameters

Arimalion Time disgrams | Simuiation sefings | Linear analyss | Siabity map |

Ampitude ranges

0,0

M AAMAAAAAA AAARAAAAAA
VVUVUUVUVVVVVVVUVVVVVVVu

dim. angular velocity

o s 10 15 20
dimensionless time (tau)

rod angle

dim. displacement of pin

0 s 10 15 2
START STOP PAUSE dimensionless time (tau)

10. ébra: Az idédiagramok

A masodik fiilon grafikonokat talalunk, melyen a leszikitett allapottér harom
koordinataja figyelhet6 meg az id6 fiiggvényében.

=laix|
[ Model parameters | e | Linear analysis | Stabilty map |
pd I2 40000000 j [~ Inttial condttions
alphad] [12,00000000 =] beta  [0.0000000000 =
tanfaipha) [0.24932800 = o [ooooooooomo =]
om oo = % Joooooooooo =
p it = gamma  [0,1000000000 =]
pxl soma  [00000000000 =]
p_zl
pi2 =] | [~ Smulation parameters ——————————————————
wiz 5 = stepsize 0,01000 =
- W ignored iteration steps. 5 =
5 [omwm = step size of simulation fms]  [50 =
v Jizoo000 =

¥ defau geometry

START PAUSE

11. dbra: A szimuldciés beallitasok

A harmadik filon a kezdeti feltételeket és a szimulaciés paramétereket adhatjuk meg. A
szimulacid a linearis és a nemlinearis egyenletet is kezelni képes, a megoldé negyedrendd
Runge-Kutta moédszer alapjan dolgozik.
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Wheel shimmy model —ol x|
[~ Model parameters Aeimatin | | Linear analysis | Stabity map |
el [240000000 = [ - Eigenvalues [~ Characteritic polynomial —————————

dohafd) [1200000000 =] Realpart maginary part Pl-CI B 221500
tan(aipha) [0.24532800 =
o) lambdal=  -0,0580806536338911 7,73088414320882 c3= 147665167264673

pm  [070000000 =

lambda2=  -0,0530808536338911 7.73084414320883 =3 0.592706515197462
Pl 5 =
o lambdad=  -0.556107335084513 (1 c1- 83.3538620122513
‘ co- 49,0811842401154
= Eigenvalues

K [z0z000000 =
B 0.12000000 =
v 1.20000000 I=|

[¥ defaut geometry

START | STGP | PAUSE

Hurwitz-determinant (H=C1C2C3TO)

. H- 15.2336504941569

[Unearstabity ——

STABLE

Imaginary part
’

-07 06 05 0.4 -03 02 0.1 00
Real part

12. abra: Linearis rendszervizsgalat

=oixl

A negyedik fiilon a linearis stabilitasvizsgalat talalhato, a gyokok és a karakterisztikus
polinom egyiitthatéinak kiszamitasaval. El6bbiek diagramban olvashatok le, és ha ebbdl nem

jonnénk, ra, a program nagy betiikkel kozli, hogy stabilis-e a rendszer vagy sem.

Animation | Time diagrams | Smuistion settings | Linear analysis ~Stabiity map

pl  [240000000 =
Stability depending on p_land p_m
alpha (4] [12,00000000 : — . s i —
tanfaipha) [0.24532800 |=| 4
- IZ' Show arca
pm [omoooon =
el = [#' Show curves
px! ¥ co-0
o ot ¥ ci=0
- E
BE = < v €20
]
o é " e3-0
K [2200000 = H
=~ E2 ¥ H0
8 [0312000000 = H
v [z = 3 I Show port
IV defaut geometry E
L]

START | STOP | PAUSE

0

0 1 2 3 4
dimensionless length of rod (p_I)

Scale range
’7 pimn [0.000000 = p mmn [0.000000 = width [4.000000 =] heigre [2.000000 = ‘

13. abra: Stabilitastérkép-rajzolo

A negyedik fiillon egy interaktiv stabilitastérkép-rajzolé szerepel, mely a vonoérud
dimenzidtlan tomege és dimenzidtlan hossza alkotta paramétersikon dolgozik. A tobbi
paraméterek valtoztatasa mellett megadhatjuk, hogy mely gorbéket és stabil tartomanyokat
kivanjuk abrazolni. Az aktualis poziciot is jelzi a grafikon.

Az eredményekrdl a kovetkez6 fejezetben beszélink réviden. A numerikus szimulacié
leginkabb azért volt hasznos, hogy igazolta a korabban leirt analitikus eredményeket. Az
animacioval vald jatszadozas mindig segit, hogy raérezziink a rendszer rezdiiléseire.
Valamint a dolgozatban lathaté valamennyi stabilitastérkép ezen program segitségével
késziilt. A B fuggelékben megnézhetiink néhany futasi eredményt.
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6. Eredmények és kovetkeztetések

Egy fizikai de altalaban véve matematikai modellezés soran véleményiink szerint harom
t6 fazist hajtunk végre. Az els6 1épés, hogy egy jelenséget minél tobb kapcsolodasi ponttal
leképezziink egy alkalmas matematikai struktirara. A masodik 1épés, hogy ezen
matematikai képzédményen, a modellen végziink manipulacidkat. A harmadik pedig, hogy a
modell altal szolgaltatott eredményeket visszavetitjiik a tapasztalati vilagra. Az egész
tevékenységnek akkor van értelme, ha a végén a modell olyan dolgokat képes mondani a
vilagrél, amit a tiszta tapasztatbol nem kovetkeztethettiink volna ki. A masodik 1épés, bar
segit, ha kozben folyamatos visszacsatolast kapunk a tapasztalatok felé, akkor hatékony, ha
akar tiszta matematikaval is kezelhet6. Az els6 és harmadik 1épésnél viszont cél a minél t6bb
kapcsolddasi pont a modell és a tapasztalat kozott.

Jelen dolgozatban az elsé lépést az 1.1. és 1.2. pontok jelentették, a masodik szakasz a
kozben leirt néhany fejezet. Most, a dolgozat végén pedig szeretnénk modelliink fizikai
tartalmat 6sszefoglalni.

Modelliinkb6l megkaptuk a jol ismert egyensulyi helyzetet a vontatas kozben, és az is
kideriilt, hogy a paraméterek fliggvényében lesz ez az egyensulyi helyzet, pontosabban
egyensulyi mozgas stabil vagy instabil. Ez a gyakorlatban azt a kérdést foglalja magaban,
hogy a vontatott jarmtielem a legkisebb zavar hatasara elveszti stabilitasat vagy pedig
visszatér az egyensulyi helyzetbe, legalabbis kis kitérések hatasara.

A modell harmadrendii rendszert eredményezett, ami azt jelenti, hogy kialakulhat a
rezgés, de akar egy lengés nélkiil lecsengé vagy statikusan elszalld6 mozgas is 1étrejohet. Ezt
mind az analitikus szamitas, mind a numerikus szimulaci6 igazolta.

Azt kaptuk, hogy alapvet6 hatassal van a stabilitasra a vonorud és a kerék egymashoz
viszonyitott nagysaga és tomege. Altalaban elmondhatjuk, hogy a kerékhez képesti minél
hosszabb és nehezebb vonoériad néveli a stabilitast. Mas szoval a felfiiggesztésitkhoz képesti

nagy méretli és nehéz kerekek okozhatnak stabilitasi problémat.

A stabilitas hatarat atlépve a kerék egyre nagyobb amplitidoju rezgésbe kezd, melyet a
modellben semmi sem korlatoz. A valdsagban természetesen a fizikai jellemz6k
megvaltozasa, mint a megcsuszas, az alkatrészek deformacidja, vagy a jarmii mozgasanak
megvaltozasa hatart szabnak ennek a rezgésnek.

Azt kaptuk, hogy kis csillapitasok esetén a stabilitas fiiggetlen a sebességtél, a csillapitas
megjelenésével azonban sebességfiiggé is lesz.

Vizsgalodasunk f6 pontja a ferde kiralycsap hatasanak vizsgalata volt. A statikus
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stabilitasvesztés ellenszerének az bizonyult, hogy a kirdlycsap tengelyének talajjal vald
metszéspontja a kerék érintési pontjanal el6rébb legyen. Ez azonban még nem el6zi meg a az
on-gerjesztett rezgés kialakulasat.

A modell azt mutatja, hogy ha a kiralycsapot megdontjik a haladas iranyaba, akkor az
rontja a stabilitasi feltételeket, a szog novelésével egyre szlikebb paramétertartomanyban
lesz stabilis a rendszer mikodése. A masik iranyban val6 megdontéssel ellentétes hatast
ériink el. S6t, ha a rendszer csillapitott és a kiralycsap a haladési iranynak hattal van
megdéntve, akkor lehetségessé valik, hogy a kerék a kiralycsap el6tt helyezkedjék el. Igy a
modell vizsgalhatova teszi a motorkerékparok elsé kerekeinek viselkedését is.

A helyzet azonban nem ennyire egyszer(i, mert nagyon sok paraméter hatasat kell
figyelembe venni. Ha a rendszer merevsége kicsi, akkor a negativ dontést csap okozhat egy
olyan jellegii valtozast, hogy a vonoérid tomegére nem alsd, hanem felsé hatart kapunk a
stabilitas feltételeként.

Ettél eltekintve a fizikai valésaghoz kozel all6 paramétereknél érdemes a kiralycsapot
kissé hatrafelé megdonteni, ha a stabilitast veszélyeztetGen roévid vonoruddal rendelkezik a
konstrukecio.

Még tobb mindent mondhatnank a problémarél, ha jobban kihasznalnank a modellben
1év6 lehet6ségeket. Eredményeinket kizardlag linearis stabilitasvizsgalatra alapoztuk, de
lehetGség lenne a nemlinearis stabilitas vizsgalatara. Lehetne foglalkozni a kiilsé zavarokra,
rezgésekre valo érzékenységgel.

A modellt lényegileg két fontos ponton fejleszthetnénk tovabb. Ha foglalkozunk a
megcsuszas hatarhelyzetével és a megcsuszassal, akkor sokkal bonyolultabb rendszert
kapunk, mely a stabilitasvesztés utan a megcstszas kozbeni energiaveszteséggel akar ujra
stabilizalodhat.

Ha viszont figyelembe vessziik a jarmu valtozo sebességli mozgasat, Gjabb problémahoz
jutunk, ugyanis a kapott egyenlet paraméteresen gerjesztett differencidlegyenlet, melynek
stabilitasa sokkal bonyolultabb eszkozokkel vizsgalhatd, mint a jelenlegi modell.

Egyetlen problémarol beszélink még mindig, mely még sok-sok oldalrél koriiljarhato.
Végszonak talan levonhatjuk, hogy gyakran a vilag mindennapinak tiné kis mozzanataban,
mint a bevasarlokocsi rezgése, talalhatunk olyan mélységeket, melyekre elsére nem is
sejtenénk. Melyet tudomanyunk kifinomult eszkoztaraval sem tudunk felderiteni minden
részletében. Ez az élmény teszi a tudomannyal foglalkozot alazatossa a teremtett vilaggal
szemben.

AD MAIOREM DEI GLORIAM
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Osszefoglalas

A dolgozatban a shimmy jelenségével foglalkozunk, mely vontatott kerekek esetén fordul
el6. Ha egy jarmu olyan kerékkel rendelkezik, mely egy csap koriil képes elfordulni és nincs
meghajtva, egy furcsa ongerjeszté rezgés alakulhat ki, mely akkor is létrejohet, ha a kereket
allando sebességgel vontatjuk.

A motorbiciklik vagy repiil6gépek kerekeinél 1étfontossagu, hogy elkertljiik ezt a instabil
rezgést, mert komoly katasztrofat eredményezhet. A stabilitas feltételei nagyrészt a
mechanikai rendszer fizikai paraméterektdl fiiggenek, példaul a tomegekt6l merevségektdl,
csillapitasoktol.

A dolgozatban létrehoztunk egy egyszeri mechanikai modellt. Modellezniink kellett a
harom alapvet6 alkatrészt, a kereket, a vonorudat és a kiralycsapot. A kerék és ut kapcsolatat
egypontos érintkezéssel irtuk le, az utat vizszintes merev sikként vettiik figyelembe. A
kereket és a vondrudat merev testként modelleztiik, a rugalmassagot csak a kiralycsapon
beliil vettik figyelembe. A dolgozat azt az esetet vizsgalja, amikor a kiralycsap a vontatas
iranyaba meg van dontve. A vontatasi sebességet allandénak vettiik.

Kiderilt, hogy a rendszernek geometriai szempontbdl négy, kinematikai szempontboél egy
szabadsagfoka van. Mivel anholonom rendszerrél van szo, az Appell-egyenletet hasznaltuk a
rendszer differencialegyenletének felirasara.

Egy 6t dimenzios elsérendii egyenletet kaptunk, melyet egy harom dimenzios fazistérre
tudtunk redukalni. A leszikitett fazistér trivialis fix pontja a teljes rendszer egyensulyi
mozgasat jelenti.

Az egyensulyi megoldas koril linearizaltuk az egyenletet és a Routh-Hurwitz kritériumot
alkalmaztuk a stabilitas feltételinek vizsgalatara.

Arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a pozitiv iranyd, haladasi irdnyban torténd
megdontés altalaban instabilitast okoz és csokkenti a tobbi paraméter terében a stabil
tartomanyt. A negativ megdontés ellentétes hatassal bir és noveli a stabilitast. A negativ
megdontés és a csillapitas egyiitt lehetévé teszi, hogy a modell akkor is stabil maradjon,
mikor a vonorad az ellenkez6 iranyban all, mint példaul a motorbiciklinél.

Egy egyszerli szimulacids programot is fejlesztettiink animaciok létrehozasara és a
paraméterekt6l fliggé linearis stabilitas vizsgalatara.
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Summary

In this paper we are dealing with the phenomenon of shimmy which is experienced at
towed wheels. If a vehicle has a wheel which is able be rotate around a pin and and there is
no drive on it, a strange self-exciting vibration can develop on some occasions even if we
tow the wheel with a constant velocity.

At the wheels of motorbikes or airplanes it is essential to avoid this unstable vibration
because it can cause serious accidents. The conditions of stability mostly depend on the
physical parameters of the system, like masses, stiffnesses and damping.

In the paper we created a simple mechanical model. The three main parts, the wheel, the
towing rod and the king pin have to be modeled. We use one-point contact on the wheel,
and the road is considered as a horizontal stiff plane. The wheel and the rod are modeled as
rigid bodies, and the elasticity is taken into consideration in only the king pin. This paper
examines the case when the king pin is tilted towards the towing direction. The towing
velocity is constant.

It has been realized that this model have four geometric degrees-of freedom and one
kinematic degree-of freedom. As the model is a non-holonomic mechanical system, the
Appell-equation is used to create the differential equation of the system.

A five-dimensional first-order equation has been produced, which can be reduced to a
three-dimensional phase space. In the reduced space the trivial fix point is the equilibrium
motion of the whole system.

We made the linear approximation of the equation around the equilibrium solution and
used the Routh-Hurwitz criterion to examine the conditions of stability.

The conclusions are that in general the positive tilting of the king pin to the direction of
towing causes instability and reduces the stable area in the space of the other parameters.
The negative tilting has the opposite consequence and increase the stability. The negative
tilting and the viscous damping together enable the system to stay stable at the opposite
direction of the towing rod, like at motorbikes.

A simple simulation program has been developed to create animations and examine the
linear stability depending on parameters.
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Fiiggelék A: Anholonom rendszerek szabadsagfokai

Az anholonom rendszerek mozgasanak konnyebb értelmezéséhez vezessiik be az alabbi
fogalmakat. Ezek nem megszokottak a szakirodalomban, de ebben a dolgozatban hasznalni
fogjuk 6ket. A hely sziike miatt a definicidkat csak szovegesen fogalmazzuk meg, de van
mod azok preciz, formalizmussal valo bevezetésére is. Azzal az otlettel kezdjik, hogy az
anholonom rendszerek leirasahoz kétféle szabadsagi fokot vezetiink be.

Definici6: Egy mechanikai rendszer geometriai szabadsagi fokainak szama a lehetséges

geometriai helyzeteket leiré fuggetlen koordinatak szama. Jele f,.

Definici6: Egy mechanikai rendszer kinematikai szabadsagi fokainak szama egy
megadott geometriai pozicioban a sebességallapotot leird fiiggetlen koordinatak szama. Jele

fr.

Ez a két fogalom szervesen kapcsolédik a megszokott szabadsagi fok és kényszer
fogalmainkhoz, amint a kovetkezé néhany, konnyen belathaté tétel is mutat.

Tétel: Egy szabad anyagi pontnak 3-3, egy szabad merev testnek 6-6 geometriai illetve
kinematikai szabadsagi foka van.

A szakirodalomban nem tekintik anholonom kényszernek azt a kényszert, amely
integralhato. Megjegyezziik, hogy szerencsésebb ettdl eltekinteni, ugyanis ha integralhato is
a kényszer, megjelenik egy integracids konstans, ami végeredményben djabb szabad valtozot
jelent. A sebességekre megadott kényszer, amit tehat ebben a dolgozatban integralhat6sagtol
figgetleniil anholonom kényszernek neveziink, nem képes potolni egy geometriai kényszert.

Tétel: Egy els6osztalyu (vagyis egyetlen skalaregyenletbdl allo) anholonom kényszer a
rendszerb6l egy kinematikai szabadsagfokot vesz el, a geometriai szabadsagi fokok szamat
nem valtoztatja.

Tétel: Egy els6osztalyu holonom kényszer a rendszerb6l egy geometriai és egy
kinematikai szabadsagfokot vesz el.

A fenti harom megallapitasbol adodik az alabbi két tétel:

Tétel: Holonom mechanikai rendszerek kinematikai és geometriai szabadsagi fokainak
szama megegyezik, és ez egyenl6 a szabadsagi fokok szokasosan értelmezett szamaval is.

Tétel: Anholonom mechanikai rendszerek kinematikai szabadsagi fokainak szama
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alacsonyabb, mint a geometriai szabadsagi fokok szama.
A két fogalom természetessége a rendszer mozgasegyenletével kapcsolatban is latszik:

Tétel: Egy mechanikai rendszer geometriai és kinematikai szabadsagi fokainak osszege
egyenld a rendszert leir6 elsérendd differencialegyenlet allapotterének dimenzidjaval.

Miel6tt vizsgalddasunkat a konkrét rendszertinkre iranyitanank, nézztink néhany példat a
kétféle szabadsagi fokra:

A merev testek szabadsagi fokai: f,=6; f,=6

A cstiszka és csukl6 szabadsagi fokai: f,=—5; f,=—5

A hengerdugattyi szabadsagi fokai: f,=—4; f,=—4

Az elséosztalyti anholonom kényszer szabadsagi foka: f,=0; f,=—1

* A térbeli altaldnos gordiilés szabadsagi foka: f,=—1; f,=—3

A szakirodalomban némely helyen a geometriai, néhol pedig a kinematikai
szabadsagfokot nevezik az anholonom rendszer szabadsagi fokanak. Esetleg a kett6 atlagat
veszik, ilyen moédon fél szabadsagi fokok is megjelennek. Azonban éppen a két paraméter
miatt a fenti definici6 tobbet mond. Ugyanis még egy masfél szabadsagfokunak hivott
rendszer is lehet példaul két geometriai és egy kinematikai, de lehet harom geometriai és
nulla kinematikai szabadsagfokbol 6sszealld rendszer.

Az is biztos azonban, hogy a kétféle szabadsagi fok hasznéalata csak anholonom
rendszerekenél célszert, egyébként felesleges bonyolitas.
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Fiiggelék B: Futasi eredmények
Az alabbi grafikonokon néhany jellegzetes beallitas futasi eredményét figyelhetjik meg.

Az els6 grafikon egy csillapodd rezgést mutat be viszonylag kis merevségii csillapitas
nélkili, pozitiv szoggel megdontott kiralycsapd modell esetében. A felsé grafikonon a

dim. angular velocity

rod angle

[ dimensioniess gisplacement of rod (peta)]

dim displacement of pin
=)
[=]

dimensionless time (tau)

6. diagram: Stabilitas vontatas kozben
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A masodik diagram egy instabil helyzetet mutat be nagy merevségl csappal, csillapitas
nélkil, pozitiv iranyban megdontott kiralycsappal. Jellegzetes, hogy a valds gyok miatt a
szoghelyzet el6szor lecsengé helyzetet mutat, majd a rezgés lassan megné és instabilitast
okoz.

[=——dim=ansionlzss sngulsr velocity (sigma)]
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7. diagram: Instabilitas vontatas kézben

66



Vontatmanyok stabilitasa

A harmadik diagram negativ szogli kiralycsap mellett késziilt, csillapitassal, abban a
kiilonleges helyzetben, mikor a rendszert a bicikli elsé kerekéhez hasonléan toljuk.

dim angular velocity

rod angle

dim. displacement of pin

dimensionless time (tau)

S

diagram: Stabilitas a kerékpar elsé kerekénél
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