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Absztrakt: A szabdlyozott dinamikai rendszerek egy specidlis csoportjdt képezik az alulaktudlt rendszerek, amelyeknél a beavatkozo jelek
szdma kisebb, mint a rendszer szabadsdgi fokainak a szama. Az alulaktudlt rendszerek kozos jellemzdje, hogy az aktudtoroknak az vin. zéro
dinamikdra nincs kozvetlen befolydsuk. Alulaktudlt dinamikai rendszerek kiszamitott nyomaték szabdlyozdsdhoz sziikséges inverz kinematikai
és inverz dinamikai feladat egymdstol nem vdlaszthato szét, megolddsuk pedig az ismeretlen beavatkozdjelekre és leiro koordindtdkra nézve
differencidl-algebrai egyenletre vezet. A szakirodalom tobbféle lehetdséget kindl az alulaktudlt rendszerek kiszdmitott nyomaték szabdlyozdsdra
amennyiben a szabdlyozott rendszer dinamikai modellje minimdlis szdmui koordindtdkkal dll rendelkezésre. Bonyolultabb, sok testbdl felépiild
dinamikai rendszerek esetében a minimdlis szdmii koordindtdkkal felépitett dinamikai modell nagyon bonyolultd vdlhat, és a valdsidejii szamitd-
sok szempontjabol megéri a minimdlisndl nagyobb szamii koordindtdt felvenni. A redunddns leiré koordindtdkat haszndlva geometriai kény-
szerek felirdsa sziikséges, ami miatt mdr onmagdban a dinamikai modell is differencidl-algebrai egyenletté vdlik. Az alulaktudlt rendszerek
kiszdmitott nyomaték szabdlyozdsa a nem minimdlis szdmii redunddns koordindtdkkal leirt rendszerekre dltaldnositva is megtaldlhato a szak-
irodalomban. Jelen munkdban a szakirodalomban fellelhetd megolddsi modszerek koziil a differencidl-algebrai egyenletrendszer implicit Euler
modszerrel torténd kozvetlen numerikus megolddsdra épiilé algoritmus alkalmazdsdt vizsgdljuk kisérleti liton. A kisérleti berendezés egy ven-
tildtorral szabdlyozott ingdbdl és az arra rugalmasan rogzitett inverz ingdbdl dll. A kisérletek sordn kiilonos figyelmet forditottunk a stabilitdsi

kérdésekre, a pdlyakovetési pontossdgra és a szamitdsi igény nagysdgdra.

1. BEVEZETES

Az utébbi évtizedekben a robotok szabdlyozdsanak legelterjedtebb modszerévé az valt, hogy a rendszer dinamikéja-
nak visszacsatolasaval egy linedris dinamikai rendszert allitunk el§. Ezutan tetszSleges mozgas irhat6 el$ a robot
szdmdara, ami mindaddig megvaldsithat6, amig az aktuitorok elegendé nyomatékot tudnak biztositani. Alulaktualt
rendszereknél ez az eljards kozvetleniil nem alkalmazhaté. Ennek altaldnos vizsgélatdhoz tekintsiik a kovetkezd
altalanos mozgasegyenletet:

ii: fl(qa Q7 t) +f2(q7 (.13 t)u7 (1)
ahol q a rendszert leiré minimélis szdmu koordindtdk vektora, u pedig a szabalyozé bemenetek vektora. Az (1)

megfogalmazdsandl azzal a feltételezéssel éliink, hogy az u bemenet linedrisan szerepel a rendszerben. A rendszer
teljes aktudltsagu, ha az f5(q, ¢, t) bemeneti métrix rangja megegyezik a szabadsdgi fokok szdmadval, azaz

rank(f>(q, 4, t)) = dim(q). 2)
Ebben az esetben megviélaszthatjuk a bemend jelet az f5(q, q, ¢) invertdldsdval:
u= f2 (qv q, t)il [_fl (qv (.17 t) + ﬁ] . (3)
Ezt az (1) mozgasegyenletbe visszairva a
g=u “4)

linedris rendszert kapjuk, ami azt jelenti, hogy ha az u bemenetet a (3) szerint valasztjuk meg, akkor a q és q
ismeretében a rendszer gyorsudlat tetszélegesen irhatjuk elé az 4 szintetikus bemenet segitségével. Ehhez az
f1(q, q,t) vektort és az f2(q, 4, t) matrixot tokéletesen ismertnek feltételezziik.

A fent bemutatott dllapotvisszacsatoldssal torténd linearizalds azonban alulaktudlt rendszereknél nem valdsithaté
meg, mivel f5(q, 4, t) ilyenkor nem invertdlhat6. Alulaktuélt rendszerrdl tehdt akkor beszé€liink, ha a beavatkozd




jelek szdma kisebb, mint a rendszer szabadsagi fokainak a szdma [1, 2], vagyis
rank(fz(q, q,t)) < dim(q). 3

A fent leirtak miatt az alulaktudlt rendszerek altaldanos vizsgélata Osszetettebb feladat a teljes aktudltsdgd rend-
szerekénél. Az alulaktudlt rendszerekre vonatkozé ismeretek azonban energiahatékonyabb és fiirgébb robotok
épitését teszik lehet6vé, illetve az eddig is alkalmazott alulaktualt rendszerek szabdlyozasa valhat pontosabba.

Tipikusan alulaktudlt rendszer példaul egy daru, mivel nincs kozvetlen befolydsunk a lengd teherre. A kotél
felsd végpontjanak a mozgasat kozvetleniil irdnyithatjuk, de a lengd teher mozgdsat a rendszer dinamikdja hatdrozza
meg. Nagyon sokféle szabdlyozasi stratégiat alkalmaznak a daruk nemkivant kilengéseinek minimalizalasara
[3, 4], de az alulaktudlt rendszerek szabdlyozdsdval kapcsolatos ismeretek tovabbi lehetGségeket tarnak fel. Egyes
ujszeri robot koncepciok is kihasznaljdk az alulaktualt dinamikai rendszerek elényét. Az ACROBOTER szerviz-
robot a darukhoz hasonléan egy kéabelen 16g le a mennyezetrdl, és képes az inga szeri gyors mozgast elényosen
kihaszndlni [5]. A gyakorlatban gyakran el6fordul, hogy rugalmas elemek okozzdk a rendszer alulaktualtsagat [6].
Ilyen lehet példaul egy rugalmas tengelyen vagy tengelykapcsoldn keresztiil hajtott alkatrész.

A jelen munkdban vizsgélt, 1./a és 1./b dbran lathato kisérleti berendezéssel azt esetet vizsgaljuk, amikor ru-
galmas elem okozza az alulaktudltsdgot. A vizsgélt rendszer egy ventildtorral hajtott ingdbdl és arra rugalmasan
rogzitett inverz ingabdl all. A szabadsagi fokok szdma kett6 (v és 1 szogek), a beavatkozd jelek szdma egy (a
ventilatorra adott fesziiltség), tehat a rendszer alulaktudlt. A szabélyozds szempontjabdl ezzel analég rendszer a
1./c abran lathaté m és mo testekbdl kialakitott lengd rendszer, ahol a két szabadsagi fokhoz szintén egyetlen F,
beavatkozé erd van. Az dltaunk végzett kisérletben annak a szabadsagi foknak a mozgését {rjuk eld, amelyiken
a beavatkozd erd is van. A mdsik szabadsagi fok dinamikdja ilyenkor zavardsként van jelen, de ha a szabdlyozé
algoritmus ezt a dinamikat is figyelembe veszi, akkor hatdsa kikiiszobolhets.

Ahogy az el6zbekben leirtuk, az alulaktudlt dinamikai rendszerek kiszdmitott nyomaték szabdlyozasa a ro-
botikdban leginkdbb megszokott esetekhez képest kihivast jelent. Ennek oka az, hogy az inverz kinematikai és
inverz dinamikai feladat egymdastdl nem vélaszthat6 szét, megoldasuk pedig az ismeretlen beavatkozdjelekre és
leiré koordinatdkra nézve differencidl-algebrai egyenletrendszerre vezet. A szakirodalomban tobb lehetSség is
taldlhat6 az alulaktudlt rendszerek kiszdmitott nyomaték szabdlyozdsara [6, 7, 8]. Jelen munkdban ezek koziil a
differencidl-algebrai egyenletrendszer implicit Euler médszerrel torténd kozvetlen numerikus megoldasara épiild
algoritmus [6, 7] alkalmazasat vizsgdljuk kisérleti iton a mar emlitett 1./a és b dbran lathaté berendezésen. A
vizsgdlt algoritmus a nem minimalis szdmu redunddns koordindtakkal leirt dinamikai rendszerek szabalyozdsara
alkalmas, ezért a rendszer mechanikai modelljét is redunddns koordinatdkkal fogalmazzuk majd meg.

rugalmas

/ csuklo

1. abra. A kisérleti berendezés és analég modellje

2. KISZAMITOTT NYOMATEKOK MODSZERE ALULAKTUALT, REDUNDANS
KOORDINATAKKAL LEIRT RENDSZEREKRE

Osszetett, tobb testbdl 4ll6 dinamikai rendszerek modellezésére a nem minimadlis szdmd, azaz redundéns leird
koordinatdk alkalmazdsa a szadmitasi igény szempontjabol elényos lehet a minimdlis szamu koordinatdk alkal-
mazdsdval szemben [9, 10]. Redundans koordindtdk alkalmazdsa esetén geometriai kényszerek megfogalmazdsa
sziikséges.



A rendszert és a szabdlyoz4si feladatot leiré egyenletek redundédns koordinatdkat és az els6faji Lagrange egyen-
letet alkalmazva az aldbbi mddon irhatéak:

Mx +®L(x)A = Q(x,%) +H(x)u, (6)
px) = 0, )
ps(x,t) = 0, ®)

ahol M a tomegmidtrix, x a rendszert leiré redundéns koordindtdk vektora, ®x(x) a ¢(x) kényszereket tartal-
maz6 vektor Jacobi mdtrixa, A a Lagrange multiplikdtorok vektora, Q(x, %) a tehetetlenségi és szabdlyozo erékon
kiviili 4ltaldnos er8k vektora, u a szabélyozé bemenetek vektora és H(x) az dltaldnos bemeneti matrix. A szabd-
lyozdsi feladatot a (8) szervokényszer-egyenlet adja meg [6]. A @, (x,t) szervékényszer dimenziGja meg kell hogy
egyezzen az u szabalyozé bemenet vektor dimenzidjdval, ami azt jelenti, hogy annyi feladatot irhatunk el ahany
egymdstol fiiggetlen szabalyozé bemenet 4ll rendelkezésre.

A kiszdmitott nyomaték médszer alkalmazaséhoz a 4 (x, t) dltal el&irt feladat fiiggvényében meg kell hatdrozni
az x dltalanos koordinatak megkivant értékét és az u szabalyoz6 bemenetet. Mivel a (7) geometriai kényszeregyen-
let és a (8) szervokényszer minden esetben algebrai egyenlet, tovabba a (6) az u-ra nézve algebrai egyenlet ezért
a megoldand6 egyenletrendszer egy differencidl algebrai egyenletrendszer (DAE) lesz. A (6-8) DAE megoldasa
torténhet kozvetetten, a rendszer k6zonséges differencidl egyenletrendszerré valé transzformdldsaval [10], tortén-
het a kényszerek altal meghatarozott altérbe torténd projekcidval, [9, 10] és torténhet kozvetleniil numerikus méd-
szerek segitségével [6, 7]. Jelen munkdban az egyenletrendszert kozvetleniil diszkretizaljuk az implicit Euler
mddszerrel és az ad6d6 nemlinedris, algebrai egyenletrendszert a Newton-Raphson médszerrel oldjuk meg.

Az implicit Euler médszer alkalmazasiahoz a rendszert elsérendiivé kell alakitani. A (6)-os mozgdsegyenlet
elsérend alakja a kovetkez6:

! =y, ©)
y' = M@ (x)AT+ Q(xy?) + H(x)ul, (10)
ahol a d fels6 index a szervokényszerek altal meghatarozott elGirdsra (desired) utal. A (9) és (10) egyenleteket

az implicit Euler moédszerrel diszkretizalva a valtozok ¢ + 1 id6pillanatbeli ismeretlen értékére egy nemlinedris
algebrai egyenletrendszert kapunk:

d d
Xit1 — % d

= Yit1 an

Y — vy
% = M_l[—ﬂ(Xﬁl))\m + Q(XﬁH,Y‘iH) + H(xfﬂ)uiﬂ], (12)
0 = @(xi), (13)
0 = @s(xf,tit1). (14)
A [7] irodalomban kozoltekhez képest annyi egyszerisitést alkalmaztunk, hogy a hibakompenzéciora szolgald
PD szabdlyoz6t nem vettiink figyelembe, azaz vezérlést valésitunk meg. Bevezetve az = [x y u  A]T is-

meretleneket tartalmazé vektort, irhaté hogy F(z;11) = 0, ahol

x{ = x{ = hy{

Y —vi - thl[*@E(X?H))\gH +Q(xp 4y, yir) + H(xE ug]
(p(fo)

‘PS(Xnglv ti+1)

A kapott nemlinedris algebrai egyenletrendszer megoldasara kézenfekvé a Newton-Raphson médszer alkalmazésa,
de a Newton-Raphson médszer médositott valtozatainak alkalmazasa is széba johet. Valddi gyakorlati alkalmaza-
sok esetén elényos lehet példdul a Broyden mddszer, vagy az un. thrust-region mddszer alkalmazdsa. Ezekkel
az alternativ médszerekkel a szdmitds gyorsitisa és megbizhatdsdgdanak novelése érhet6 el. A Newton-Raphson
mdédszer alkalmazédsdhoz sziikség van az F(z) fiiggvényvektor Jacobi matrixdnak elGéllitdsdra. A Jacobi mdtrix

analitikusan is kiszdmithat6, ami a tapasztalatok szerint az algoritmus gyorsabb futdsat eredményezi. A Jacobi
matrix analitikusan eldéllitva a kovetkez6 formédban adhat6 meg:

F(zi11) = (15)

I —nI 0 0
MR p p\-109 _pMTH AM )
I(z) = x y (16)
2, 0 0 0
20 0 0 0

A Jacobi matrix numerikus szdmitdsdra is van lehet6ség, de a nagy szdmu redunddns koordinatdkkal leirt rend-
szerek esetén ez nagyon szamitdsigényes lehet. A numerikus mddszert alkalmazva a Jacobi métrix oszloponként



szamithato ki: N
F(z.) — F(z; )
I(z;) = —L—— 17
(2) =N a7
ahol A egy megfelelGen kicsi szam, az i és j indexek a z vektor i-edik idGpillanatbeli j-edik valtozdjat jelolik,

amivel

Zi,1 Zi,1
+ _ . . - L
z;;,=| zij+A ; z,,=| zij;—A . (18)
Zi,2n+l4+m Zi,2n+l4+m

A bemutatott médszert alkalmaztuk a nem minimalis szimui koordinatdval modellezett, alulaktualt kett6singa
kiszamitott nyomaték szabalyozasara.

3. A RENDSZER MECHANIKAI MODELLJE ES PARAMETERIDENTIFIKACIOJA

A vizsgélt, ventillatorral elldtott inga mechanikai paraméterei szimunkra ismeretlenek voltak ezért elsd 1épéseként
magét a rendszert kellet identifikdlnunk, vagyis meg kellet hatdroznunk a mozgést befolydsolé ismeretlen para-
métereket kiilon az alsoé és kiilon a fels6 ingara nézve. A tovabbiakban eldlje 1-es index az alsé, 2-es index a felsd
ingat és kezeljiik ezeket egymastdl fiiggetleniil (lasd: 2. dbra). Az 1-es inga mozgasegyenletét az alabbi alakban
keressiik:

Oary + By + Csgn(y) + magsisiny = M, (19)
M+ DM = Dmqgsy Sin(AV(u))7 (20)

ahol O,; az 1-es inga tehetetlenségi nyomatéka az A pontra, B a rendszer viszkézus csillapitasat meghatarozo
tényezG, C' a szdraz surlédast meghatdrozo tényezs, M a ventilator altal 1étrehozott toléerd nyomatéka az A pont-
ra, m; az inga tomege, g a gravitdcios gyorsulds, s; az inga silypontjinak tdvolsdga az A ponttdl és A (u)
a ventillatorra adott u fesziiltségjelhez tartoz6 statikus szogkitérés. Az u fesziiltségjelet egy 256 bit felbontdsu
diszkrét skélan lehet kiadni a ventillator szabalyozéja szamara. A (20)-as egyenlet a ventilator dinamikéjat veszi
figyelembe, miszerint a kiadott u fesziiltségjel hatdsara csak bizonyos id6 elteltével alakul ki az annak megfeleld
Fr toléerd. A tolderd és igy a nyomaték kialakuldsanak sebességét meghatdrozé tényez6t D-vel jeloltiik.

(X,,Y5)
AR-(X,,Y0)
F,
/
(X0¥1)

C
2. dbra. A paraméteridentifikdlds sordn alkalmazott modellek (a és b), redundédns koordinatak (c)

A A, (u) statikus szogkitérés értékét méréssel hatdroztuk meg a ventildtorra adhaté diszkrét fesziiltségértékek
mindegyikére és “lookup table”-ben taroltuk. A tomeg ismeretében a silypont helye szamithaté a két végén, viz-
szintes helyzetben megtamasztott allapotra felirt nyomatéki egyenletbdl, amennyiben az egyik reakcié erd ismert
pl. mérleggel torténd mérésbdl. A tomeg €s a sulypont helyének az ismeretében a szabadlengés periodusidejét
felhasznélva a ©,; tehetetlenségi nyomaték szamithaté. A problémat a B, C' és D paraméterek meghatarozdsa
jelenti. Ezen paramétereket genetikus algoritmus segitségével hatdroztuk meg. A pontosabb és gyorsabb kon-
vergencia érdekében elGszor a szabadlengés () mérési eredményeit és a (19)-es egyenletet felhaszndlva a B
és C' paramétereket hatdroztuk meg, majd pedig egy egységugrds gerjesztés v(t) mérési eredményei és a (19)-es
valamint (20)-as egyenletekb6l a D paramétert.

A 2-es inverz inga mozgasegyenletét az alabbi formdban keressiik:

. l
Ouzt) + 510 — mag sini) =0, @1

ahol ©,5 a 2-es inga tehetetlenségi nyomatéka az A pontra, s; a rugalmas csatlakozds rugémerevsége, I a 2-es
inga hossza és mo a 2-es inga tomege. Az inga tekinthet egy /o hosszisdgui és moy tomegli homogén ridnak,



melynek tehetetlenségi nyomatéka ismert. A rugalmas csatlakozas jo kozelitéssel helyettesithetd egy torzids rugé-
val, melynek merevségét a lengésidbdl szamithatjuk.
Az egyes paraméterek ismeretében a teljes szerkezet mozgasegyenlete az aldbbi forméban irhaté:

Oa1¥ + By + Csgn(y) + magsisiny — se(p —v) = M, (22)
M+DM = Dmygs;sin(A,(u)), (23)

. Iy .
Ouzl) + se(t) —7) — mag singp = 0, (24)

4. A MECHANIKAI MODELL MEGFOGALMAZASA REDUNDANS KOORDINATAKKAL

A nem minimalis szdmu koordindtdval modellezett, alulaktudlt rendszerekre kidolgozott szabdlyozdsi algoritmus
vizsgélatdhoz az 1./a és b abran bemutatott rendszert a szabalyozasi algoritmusban redundans koordinatakkal {rtuk
le. Redundéns koordinatak vagy mas néven Descartes féle koordinatak alkalmazasa sordn csak helykoordindtdkat
haszndlunk, szogeket nem. Sikbeli mozgdsok esetén minden testnek két pontjat kell megadnunk, azonban ezek
a pontok tartozhatnak tSbb testhez is [10]. Igy tehét a kisérleti berendezés modellezéséhez hat darab egymdstol
nem fiiggetlen x = [0, Yo, 21, Y1, T2, y2]” koordindtdra van sziikség (lasd: 2./c dbra). Egyik elénye a redundans
koordinatdk hasznalatdnak, hogy a tomegmatrix nem fiigg a koordinataktol. El6allitdsa egy test esetén [10] alapjan
a kovetkez6 formula alapjan torténik:

2mx g I; mg I; mya
m — 2mea 0 - — mye
Lij L?j L L?]. Ljj;
0 Ul - A S -
M = ij ij ij ij ij (25)
- meg I myc I; 0 )
Lij L?j Lij ij
_myg mzg _ I 0 I;
Lij Lij Lf- L2
: ; J ij

ahol m a test tdmege, L;; a kivalasztott alappontok tdvolsaga, I; az ¢ alapponra szdmitott tehetetlenségi nyomaték,
zq és yg pedig a stlypont helye a testhez rogzitett koordinatarendszerben. Az alsé és feld ingara egy 6 x 6 méretii
tomegmatrix allithat6 eld a [10] alapjan. Mivel a koordinatdk redundédnsak, kényszeregyenletek megfogalmazasara
van sziikség. Jelen rendszernél a két inga hossza véltozatlan hosszd, valamint az A pont nem mozdul el, ennek
megfelel6en a geometriai kényszereket tartalmazé vektort a (26) mutatja. A szervo kényszert (lasd (26)) gy fogal-
maztuk meg, hogy az also inga szoge egy atan(t) fiiggvény szerint nullérél a értékre névekedjen. Az egyenletben
szerepl$ S a 0 és az a szog kozotti valtds sebességét hatdrozza meg, ¢, pedig az a/2-hdz tartozé idGpillanat, jelen
esetben t,, = 4[s] (1dsd 3. dbra).

(1 —20)* + (Y1 —w0)*> — 13

(r2 —20)% + (y2 —y0)* — 13 atan(S(t—t,))+atan(St,
(p(X) = n 2 ) (Ps(X,t) = aatan(S((ti,,,m—2)51),))+at;n(57)£7,) :| ' (26)
Zo

A mozgdsegyenlet redunddns koordindtdkkal torténd felirdsdhoz sziikséges Py (x), Q(x, %) és H(x) felirdsat
terjedelmi okok miatt mellézziik, de ezek elallitasa a [10] szakirodalomban megtaldlhato.

5. EREDMENYEK, KONKLUZIO

Mivel a fels6 inga szogének mérésére nem volt lehetSség, az eldirt palyat az alsé inga szogére kellett megadnunk.

Az alkalmazott algoritmus szdmadra ez azt jelentette, hogy a felsd inga mint zavards hatdsat kellett kikiiszobolnie
a szabdlyozdsi bemenet kiszamitdsakor. Tovabbi egyszer(isitésként a [7] irodalomban alkalmazott PD szabdlyozaét
elhagytuk mivel a fels6 inga szogét egyébként sem lehetett volna visszacsatolni. Ezzel tulajdonképpen vezérlést
valdsitottunk meg az ismert dinamikai modell alapjan.

Jol l4thatd, hogy a bemend jel durva felbontdsa és az alacsony mintavételezési frekvencia ellenére is a meg-
valdsult mozgds j6 kozelitéssel egyezik az el6irt palydval. Az eredmények tovabb pontosithatéak a mintavételezés
frekvencidjanak novelésével, ami jelen berendezésnél a régi elektronikai eszk6zok miatt mindossze 15 [Hz] volt,
ami egy szabdlyozdsi rendszer esetén kevés. Az eredmények tovdbbi javuldsit eredményezi, ha a ventildtorra
adhat6 fesziiltségintervallum nagyobb felbontdsban 4ll rendelkezésre, melynek szintén hardware oldali korlatai
vannak.

A mérések sordn azt tapasztaltuk, hogy a megvaldsitott szabdlyozdsi algoritmus igen szdmitasigényes lehet,
féleg bonyolultabb rendszerek esetén. Ez a mintavételezési id6 csokkentésének szabhat hatdrt, ami stabilitdsi
problémdkhoz vezethet PD szabdlyozdval visszacsatolt rendszer esetén. Ennek ellenére a bemutatott kisérleti
eredmények bizonyitjdk, hogy a vizsgilt szabalyozasi algoritmus megvaldsithato.
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3. dbra. Mért eredmények

6. KOSZONETNYILVANTAS

Jelen munka az Orszagos Tudomanyos Kutatasi Alapprogramok (OTKA K068910), az MTA-BME Gépek és Jar-
miivek Dinamikdja Kutatécsoport, az Oktatasért Kozalapitvany (NTP-OKA XXII-111) valamint a University of
Arisona Advanced Micro and Nano Systems Laboratory tdmogatasaval jott 1étre.
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