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PREFAZIONE

Il compito prefissosi dairAccademia di raccogliere e pubblicare

le Memorie scientifiche date alla luce da Eurico Betti resta adempiuto

colla stampa di questo secoudo volume delle sue Opere. Tutte le Note

e Memorie che figurauo uella lista inserita al principio del primo

volume sono adesso pubblicate eccettuate due (la 52 e la 61) che

appartengono agli ultimi scritti in ordine di data, le quali, a nostro

avviso, saranno da ristampare solo quando fra le carte lasciate dal

Betti sia stato possibile rintracciare gli elementi necessari a comple-

tarle a chiarirle.

A questo proposito esprimiamo l'augurio che venga fatto uno

spoglio accurato dei manoscritti lasciati dal Betti ('). Senza nascondere

le gravi difficoltà di un tal lavoro noi speriamo che esso possa esser

compiuto in avvenire. Vari interessanti complementi a qiianto si trova

nei volumi adesso pubblicati probabilmente comparirebbero, e forse così

potrebbe riconoscersi l'utilità di un'appendice alla presente pubblica-

zione. Ricordiamo, per esempio, che la Nota : Sopra la Elettrodina-

mica (n. XXXVI, t. II) appartiene ad un ciclo di lavori compiuti,

oltre che dal Betti, anche dal Hiemann e da Carlo Neumann, e che

tutti questi scritti furono sottoposti ad una critica profonda del Clausius

(Annali di Poggendorff, Bd. 135, anno 1868, pag. 606). Ora sebbene

le idee in essi contenuti appartengano ad un periodo della scienza

(') Essi sono conservati alla Scuola Normale Superiore di Pisa.
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che preludeva quello delle recenti teorie elettrodinamiche e che ò quindi

ormai oltrepassato, tuttavia sarebbe iateressaute conoscere in che modo

il Botti risiiondeva (come ebbe occasione di asserire) allu obbiezioni

del Clausius,

Una ristampa del librii dei Betti sulla « Teoria delle forze

newtoniane » , il quale ha carattere scientifico e didattico ad un tempo,

sarebbe pure cosa utile, e, se essa sarà un giorno intrapresa, potranno

in quella occasiono veder la luce alcuni Capitoli consacrati alla Elet-

trodinamica che il Betti aveva redatto, ma che egli, all'ultimo momento,

soppresse, perchè riteneva potessero eccedere il campo limitato dal

titolo dell'opera sua.

Alle molte difficoltà presentate dalla ristampa delle Memorie del

Betti ed alla immatura morte del compianto Cerruti, si deve attribuire

il prolungato ritardo della presente pubblicazione. Del merito della

quale la maggior parte va data al pref. Cerruti. che ne raccolse ed

ordinò il materiale e ne curò con grande amore la stampa fino agli

ultimi suoi giorni.

Per quello che riguarda la parte da me presa in questa pub-

blicazione devo dichiarare che ho cercato sempre di rispettare, per

quanto è stato possibile, la sostanza e la forma degli scritti dell'Autore.

Uingrazio l'Accademia dell'onore fattomi chiamandomi a succedere

al iirof. Cerruti nel non facile compito. E mi è anche gradito dovere

dichiarare qui che. per le decisioni di maggiore importanza, mi sono

giovato dei suggerimenti e dei consigli del senatore Volterra.

Orazio Tedonk

Socio Corrispondente della K Accademia
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XXIII.

SOPRA LA PROPAGAZIONE DELLE ONDE PIANE DI UN GAZ (').

(Dagli Annali di matematica pura ed applicata, serie I, t. Ili, pp. 252-241, Roma, 1860).

L'equazioni del movimento di un gaz, quando la velocità u nel senso

dell'asse delle ,r e la densità q siano eguali in tutti i punti di ciascuno dei

piani paralleli al piano y z e non vi sia azione di forze esterne, sono, come

è noto,

Indichiamo con (f{Q) la funzione della densità che esprime la pressione p.

Il valore di y((>) sarà sempre positivo, aumenterà coli' aumentare di q, e la

sua derivata non decrescerà quando q aumenta. Del resto non facciamo al-

cuna ipotesi sopra la espressione analitica di questa funzione.

Avremo

^2)
Dioge "^ioge _ '^^

^
'

DI 1)0; l>x'

Moltiplichiamo la equazione (2) per :ir l/y'((>) e sommiamola colla equa-

zione (1). Ponendo

(3) f{Q) = fì/¥{Q}dlogQ.

(4) 2r = f{Q)-^u, 2s = fÌQ)-u,

si otterrà

,5, |=_(„ + ,V->j)5, |i=-(.-,W,)|;

(') Rivista bibliografica della Jlomoria di B. Riemann dal titolo: Ueber die Fort-

pflanzung ebener Luftwellen von endlicher Schwingungsiceite, Abh. der k. Gesellschaft

der Wissenschaften zu Gottingen, t. Vili, 1860.

1
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onde

(6) dr= ^(dx-[u--^]7{Qndi),

(7) '^'^^ ('^'^- ^"- t '^)^ ''Ò

Da queste formule si deduce che muovendoci nel senso delle x positive

colla velocità -j-^ u-h l^(f'(e) , ci troveremo sempre sopra punti nei quali r

ossia u -f- /"(e) ba lo stesso valore, e che muovendoci nel senso delle x ne-

gative colla velocità —
"i~

^^
1 f(^) — a, ci troveremo sempre sopra punti

nei quali s o /(p) — u ha lo stesso valore. Quindi prendendo due valori

che r ed s hanno in un medesimo tempo in due punti differenti, vi sarà un

punto in cui dopo un certo tempo ?' ed s avranno questi medesimi valori.

Per trovare dove e quando r avrà un dato valore / ed s un dato valore s',

bisognerà determinare x e t in funzione di r ed s.

Le equazioni (6) e (7), a cagione dell'equazioni (4), che danno

dii= dr — ds , dr -h ds= '{/(f'iQ) dìogQ ,

si possono porre sotto la forma

(8) ^''= 1^ K"^~ ^^" '^ ^'^^ ^)

onde

^ ' DS ~
\ dìogQ /'

(11)
^[-^-["-l'y^lO _^/ ^iogt'y7e) _^\

'ir \ dlogQ /

In conseguenza la espressione

(12) ^x-lu-h\ y(^ ] ?j dr- (^.c - [« - I V(^] /^ ds
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sarà un differenziale esatto di una funzione io, la quale sodisfarà all'equazione

Iir ^s \ a log o / \ ~dr

w 7>

ir

dove

m = 'd log ]/fp'{Q)

e, ponendo <^ = f {q) ^ r -{- s.

')

(13) w = — -

1 ^ (/g

L' introduzione di r ed s come variabili indipendenti è soltanto possibile

quando il determinante funzionale

-òr l>r
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Ma se r al principio del movimento in un tratto finito dell'asse delle x

ha uno stesso valore r , r avrà il valore costante ;•' in tratti finiti del me-

desimo asse sempre più avanti nel senso positivo. Poiché in questi tratti rfr= 0,

non si potrà determinare il valore di x— /[?< -t- J ^'(c)]. e quindi non si

potranno esprimere x e l in funzione di r e di s, ossia non si potrà deter-

minare dove e quando è r^=r' ed ,v lia un dato valore, problema che si vede

a priori essere indeterminato, ila però agli estremi del tratto di asse delle x

in cui ?'= /•' vale l'equazione (15), quindi si potrà determinare tra quali

valori di x dopo un dato tempo saranno compresi i punti nei quali r= ;•',

oppure per quanto tempo si ha r= r in un dato punto. Analoghe conside-

razioni possono l'arsi per il caso in cui sia r variabile, ed s = s\ o r= r'

e s = s in un tratto finito dell' asse delle x.

Supponiamo che al principio del movimento sia disturbato l'equilibrio

del gaz soltanto nella porzione di spazio compresa tra x ^ a e x = b , in

guisa che per valori di x maggiori di 6 o minori di a, u q q n quindi

anche r ed s siano costanti, e distinguiamo coli' indice 1 i valori di queste

quantità per x^a, e coli' indice 2, quelli corrispondenti a, x^b. La por-

zione di spazio in cui /' è variabile si muove nel senso delle x positive, e

il suo limito inferiore si muove colle velocità

Mi-f-l>'(ei)'

mentre il limite superiore dello spazio in cui s è variabile si muove nel

senso delle x negative colla velocità

tViCz) — «s-

Onde dopo il tempo

e =

in tutto lo spazio compreso tra x = a e x ^ b , si avrà r = r, ed 5 = Sa

,

ossia il gaz in questo spazio sarà tornato in equilibrio, e dal medesimo si

saranno propagate due onde in direzioni opposte. Quella clie si muove nel

senso delle x positive, nella quale s ^ s^ e quindi n = /'({>) — 2,<!. , avan-

zerà colla velocità

lV(e) + f(Q) — 2S2

,

quella che si muoverà nel senso delle x negative, m'Ha (|iiMle ;• = /•,. e

(jUÌUlli
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procederà colla velocità

La velocità di propagazione delle onde cresce colla densità q, poiché (^'(q)

e /((>) crescono con q.

Se in un piano condotto per l'asse delle x innalziamo per ogni punto

di questo asse una ordinata proporzionale alla densità q del gaz in quel punto,

dopo il tempo l'estremità dell'ordinate corrispondenti a un certo tratto

dell' asse delle x- al di là del punto in cui a;= è , e al di qua del punto

in cui .e^ a, formeranno due linee ciuve, e per avere le densità nei tempi

successivi bisognerà far partire da ciascuno dei punti della prima curva un

punto che si muova parallelamente all' asse delle x nel senso delle x posi-

tive con velocità tanto maggiore, quanto maggiore è la ordinata, uno da

ciascuno dei punti della seconda curva che si muova nel senso negativo pa-

rallelamente all'asse delle x, con velocità tanto più grande quanto è più

grande la sua ordinata. Fermandoli dopo un dato tempo avremo la curva

delle densità corrispondente a quel tempo. Ma se un punto ha l'ordinata

maggiore di uno che gli sia avanti, muovendosi con maggior velocità dopo un

certo tempo lo raggiungerà, e avremo in un medesimo punto due valori dif-

ferenti per la densità, ossia una variazione brusca di densità, ed essendo in

questo punto u e q, e quindi r ed s discontinue non si potranno applicare

r equazioni (4). Quando vi sono queste discontinuità r— o — devono dive-

nire infinite, e quindi deve aversi, come risulta dall'equazioni (8) e (9),
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Rappiesentiamo con / le ordinate e con x le ascisse dei punti di un

piano, indichiamo con (r) le curve clie così avremo per i punti nei quali r

è costante, e con (s) quelle nelle quali s è costante, e in queste consideriamo

come positiva la direzione nella quale cresce t. L'equazione (14) dovrà es-

sere sodisfatta in tutta la estensione S del piano che è compresa tra l'asse

delle X, la curva (/'), e la curva («'). e saranno dati sopra l'asse delle x

i valori di — e di —, e si dovrà determinare il valore di w corrispon-

dente all'intersezione delle curve (/) ed (s'). Dando maggior generalità al

nostro problema, supporremo che lo spazio S invece di esser limitalo infe-

riormente dall'asse delle x, sia limitato da una linea e che non interseca

più di una volta le curve (r) ed (s\ e siano dati i valori di -^ e —
sopra questa linea.

Immaginiamo la porzione di piano S divisa dalle curve (r) ed (s) in

parallelogrammi infinitamente piccoli, e indichiamo con Sr e rfs le varia-

zioni che soffrono r ed s quando si percorrono nel senso positivo gli elementi

di curva che formano i lati di questi parallelogrammi, e sia v una funzione

per tutto continua e con derivate continue: avremo

JJ \_-òrli& yir 7>s /

J

quando l' integrale si estenda a tutta la superficie S.

Con due integrazioni successive per parti questa equazione si trasforma

nella seguente

dove il primo integrale deve estendersi a tutto il contorno dell' area S, il

secondo a tutta l'area S. Indicando con (e,/), (e , s'), {r\i) i punti d'in-

tersezione delle curve e ed (?•'), e ed (,s'), (/) ed (s'), e osservando clie sopra

la curva {/') si ha dr= 0, e sopra la curva (s') si lia ds = 0, si ottiene

(e,s') ^ (c,i-')

— \ w{— + ìnv\dr~i- ] w\ h —— )
<^/' os = 0,



— 7 —
e, con un' integrazione per parti effettuata sopra il secondo integrale,

><c,r')

{vw)^cyy — (vw)^r',,'^ — U
(

y^ — ^^A ds -hto(^-h mv\ (ir ì

-+- l w i — ~hmv\ds —
I

wi~~hniv\ dr

Ora se prendiamo la funzione v in modo che sodisfaccia alle seguenti con-

dizioni :

/ \
"3*^ "SMy '7\mv „ . i ,, ,,

(a) -—^ -f- H ^0 in tutta 1 area S ,

l>r^s Tir 7>s

(o) — -^mv= per r= r ,

uS

(c) —--i~mv:=0 per s = s',

Tir-
*^

(e?) t>^ 1 per r= r' ed s = s',

abbiamo

(17) 2<'(r',s')= («^w)(c,K)+ l )''(^ — miv\ds-h'u>lz---h mv\dr> ,

e quindi il valore di iv nel punto (r , s') espresso per la funzione v, e per

i valori di iv e delle sue derivate sopra la curva e.

-j" niiia

Per determinare v, poniamo v = e " y; la equazione (a) darà

(a ) ^ \ + -; JwM w = ;

la equazione (e) dà— == per s= s', la equazione {b) dà —= per

r= r'', la equazione {d) dà .y = 1 per r= r ed s= s' ; onde y = \ tanto

per r = r' quanto per s= s'.
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La determinazione di y è molto semplice quando si supponga »«= "

.

poiché allora si sodisfa l' equazione (a') e le condizioni ai limiti, prendendo

essendo la funzione f{z) V integrale dell'equazione

che è eguale ad 1 per „- = , il quale si esprime come è noto per serie

ipercreometricho o per integrali definiti.

Poiché sono date immediatamente sopra la curva e soltanto "^ ^ ^ '

e la funeione w sopra la medesima bisognerebbe ottenerla mediante una

quadratura, conviene trasformare l'espressione di ««;„•',«') in modo che sotto il

segno d' integrazione compariscano soltanto i valori di — e di
^^

.

A cagione della equazione (a) l'espressioni

— mv rfs+
(
^+ mv\ dr, e — mv àr+ \^+ mv^ ds

sono differenziali esatti. Indichiamo con P e Q i loro integrali. Avremo

J>P , ^^

oudf anche Pdr -h Qds sarà un differenziale esatto, il cui integrale indiche-

remo con tó. Prendiamo le costanti dello integrazioni in modo che P.Q ed

0) siano eguali a zero per r= r' ed s = s'. Così w sarà compiutamente

determinato quando sarà determinata la funzione v.

Sommando i duo valori di d? a ài dQ .
abbiamo

d?-^d(ì= dv,

onde

P + Q = y + cosi.

ed a cagione della condizione (d) la costante è uguale a — 1 ,
e quindi

P + Q+ l = v,
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ossia

(18) 1^+ 1^+1 = ,.

Abbiamo inoltre

onde

(e)

lir US

"3P y-<o

l)s "ir 7)s
=— mv,

i '0(0 T'w \

Poiché, a cagione della condizione (e),

l>r
~ Dr

— = — --hmv = per s = s',

^^ '
'^ ® ®^"^ ® ^ ^®™ "®^ P"°*° (''' *') *^6l^^ curva (s'), sarà eguale

a zero sopra tutta questa curva, anche w che è eguale a zero nel punto
(r',s') sarà nullo sopra tutta la curva (s'). Analogamente si dimostra che
« sarà nullo sopra tutta la curva (r').

La equazione (e) e le condizioni ai limiti

(/) w = per ?'= r',

Ì9) « = per s := s'

saranno sufficienti alla determinazione di w.

Osservando che, colla sostituzione del valore di v dato dalla equazione

(18), si ha

:e-'»)"-fó(-$-^)-»^ì-=
.(c.s') ^(C,s')

r^''''L . r^"'"'' r»«^''')
^(«'«'j

<«.''') '-^ic,rn '-^U,r')
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e che

n
Or
— (jfj— ]dr-^ \iv-—]dsl=— {w—-)

l'equazione (17) si trasforma nella seguente

dì-
l>r

Cosi la determinazione di w in modo che sodisfaccia l'equazione (14),

quando sono dati i valori delle -^— e -^ al principio del movimento, o piìi

generalmente sopra una curva e, è ridotta alla risoluzione del problema

più semplice di determinare una funzione v in modo che sieno sodisfatte

le condizioni (a), (è), {e), (d), oppure una funzione w in modo che siano

sodisfatte le condizioni (e), (/") e (g).

Quando— e — sono date al principio del movimento, la curva e si riduce

all'asse delle x. e dall'equazioni (15) e (16) abbiamo ~ = x,-^ — ce,
jf OS

e quindi l'equazione (19) diviene

W^r'.^') = wicV)-^ I
(odx—xds);

quindi

X,,
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XXIV.

SOPRA LA TEORICA GENERALE DELLE SUPERFICIE CURVE.

(Dagli Annali tli tiiatcmtitica pura ed applicata, serie I, t. III. pp, 356-559, Roma, 1860).

Immaginiamo sopra una superficie curva qualunque una linea C , e per

ogni punto m della medesima una geodetica Q che le sia perpendicolare.

Indichiamo con v la lunghezza dell'arco C contato dal punto fisso fino

al punto m , e con u la lunghezza dell'arco della geodetica Q contato dal

punto m fino a un punto M . Si potranno prendere m e y per coordinate del

punto M qualunque della superficie.

L'equazione

V= costante

rappresenterà una geodetica Q normale a C, e l'equazione

u = costante

rappresenterà una curva P luogo geometrico dell'estremità delle geodetiche Q
di eguale lunghezza condotte normalmente a C . I sistemi di curve P e Q
saranno ortogonali tra loro.

Infatti, avremo per un elemento lineare qualunque sopra la superficie

ds^ = Edu^ -h2Fdudv-i-G dv\

essendo :
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y= costante ('). Ora la linea Q. per la quale abbiamo dv = 0. e «^0,
è una geodetica, quindi dovrà essere soddisfatta l'equazione (1), ponendovi

dv = 0, de=:0. Onde

Ma, quando « = 0, si ha F = 0, qualunque sia v, perchè le linee Q sono

normali alla linea C ; dunque sarà sempre F ^ , ossia le curve P e Q
saranno ortogonali tra loro.

Kiducendo a un punto la linea C, se ne deduce che il sistema di geo-

detiche Q che partono da uno stesso punto , e il sistema di curve K luoghi

geometrici dell'estremità delle curve Q che partono da e sono di eguale

lunghezza K , sono ortogonali tra loro.

Questi due teoremi sono dovuti a Gauss.

Se chiamiamo le curve P, curve parallele geodeticamente tra loro, e

se chiamiamo le curve K circonferenze geodetiche di centro e di raggio

geodetico R. i due precedenti teoremi possono enunciarsi nel modo seguente:

Teorema 1. Sopirà una superficie qualunque le geodetiche pej-pendico-

lari a una curva C sono perpendicolari a tutte le curve, che le sono

parallele geodeticamente.

Teorema 2. Sopra una superficie qualunque le circonferenze geode-

tiche sono perpendicolari ai loro raggi geodetici.

Ora immaginiamo sopra una superficie qualunque due punti fissi F ed

F' e le geodeticlie che uniscono i punti F ed F' con un punto qualunque M,

e indichiamo con ii la lunghezza dell'arco della geodetica FM. con v la

lunghezza dell'arco della geodetica F'M . È chiaro che u = r rappresenterà

una circonferenza geodetica di centro F e di raggio geodetico r, e v=r'
rappresenterà una circonferenza geodetica C di centro P' e di raggio geo-

detico r', ed ;( e y si potranno prendere per coordinate di un iniiito qua-

lunque M della superficie.

Un elemento lineare qualunque sopra la superficie sarà dato da (-)

ds""= du^ -+- 2F du dv 4- dw«

,

(') Vedi Gauss, Disfjuisitiones fjenerales circa supcrficies curvas. Comniontationcs

Societatis ruf^iae scientiariim (Jottiiifjciusis rcoiiitiurcs, t. VI, 1828.

(•) I teoremi che seguono, sono esatii, ma ne r ilifottcìsa la deduzione. So u , t)

rappresentano le distanze geodcticlic del punto M ila due punti lissi (od anclie da due

curve fisse), fra i coelTicienti del ((uadrato dell'elomonto lineare si hanno le relaziuni

F' = E(G-1) = (E-1)G.
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e indicando con 6 e 0' gli angoli clie una curva qualunque sopra la super-

ficie fa in un punto M colle circonferenze geodetiche C e C che passano

per questo punto, e con ds l'elemento di questa linea, avremo

,„. . „dvdu ., dv
, ^ du

(2) cos6» = P-+- , cose'= ^+ P--.
IVO tirò ti/O (A/O

Consideriamo ora la curva E per ogni punto della quale la somma

delle distanze geodetiche da due fuochi o punti fissi della superficie, F ed F',

è costante ed eguale a 2a, e che potremo chiamare ellisse geodetica. La

sua equazione sarà

(3) u+ v= 2a;

onde

du dv_

ds ds
'

e quindi le equazioni (2) daranno

cos fl=— cos fl',

dalla quale si deduce che gli angoli che l'ellisse geodetica fa in un punto M
colle circonferenze geodetiche C e C sono supplementari, ed essendo C e C
perpendicolari ai loro raggi geodetici, gli angoli che le tangenti ai raggi

per cui, posto

EG - F= = H=

,

risultano

Introducendo un angulo ausiliario (u definito da

si trae

„ 1 ^ /-, 1 ^ cosa»
H==—— , E = G =—— , P=:

—

—,
aon' 0) sen" io sen" cu

e in conseguenza

du' -t- 2 cos 0) du dv -+• dv'
ds' = r .

sen" ù)

Con questa espressione rettificata del quadrato dell'elemento lineare sussistono egualmente

le proposizioni dell'Autore. Giova soltanto osservare, che d ,
6' sono gli angoli che la

tangente alla linea s fa co' raggi geodetici u ,v e non colle- circonferenze geodetiche C , C.

V. c.
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geodetici r ed / fanno colla tangente all'ellisse geodetica, saranno eguali,

e abbiamo il seguente

Teorema 3. Sopra una superficie qualunque le tangenti ai raggi vet-

tori geodetici condotti dai fuochi a un punto qualunque di un'ellisse geo-

detica fanno angoli eguali colla tangente all'ellisse in questo punto.

La curva I che è il luogo geometrico dei punti della superficie per i

quali è costante ed eguale a 2b , la dillerenza delle distanze geodetiche da

due fuoclii punti fissi della superficie F ed F', e che chiameremo iperbola

geodetica, avrà per equazione

(4) M — y= 2è

.

Indicando con ds l'elemento dell'arco, si avrà

V
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e quindi

cos y= , (p= —
,

e abbiamo il seguente

Teorema 5. Sopra una superficie qualunque l'ellissi e le iperbole geo-

detiche omofocali s'intersecatio ad angolo retto.

Ora prendiamo sopra una superficie qualunque un punto P ed una

curva D , la geodetica perpendicolare a D che va ad un punto M qualunque

della superficie, la cui lunghezza indicheremo con «, e la geodetica che

unisce F con M, la cui lunghezza indicheremo con v. Potremo prendere u

e V per coordinate di un punto qualunque M della superficie.

Un elemento lineare qualunque sopra la superficie sarà espresso come

nel sistema di coordinate precedente, e gli angoli q 6' che una curva qua-

lunque fa colla circonferenza geodetica di raggio geodetico v, e colla paral-

lela geodeticamente a C e distante geodeticamente da C di una lunghezza u ,

saranno dati dalle formule (2).

L'equazione

rappresenterà una curva luogo geometrico dei punti della superficie per i

quali le distanze geodeticlie dal fuoco F e dalla direttrice D sono eguali,

e che chiameremo parabola geodetica. Indicando con ds il suo elemento,

avremo

du dv

ds ds
'

e quindi dalle (2)

cos = cos 0'.

Onde si deduce il seguente

Teorema 6. Sopra una superficie qualunque la tangente in un punto

qualunque di una parabola geodetica fa angoli eguali col raggio vettore

geodetico e colla geodetica normale alla direttrice che passano per quel

punto.
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XXV.

SOPRA LE FUNZIONI ALGEBRICHE DI UNA VARIABILE COMPLESSA (').

(Dagli Anuitli delle Università loscotie, t. VII (Scienze cosmologiche), pp. loi-no, Pisa, 1862).

§ 1.

Rami di una fnnzìone algebrica.

Una funzione s di una variabile complessa t, definita da una equazione

della forma

(1) F(«-
, =S L^ -^'-.^ ^' ^•' -=

,

»

dove le Ars denotano numeri complessi qualunque, si dice funsione algebrica

di /. L'oggetto della presente Memoria è la determinazione delle proprietà

fondamentali di queste funzioni.

Siano Za un valore di ^- e ta un valore di t, che soddisfino la equa-

zione (1) e non annullino la derivata del primo membro della medesima,

presa rapporto a s\ avremo

F(2o , ^0 + lì) = A(B + h§) .

F(5o -+-k,U + h) = F(^o , io + h) H- A(A + ha) :

dove A e B sono quantità finite, la prima delle quali sarà differente da

zero, e la seconda potrà essere eguale a zero ; « e (S sono quantità clie non

divengono infinite quando A = , /^= 0.

Rappresentiamo le variabili complesse con i punti di un piano che hanno

per raggi vettori i moduli e per angoli polari gli argomenti delle medesime, e

(') La presente Memoria avrebbe iluvuto ricevere qua e là delle rettificazioni di una

certa imjìortanza; ma, per non apportare trojipo estese modificazioni al testo originale,

fu ristampata senza variazioni, eccezion fatta dell'aggiunta, in pochissimi luoghi, di qualche

breve inciso, al fine di dare a' risultati la necessaria precisione. In massima parte le ag-

giunte mi furono suggerita dal prof. 0. Niccnlctti dell'Università di Pisa, che ebbe la

cortesia, a mia preghiera, di sottoporre la Memoria ad una revisinne minuziosa.

V. C.
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chiamiamo indici delle variabili complesse i pimti che cosi le rappresentano.

Sia il polo l'indice di zero, M l'indice del valore di Y{Sa-i-k ,ta-\~ h)

ed N r indice di F(io > h + h)-

Ponendo

^^, ~\-k,t,-^h) — F(^„ , t, + h) = Re®' ,

k = re** , A = ^e<P'

,

avremo

e" = ì\q -f- ?/) e ^ ;

onde

R = r(? + »j),

e se prendiamo il modulo r di k infinitamente piccolo, i; ed f saranno am-

bedue infinitamente piccoli, e quindi ad ogni valore di corrisponderà un sol va-

lore di e viceversa. Dunque gli indici M dei valori di F(^|, -|- /<'
- U + h)

corrispondenti a un valore qualunque di h ed ai valori di /.: che lianno

un dato modulo infinitamente piccolo, costituiscono una curva continua

chiusa C che fa im sol giro intorno al punto N . Ora, se il modulo di /i è

anch'esso infinitamente piccolo, e infinitesimo di ordine superiore all'ordine

dell'infinitesimo k, avremo

mod P(5o , io + A)< R :

quindi l'indice di N sarà più vicino al polo che a ciascuno dei punti della

curva C, e questa curva racchiuderà nel suo interno i punti ed N. Se

poi il modulo di h sarà un infinitesimo di ordine inferiore ad una potenza

conveniente (con esponente positivo) dell'infinitesimo k, l'indice di N sarà

più lontano dal polo che da ciascuno dei punti della curva C, e quindi il

polo sarà al di fuori della curva medesima. Se dunque si prende h infini-

tesimo e k infinitesimo di ordine inferiore, e poi si fa diminuire k fino a

divenire infinitesimo d'ordine superiore ad una conveniente potenza di /«, la

curva C si andrà con continuità restringendo, finché il punto che le era

interno passi ad esserle esterno, e dovrà quindi esservi un modulo di k infi-

nitesimo di ordine uguale o maggiore di li
,
per cui la curva C passerà per

questo punto, dunque un valore e un valore solo di k infinitesimo, e infini-

tesimo di ordine uguale o maggiore di h
,
per cui

P(5o + k,t,-\-h) = 0.

Pertanto, se per t = t^ la equazione (1) ha le fi, radici
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tutte differenti tra loro di quantità finite, facendo variare /, di un iiilinite-

simo /( , la equazione variata avrà per radici le quantità

Si + ^'i . ^2 -I- h .
.r^, + /C:, , . . . , S^x -t- /.> ,

dove /.-, J,\ A'ii sono quantità infinitesime di ordine eguale o maggiore

di II, e quindi una sola di queste radici differisce di una quantità infinite-

sima da una delle precedenti. Dunque, se facciamo percorrere all'indice di t

una linea qualunque, nella quale non siano punti indici di valori di / per

i quali la equazione (1) abbia radici eguali, ciascuna radice, variando con

continuità, prenderà in ogni punto un valore unico e determinato, e quindi sopra

questa linea si potrà riguardare come una distinta funzione continua di t.

Se descriviamo una curva chiusa C che non racchiuda nel suo interno

r indice di alcun valore di t per cui una radice Si della equazione (1) divenga

eguale ad un'altra, questa radice ^i si potrà riguardare in tutta l'area A

di questa curva come funzione continua e monodroma di /.

Infatti, se consideriamo nell'area A due linee ToMT' , T„M'T' infini-

tamente vicine, e se la radice .:i prende il valore <?„ in To, e, facendo per-

correre all'indice di t la linea ToMT', prende in T' il valore a,; la mede-

sima radice prenderà lo stesso valore in T', se facciamo percorrere all'Indice

di t la linea ToM'T'. Poiché, essendo le due linee inlinitamente vicine, i

valori della radice 5, corrispondenti a due punti che percorrono le due linee

contemporaneamente in modo da mantenersi sempre infinitamente vicini tra

loro si manterranno sempre infinitamente poco differenti tra loro e diffe-

renti di quantità finite dalle altre radici; quindi, allorché i due punti sa-

ranno giunti in T', questi valori dovranno essere eguali o differire tra loro

di quantità infinitesime: ma in T' non si hanno radici dell'equazione dif-

ferenti tra loro di quantità infinitesime, dunque la radice ^i prenderà lo

stesso valore a, o che si vada da To in T' percorrendo la linea TjMT' o

la linea T„M'T'.

È chiaro che se nell'area A abbiamo due linee T(,MT, , ToM'T, che

lianno i medesimi estremi e non sono infinitamente vicine, ma deformandone

una con continuità si può far coincidere coll'altra, la radice -, prenderà

in T, lo stesso valore a, o che si vada da To in T, percorrendo l'una o

l'altra delle due linee.

Se poi nella stessa area A si fa percorrere all'indice di t una curva

chiusa, la radice j,, quando l' indice di / sarà tornato al punto di partenza,

riprenderà il primitivo valore, percJiè deformando con continuità questa curva,

potrà ridursi ;il ])iiiito solo di partenza. Dunque, nell'arca A, tutto le radici

che non vi liiveiranno egnali tra loro o ad altro radici, saranno funzioni

condnii' e iiioiiodronie di / lii^tinte tra loro per il valore che esse prendono
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in un punto qualunque di questa area, e che potremo chiamare rami della

funzione algebrica definita dalla equazione (1).

Se l'equazione (1) è irriduttibile, nessuno dei suoi rami potrà conser-

varsi funzione monodroma di / in tutta la estensione del piano degli indici

di /. Infatti, un ramo 5, della funzione definita dalla equazione (1) non

può divenire infinito altro che per i )• valori di t che annullano il coeffi-

ciente di sv-, e non può divenire zero altro che per i v valori di t che

annullano il termine indipendente da z. Dunque, se questo ramo si mante-

nesse funzione monodroma in tutto il piano, avendo un numero d'infiniti e

di zeri eguale o minore di r, sarebbe una funzione razionale di i, e avremmo

dove (f e ìp indicano funzioni razionali e intere di grado <. v, e quindi il

primo membro della equazione (1) sarebbe divisibile per ^i i/'W — <{{t), e

la equazione stessa sarebbe riduttibile.

Dunque se la equazione (1) è irriduttibile e denotiamo con 5, , ^2 , ... , ^jx

i fi rami della funzione definita da essa, ciascuno di questi rami dovrà ces-

sare di essere funzione monodroma in qualche parte del piano degli indici.

Esisteranno dunque delle curve C chiuse tali che facendole percorrere al-

l' indice di / ,
quando si torna al punto di partenza, una di queste funzioni

non riprenderà il primitivo valore, ma uno di quelli che vi ha una delle

altre funzioni. Supponiamo che siano «i , «2 . • • • , «y. i /t valori differenti

che prendono le funzioni ^i , «j , . .
.

, Si,, in un punto a di questa curva C

,

e sia »i una funzione che cessa di essere monodroma. Dopo che l' indice

di t avrà percorso tutta la curva e sarà tornato in a , Si prenderà uno dei

valori «8 , «ì , . . . , «[ì; supponiamo che prenda il valore «j: la funzione ^ij,

il cui valore iniziale in a è a^, dopo che l' indice di i avrà percorso la

curva C, prenderà un valore ditlerente da «2 ,
perchè altrimenti le due ra-

dici j, e j, diverrebbero eguali in a contro il supposto; prenderà dunque

uno dei valori «, , O;, , . . . , g,j. . Se prende il valore «i, le due funzioni 5,

e Z2 si saranno permutate una nell'altra e avremo sopra di esse una traspo-

sizione (^1 ^'2). Se poi non prende il valore «i ,
prenderà un altro valore, per

esempio a^. La funzione 33, dopo che l'indice di t avrà percorso tutta la

curva C, non potrà riprendere il valore «3 né il valore «2, perchè altrimenti

le due funzioni S2 e J3 le due funzioni ài e ^'3 diverrebbero eguali in a

contro il supposto. Dunque ì^ prenderà in a il valore a, , e allora avremo

sulle tre funzioni la sostituzione circolare {SiZ^Ss); oppure prenderà uno

degli altri valori, per esempio «4. In questo ultimo caso, la funzione Z4, il

cui valore iniziale in a era «4, dopo che l'indice di t avrà percorso tutta
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la curva C, non potrà prendere nessuno dii valori a>,a3.a,. perchè altri-

menti diverrebbe eguale ad una delle tre fuiizioni ;, , jj ,
.t., : dunque o pren-

derà il valore (h e avremo la sostituzione (jj .-a ^3 J4). un altro valore;

così seguitando si prova che dopo che l' indice di / avrà percorso tutta la

curva C , sarà avvenuta una sostituzione circolare sopra 7t delle fi funzioni.

Ripetendo lo stesso ragionamento per una delle altre fi— ii funzioni, si

prova che avverrà una sostituzione circolare sopra altre u'; e così di seguito.

Avremo dunque il prodotto di più sostituzioni circolari, ossia una sostituzione

sopra lo funzioni 2i , j., , .
.

, »'(i . Questa sostituzione diremo che appartiene

alla curva C.

Se due curve chiuse C e C non comprendono tra loro alcun punto dove

più radici divengono eguali, le sostituzioni che appartengono alle medesime

curve saranno eguali.

Infatti, conduciamo una linea r che unisca un punto A di C con uno

A' di C. Facendo percorrere all'indice di t la linea r, poi C, quindi JT

e infine C in senso opposto a quello in cui ha percorso C, ciascuno dei

rami della funzione riprenderà il suo valore iniziale, perchè abbiamo così

percorso una linea chiusa nel cui interno l'equazione (1) non ha radici

eguali. Quindi, se, dopo che l' indice di / ha percorso l' intera linea C, un

ramo J, è divenuto -'> , dopo aver percorso C in senso opposto --e, ridiverrà j,;

ossia percorrendo C nello stesso senso che C , s^ diverrà pure .r^ . Dunque

le sostituzioni che apparteranno a C e a C saranno eguali.

Se nell'interno di una curva cliiusa C vi è un sol punto P in cui

l'equazione (1) abbia radici eguali, e se a questa curva appartiene una sosti-

tuzione

o = ytài <fo . . . J,tj (^H^M-M -^H+s • • • ^n-hit^J ("»n-Hi*'-t-i ^u-*-ti'-*-2 . • • .*»i+»i'-t-ii"j • • . 1 nei

punto P avremo

•Jl ^^= S'! ^= • • • == S„ ,

Sn-t-\ ^n+2 ^^^ ' "^ ^n-*-n' »

Infatti, descriviamo intorno a P una curva ciiiusa infinitesima e. Tra e e C

non saranno compresi punti nei quali l'equazione (1) abbia radici eguali:

quindi a e apparterrà come alla linea la sostituzione S; ma essendo la

linea e infinitesima, i valori iniziali delle radici dovranno dilferire di quan-

tità infinitesime dai valori clic prendono dopo che l'indice di t ha percorso

tutta la linea e ; dunque i valori di 5, , 5j , . .
. , j„ che si permutano tra
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loro, dovranno diiferire di quantità infinitesime sopra la linea e, e quindi

saranno eguali tra loro nel punto P. Lo stesso può dirsi di 2,^+1 ,-'„+j,...,

Sn-^n' come volevamo dimostrare.

Un punto P dove più rami della funzione algebrica divengono eguali,

se a una curva infinitesima descritta intorno ad esso appartiene una sosti-

tuzione S , si dirà un pualo di diramacione a cui appartiene la sostitu-

zione S. Se la sostituzione S è una trasposizione di due soli rami, il punto P

si dirà un punto di semplice diramazione; se poi S equivarrà a un nu-

mero m di trasposizioni, il punto P si dirà un punto di diramazione di

ordine m. Per esempio, se S = (^1 ^o . . .^m), il punto P sarà un punto di

diramazione di ordine m — 1.

A una curva chiusa che racchiude nel suo interno più punti di dira-

mazione P , P' , P" . . . ai quali rispettivamente appartengono le sostituzioni

S , S' , S" . . . apparterrà una sostituzione eguale al prodotto di tutte queste

sostituzioni.

Infatti, se la curva chiusa C racchiude i due soli punti P e P', e

dopo che l'indice di t ha fatto un giro intorno a P , 2i diviene ^2, e dopo

un giro intorno a P' , ^'2 diviene z-i , dopo che l' indice avrà percorso la in-

tera linea C , ^"1 diverrà 3^ . Poiché uniamo con una linea F un punto A
con un punto A' della linea C, in modo che l'area di Oresti divisa in due

parti, una delle quali contenga P e l'altra P', e osserviamo che percorrere

i contorni di queste due aree evidentemente è lo stesso che percorrere la

sola linea C, perchè la linea F si percorre in sensi opposti, e quindi ^"i si

convertirà prima in s-2 e poi in ^3 , ossia 2i si cangerà in Zi . Analogamente

si può ragionare per più di due punti.

Da tutto ciò si raccoglie che una equazione della forma (1) e irridut-

tibile definisce una sola funzione z di i continua e composta di più rami

che si uniscono in più punti di diramazione in modo che, facendo percorrere

all' indice di t delle curvo chiuse che racchiudono nel loro interno alcuni

di questi punti convenientemente scelti, si può passare da un ramo a nn

altro qualunque con continuità.

§11-

Infiniti e infinitesimi di una funzione algebrica.

Si dice che una funzione j di una variabile complessa t ha nel punto To,

indice del valore ^0 ^^ t< u" infììiilo di ordine ni se, essendo m un numero

positivo, la quantità

Z{t — to)'"
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converge indefinitamente verso lu a quantità finita differente da zero coU'av-

vicinarsi dell'indice di t all'indice di tf,.

Si dice che la niedeisima funzione lia nel medesimo punto T» un in/i-

nitesimo di ordine m se, essendo m un numero positivo, la quantità

converge indefinitamente verso un quantità finita differente da zero coU'av-

vicinarsi dell'indice di / a T». Si vede che gli infiniti sono infinitesimi di

ordine negativo, e gli infinitesimi sono infiniti di ordine negativo.

Supponiamo che per t = t^ divenga infinito il solo ramo J, della fun-

zione algebrica definita dalla equazione

(1) F{5,0=y A,5K- '=0.

Poiché questa equazione non può avere radici infinite altro che per quei

valori di / per i quali si annulla il coefficiente k„ , dovremo avere

essendo m un numero intero e positivo, e A' una funzione razionalo o intera

di t che non si annulla né diviene infinita pir /. = i„. Quindi, denotando

con «1 , j., , . , . , »'^ i fi rami della funzione ^, avremo

FU , /) = A'({t - l,)'" s-(t- /„)'" .:, )
(.-- =,) ... (2— :^) ,

e, per l' ipotesi fatta, la F(.- , l) per l = /„ sarà finita e non identicamente

nulla. Quindi dovrà essere

lim(^ — /„)'«;r,

eguale a una quantità finita e differente da zero. Dunque, se per t = /„ un

sol ramo di una funzione algebrica diviene in/inito, l'ordine di questo

in/inito è intero e positivo ed eguale all'infinitesivìo del coefficiente del

primo termine.

Supponiamo ora che per 1= 1^ divengano infiniti più rami ;,,--,..»-;, :„

della funzione j, e siano «,,«..., 1^3 «„ gli ordini di questi infiniti.

Ponendo

ff = a, + «., -t- • • • -I- a„ ,

avremo

i-v,/)=A'(/-a"-M(/—/„)^'.'-(/-/o)'".-,)((/— />,)""- -(^-M''-.)...

...((<- t,Y-s— (/ - /„)«••-„) ...(-- — .>)

.
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Essendo finite e differenti da zero le quantità

lim {t ~- to)"-' Si , lim {i — („Y=3i ,...,

e il valore di F(; , /) per t=^to, dovrà aversi m= o. Onde:

Se per t ^= („ divengono infiniti pili rami di una funzione algebrica,

la somma degli ordini di questi infinili è un numero intero e positivo

eguale all'ordine dell'infinitesimo del coefficiente del primo termine della

equazione che la definisce.

Un punto To indice di /„, nel quale più rami della funzione j diven-

gono infiniti, è un punto di diramazione al quale apparterrà in generale una

sostituzione della forma

O = («1 Z-i • • • Zn'l («n'+l •ìn'+J • • • Zn'+n") • • •

Descriviamo intorno al punto T„ come centro una circonferenza C di

raggio r tale che non racchiuda nel suo interno nessun altro punto di dira-

mazione oltre To . Ponendo

t— to = re^'

,

i rami 2^ ,s-2 , , in' sopra la circonferenza C saranno funzioni della sola 6,

che si permuteranno circolarmente aumentando dì 2n . Poniamo ora:

t— to = {r — T,)'" , T — T„ = qe'i'
;

avremo

onde

9= \'r .
(f ,,t '

ed è chiaro che q sarà costante sopra tutta la circonferenza C . Quindi rap-

presentando sopra un altro piano i valori di t— r„
,

gli indici di t — t^ e

quelli di t — <„ nei due piani si corrisponderanno nel modo seguente. Al

polo dell' uno corrisponderà il polo dell'altro. Al circolo C corrisponderà nel

piano degl' indici di i — t^ un altro circolo T che avrà per raggio il valore

reale di "l'/r; ma ai punti di C quando è compreso tra e 27r, e che

danno i valori del ramo Si, corrisponderanno i valori di (f compresi tra

e -^, ossia i punti del primo settore cìie si ottiene dividendo il circolo r
n

in «' settori eguali; ai punti del circolo C, quando è compreso tra 2n
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e ìtt, per i quali abbiamo i valori del secondo ramo «2. corrispoiiderauuo

i valori di v compresi tra —r e —r . ossia i punti del secondo settore di r,
n n

e così di seguito. Finalmente ai punti di C, quando fl è compreso tra 2n'n

e 2(«'-l-l)7r, per i quali abbiamo nuovamente i valori di 5,, corrisponde-

2n
ranno i punti del primo settore di F nei quali (f è compreso tra e —r-

Dunque, considerando la funzione algebrica come funzione di r— !„, invece

che di / — („, i suoi rami ^i , «j :„' divengono un ramo solo, e quindi

essa è funzione monodroma dei punti del circolo F. Ma gli infiniti delle

funzioni monodrome sono di ordine intero; dunque, denotando con a questo

ordine, le quantità

lim(x-— T„)«2, , Iim(r— taYs.,...
T=T„ T^T„

saranno tutte finite, differenti da zero ed eguali ; e quindi, sostituendo a

% — To il SUO valore espresso per t— ^0 avremo che le quantità

a a

lim {t— toY'si , lira (t — tXiì , • • •

saranno tutte finite e differenti da zero. Dunque:

Se T„ è un punto di dirama:;ione , e in esso divengono infiniti n' rami,

e la sostitusione che appartiene a T(, è circolare rispetto a questi rami,

gli ordini degli infiniti di questi rami sono tutti eguali ad —,
, essendo «

un numero intero e positivo.

In questo caso, invece di diie ilio // rami della funzione 2 divengono

infiniti di ordine -7 , diremo elio la funzione ,; diviene infinita di ordine «
n

0, meglio, che diviene infinita « volto di primo ordine. Così potrà dirsi in

generale che una funzione algebrica diviene per valori finiti di / tante volte

infinita di primo ordine, quante sono le unità nel grado del coefficiente del

primo termine dell'equazione che la definisce.

Se V è il grado rispetto a / del primo membro della equazione

Ao-^"--4-A,.-.'^-' H hA|^ = 0,

ponendo in essa

1

^ = i'

moltiplicandola per tv, ed osservando che le funzioni razionali
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se Ur è il grado di A^, sono funzioni intere, avremo la equazione

quindi la funzione z diviene infinita di primo ordine v— Ua volte per t^O,
ossia per t =^ ce . Dunque, se il grado del coefficiente del primo termine è

^ «0 <C '') la funzione algebrica diviene infinita di primo ordine Uo volte

per valori finiti di ^ e v — n,, volte per valori infiniti di t; dunque diviene

infinita v volte per valori finiti e inliniti di t, e abbiamo il seguente

Teorema. Una funzione algebrica s di una variabile complessa t, defi-

nita da una equazione di grado v rispetto a t, diviene sempre v volte

infinita di primo ordine.

Sostituendo nella equazione (1) j= - e moltiplicando per j/i'-, abbiamo

(2) Af.yl^+ A^_,y>^-' + --- + A„= 0,

ed è chiaro che agli infiniti di y di un dato ordine corrisponderanno infini-

tesimi di z dello stesso ordine, e gli infinitesimi di y di un dato ordine

saranno infinitesimi di z dello stesso ordine. Quindi avremo il seguente

Teorema. Una funzione algebrica diviene infinitesima di prim'ordine

tante volte quante diviene infinita di primo ordine, e i valori di t per

i quali diviene infinitesima annullano l'ultimo termine della equazione

che la definisce.

Se To è un punto di diramazione della funzione z , al quale appartiene

una sostituzione circolare sopra i rami Zi ,z-i , . . . ,z„ ed a è il valore co-

mune che essi prendono in questo punto, la funzione /= 5— a avrà in To

un punto di diramazione e un infinitesimo di ordine m intero e positivo,

m
cioè « rami di / vi diverranno infinitesimi di ordine —

;
quindi Zi — a

,

n
VI

z-2 — a , . . . ,Zn — a diverranno in T^, infinitesimi di ordine — , e avremo

m
Wxn {t — t^)"'' {Zr— a) = Cr ,

essendo Cy una quantità finita differente da zero. Ponendo

Zr— a = ^Zr ,

t — to — ^'o 1

sarà

lim JZyJtr-= lim ^ ^/o"
"^' = lim f {t - ^o)""

"' ~ '^ '

4
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e quindi se 1 > — la derivata -^ diverrà iu T„ iiitiuita di ordine 1
,

a al n

se 1 <; — diverrà intiuitesima di ordine 1 .

Il a

§ ni.

Deteniiiiiazione dei punti di diraiuazioiie

di una funzione algebrica.

I valori di / per i quali la equazione

(1) F(5,^)=r:|^^A„i^i^ = yAr«i^'- =

acquista radici eguali, ai quali soltanto corrispondono punti di diramazione

della funzione algebrica definita dalla stessa equazione, sono quei medesimi

che annullano la fimzione razionale e intera di t che nell'algebra si chiama

il Discriminante della equazione (1), e che, denotando con j, , 2.> , 5:ì , . . . , -v

i /t rami di j, è data dalla formula

(2) D(/) = A«(^-' n(.„. - .„) = kl-"- il (^) ;

dove il primo prodotto è esteso a tutte le disposizioni due a due dei (i

rami di z.

II discriminante D(/) espresso per i coeflicienti di - della equazione (1),

è una funzione razionale intera e omogenea di grado 2(/< — 1) rispetto ai

medesimi; e poiché ciascuno di questi è di grado -= r rispetto a t. sarà

di grado

(3) J<2r(/t — 1).

L'equazione

(4) D(0 =

darà i valori Uniti di l ai quali possono corrispondere punti di dirama-

zione di 3.

Per avere i valori infiniti di / per i quali la equazione (1) acquista

radici eguali, porremo in essa invece di / . e la moltiplicheremo per %''

.
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Ponendo al solito

a; = .-a.(1),

dove «r denota il grado di A,, rispetto a ^, le funzioni A^ saranno tutte

intere; ed avremo

(6) '^T'-"-kU^-'' = 0.

Per avere il discriminante D'(t) di questa equazione, basterà sostituire nel

discriminante D(^) le quantità t''-"'- A'^ alle quantità Ar; ma abbiamo

D(0 = y (p,p, p,... p,.) A^» A^' A^' . . . A;i'
;

dove

Po-^Pi-hpt-ì h /)(! = 2(/t — 1 ) ,

J»o«o+Fi«iH hpy.ny.^à,

e (Po , Pi 'Pi , ,p^) indica un coefficiente numerico. Quindi sarà

D'(t) = tr^^'t^-''-^ y {PoP, . . . JO|x) A> k[P' A[f" . . . k'^V^ r'^-Po«o-P.«.--P[AV
;

dove, a cagione della diseguaglianza (3), le quantità sotto il segno somma-

torie sono tutte funzioni intere e razionali di r

.

Dunque la equazione (5) ha 2r(,tt — 1) — (f radici nulle, e quindi la

equazione (4) avrà 2i(/t — 1) — 3 radici infinite, e il numero totale delle

radici del discriminante della equazione (1) sarà sempre eguale a 2i'(/( — 1),

potendo nei casi particolari alcune di queste divenire infinite ed eguali, e

abbiamo il seguente

Teorema. Il discriminante della equazione (1) diviene sempre 2r(/t— 1)

volte infinitesimo di primo ordine.

Prendiamo ora le u identità

^ '
1>: )..-^ dt l)t

e moltiplicliiamole tra loro. Ponendo
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avremo

(7) Ao'D(on,f^ = (-i)'MO;

e //(/) sarà il risultante della equazione (1) e della sua derivata rapporto a t.

Sia /„ un iiitinitosiino di ordine intero e positivo m del discriminante

D{<), e To r indice di 1^ . In T„ vi sarà in generale una diramazione della

funzione z, e gli apparterà una sostituzione

(8) S = nC'Jn Sri--- "rnJ

la quale equivale a un numero t di trasposizioni dato dalla formula

(9) T = ?j, — H- «o — IH- «3 — IH

Lo differenze Srs— ^rs' saranno infinitesime di ordine -^, essendo «,. un nu-
«,.

dì
mero intero e positivo primo con «,.; e le derivate -y^ saranno infinite di

ordine 1 — -^
.

I rami Zrs della funzione s o saranno tutti eguali in T„, o vi si decom-

porranno in più sistemi di rami eguali

Si 1 ) •?! 2 • • • 7 5'i )i, ; «r'+i,! 1 ?r'+l,2 » • • 1 ^r'+l,ii^<_j_, ! • • •

^2 1 ) 22 2 1 • • • 1 .«> ,1, ; 5r'+5,l > S'»''i-2,2 » • 1 *r'+J,ii^/^, ì • • •

Zr'i 1 ir'ì ) • • • ) 'r'u^i ! ^r"ì i '»r"2 i • • > »r"n^i, i
• •

'

eie differenze ^i,— ^jv saranno infinitesime quando avremo 0<|/<[/'<C/-f 1;

?''< ^ < /' < ?-" -4- 1 ; • • • ed essendo

«, «2
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sono frazionari. Onde il discriminante D{1), clie è eguale al prodotto dei

quadrati delle differenze delle radici della equazione (1), sarà in To infini-

tesimo di ordine

(10) »« = «i(«i - 1) -<-«o(rt2— l)-! ^-ar'{nr' — 1)-^ 2ai(rt2"^'«3"' )-i- ...

-^ arf+i{nr'+\ - l)-^a,.'+2(«r'+2~ 1)~^--- "'"«r"(«>"~ 1)"^

-<- 2ar'+i(M,'+2 "^ rtr'+3 -+•••) ^
-^ u\ H[{n[ - 1) -H «.^ /4(«; - 1) -H . • -H 2a; n[{>h^n\ -<-••)-<-

Il prodotto Y\f
-~ diverrà infinito di ordine s dato dalla formula

(11) s = tii -h n, -h rii -h a, — «2 — «3 n[{a'i — 1)—
-«;(«;- 1) .

e denotando con q l'ordine dell' infiniterimo di J(t), sarà

(12) q= m — s,

onde

(13) q = «[(«i — 1) -^ «2(a2 ""!)"' *" «r'(«r' - 1) -^ 2ai(«2 -^ «3 -*- • • •)
-'

* nr'+i{ar'+i — 1) "*- nr'+t(ar'+2 " 1)
"^ *" nr"{cCr" " 1)

"^

-^ 2«r'+i(/2r'+2 -^ Wr'+3 -*-••)-*-

-+-wi'(aUi -i)-<-«2(a2«2-i)-'—H 2»; «;(«;-^ «;-*-•••)-•-

Sottraendo l'equazione (9) dall'equazione (10), abbiamo

(14) w-t- = (a,-l)(«,-l)^(«., -l)(n2 -l)^-• -2«,(«.,-^K3-^-)^--

-+-(«,.'+1 -1) («,•'+!- 1)
-^^

-«;«;(«; -i)H-

ed osservando che, essendo «^ primo con tir , «r ed «,• non possono essere am-

bedue pari, e che «^(/C — 1) è pure un numero pari, si ottiene

(15) m— T= (mod2).

Dunque la differenza tra il numero degli infinitesimi di primo ordine di D{t)

che sono in To , e il numero delle trasposizioni alle quali equivale la so-

stituzione che appartiene a questo punto, è sempre un numero pari e positivo.

Quindi, se /„ è un infinitesimo di primo ordine di D(^) , a T^ apparterrà

una sostituzione equivalente a una sola trasposizione di due rami, e diremo
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che To è un punto di semplice diramasione effettiva. Quando i coefficienti

della equazione (1) non avranno tra loro particolari relazioni gl'infinitesimi

di D(/) saranno tutti di primo ordine e quindi la funzione j avrà in gene-

rale 2v{[i — 1) punti di semplice effettiva diramazione.

Dall'equazione (13), ponendovi (^= ed osservando che «, ,«2,... «1, «;,...

sono tutti numeri interi e positivi, si deduce

«1=1 , «2 = «3 r= . . = «,., = ,

«r'+i = 1 ,
M,-'+2 = ?V'+3 — • • ^ tir" = ,

Quindi la equazione (14) darà

m = z

.

Dunque, se un infinitesimo t^ di D(/) non è comune a ^{t) , il numero che

denota l'ordine di questo infinitesimo e il numero delle trasposizioni alle

quali equivale la sostituzione che appartiene a T„, sono eguali. Quindi si

può riguardare il punto !„ come la riunione di tanti punti di semplice ef-

fettiva diramazione, quante sono le unità dell'ordine dell' infinitesimo di D(i)

in quel punto.

Sottraendo l'equazione (14) dalla equazione (13), abbiamo

q — m-ì-T=a, — l + Wo — l-f-a, —H --4- «,'(«,' — 1) + • • ^ .

Dunque, diviso D{t) per (t —t^)'. ossia tolti da D{t) gli infinitesimi ai

quali corrispondono punti di semplice effettiva diramazione, gli altri infini-

tesimi di D(^) in numero pari, ai quali non corrisponde nessun punto di sem-

plice effettiva diramazione, sono tutti comuni a J(t). Questi punti doppi ai

quali non appartiene nessuna sostituzione, si possono riguardare come la riu-

nione di coppie di punti di semplice effettiva diramazione ai quali apparte-

neva avanti la loro riunione la medesima trasposizione, e si possono dire

punti di semplice diramazione che sovrapponendosi si distruggono. Abbiamo

dunque il seguente

Teorema. Se P(i) é il fattore di D(<) a cui appartengono tutti gli in-

finitesimi, che danno ciascuno un punto di semplice elfctlioa diramaiione,

r^-—- dividerà esattamente J(t) e sarà il quadrato di una funzione razio-

nale e intera, e agli inflaitesimi di questa funzione corrisponderanno al-

trettante coppie di punti di semplice diramazione, sovrapposti, che si di-

struggono.
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La equazione (1) definisce s come funzione algebrica dì t, e t come

funzione algebrica di s. Queste due funzioni, / di s e 5 di t, si dicono fun-

sioni algebriche reciproche.

È chiaro che il numero dei rumi dell' una è eguale al numero degli

infiniti e degli infinitesimi dell'altra.

Se, facendo convergere t verso /„ e 2 verso 2» in modo che z & t sod-

disfacciano continuamente alla equazione (1), le quantità

_a, _ai _a3

{t — U) "'(J— J„) ,{t— lo)
"'(5 — So) , (t — to) ""{s — :,),...

convergono verso quantità finite diverse da zero, lo stesso accadrà delle

quantità

_"' _" _!li

{S — 5o) ' il — la) - (S — So) ' {t— ^o) , (2— So)
' {t — ta) -,

•

Quindi, se nell' indice di t^ abbiamo w, rami di z le cui differenze diven-

gono infinitesime di ordine — , n^ rami di j le cui differenze divengono
il

tt.^

infinitesime di ordine —,...,«,. rami di s le cui differenze divengono in-

finitesime di ordine —^ ; nell' indice ^o avremo «i rami di t le cui differenze

«r
71

divengono infinitesime di ordine — , «., rami di t le cui differenze diven-
ni '

gono infinitesime di ordine -^
, . . . ,c(,. rami di t le cui differenze diven-

71

gono infinitesime di ordine -^
. Quindi, se indichiamo con D,(^) il discri-

minante della equazione (1) rispetto a t, ossia il risultante dell'eliminazione

di t dalla equazione (1) e dalla sua derivata rapporto a /, e con ^,(j) il risul-

tante dell'eliminazione di / dalla equazione (1) e dalla sua derivata rap-

porto a «, a un infinitesimo di ordine

m = «,(Ki — 1) + ai{n.— 1) H h 2a,(M., + «3 H )-+-••

del discriminante D{t) corrisponderà un infinitesimo di ordine

»2, =: K,(a, — 1) ^- ni{u, — 1) H 1- 2ai(w2+ W3 H ) -J

del discriminante D,(j); a una sostituzione sui rami di ^- equivalente a %

trasposizioni, essendo

i = Ki — 1 H- «2— 1 + «3 — 1 -f- • • •
•
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corrisponde una sostituzione sui rami di t equivalente a t, trasposizioni;

essendo

T, = «, — 1 -L rr.. — 1 -I- «:, — 1 -+-•• ;

a un infinitesimo di ordine

q = n^{a, — 1) -f- ««(«o — 1) H 1- 2a,(«j + «3 H )-!-•

del risultante .^(t) ne corrisponde uno di ordine

q, = u,(n, — 1) + ao(w, — 1) -^ h 2a,(7?o -+- 7?3 H ) H

del risultante ^1(5). Quindi abbiamo evidentemente

y{q — w+ t)= 2|(?i — w, H- T,).

Ma y(^ — ?w-+-t) e "^((?i — ra, -f-T,) esprimono i numeri dei punti di

diramazione delle due funzioni z e ^ i quali, sovrapposti, si distruggono.

Dunque :

Due funzioni algebriche reciproche hanno lo stesso numero di punti

di diramazione che si distruggono-

I valori di z e di t corrispondenti ai punti di diramazione che si

distruggono, sono dati dalle soluzioni comuni delle tre equazioni

§ IV.

Ordine di connessione delle fnnzioni algelniclic.

Il numero dui punti di semplice ellettiva diramazione di una funzione

algebrica z definita da una equazione irriduttil)ile di grado /i, non può es-

sere <C 2(;U — 1).

Infatti, se la equazione è irriduttibile, ciascuno dei rami della funzione z

deve unirsi con uu altro qualunque, facendo percorrere all'indice della varia-

bile una curva chiusa conveniente. Poiché, se alcuni rami s, ,*,,...,«„ non

si unissero mai cogli altri, qualunque curva chiusa si facesse percorrere al-

l' indice della variabile, le funzioni simmetriche di z,.Z; z„ sarebbero

funzioni monodrome in tutto il piano, avrebbero un numero finito di infiniti

e di iufinilesimi di primo ordine, e quindi sarebbero funzioni razionali di /,
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e 5i , ^2 , • • • , ^>i sarebbero i rami di una funzione algebrica definita da una

equazione di grado w < /i

.

Ora se per unire n rami tra loro sono necessari e sufficienti n — 1 punti

di semplice effettiva diramazione, per unirne w + 1 ne saranno necessari e

sufficienti n : perchè occorrerà e basterà un altro punto di semplice effettiva

diramazione in cui 1' (w -|- l)"»™» vamo si unisca con uno degli altri n. Ma
per unire 2 rami è necessario e sufficiente un sol punto di semplice effet-

tiva diramazione: dunque per unirne 'ó no saranno necessarie sufficienti 2,

e così di seguito ; e per unirne fi ne saranno necessari e sufficienti /t — 1

.

Se descriviamo una curva chiusa che racchiuda nel suo interno /< — 1

punti di semplice effettiva diramazione, i quali uniscano fi rami tra loro,

a questa curva apparterrà una sostituzione circolare sopra i fi rami, e vice-

versa. Infatti supponiamo che questa proposizione sia vera per n — 1 punti

ed n rami ; sarà vera anche per n punti en-\-l rami. Poiché siano ^i , s^ , ••• •. 2,,

gli n rami che si uniscono mediante gli 7i — l punti di semplice effettiva

diramazione, e ad una curva chiusa e che racchiude questi punti appartenga

la sostituzione circolare

{il 22- •Sn)

Descriviamo quindi un'altra curva chiusa C che racchiuda nel suo interno

la curva e e il punto a cui appartiene la sostituzione

Alla curva C apparterrà la sostituzione

cioè una sostituzione circolare sopra gli « + 1 rami. Ora, a una curva chiusa

che racchiude un punto di semplice effettiva diramazione che unisce due

rami, appartiene una sostituzione circolare sopra i due rami; dunque, a una

curva chiusa che racchiude due punti che uniscono tre rami apparterrà una

sostituzione circolare sopra i tre rami, ... ; a una curva chiusa clie racchiude

/( — 1 punti che uniscono /( rami apparterrà una sostituzione circolare sopra

i fi rami.

Se poi a una curva chiusa appartiene una sostituzione circolare

poiché questa equivale al prodotto di fi
— 1 trasposizioni, nell'interno della

curva dovranno esservi almeno fi — 1 punti di semplice effettiva diramazione.

5
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Ora, dovendosi unire nel piano degli indici di / tutti i u rami della fun-

zione ;, essa dovrà avere almeno fi — 1 punti di semplice effettiva dirama-

zione. Descrivendo una curva chiusa C che li racchiuda tutti, ed insieme

l'origine, ad essa apparterrà una sostitu/.ionu circolare scopra i /( rami. Poniamo

ora nella equazione che definisce la funzione algebrica, - in luogo di / . e

moltiplichiamo per l\ Alla curva C corrisponderà una nuova curva C, ai

punti esterni a C i punti interni di C e agli interni di C gli esterni di C,

e alla curva C apparterrà la medesima sostituzione circolare sopra i fi rami:

quindi C nuli' interno racchiuderà almeno fi — 1 punti di semplice effettiva

diramazione, e quindi altrettanti ne saranno esterni a C. Dunque la funzione

algebrica s ha almeno 2/i — 2 punti di semplice effettiva diramazione. Ma
in generale una funzione algebrica ha 2v{ii — 1) di questi punti, dei quali

se ne distrugge un numero pari. Dunque in generale una funzione algebrica

che ha /« rami, se è definita da una equazione irriduttibile. avrà 2/t -!- 2p— 2

punti di semplice eil'ettiva diramazione, essendo p un numero intero e po-

sitivo nullo.

Se denotiamo con t il numero dei punti di diramazione che si distrug-

gono, avremo

2,u-+-2p — 2 — 2v(/x— 1) — 2r;

onde

jB = (/t- l)(r— D — T.

11 numero 2/J-f-l, da cui dipende il modo di unione dei rami della

funzione, lo chiameremo l'ordine di connessione della funzione algebrica.

Consideriamo ora una funzione algebrica ^ di /, che ha /( rami e i inlì-

niti, e la sua reciproca /, funzione di 5, che avrà r rami e /( infiniti. Ab-

biamo dimostrato nel paragrafo jtrecedente che se t è il numero dei punti

di diramazione di s che si distruggono, sarà anche eguale a t il numero

dei punti di diramazione di / clie si distruggeranno. Ora, indicando con

2yj 4- 1 e con 2pi -4- 1 i rispettivi ordini di connessione delle due funzioni

reciproche j e /, avremo

P = (/(— 1)(.' — 1)_T

Px^ {r — l)(/t-l) -»

e quindi

Dunque le funsioni algebriche reciproche hanno lo stesso online di

couicssione.
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Caratteristiche delle funzioni algebriche.

Il sig. Riemann nel voi. LIV del Giornale di Creile ha dato per il

primo le caratteristiche delle funzioni algebriche di una variabile complessa,

cioè quelle condizioni necessarie e sufficienti alla loro determinazione per

mezzo delle quali si possono dimostrare le principali proprietà delle funzioni

stesse senza far uso delle loro espressioni analitiche. Per trovare queste

caratteristiche e per dimostrare che sono tali, egli si fonda sopra la possi-

bilità di esprimere le funzioni algebriche linearmente per un numero finito

di certe funzioni, le quali non sono altro che gli integrali delle funzioni

algebriche stesse, la cui esistenza egli dimostra per mezzo delle loro pro-

prietà indipendentemente dalla relazione che esse hanno collo funzioni alge-

briche. Ma, per determinare le caratteristiche delle funzioni algebriche, non

è necessario di ricorrere ad altre funzioni più complicate e difficili a trat-

tarsi, e si possono ottenere tutte direttamente e semplicemente nel modo

seguente.

II numero /t dei rami e il numero v degli infiniti di una funzione al-

gebrica j di una variabile complessa t, si possono prendere arbitrariamente.

e con essi rimane determinato il grado della equazione, che definisce la fun-

zione algebrica, tanto rispetto a z , quanto rispetto a ^ . La equazione sarà

della forma

(1) F{s,() = y,y,Ar,st'^''--=0,

e prendendo il coefficiente del primo termine eguale alla unità, con che non

muta la funzione definita dalla equazione, rimangono N coefficienti indeter-

minati, essendo

(2) N = ,«f + /i-(- V.

Dunque, una funzione algebrica che lia ,a rami e r infiniti, richiede N con-

dizioni per essere compiutamente determinata.

Prendiamo il suo ordine di connessione eguale a 2p -h 1 : il numero s

dei suoi punti di semplice elfettiva diramazione sarà dato dalla formula

(3) s --- 2/t+ 2;) — 2,

e il numero r dei suoi punti di diramazione che si distruggono sarà

(4) r = (,«
— l)(v— 1)— jo.
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Nei r punti di diramazione clie si disliiiggouo. devono coesistere le tre equa-

zioni

15) ^=" •? = »?=»•

Quindi, se denotiamo con R il risultante del sistema (5), affincliè questo

ammetta r soluzioni, sarà necessario e suflicieute che esistano l'equazioni

„ , rfR ^ d'R ^ rf--'R ^.

Se poi denotiamo con D(/) il discriminante della equazione (1), e se vo-

gliamo che i iiuuti di semplice effettiva diramazione siano indici delle quantità

sarà necessario e sufficiente che siano verificate l'equazioni

(7) D(^,) = , D(;Se) = 0,...,D(/?,) = 0.

Quando n delle quantità /? sono eguali, a « — 1 delle equazioni (7) bisogna

sostituir? l'equazioni che si ottengono eguagliando a zero le derivate prima,

seconda, . . . («— 1 )««''"» di D(/?).

Ora, poiché duo funzioni algebriche i e t' che hanno tra loro la re-

lazione

, as -\- b

hanno i medesimi punti di diramazione, è chiaro che dopo aver determinato

i coefficienti indeterminati in modo che siano sodisfatte l'equazioni (6) e (7),

dovranno restare sempre almeno tre costanti arbitrarie nella equazione (1).

Quindi abbiamo soltanto disponibili N — 3 coefficienti indeterminati della

equazione (l) per soddisfare all'equa/ioui (6) e (7), il numero delle quali è

eguale ad s -f- e Dunque, affinchè possano prendersi arbitrariamente gli s

valori di I die corrispondono ai punti di semplice effettiva diramazione, è

necessario e sufficiente che sia

N — 3 >.5-l-t:;

onde, sostituendo i valori (2) (3) o (4), si deduce

(8) v2l\p-ì-1.

Dunque soltanto quando è soddisfatta la diseguaglianza (8), si potrà prendere
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arbitraria la posizione dei punti di semplice effettiva diramazione. Quando

poi sarà

tra i valori di t che hanno per indici questi punti, dovranno esistere

s -f- T — N + 3 = J9 + 2 — 2v

relazioni. Quindi si potrà prendere in modo arbitrario soltanto la posizione

di 2(fi~\-v)-hp — 4 punti di semplice effettiva diramazione.

Quando avremo disposto di s -f- t coefficienti indeterminati della equa-

zione (1) per soddisfare all'equazioni (6) e (7), rimarrà soltanto un numero

di costanti arbitrarie dato dalla formula

N — s— « = 2i' — jt)+l.

Osserviamo ora che due funzioni algebriche «' e as+ b, dove a e b

sono costanti arbitrarie, hanno i medesimi infiniti. Quindi, dopo aver deter-

minato gli infiniti della funzione «. essa dovrà contenere ancora almeno due

costanti arbitrarie, e per determinare gli infiniti di z potremo disporre sol-

tanto di 2v — p — 1 costanti arbitrarie. Dunque solamente quando è v <^p
si potranno prendere arbitrariamente tutti gli infiniti della funzione. Deter-

minati gli infiniti, rimangono ancora v — jo -f- 1 costanti arbitrarie. Ma due

funzioni 2 e as, dove a è una costante arbitraria, hanno i medesimi infini-

tesimi; quindi dopo avere determinato gli infinitesimi della funzione s rimarrà

in essa una costante arbitraria. Dunque per determinare gli infinitesimi di s

potremo disporre soltanto di v — p costanti arbitrarie, e quindi potremo

prenderne arbitrariamente soltanto v — p, e rimane allora una sola costante

arbitraria che moltiplica la fuu.ioue, la quale si potrà determinare colla

condizione che la funzione 3 prenda un dato valore per un valore partico-

lare di t.

Pertanto potremo sempre determinare una funzione algebrica che abbia fi

rami, un ordine 2p + 1 di connessione, i suoi punti di semplice effettiva

diramazione situati comunque, un numero r

—

p di infiniti di primo ordine

che abbiano dei valori qualunque, e un numero v—p di infinitesimi di

primo ordine che abbiano pure dei valori arbitrari, e gli altri p infinitesimi

rimarranno determinati, e la funzione non conterrà piìi altro che una costante

arbitraria come fattore.

Queste condizioni non sono però sufficienti per la completa determina-

zione della funzione, poiché, essendo l'equazioni (6) e (7) digrado superiore

al primo rispetto ai coefficienti arbitrari della equazione (1), che esse deb-
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bono determinare, si avranno più sistemi di valori per questi coefficienti, i

quali però saranno in numero finito; e quindi più funzioni che soddisfano

alle precedenti condizioni. Per la determinazione completa di una funzione

algebrica è necessario aggiungere un'altra condizione.

Siano s e s' duo funzioni algebriche che hanno il medesimo ordine di

connessione 2^-4-1, e il medesimo numero /t di rami ; denotiamo con j, . ;j

,

s-j , . .
. , s,j. i rami di j, e con s[ , 2!, , . . . , /j^ quelli di / ; se, facendo percor-

rere all'indice di / una curva chiusa per cui Sr divenga s^. anche ;'^ di-

viene s', e viceversa, diremo che j e / sono egualmente diramate. Ora, se 1

e 3', oltre ad essere egualmente diramate, hanno ambedue i v infiniti di primo

ordine ùi^Uì ,.. .a-t, i 1 — /) infinitosinii di primo ordine b,,b.2,...b^^,

e per uno stesso valore di i i rami j, e jj prendono lo stesso valore, le

due funzioni j e / saranno identiche. Infatti : siano e, , e-, , Cj. , . . . , Cp gli

altri infinitesimi di 5, e c[,c't,c'3, c'p gli altri infinitesimi di ;'. Le

quantità e e e' saranno funzioni delle 2f —p quantità a e /;, e le funzioni

che esprimono le e non potranno differire da quelle che esprimono le e'.

Poiché, supponiamo che le funzioni Ci , C; Cr siano ditìerenti da c'i ,

c't, . . . , c'^ e siano soltanto c,-+i ,....(•,, eguali rispettivamente alle funzioni

Cr-t-ì ^ • • 1 Cp .

Prendiamo la funzione

s

poiché s e y sono egualmente dilaniate, iv avrà /t rami e i medesimi punti

di diramazione di s e di s': quindi il suo ordine di connessione sarà 2^-1-1.

Avrà inoltro evidentemente soltanto gli r infinitesimi e, , Cj ,...,<?,., e gli r

infiniti c[,c'i— ,c'r. Se queste quantità sono fimzioni differenti delle 2r — ;;

quantità arbitrarie a e b . 2r — /) di esse si potranno prendere arbitrarie

se 2r>2i'

—

p; si potranno prendere tutte arbitrarie se 2?' >< 2v

—

p.
Ma essendo 2/J-4-1 l'ordine di connessione di tv, abbiamo dimostrato che

non possono prendersi arbitrariamente più di 2r

—

p tra infiniti e infinite-

simi di w: quindi, se i>;j>r, si vede che la funzione ;/' avrebbe un

numero di infiniti e di infinitesimi arbitiarì maggiore di quello che in gene-

rale è possibile. Dunque, le funzioni di a e di A che esprimono le quantità e,

saranno tutte eguali a quelle che esprimono le quantità e'; quindi j e s'

avranno eguali tutti gli infiniti e tutti gli inlinitcsiiiii. e in conseguenza tv

non diverrà infinita né infinitesima per alcun valore finito di t. e non potrà

essere altro elio una costante C , e avremo
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e poiché per un dato valore di ^ è ^i =-s'i, sarà C -= 1, e quindi

Pertanto le caratteristiche di una funzione algebrica sono date dal se-

guente

Teorema. Si pud sempre determinare un numero fuiiio di funzioni

algebriche, le quali abbiano (.i rami, un ordine di connessione 2p + l

,

i punti di effettiva diramasione situali in un modo dato qualunque, v in-

finili di primo ordine, e v — p infinilesimi di primo ordine dati qualunque,

e che prendano un dato valore qualsivoglia per un valore dato della varia-

bile, e due di queste funzioni, che hanno eguale diramasione, sono identiche.

Sappiamo che si può sempre determinare soltanto una funzione mono-

droma che abbia per infiniti e per infinitesimi di primo ordine i termini di

due serie qualunque, purché questi non formino una continuità. Quindi le

caratteristiche delle funzioni monodrome sono i loro infiniti e i loro infini-

tesimi. Nelle funzioni polidrome, quando il loro ordine di connessione è la

unità, si possono prendere arbitrariamente gli infiniti e gli infinitesimi; ma se

l'ordine di connessione é maggiore della unità, un certo numero di infinite-

simi dipenderà dalla diramazione e dagli altri infiniti e infinitesimi della fun-

zione. Quindi le caratteristiche di una funzione polidroma sono in generale:

la diramazione e un certo numero soltanto di infiniti e di infinitesimi. Il

sig. Kiemann si era limitato alla diramazione e al numero delle costanti

arbitrarie per il solo valore delle quali possono differire due funzioni egual-

mente diramate e che abbiano lo stesso numero di infiniti.

Nella Teorica delle funzioni ellittiche che sto pubblicando negli An-

nali di Matematica ('), si ha un esempio del vantaggio che si può trarre dalle

caratteristiche delle funzioni monodrome per dimostrarne le proprietà, senza

aver bisogno della loro espressione analitica. Per le funzioni polidrome, le

quali non si possono esprimere per serie di potenze della variabile, che

sono convergenti per qualunque valore di questa, e per le quali é necessario

ricorrere a più espressioni analitiche di questa forma differenti per avere i

valori dei diversi rami della funzione nelle diverse parti del piano degli

indici, si vede chiaramente quanto maggiore sarà il vantaggio di poterle

definire per mezzo di caratteristiche le quali permettano di dimostrare le

loro proprietà principali senza aver bisogno di fondarsi sulla loro espres-

sione analitica, e sostituire cosi a molti calcoli una semplice serie di ra-

gionamenti.

(') V. il t. I delle Opere, pp. 228-412.
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§ VI.

('lassificazioiit* «Ielle ruii/.ioiii nljiebriclic.

Se due funzioni algebiiclie iv e > di una variabile complessa / hanno

eguale la loro diramazione, sono funzioni razionali ciascuna dell'altra e di /:

cioè ablìianio

ìv
y>{s , t)

'

dove ip e (p denotano funzioni lazionali ed intere di .r di /.

La funzione » abbia r infiniti di primo ordine, e la funzione tv ne

abbia r'; il numero dei loro rami sia /( ; esse saranno delìnite dalle due

equazioni

(1) P[.,v(j,0 = o,

(2) F^y{w,t) = 0;

dove cogli indici posti in basso alla lettera F denotiamo i gradi della fun-

zione rispetto alle due variabili, ordinatamente.

Sia 2p -+- 1 l'ordine di connessione delle due funzioni ; il numero s dei

loro punti di effettiva diramazione sarà dato dalla formula

(3) s = 2/< -+- 2;j — 2 ;

e denotando con t e con i' il numero dei punti di diramazione di 5 e di w
che si distruggono, avremo

(4) i={f,-l)(r-l)-p,

(5) t'= {ti — ì){v'-\)—p.

Se V è differente da r' (luesti punti differiranno nel loro numero per le due

funzioni; in generale poi differiranno nella loro posizione.

Prendiamo ora una funzione

la quale non diverrà infinita né per s:=co, neper (= (x, quindi non avrà

infiniti comuni con ; nò infiniti situati all'infinito; di più avrà una dira-

mazione eguale alla diramazione di : e di iv. 1 suoi punti di diramazione
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che si distruggono saranno in generale differenti da quelli di z : quindi, se

i sistemi di valori di ^ e di t, corrispondenti ai punti di diramazione di ;

che si distruggono, sono i v seguenti

yi , <^i ; /! , <^2 ; xs , «^^ ; • • ; /t , <^t ,

a ciascuno di questi sistemi dovranno corrispondere due valori differenti di v;

il che non può essere, a meno che non si abbia simultaneamente

(7) lpmAYr,^r) = ,

(8) <PmAYr , à,.) = .

Siano

(9) ryi , 1^2 , 1^3 , . . . , ijv ,

i v' infiniti di primo ordine di w ;

(10) di , di., dt, . .. , d^r-p

v — p infinitesimi di primo ordine di w. La funzione v. avendo la stessa

diramazione di w, non potrà differirne altro che per un fattore costante, se

oltre ad essere soddisfatte le equazioni (7) e (8), avrà anche i v infiniti (9)

e i v' — p infinitesimi (10).

Se s e < fossero indipendenti tra loro, in ifm,n vi sarebbero {m-\-\) {n -+-
1)

coefficienti indeterminati; ma se m>;t, ed m> r, tra le potenze di s mag-

giori di /t e le potenze di t maggiori di v, esistono le {m— ;u+ 1) («— 1'+ 1)

relazioni della forma

s'rF(.,,(o",0 = 0,

nelle quali s ^^m— ;t , r <. k— r. Dunque la funzione y,„,„ contiene effet-

tivamente soltanto un numero g di costanti arbitrarie dato dalla formula

g = (rn + \){n + \) — {m — ^i + l){n— v-\- 1),

la quale, ponendo mente alla equazione (4), dà

(11) g^=mr + nfi— i — jJ + 1.

Siano: H(<) il risultante del sistema di equazioni

(12) P.,.(«' , ^) = , y«,„(o' ,t)= 0,

e K(0 il risultante del sistema

(13) r,.,,(5 ,0 = , rp„,,n{3 ,0 = 0.
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H{/) K(/) saranuo due funzioni razionali e intere di l di grado mv-\-nn.

Disponiamo di t coefficienti di ip^,» in modo che siano soddisfatte le %

equazioni (8). Così H(/) acquisterà le radici rf,
,
rf, , . . . ,dT, e ciascuna di

queste ne sarà una radice doppia. Quindi le due equazioni (12), oltre le r

soluzioni comuni (/r , rf,) ne avranno altre mv-\-nn — 2t= ^— t-ì-p— 1.

Ora, delle g costanti arbitrarie di ìpm^^ disponiamo nel modo seguente:

di T, in modo che siano soddisfatte le equazioni (7); di g— x-rp— 1 — v\

perchè si annulli ipm.» per g — r -i- jo — 1 — v' soluzioni comuni a y,„.„ =
e Fp(s,^) = 0. Rimarranno

g — T — {g — T -h p — 1 — 1'') ^-' V — ;j -^ 1

costanti arbitrarie in t/Zm,,,. Così la funzione v sarà diramata come w, e

avrà 2v' — p-'i-l costanti arbitrarie, delle quali v' sono i valori di t per

i quali si annulla H(<) e non K(/). Determinate v' di queste in modo che v

abbia gli infiniti (9), e v — ;) in modo clie abbia gli infinitesimi (40), v 6 w
avranno eguale diramazione, i medesimi »' infiniti (9) e i medesimi v — p
infinitesimi (10); quindi non potranno differire altro che per un fattore co-

stante, e avremo

w = ^^—^.—- •

ym,n(v , t)

come volevamo dimostrare.

Prendiamo ora a considerare la serie infinita delle funzioni algebriche

(14) w , Wi , ìVi ,W3 , . .

.

egualmente diramate e clie differiscono tra loro per i loro infiniti e per i

loro infinitesimi. Siano

i rispettivi numeri dei loro infiniti ; avremo

(15) Fj.,4w,,0 = 0,

(10) w, = f(iv,.,f),

dove / denota una funzione razionale di Wr e di f. Consideriamo nella formula

(10) non Wr funzione di /, ma i funzione di tVr definita dalla equazione (15).

La funzione w, sarà così una funzione della sola «',• che avrà lo stesso nu-

mero IV di rami e l;i medesima diramazione della funzione t. e avrà r,

infiniti ; sarà dunque una funzione algebrica di ir,- definita da una equazione

della forma
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e il suo ordine di connessione sarà eguale all'ordine di connessione di l;

ma t essendo funzione reciproca di iVr, ne ha lo stesso ordine di connessione.

Dunque abbiamo il seguente

Teorema. Due funzioni algebriche di una variabile complessa t che

hanno la medesima diramazione e un ordine di connessione 2p-h 1, sono

funzioni algebriche l'una dell'altra, del medesimo ordine di comiessione

2p-\-\.

Tra le funzioni algebriche di t egualmente diramate (14), si hanno

le equazioni

,.„. F,,,,(wi , w) = , F,,,,(m;2 ,io) = (ò
,

F,„,,(m;2 , w,) = , ^,.,,3(2^3 , Wa) = , . .

.

le quali definiscono funzioni algebriche tutte dello stesso ordine di connessione.

Consideriamo ora le prime due equazioni (17); esse definiscono due

funzioni di w che hanno la stessa diramazione : quindi iVì sarà una funzione

razionale di Wi e di w, e avremo il seguente

Teorema. Le funzioni di una variabile complessa t che hanno una

eguale diramazione, sono tutte funzioni razionali di due qualunque di esse.

Osserviamo ora la prima e la quarta equazione (17): W3 e Wi sono

funzioni razionali di Wi e w, sostituendo nella quarta equazione queste fun-

zioni invece di W3 e W2, avremo un'equazione tra iv, e w, la quale sarà

identica colla prima delle equazioni (17) ne sarà una potenza, perchè tutte

le equazioni (17) sono irriduttibili, avendo un ordine di connessione positivo.

Quindi le equazioni (17) sono razionalmente trasformabili una nell'altra.

Reciprocamente : se più equazioni sono trasformabili razionalmente una

nell'altra, avranno lo stesso ordine di connessione, e le quantità che in esse

compariscono saranno funzioni algebriche egualmente diramate di una qua-

lunque di esse.

Quindi, se diciamo che appartengono alla stessa classe le equazioni

trasformabili razionalmente una nell'altra, abbiamo il seguente

Teorema. Le equazioni algebriche le quali definiscono funzioni alge-

briche che hanno lo stesso ordine di connessione, e che, riguardate come

funzioni di una qualunque di esse, sono egualmente diramate, appartengono

tulle alla medesima classe ; e reciprocamente.

Le equazioni algebriche irriduttibili, i coefficienti delle quali sono fun-

zioni razionali e intere di una sola variabile complessa, si dividono in ordini

che si distinguono uno dall'altro per il valore dell'ordine di connessione

delle funzioni algebriche che esse definiscono: diremo di ordine p quelle

per le quali quest'ordine di connessione è 2p--\-\.
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Ciascun ordino si suddivide iu classi, in ognuna delle quali sono con-

tenute tutte le equazioni trasformabili razionalmente una nell'altra. Queste

classi sono in numero infinito per cia^-cun ordine, ma si distinguono una

dall'altra soltanto per il valore di un numero finito di costanti, il quale

dipende dal valore p dell'ordine stesso. Queste costanti le diremo i moduli

che appartengono a quel dato ordine. Determiniamo ora la relazione che

passa tra il numero dei moduli e il numero p.

Sia IV i
una funzione algebrica di t, che abbia l'ordino di connessione

eguale a 2j9-f-l, /« rami, una data diramazione, fi infiniti e ,a infinitesimi,

dei quali p avranno determinate relazioni cogli altri infinitesimi, cogli infi-

niti e con i valori di t dei quali sono indici i punti di semplice effettiva

diramazione. Sia w un'altra funzione algebrica di / , diramata come w, e

che abbia n infiniti; essa conterrà 2fi
—p-hl costanti arbitrarie. Quindi

tra Wi e w esisterà una equazione algebrica

(17) Fi,,^iw,,w)^0,

che sarà una equazione dell'ordine p, la quale conterrà 2/t — p -h ì costanti

arbitrarie. Di queste costanti potremo disporre in modo che il discriminante

D (tv) acquisti 2/j — p -h ì radici semplici date comunque, le quali deter-

mineranno in un modo arbitrario la posizione di 2fi — p -h \ punti di sem-

plice effettiva diramazione e ne risulteranno determinati gli altri 2/u -i- 2jj—
— 2 — 2fi -h p — 1 = 3j3 — 3, i quali saranno dilferenti per le diverse di-

ramazioni di Wi e di w e quindi per le differenti classi alle quali appar-

terrà la equazione (17). Ma tra gli infiniti, gli infinitesimi e i punti di .sem-

plice elTettiva diramazione di w, considerata come funzione di (, esistono p
relazioni, e altrettante tra le quantità corrispondenti quando w, è conside-

rata come funzione di w. Quindi, tra i /x infiniti e i /( infinitesimi di uh

e i precedenti 3^5 — 3 valori di t corrispondenti ai punti di semplice effet-

tiva diramazione dovranno esistere p relazioni ; dunque dovremo avere

3jt) — 3 ^-p. Perciò, quando p = 1, non potremo far prendere posizioni arbi-

trarie altro che a 2ju — 1 punti di semplice effettiva diramazione, e ne ri-

marrà uno solo per distinguere le classi una dall'altra. Abbiamo dunque i

seguenti teoremi:

Le classi delle equaxioni algebriche di primo ordine si distinguono

una dall'altra per il valore di un sol modulo.

Le classi delle equazioni algebriche di ordine p si distinguono una

dall'altra jier i valori di un numero di moduli eguale a 3;) — 3.
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XXVI.

TEORICA DELLE FORZE
CHE AGISCONO SECONDO LA LEGGE DI NEWTON

E SUA APPLICAZIONE ALLA ELETTRICITÀ STATICA

(Dal Niicvo Cimtnlo, ser. I, t. XVIII, pp. 585-402; t. XIX, pp. 59-75, 77-95, 149-175, 357-577;

t. XX, pp. 19-39, '2I-I4I, Pisa, 1863, 1864).

I.

Potenziale di un sistema qualunque di elementi materiali.

Le forze che agiscono secondo la legge di Newton sono quelle clie ema-

nano da ciascuno degli elementi infinitesimi di una data materia, e che

tendono ad avvicinare oppure ad allontanare tra loro questi elementi, in

ragione diretta delle loro masse e in ragione inversa dei quadrati delle loro

distanze. Le prime sono forze attrattive; le seconde, ripulsive. Una delle forze

attrattive è la gravitazione universale scoperta da Newton, e una delle ripul-

sive è quella che si manifesta fra le elettricità dello stesso nome.

Cominciamo dal determinare l'attrazione o la ripulsione che un aggre-

gato di punti materiali esercita sopra un altro punto materiale qualunque.

Siano M, , Ma , M3 , . . . più punti materiali
; [.ii , fz , /j-j , . . . le loro

masse rispettive, ed (xi iji Si) , {xzì/tS^) , . . . le loro rispettive coordinate

ortogonali. Sia un punto materiale, la cui massa prenderemo per unità,

e le di cui coordinate siano {a , b ,c}; e siano r, , rj , r, , . .
.

, rj , . . . le

distanze rispettive dei punti Mi , Mj , M3 , . . . M5 , . . . dal punto 0. Avremo

(1) ri= (x,- ay + (ijs - bf + {s, - cf

,

e l'attrazione esercitata da M^ sarà nella direzione r^ ed eguale a /^,

denotando con / la forza attrattiva dell'unità di massa alla distanza 1. Per

semplicità faremo /= 1-

Denotando con «s /?s y» gli angoli di rs con i tre assi, avremo

l)r, . Dr, -òr,
cos a,= — —-

, cos /?,=— —r , cos y, = — —- .

7)ffl 1)0 ìc
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Pertanto, se indichiamo con X Y Z le componenti secondo i tre assi

della forza F esercitata dall'aggregato de' punti Mj sopra l'unità di massa

in 0, avremo

oppure

e facendo

la )', 'òb Tj 7)c r.

J^s
(2) P = ^^,

avremo

(3) X =^,Y = ^,Z = ^.
^ ^ la l)b De

La funzione P delle coordinate del punto attratto {a,b,c) dipende dalla

posizione e dalla massa dei punti Mj, e da lei sola dipende la determina-

zione dell'attrazione; perciò ad essa è stato da Gauss dato il nome di poten-

ziale, e da Green è stata chiamata funzione potenziale. Se i punti M, ap-

partengono ad uno spazio continuo, il segno sommatorio diventa un integrale

triplo, le masse /«j gli elementi materiali, cioè le densità q moltiplicate

per l'elemento di volume dxdyds, e l'integrale triplo deve essere esteso

a tutta la massa del corpo; avremo dunque in tal caso

essendo

Qd.r dy ds

r

ri = (x — ay-hOj — by + (s—cy.

Se invece delle coordinate rettilinee ortogonali si prendessero le coor-

dinate polari, l'elemento di volume sarebbe espresso da

Wsenedlidedg>;

R essendo il raggio vettore. A la colatitudinc. e <f la longitudine dell'ele-

mento. Quindi ponendo

a = / cos A , (!/ :^ / sen A cos B , c= l scn A sen B .

X = R cos w
, y = R sen # cos ^ . .; = R sen a sen <p ,
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e se / è l'angolo compreso fra R ed /, sarà

r= = R' + /- — 2R/C0SJ',

e sì avrà

QW sen e dB. d6 d<p

<^' '-mt/ R'^ -f- r-— 2R; cos y

Se ^ è una funzione finita e continua, ed è esterno al corpo attraente,

P sarà finita e continua in tutto lo spazio esterno a quello a cui si estende

l'integrale. Quando è infinitamente lontano dal corpo attraente, sarà

Z= 00 , e perciò all' infinito il potenziale si annulla.

Dall'equazione (5) si ricava

QW sen e rfR d6 dtp
,p^

I'
1 -H Y — 2 y cos y

l' l

e perciò, quando 1=^ co, il prodotto VI è uguale alla quantità finita

SU'QWsenedEddd(p = M.
,

denotando con M la massa del corpo attraente; e inoltre

P/ cos A= Pa = M cos A , P/ sen A cos B = Pi = M sen A sen B

,

VI sen A sen B = Pc= M sen A cos B

.

Dunque i prodotti del potenziale per ciascima delle variabili si man-

tengono finiti, anche quando queste variabili divengono infinite, e la quan-

tità verso cui converge il prodotto del potenziale per il raggio vettore, quando

questo cresce infinitamente, è la massa del corpo attraente.

Derivando la (4) rapporto alle coordinate a , b , e, avremo

-ìV rrrQ{x — a)

lia

"3^ ^-SSi"^^''*'*^

Quindi le derivate prime di P si mantengono finite e continue in tutto

lo spazio esterno alla massa attraente, perchè r non si annulla mai in tutto

il corso della integrazione.
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Per l = 00 queste derivate si annullano. Osserviamo ora che si ha

/ R cos tì . \

^- /' =
\ Q / R^ sen d dR dO dw

,- JJJ
,/(,.f-.fc..,)-

7)P
e quindi, per l = co ,

— P converge ver.so una quantità finita. È facile
ad

1)P "3P "ìjP
altresì dedurre che anche —- «- , —r *• ,— e' ,

per a.b ,c infiniti con-
7)a 1)0 le

vergono verso quantità, finite, e che perciò sono infinitesimi dell'ordine

1 i 1

Derivando nuovamente e sommando, si ottiene

VP yp yp_
Da' Db' Dc'~ '

e denotando per brevità con J^ tale operazione, ossia, ponendo

Da' ^ Db' De'
'

avremo il seguente teorema:

Il pnteasiale e le sue derivate prime sono funzioni delle coordinate

del punto attratto finite e continue in tutto lo spazio esterno alla massa

attraente; id questo spazio le derivate seconde soddisfano alla equazione

J'P = 0,

e quando il punto attratto va all'infinito, la funzione P si annulla, e il

prodotto di essa per le coordinate del punto attratto converge verso una

quantità finita, e i prodotti delle sue derivate rapporto alle coordinate

del pulito attratto, moltiplicate per i quadrati di quelle medesime coor-

dinale, convergono verso quantità finite.

La espressione J'V di una funzione P delle x,ij,z si può trasformare

con lo coordinate polari, ponendo

X = rcosO
, y = r sen 6 cos(f , x= r sentì sen y

,

r essendo la distanza del punto dall'origine delle coordinate,

6 l'angolo che r fa con l'asse delle x,
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(p l'angolo che il piano che passa per le ,r fa con un piano fisso. Un

calcolo molto facile e notissimo conduce alla equazione

1 2 7)P ^ . 7)P>-2—- D sentì—-

?'-
[ Ti/" sen « 7>tì sen^ « Ittf-

Tali coordinate polari sono evidentemente i parametri di tre sistemi

di superfìcie ortogonali : sfere concentriche, coni retti col vertice comune

nel centro comune alle sfere e coU'assc di rivoluzione pure in comune se-

condo una retta passante per il detto centro, piani che passano per la me-

desima retta.

Denotando in generale con q ,
/.i , v i parametri di ti-e sistemi di super-

fìcie ortogonali, le componenti secondo i tre assi di una forza che ha per

funzione P, si otterranno dalle equazioni

-?p
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Sostituendovi i valori precedenti, ed osservando cliu le superficie sono

ortogonali, si ottiene

R = A. — , M = A, — , N = A,— .

1)Q a/< Hr

Per le coordinate polari abbiamo

„ dp „ i -aP M 1 ^P

7)r r 1)0 r sen « 7)y

La prima è la componente secondo il raggio vettore, la seconda è nella

direzione della tangente alla sfera secondo un meridiano, la terza pure tan-

gente alla sfera ma normale al meridiano.

II.

Potenziale di una massa omogenea compresa

tra (lue sfere concentriche.

Abbiasi una massa di densità q costante compresa fra due superficie

sferiche coucentriche, di raggio R l'esterna e di raggio Rq l'interna: siano

r ,0 , (p le coordinate polari del punto attratto 0, e il polo od origine delle

coordinate sia nel centro delle sfere; r' ,0'
,(f' siano le coordinate polari di

un punto qualunque della massa. Per ragion di simmetria è cliiaro che il

potenziale avrà lo stesso valore per tutti i punti alla stessa distanza dal

centro delle sfere; quindi il potenziale P sarà una funzione della sola r,

e l'equazione ^' P ^ darà

, o fl!P

dr- -7—
^^ =0,

e, integrando, avremo

dr

P= --+-<;'.

Per i punti esterni ad ambedue le sfere il potenziale deve essere una

funzione finita e continua che si annulla per r ^ co , Quindi per questi

punti avremo e' ^ e, denotando con P,. il potenziale relativo a un punto

esterno e. sarà

P =-
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Per i punti e interni ad ambedue le sfere, il potenziale P^ deve esser

sempre finito anche per r = 0; quindi dovrà essere <; ^ 0, e avremo

p;

=

c\

Onde nei punti interni ad ambedue le sfere il potenziale è costante, e

le sue derivate sono nulle; e perciò le componenti dell'azione attrattiva sono

nulle in questi punti.

Nel centro delle due sfere abbiamo x= y=-z = ^; quindi

* ' »
' ' %J Rq «-0 *-•

(1) P; = 27r(.(R'-R?).

Per r^oo, deve essere, per quello che abbiamo dimostrato nel § 1,

onde

Pr= M =^ (R^ — R3) = e;

«= ^(R«-E>),

(2) p,= ^^,K._E.,=M.,

indicando con M la massa dell' involucro.

Per determinare il potenziale per un punto i che fa parte dell'invo-

lucro sferico, osserviamo che Pj è la somma di due potenziali, cioè del po-

tenziale dell' involucro limitato dalle sfere di raggio R ed r, e del poten-

ziale dell' involucro limitato dalle sfere di raggio r ed R,, . Il primo di quei

potenziali è

27re(R- — ?"),

e il secondo

dunque sarà

(3) Pi = 2nq^^ —

-^ i^' - R?

o 3r

Per avere il potenziale di una sfera, basterà porre R» = , o avremo

477:oR^ M
(4) P.-

., -
òr r

(5) P, = 27reR=-
2nQr
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Le equazioni (2) e (4) dàiiuo il seguente teorema. L'azione di un iu-

Tolucro, di una sfera, sopra un punto esterno, è eguale a quella che eser-

citerebbe il centro delle due sfere, o della sfera, quando in esso fosse con-

centrata tutta la massa dell' involucro, o della sfera. Dalla equazione (4)

si ricava che l'azione sopra un punto della superficie della sfera è — */3rtQR;

dunque l'azione attrattiva esercitata da una sfera sopra un punto della sua

superfìcie è proporzionale al suo raggio. Dalla (5) si rileva che l'azione

sopra un suo punto interno è proporzionale alla distanza di questo dal centro,

ossia che è la stessa come se non esistesse la massa dell' involucro sferico

che lo circonda.

Le due espressioni del potenziale di un involucro sferico relativo ai

punti esterni ed interni all' involucro e a quelli che ne ne fanno parte, si

continuano senza interruzione l'una nell'altra e formano una sola funzione

continua. Infatti abbiamo:

per /•= iv
,
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e quindi
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)• passa per zero. Sono I'uiizìodì contiuiie. Infatti, consideriamo un punto M
di una delle superficie della massa attraente, e conduciamo per M una retta

che attraversi la superficie, e sopra di essa, dalle due parti, prendiamo due

punti infinitamente prossimi, m ed n, egualmente distanti da M, cioè in modo

che sia nM = niM = s. Sia m l'interno, n l'esterno alla massa. Descriviamo

col centro in M e col raggio f una sfera. Il potenziale P„ relativo al punto

esterno ìti sarà uguale al potenziale p,, della porzione di sfera che è occupata

dalla massa, più il potenziale P^ di tutta l'altra mas.sa; avremo cioè

Pi. = fH -)- P',
. Il potenziale P„, relativo ad m sarà eguale al potenziale

/)„ della porzione di sfera occupata dalla massa, più il potenziale P|„

di tutta l'altra massa; cioè avremo P^,, =;;,„ + P^,,. Ora, il potenziale di

tutta la sfera relativo a un punto della sua superficie è ' g/rp*-; quindi

Pn— Pm<C*/3Q^>-^ si potrà rendere più piccolo di qualunque data quan-

tità col diminuire e. Anche P^, — F'„, può rendersi più piccolo di ogni

quantità data col diminuire di f, o all'avvicinarsi di ii ad m; la differenza

P„ — Pm = /'n — ;'m -f- PI — P'„ potrà quiudl reudensi più piccola di qua-

lunque quantità data avvicinando h ad m ; dunque i valori di P per i punti

esterni variano con continuità nel passare ai punti interni.

Per le derivate abbiamo :

la 1)a Da la Da Da '

e le derivate —-
,
—- sono in valore assoluto minori di ^'o Tre cosa, e

lia Ita
j .

perciò si conclude, come precedentemente, die anclie i valori delle derivate

prime variano con continuità passando dai punti attratti esterni agli interni.

Analogamente si dimostra la continuità di P e delle sue derivate prime anche

nei punti interni alla massa attraente. Dunque il potenziale P e le sue deri-

vate prime sono funzioni finite e continuo in tutto lo spazio.

Se la densità variasse bruscamente attraverso alcune superficie, si riguar-

derebbero le masse limitate da queste superficie come tanti corpi distinti, e

si troverebbe che variano con continuità, nel passare attraverso ad esse, i

valori del potenziale e delle sue derivate prime.

Le derivate seconde di P, che sono finite in tutto lo spazio esterno al

coi-po, sono finite anche nell'interno e sulle superficie del medesimo, e sono

sempre discontinue nel passare dall'esterno all'interno della massa attraente,

(la una parte dello spazio ad un'altra nella quale la densità della massa

offra una discontinuità. Infatti, quando il punto attratto è neihi massa

attraente, imaginiamo una sfera descritta col centro in e con un raggio

piccolissimo «, e la porzione di massa coiUiUosa in questa sfera supponia-
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mola di densità costante od eguale al valore di q uel pimto 0; il potenziale

P relativo al punto sarà eguale alla somma di due potenziali P' e P",

essendo P' il potenziale della piccola sfera, e P" il potenziale della massa del

corpo rispetto alla quale è esterno. Onde avremo

P = P' + p",

Da^ 7)«* 7)a'"

ed essendo nel punto finite le derivate seconde di P' e P", avranno valori

finiti in qnesto punto anciie le derivate seconde di P. Avremo inoltre

^T.= .^-P' -f-- ^-P" , ma J'P" = , e .-/'P' = — 4:Ttq;

onde

,y-p = — 4.T0.

Dunque la somma delle tre derivate seconde del potenzinle

VP VP r-p

~òa^ W l>c''
'

che è nulla se è esterno, diviene uguale a — 4nQ se è interno ; e quindi, nel

passaggio dall'esterno all'interno, questa somma cambia bruscamente di valore.

Da tutto ciò che abbiamo dimostrato si raccoglie che il potenziale P
di una massa di forma qualunque, di densità costante o variabile, ha le

seguenti proprietà:

P. È una funzione delle coordinate del punto attratto, finita e continua

in tutto lo spazio; quando il punto attratto è all'infinito, s'annulla, e il pro-

dotto della medesima per il raggio vettore del punto attratto rimane sempre

una quantità finita.

2*. Le sue derivate prime sono finite e continue in tutto lo spazio;

quando il punto attratto è all' infinito, s'annullano, ed i prodotti di esse per

il quadrato del raggio vettore del punto attratto rimangono sempre quantità

finite.

3*. Le sue derivate seconde sono finite in tutto lo spazio; sono con-

tinue in tutto lo spazio, eccettuate le superficie attraverso le quali la den-

sità è discontinua, e soddisfano alla equazione

J^P=— 4:nQ,

dove e è la densità della massa nel punto attratto se è interno alla massa

stessa, ed è eguale a zero se il punto è esterno.
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Queste proprietà sono le caratteristiche del potenziale, cioè lo definiscono

compiutamente, e non possono esservi due funzioni che godano delle medesime

proprietà e siano ditferenti.

Questo importante teorema è dovuto a Dirichlet.

Prima di passare a dimostrarlo, coiivieiic notare clie la espressione « fun-

zione delle coordinate ili un punto », o « funziono di un punto », è qui usata

nel senso piii generale; cioè chiamiamo funzione di un punto ogni quantità

che abbia un valore determinato per ogni posizione del punto stesso, senza

curarci se questo valore può determinarsi in tutto lo spazio mediante le stesse

operazioni di calcolo effettuate sui valori delle coordinate, oppure se nelle

differenti parti dello spazio occorrono differenti serie di operazioni di calcolo,

oppure se non si possa dare nessuna serie generale di operazioni di calcolo,

luediante la quale se ne ottengono i valori nelle differenti parti dello spazio;

cioè non ci curiamo di sapere se vi è una espressione analitica, se ve ne sono

pili, se non ve n'è alcuna che dia questa funzione. Nell'analisi e nelle ap-

plicazioni alla fisica matematica è importante questo concetto.

Supponiamo ora P e P' siano due funzioni che soddisfino alle tre condi-

zioni sopra esposte. Poniamo

(1) p_P' = V.

Avremo per tutti i punti dello spazio, fuorché per i punti delle superficie

nelle quali, passando dall'una all'altra parte, si ha una discontinuità nelle

densità,

J'-V = 0,

e in qjieste superficie di discontinuità avremo ./'V uguale ad una quantità

finita, per ora incognita, ma che troveremo essere uguale a zero.

Pertanto avremo

(2)

qualunque siano i limiti degli integrali; perchè i valori differenti da zero

che potrebbe avere ^"V, non possono fare acquistare valori finiti all'inte-

grale triplo, non occupando essi uno spazio di tre dimensioni.

Cominciamo dal considerare l'integrale

fff'"V
—- dx dy dz.

Essendo V e y-j quantità sempre finite, potremo effettuare un'integra-

zione per partì rispetto alla variabile .r; ed estendendo l'integrale stesso
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tra -f- « e — a, avremo

essendo V— una funzione continua di x. Operando analogamente sopra gli

liX

altri due integrali, si ottiene

Ora, a cagione delle proprietà 1* e 2^^ di P e di P', aVa-^a e «"(yr)\dX 'x=a

si mantengono sempre finite
;
quindi si potrà determinare una quantità co-

stante /e, di cui

L\ '^y')x=a \ l!x)x=-aA

si mantiene sempre minore : avremo dunque

jT:i(vfL-(vfij''.-<iiii>''--=fì-
e quindi

così degli altri due integrali. Dunque avremo

ma essendo la quantità sotto il segno sempre finita, continua e positiva, dovrà

essere

Da:; 1y li-

onde

V = costante.
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Ma all' intìnito, P = P' ^0

;
quindi sempre

P — P' = V = ,

come volevamo dimostrare, e J'N = anche sopra la superficie, come ave-

vamo accennato.

IV.

Teorema di Green.

Uno spazio di tre dimensioni si dice connesso, quando si può andare

con continuità, senza escire dal medesimo, da uno ad un altro qualunque

dei suoi punti. Si dice semplicemente connesso, quando ogni superficie chiu.sa

S, tracciata nel medesimo, limita completamente una parte T dello stesso

spazio in modo che non si possa uscire da T senza attraversare S, e quando

ogni linea chiusa ;; tracciata in esso può servire di contorno ad una super-

ficie continua S, contenuta tutta nello spazio medesimo. Per esempio, lo

spazio racchiuso da una sfera è semplicemente connesso; quello racchiuso

da un involucro sferico è connesso, ma non semplicemente, perchè ima su-

perficie sferica compresa tra V interna e l'esterna superficie dell' involucro

non limita da sé sola una parte dell'involucro; un anello è connesso, ma

non semplicemente, giacché il suo asse interno non può formare il contorno

d' una superficie continua contenuta tutta quanta nell'anello.

Sia ora R uno spazio connesso. Supponiamo die non sia semplicemente

connesso, ma si ottenga togliendo da uno spazio connesso, limitato da una

superficie chiusa S, gli spazii connessi limitati dalle superficie chiuse S'

,

S" , S"' , . . . interne ad S. Siano U e V due funzioni dei punti di R. che

si conservino insieme con le loro derivate prime sempre finite e continue

in R.

Prendiamo l' integrale triplo, esteso a tutto lo spazio R,

JjJ \Dx 1)X 1)1/ Dy X- -02/ "

integrando por parti, ahbiamo

.ra'ff>""^-.i:r(«?)"..--jxfo5.......

dove la quantità tra parentesi sotto l'integrale doppio deve essere limitata
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ai tratti lineari paralleli all'asse delle x compresi nello spazio K: e per

ottenere questa limitazione, essendo U— quantità sempre finita e continua

in K, basterà prendere le differenze dei valori che riceve U — nei punti

delle superficie S , S' , S" , . . . quando un punto che si muova parallelamente

all'asse delle .t; verso il piano yz entra nello spazio R, e quelli che prende

la stessa quantità quando il punto esce dallo spazio R. Avremo dunque, di-

stinguendo con indici questi valori,

//'Uà
—

^ dy ds .

.

Ora, indicando con da in generale l'elemento di superficie e con a l'angolo

che la parte interna della normale fa coU'asse delle x, avremo

dy dz^^±i da cosa

,

dove gli elementi superficiali essendo essenzialmente positivi, dovrà prendersi

il segno + se a è acuto, il segno — se « è ottuso. Ma quando il punto

che si muove verso il piano yz parallelamente ad x entra in R, l'angolo u

è ottuso, e quando esce è acuto : dunque avremo

j
1

1 U—-\dy dz = —
j Uo—- ddt, cosor„ —

j Ui — ' dOy cosai —

— Uo— da., cosaj — ...
J ' 1)X

e gli integrali sono estesi in modo che l' insieme sia esteso a tutte le super-

ficie che limitano R ; onde, distinguendo con apici gli elementi da e gli angoli

a relativi alle superficie S , S' , S'' , . .
.

, avremo

( U— \dìi ds=^— U— da cosa — D— da' cosa' — ...
Jj \ Ixl •' JJ llX JJ lix

Ora, dinotando con p ,p' ,p" . . . le normali alle superficie S , S' , . . . , si ha

dx dx ,-—= cosa , -7-7 = cosa , . . :

dp dp
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onde

. ' \ 7)./; ì '
.

' ì.r dp

e finalmente, sostitueudo nel valore di ii,

( 1 )
— /.» = :^Ju -^ £^(r

+/J^f U^'V dx dy ds

.

Analogamente operando relativamente alla funzione V, si ottiene

— n = 2JV -^ da -ì-JJJyJ'H dx dy ds ,

e quindi

(2) sjjj j- da +{\j'^^^^ dx dy ds=

= 2 j^Yj-da +jTTvz/'U dx dy ds.

Se lo spazio R in cui le funzioni U e V si conservano finite e continue

insieme colle loro derivate prime, fosse semplicemente connesso, nella

equazione (1) si potrebbero estendere gli integrali doppi a una sola super-

ficie cliiusa qualunque contenuta nello spazio R, e gli integrali tripli a tutto lo

spazio racchiuso da questa superficie.

Supponiamo ora che la funzione U cessi d'essere finita soltanto in un

punto dello spazio R. Allora l'equazione (2) varrà in tutto lo spazio T,

che si ottiene togliendo dallo spazio R uno spazio piccolo quanto si vuole,

che racchiuda il punto 0; ossia se alle superficie S , S' .. . aggiungiamo una

sfera s col centro in e con un raggio infinitesimo t; avremo dunque

^{'Vj^da-i-jvj-ds-h fJjVJ'Y dx dy ds =

= :s \\'^da-{-\w'^dS'ì [ ( fvj'U dx d>i ds ,

dove gli integrali tripli devono essere estesi a tutto lo spazio precedente
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meno la piccola sfera. Ora, se U diviene infinito nel punto come -, essendo
T

r la distanza da un punto qualunque al punto 0; cioè se limrtJ è uguale

ad una quantità finita e, avremo sulla superficie della piccola sfera

s

dfì \ dr lr=i
«^

e quindi

I U —r- ds = ee \ I -r—" sentì dO d<p
,

ÌY^ds = — e rfvsenéi ded<p = — ineS' ,

essendo V il valore che prende V nel punto N. L' integrale triplo esteso alla

piccola sfera dà

fffuj^Ydx dy ds= eJ^\ jffrir sentì de d<f = 2frefW

,

e, poiché nello spazio racchiuso dalla piccola sfera abbiamo

^«U = ^2 -= ,

r

l'altro integrale triplo esteso a questo spazio sarà

J
jJYJ'J] dx dy ds = ;

onde per e infinitamente piccola la (2) diviene

(^) -^>f "" -^US'''''' '^ 'y '^ = U"" t""^

+JT fv^'U dx dy ds — AneY

,

e gli integrali sono estesi come nell'equazione (3). Dalla equazione (3), che

costituisce il teorema di Green, si deducono vari teoremi molto importanti.

Prendiamo U = -, essendo r il raggio vettore che parte da un punto qua-
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lunque nell' interno di K : l'equazione (3) diviene

d
,, .,v.=-j;£f^...,.,-.j(v-:_i^) da

dove l'ultimo integrale deve essere esteso a tutto 1 insieme delie superfìcie

che limitano lo spazio R. L'equazione (4) ci dice che una funzione finita e

continua qualunque è determinata in uno spazio R quando si conoscano la

somma delle due derivate seconde, e i valori di essa e delle sue derivate

prime alla superficie. Sia U = 1 : sarà

—=—=— = /2 — 0-
dx dy ds

'

e sia inoltre J^\ = — inq: l'equazione (1) darà

(5) 2J^da = inj^jqdo:dyd^.

Dall'equazione (5) si deduce il seguente teorema:

1°. Se V indica il potenziale di una massa qualunque, l'integrale

dV
4tJ , da

dp

esteso a una superficie chiusa è eguale alla quantità di massa contenuta

nello spazio racchiuso da questa superficie: e quindi è eguale a zero, se

in questo spazio non vi esiste nessuna porzione di questa massa.

Ponendo nella equazione (:{) V= 1, e ^-U= 0, si ottiene il teorema:

2°. Se J} è iena funzione finita e continua in tutto lo spazio chiuso

da una superficie, fuori che in un punto dove diviene infinita come -

denotando r la distanza dal punto 0, e .^'Q = 0, avremo

•dU

4jtJ dp4nJ dì)
'

estendendo l'integrale a tutta la superficie.

Quindi, se U = -
, abbiamo il seguente teorema dovuto a Gauss :

3°. L'integrale

di-

daL C 1\
in

j
dp
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esteso a tutta una superficie chiusa qualunque è eguale a zero o all'unità,

secondo che il punto 0, origine del raggio vettore r, è esterno o interno

allo spazio racchiuso da questa superficie.

Se U = V, avremo

+ fffYJ^'Y dx dy dz

.

Onde, se J^Y = e V costante sopra la superficie, sarà

estendendo l' integrale a tutto lo spazio racchiuso dalla superficie. Quindi,

se V in questo spazio è finita e continua, sarà

Ix ly lis
'

V = costante
;

e avremo il seguente teorema:

4°. Se Y è una fatinone finita e continua insieme colle sue derivate

in uno spazio limitato da una o ptii superficie chiuse, soddisfa all'equazione

j^Y = ed ha un valore costante sopra tutte le superficie, sarà eguale

a questa costante anche in tutto lo spazio racchiuso dalle superficie stesse.

V.

Superfìcie e strati di livello.

Sia Y il potenziale di una massa M; le superficie rappresentate dal-

le equazioni della forma

V = costante,

da Chasles sono state chiamate superficie dì livello.

Queste superficie godono la proprietà che la direzione della risultante

dell'attrazione esercitata dalla massa M sopra i loro punti è normale alle

superficie medesime. Infatti, imaginiamo ima linea qualunque tracciata sopra
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una di queste superficie, e che passi per un punto m qualunque della mede-

sima. Se denotiamo con s la lunghezza dell'arco di questa linea contata a

partire da uno qualunque dei suoi punti, le equazioni della curva potranno

porsi sotto la forma ,-v= a(s) , y = y(s) , j ^ j(.v), e avremo identicamente

V[a;(s) ,
y(s) , z{s)~\ = costante ; onde

-^ò^dx 7)V dy liW di _
~òx ds ~òy ds

"'"
di ds

'

doc dv dz
ed essendo -y- •> 'T~ •> 'T~ i coseni degli angoli della tangente alla linea con

Cvo 0/S OiS

i tre assi, e -;—
,
—

,
— le componenti dell'attrazione secondo i tre assi,

dx ~ìy l>s

la componente nel senso della tangente sarà nulla, ossia la componente in

un senso perpendicolare alla normale è sempre nulla, e dunque la risul-

tante dall'attrazione è normale alle superficie.

Le superficie di livello formano un sistema di superficie, le equazioni

delle quali differiscono soltanto per il valore di una costante; e poiché al-

l'infinito il potenziale ha un valore costante ed eguale a zero, una super-

ficie di questo sistema sarà una sfera di raggio infinito col centro non situato

all' infinito.

Determiniamo ora le condizioni necessarie e sufficienti affinchè un si-

stema di superficie possa essere un sistema di superficie di livello rispetto

ad un potenziale.

Sia

(1) /\.r,y,sA) =

l'equazione di una superficie di un sistema, e le equazioni delle varie super-

ficie del sistema si ottengano dando a A tutti i valori compresi tra due

limiti dati Ao e A,.

Se esiste un potenziale V di una massa M esterna allo spazio compreso

tra le superficie (Aq) e (A,), rispetto a cui le superficie di questo sistema sono

di livello, questo potenziale dovrà essere una funzione della sola quantità X,

perchè deve variare soltanto col variare di X. Ma in tutto lo spazio com-

preso tra le superficie {X^) e (A,), esterno alla massa M di cui è potenziale

V, si ha

(2) ^=V =
e V funzione della sola A

;
quindi
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e posto

avremo

-=(a'-(0-(sy.

(3)
di' _ jn
dY ~ JX
di

Il primo membro deve essere funzione della sola l, e quindi anche il

secondo non deve contenere altre variabili che l.

Dunque, cliiamando con Lamé. Jl il parametro differenziale di 1°

ordine e J-l il parametro dilf'eren:iale di 2° ordine del sistema (1), po-

tremo dire: affinchè le snperticie del sistema. (1) siano superficie di livello,

è necessario che il rapjìorto dei suoi parametri differenziali sia una funzione

della sola l.

Affinchè poi V sia un potenziale, è necessario inoltre che siavi un valore

di / a cui risponda una superficie d'equazione (1), che sia una sfera di raggio

infinito e col centro non situato all'infinito.

Queste condizioni sono sufficienti perchè il sistema (1) sia di livello.

Infatti, essendo il secondo membro dell'equazione (o) una funzione della

sola l, che poi remo rappresentare con '/(/), avremo, integrando.

dV r
log -77= \ip{l)dl-^\ogG

di

di
~^^

indicando con A, il valore di l che corrisponde ai punti della sfera di raggio

infinito, avremo, poiché ivi si ha V = ,

V= C fV''^"'^rfA.

Ora, se (f\l) si mantiene insieme colle sue derivate prime finita e con-

tinua in tutto lo spazio compreso tra le due superficie {l^) e (A,), V è una

funzione che in questo spazio si mantiene sempre insieme colle sue derivate

prime finita e continua; quindi, essendo

^-V = 0.
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dall'equazione (4) del paragrafo precedente avremo

d'-

An'^J\ dp r dj))"^
'

e questo integrale deve estendersi a tutta la superficie (A,) e a tutta la su-

perficie (A„). Ma sopra la superficie (A,), cioè all' influito, abbiamo

dW
V = (» , r —- == U ;

dj)

quindi la parte d'integrale relativa a (A,) è uguale a /.ero. Sopra la super-

ficie (A°), V è uguale a una costante che chiameremo \\ ; abbiamo dunque

V„ ["^r ,_ l i l dV

inj dp in J r dp

dove l'integrale deve estendersi alla sola superficie (Ao). Ora. per il teorema

3° del §. IV, essendo i punti dello spazio in cui si considera la funzione,

esterni alle superficie cui si riferiscono, l'integrale

'd'-
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Onde

dp ' dp dK ^

quindi

\'Yld<s

47r\fW/x=xoJ

Imaginiamo ora prolungate le normali della superfìcie (Ao) di una lunghezza

dp proporzionale a \ JX; le estremità di questi prolungamenti formeranno

una superticie L intinitamente poco differente dalla superticie {X^), ed è chiaro

che V sarà il potenziale dello strato omogeneo di densità —- (-rrl com-
' " 47T\dX /x=X0

reso tra le superticie L e (A„) al quale il sig. Chasles ha dato il nome di

strato di livello, e avremo il seguente teorema:

Il sistema di superficie rappresentato dall'equazione

F(a;,y , j, A) = 0,

sarà un sistema di superficie di livello soltanto quando il rapporto del

parametro differenziale di 2° ordine J'^X al parametro differenziale di 1°

ordine JX è una funzione della sola X\ vi è un valore Xi di X per cui

una superficie del sistema diviene una sfera di raggio infinito col centro

non situato all'infinito, e queste superficie sono di livello rispetto al poten-

ziale d'uno strato omogeneo compreso tra una superficie del sistema ed

un'altra superficie che è il luogo geometrico delle estremità delle normali

prolungate di lunghezze infinitesime proporzionali a \ JX.

Il potenziale d'uno strato di livello nei punti esterni è costante sopra

ogni superficie di livello, e varia da una di queste superficie ad un'altra.

Poiché la funzione V è costante soprala superficie dello strato di livello,

nello spazio racchiuso da questa superficie soddisfa alle condizioni del teo-

rema 4° del §. IV, sarà costante in tutto questo spazio, e avremo il seguente

teorema :

Il potenziale di uno strato di livello nello spazio racchiuso dalla

sua superficie è costante.

Siano ora le superficie rappresentate dalle equazioni

f{x,y,z,XJi) = 0,

superficie di livello per i valori di A compresi tra due limiti Ao e A, . Ve-

diamo quali condizioni sono necessarie e sufficienti perchè gli strati di livello

siano gli strati compresi tra due superficie corrispondenti ai valori h e

h -+- dh. Per ciò basterà che le porzioni di normali alle superficie {X , h)

intercettate tra {X , h) e {X , h-i- dh) siano proporzionali a \JX , radice del
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parametro differenziale di 1° ordine. Sia (.r

, // , j) un punto della superficie

(A, A); X -^ dx ,y -h dìj ,3 -h ds il piinlo dove la normale alla superficie

(A , k) nel punto (.< , >/ , :) incontra la superficie (/ , h -t- dh). Se cliianiiamo

dp la lunghezza di questa normale, avremo

e dovendo essere il punto {x -+- dx ,ij -f- di/ , : -+- ds) un punto della super-

ficie (X , Il ~+- (Ih), avremo

^dx + '^dQ + ^dz-^^dh = 0,
Ix ~òy 1)S 'oh

ossia

ed essendo

(a)

e quindi

abbiamo

dpì/jf-i-^^dh=^0;

D/' 7)>i _ _ y V ]^ _ _ _v' y' ^^ _ _ V
DA ~ix lix

' Ul ~òi/ 'òy ' 7)/ D2 7)-

^/=l{:^A.

t/^A ~ •^Z'

(/A.

Quindi, affinchè gli strati compresi tra le superficie (l , A) e (l . h-h dh)

siano di livello ed abbiano per superficie di livello le superficie (A), è ne-

cessario e siifliciente die, oltre ad essere soddisfatta la equazione (3), sia

eguale ad una quantità costante il rapporto

V V

Dovranno dunque essere soddisfatte le due equazioni

(è) ^U = (/ (A, /().//.
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dove (f

è una funzione arbitraria di A e di A, e è una funzione arbitraria

della sola A.

Derivando la prima delle equazioni (a) rapporto ad .r, abbiamo

"^A" " D^- "JA llX ìl-i- "J-r- D'i "àl-^

Moltiplicando per j ed osservando le equazioni (a), si ottiene

e due altre analoghe per ?/ e «. Sommando queste tre equazioni, abbiamo

oude l'equazione (è) prende la forma

e quindi, a cagione della equazione (e),

Le equazioni (e) e ((/) esprimono le condizioni necessarie e sufficienti

affinchè f= rappresenti un sistema di superficie di livello, per le quali

ai differenti valori di X corrispondano le differenti superficie di livello, e

gli strati di livello siano compresi tra due superficie corrispondenti ai va-

lori h e h-h (Ih

.

Prendiamo ora l'equazione f^O. sotto la forma

f=F -yj{ìi) = 0,

dove F non contiene k.

Avremo

W ^„ 1/__,„„,5(= 4F,
-òXlili 7i/i

' DA dX
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e pouiamo

— H = e{li) i/;'(A)

.

Le equazioni (e) e (d) diverranno:

J-F = Eg>{X . h)

,

onde abbiamo il seguente teorema:

A/ìlnchè il potensiale di uiia massa omogenea comjìresa tra due su-

perficie del sistema

Y{.r
, y , s . K) — if)(li) ^ i)

corrispondenti a due valori di li die di/feriscono tra loro di una quan-

tilà infinitesima, abbia per superficie di livello le superficie del sistema

F(,v ,ì/ ,:,l)-- ip{h) = ,

corrispondenti ai diversi valori di A comjrrcsi ira A» e ^i , al valore >l,

corrispondendo i ì unti all'infinito, ù necessario e sufficiente che in questo

spazio siano soddisfatte le due equazioni:

dF
(4) '"—

H'ix.

(5) J'F = l{(f{/..ìi).

dive H V funzione soltanto di h.

VI.

l*o(eiiziale di iiiiii inassii omogenea comin'osji Ira due

*>lliss()idi omotetiche.

Si voglia il potenziale di una massa omogenea M che occupa lo spazio

compreso tra due ellissoidi omoteticlie le c|nali hanno per equazioni :

(1) S + F-^''=«'

<2| 5 + ft'+ S-''i-
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Prendiamo l'equazione

(3) F — A^ = kx- + ^ìf + Gs' — /ì- = ,

e, se è possibile, determiniamo A . B e C in funzione di A , in modo che

si abbia

(4) ^F — — H "^

,

^ ' al
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ad /; quindi

lim h-{a- + A) = lim h^lr + A) = lim h-{c- + A) = /-
,

\\rah''dl = 1ldl;

e quindi

onde

\\mpel = CM -
''f

= 2CI.

(10) pe^27tabchdh \

G = 2tt ahc h dh,

di

X j/(a2 + A)(*- + A)(c--r^yl)

Nella superficie dello strato, il potenziale, che è una funzione continua,

s'ottiene ponendo A = , e questo sarà il valore nella faccia interna della

superficie e in tutto lo spazio racchiuso dallo strato, perchè vi deve rima-

nere sempre costante : ed abbiamo

C" dX
(11) ji^^2nabchdh

\
~
|'(a-' + A)(/;'-^ + A)(6--^A)

Per avere il potenziale Pg dell'involucro compreso tra le due superficie

(1) e (2) rispetto ai punti esterni, dovremo prendere l'integrale del secondo

membro della equazione (10) ed estenderlo tra i limiti A„ ed hi. Per avere

il potenziale V,, rispetto ai punti dello spazio racchiuso dal medesimo in-

volucro, dovremo fare lo stesso col secondo membro dell'equazione (11).

Avremo dunque

(12) V, = 2nabc f'^ìulh |
-

dX

dove tra 2 ed A esiste la relazione (9) :

J"''!

C'^ dX
hdh —

.

Ho -0 f'(a'-^X)(b^-hX)(c-'-^X)

Se indichiamo con Ai e Ao i valori di X dati dall'equazione (9) quando

in essa per h si pongano i valori hi e /io , e se integriamo per parti nel-

lo
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l'equazioue (12), si ha

dX
(14) P, = nabc{h\— hl) C

,

, r^'/,s r- »f e- \ dk

Integrando nell'equazione (13), abbiamo

di

Per avere il potenziale P, relativo ad un punto clie fa parte della massa

dell'involucro, ed è di coordinate (5^ , ?; , C), conduciamo per esso un'ellis-

soide omotetica alle due superficie delTinvolucro. di equazione

t! ,2 «

essendo /( ,
>• A > /io • Il potenziale P, si comporrà del potenziale P' del-

l'involucro (II,- li) e del potenziale P" dell'involucro (h , ho) relativi al

punto {^,1^,0 che è sulla superlicie interna del primo ed esterna del

secondo.

Avremo cioè

Ma

P, = P' , P".

i" = nabc(hl — lr) (

'"^= ^'^

^0 1 (fl*
J
(a* + A)(//M AXc'-f A)

V" = nabc{h' — W:)
\

U

dk

]'(a^-\-k){b--^k)(c
.nabcrili^ ^— 5!_ £^\ 'i^ _ .

AV "^-^^ ^'--^-^ <'-'-+-^' l'(a'-hk)ib'-hk)(c'^k)'

onde

dk
(15) l\ = rrabcUil — hi) i

"^
, f(a'-+-A)(A«-t-A)(c' + i)

J \ a^-hk b*-hX c^~^kli/ia»-^-k)tb*-]{a'-hk)(b*-i-X)(c*-hX)
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Per avere il potenziale esterno e interno di una ellissoide, basterà porre

nelle formule (14) e (15) ìh^O , ^o = °° • e quindi avremo

(16) Ve = 'Tabe
\

(hi f—r—

-

,., ,
;—r) ,^

^'a. \ «'+-^ *'+'^ ^'+'i'
t
(«'+A)(i-+;i)(c=-+-yl)

(17) p. = .aè.j''(/4- ^; . -^;-^--^)
rll

f{a'+X){b'+ X){c'^l)'

Ponendo a' = 6^ ^ e^ = R^ , li = l , avremo il potenziale della sfera.

Poniamo

Integrando, si ottiene facilmente

4nW
P»=

P, = 27lW —

3r '

27rr^

3 '

come avevamo trovato nel §. II.

Si può verificare facilmente l'espressione del potenziale che abbiamo

dato, per mezzo del teorema di Dirichlet.

VII.

Potenziale di una superfìcie.

Supponiamo che dai pimti di una superficie emanino delle forze attrat-

tive repulsive che agiscano in ragione inversa del quadrato della distanza

dal punto attratto o respinto; denotiamo con q l'intensità delle loro azioni

sopra l'unità di materia concentrata in un punto situato alla distanza uno;

se riguardiamo q proporzionale alla densità della materia da cui emanano le

forze, avremo la legge di Newton per queste forze, cioè esse saranno anclie

in ragione diretta delle masse. Per distinguere le forze attrattive dalle re-

pulsive, basterà prendere positive le densità dei punti attraenti e negative

quelle dei punti repellenti. Cosi potrà accadere che sopra una superficie sia

distribuita una massa nulla; e ciò accadrà quando la somma algebrica dei

prodotti delle densità per gli elementi di superficie ai quali appartengono,

sarà eguale a zero : e questa massa nulla potrà produrre una azione.
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Le componenti dell'azione di una massa distribuita sopra una superficie

dipenderanno, come nel caso di masse che occupano uno spazio di tre dimen-

sioni, dal potenziale, che, denotando con da gli elementi della >uperficie, con

x,y,: le coordinate del punto attratto e con x\y\z' quelle di un punto

qualunque della superficie, sarà

. r

essendo

r^ = {X — xY^iy- y'Y -+- (^— z')\

Quando il punto attratto è all'infinito, r^oo.e quindi tutti gli ele-

menti sono nulli, e P = 0. Prendendo il sistema delle coordinate polari e

denotando con r il raggio vettore dei punti della superficie, con r" quello

del punto attratto e con d l'angolo che essi fanno tra loro, avremo

J y H-;7T?-7rcos6

Quindi, per r" = oo , avremo

limW = JQda = M ;

ossia il limite di P moltiplicato per il ragj(io vettore del punto attratto,

quando il punto attratto va all' infinito, è uguale alla totalità della massa,

ossia alla massa attraente meno la repellente.

Si dimostra pure come nel caso di una massa solida, che la funzione

V e le sue derivate sono funzioni finite e continue per tutto lo spazio, quando

se ne escludano i soli punti della superficie sopra i quali sono distribuito

le masse attraenti o repellenti; che soddisfa alla equazione

e che le derivate prime si annullano all' infinito, e, moltiplicate per i qua-

drati dello coordinate del punto attratto, convergono verso quantità finite

coll'allontanarsi indefinitaiuento di questo punto.

Prima di passare a determinare come variano P e le sue derivate prime

quando si attraversa la superficie passando dallo spazio esterno all'interno

delia medesima e viceversa, determiniamo il potenziale d'una massa attraente

distribuita uniformente sopra una superlicie sferica. K chiaro che, a cagione

della simmetrìa intorno al centro, il potenziale sarà una funzione del solo
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raggio vettore del punto attratto; e quindi, prendendo le coordinate polari

r ,6 , (f e il polo nel centro, sarà

7>P 7>P

e l'equazione

darà

ossia

= 0,

^'P =

P = - + e'.

r

Per i punti esterni alla sfera dobbiamo avere P = per ;• = co
, onde

e' = 0. Deve essere inoltre

lim P r= M = 4 71 e R'

,

denotando con R il raggio della sfera e con q la densità costante. Quindi

il potenziale esterno sarà

4neWfé- ^

Per il potenziale P, interno basta osservare che deve essere sempre finito,

quindi anche per r = ; dunque sarà

Pi = c'.

Per determinare e' basta dunque che si determini P; per un punto

interno: per esempio, il centro. Abbiamo allora

]\ = q\ì [

'"
j "sen h do d(f = 4 TT (> K

,

^

onde si vede che per r = R i due valori del potenziale interno ed esterno

coincidouo ; dunque il potenziale è una funzione finita e continua in tutto

lo spazio.

Abbiamo poi

dV, 471 R=e r/P

dr r^ ' dr
= 0,
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Onde

(f'L-if'L^^-^"^
Le derivate prime, prese secondo la normale alla superficie, nel passare

dall'esterno all'interno, variano bruscamente di Anq; dunque le derivate

prime sono funzioni sempre finite, ma discontinue, nel passare attraverso

alla superficie.

Determiniamo ora il potenziale di una massa attraente distribuita sopra

un'ellissoide di equazione

^+ i! + il = /,.

La densità in ogni suo punto sia proporzionale alla porzione di normale

intercettata tra essa e l'ellissoide omotetica corrispondente ad h-^dh.

Abbiamo trovato nel numero precedente il potenziale di questo strato

di livello, che per un punto esterno è dato dalla formula

2nahc hdli
j\ 1',

dX

essendo (f , j; . f ) le coordinate del punto attratto, e

2

e per i punti interni alla siiperficie

Vi = 2nabchdh )
—

=

di

] («' - X) (b' -4- X) {e- -f- ;i)

Per i punti della superficie bisogna jiorre A = U, e abbiamo

P„ = P..

Dunque il potenziale è una funzione finita e continua in tutto lo sjiazio.

Per quello clie abiiiamo dimostrato alla fine del § 1°, abbiamo

dPr -TT '"''• 2 7rahchdh-\''Jx

df ^ dX
j

^«i-, X) {Ir -i- X) [e* -+ X)

(/;) ' dX
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Ma, denotando con q la densità, si ottiene facilmente

Q = dp = ~^{XJX)x=^

Quindi

\ dp ìx^o \ dp /x=.
'"

La derivata prima secondo la normale all'ellissoide varia bruscamente di

Anq passando dall'esterno all'interno della medesima.

Osserviamo che il potenziale di tutta la niasta distribuita sull'ellissoide

può riguardarsi come composto di due potenziali, uno P' relativo ad una

parte e' della saperficie, e uno P" relativo alla rimanente e" della mede-

sima : cioè

P-^P' + P'.

Ora prendiamo un punto m nella superfìcie e'. Per quanto piccola sia

la parte di superfìcie e, quando si fa muovere il punto attratto nello spazio

esterno, e poi, attraversando e in m, si fa passare nello spazio interno, la

funzione P" e le sue derivate prime si mantengono sempre finite e continue:

quindi le derivate prime, rispetto alla normale in m nella faccia interna

ed esterna della superfìcie, avranno una differenza infinitesima; ma queste

derivate del potenziale P differiscono di Anq: dunque anche le derivate

medesime di P' differiranno di ^nq.

Dunque le derivate rispetto alla normale di un elemento ellissoidale

sopra la faccia interna ed esterna del medesimo, differiscono tra loro di Atiq.

Poiché P e P" rimangono continue anche attraversando m, rimarrà continua

anche P', e quindi il potenziale di un elemento di superficie ellissoidale è

una funzione finita e continua in tutto lo spazio.

Prendiamo ora una superficie qualunque che in ogni suo punto ammetta

una ellissoide osculatrice. Decomponiamo il suo potenziale in due parti:

una sia il potenziale P' d' una sua parte infinitesima e', che potremo riguar-

dare come im elemento della superficie della ellissoide osculatrice, l'altra

sia il potenziale P" di tutta la rimanente superficie e"; avremo

P = P' + P".

,/P"
P" e la sua derivata —— sono funzioni finite e continue finché il punto

dp
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attratto si muove nello spazio internj o esterno, e passa dall' uno all'altro

d?'
per un punto m di e . P è pure sempre finita e continua; ma —.— vana

bruscamente di 4ttq quando si passa dallo spazio esterno alio spazio in-

terno attraversando e' in m: (iiiindi anche -;— soffrirà la stessa brusca va-
dp

riazione, e avremo il seguente teorema:

Jl potensiale di una massa distribuita comunque sopra una superficie

che ammette in ogni suo punto ellissoidi osculalrici, è una funzione finita

e continua in tutto lo spa:io : le sue derivate prime sono finite e continue

in tutto lo spazio, eccettuati i punti della superficie slessa, dove la deri-

vala rapporto alla normale varia bruscamente di An q, nel passare dal-

l'esterno allo interno.

Vili.

Caratteristiche del ]»oteiiziale d'una massa distribuita

couiuiiixue sopra una superficie.

Abbiamo veduto clie il potenziale di una massa distribuita comunque

sopra una superficie ha le seguenti proprietà:

ì". È una funzione finita e continua in tutto lo spazio, si annulla

all' inlinito, e il prodotto di essa per il raggio vettore del punto attratto o

respinto, col crescere di questo raggio, converge verso una quantità eguale

alla totalità della massa.

2°. Le derivate prime di questa funzione sono finite in tutto lo spazio,

s'annullano all' infinito, ed i ])rodotti di esse per il quadrato del raggio vet-

tore col crescere di questo convergono verso quantità finite, e sono continue

in tutti i punti che non si trovano sopra la superficie data.

3°. La derivata presa rispetto alla normale alla superficie stessa nel

passare dalla parte esterna all' interna varia bruscamente di valore ed abbiamo

— = 4 7TQ,
dp dp

dove Q indica la densità in quel punto, p la normale contata andando verso

l'esterno della superficie.

4°. In tutti i punti dello spazio, ad esclusione dei punti della super-

ficie, abbiamo

.;'P = 0.
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Queste proprietà, come lia osservato Dirichlet, non solo necessariamente ap-

partengono a tutti i potenziali di superficie, ma sono sufficienti alla loro

completa determinazione, sono le loro caratteristiclie. Non vi sono due fun-

zioni che avendo queste proprietà a comune possano differire nei loro valori

in nessun punto dello spazio.

Supponiamo che P e P' siano due funzioni che godano tutte le pro-

prietà sopra enunciate, la loro differenza

V = P — P'

goderà di tutte le medesime proprietà; soltanto le sue derivate prime sa-

ranno continue in tutto lo spazio.

Infatti avremo

cip cip

cip cip

onde

d\, dYi

= — 4:7TQ,

= — inQ

,

= 0.
dp dp

Le derivate seconde di P e di P' e quindi di V soddisfacendo l'equazione (2)

in tutto lo spazio ad eccezione dei punti della data superficie dove hanno

valori finiti, avremo

V 1 -^ -!- -^ + -^ ) cU' dy ds= 0,
a \ 'ÌX^ 'ìf 1)S'

"

dove a è una quantità qualunque grande quanto si vuole. Effettuando l' in-

tegrazione per parti si trova, come uella dimostrazione dell'analogo teorema

per il potenziale di una massa che occupa uno spazio a tre dimensioni,

e quindi

^ = 1^ = ^ =
1)X ~ÒIJ liS

V = costante.

Ma all' infinito P = P' = e quindi V=0; dunque è sempre V=0 come

volevamo dimostrare.

H
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Alla terza proprietà caratteristica del potenziale di mia massa distri-

buita sopra una superficie si può sostituire il valore M itotc-uziale nella

superficie stessa.

Il teorema precedente porta che ad una data distribuzione di massa

sopra una superficie corrisponde un solo potenziale determinato; dimostreremo

che vi è anche un solo potenziale che abbia dati valori sulla superficie, e

una sola distribuzione di massa sopra la superficie la quale abbia questo

potenziale.

Per dimostrare questo ci varremo del seguente teorema:

Esiste sempre una funzione finita e continua insieme colle sue deri-

vate prime in uno spazio connesso, la quale jjrende dati valori sopra la

superficie che forma il contorno di ijuesto spazio, e nello spazio interno

soddisfa l'equazione ^^V = 0; e ne esiste una sola.

Sia R questo spazio, S la superficie chiusa che lo limita, v la funzione

dei punti della superficie S alla quale deve essere uguale in questi punti

la funzione di cui si vuol dimostrare la esistenza. Se V è una funzione

qualunque che insieme colle sue derivate prime sia finita e" continua in

tutto lo spazio R e sia eguale a v sopra la superficie S, è chiaro che l'in-

tegrale triplo esteso a tutto lo spazio K

-={ff[(sy-(f)'-(f)']-*-

avrà un valore finito e positivo. Quindi fra le funzioni V che godono queste

proprietìi ve ne sarà una almeno che renderà Sì un minimo.

Sia questa W. Allora ponendo in luogo di W un'altra funzione '\V-l-/t,

W — Il che goda le stesse proprietà, e quindi che alla superficie sia A= 0,

e A e le sue derivate prime siano finite e continue in 11. dovrà aversi un

valore di ii maggiore di quello che si aveva per N = \V. Ma abbiauio

= i2w =t 2 —- —- H- —— —- -f- -;— -—)dxdi/ds-hSÌH,

e sarà Sìsv±h > •^w per qualunque /t soltanto quando sia sempre

JjJ\lìx Dx 7)y Hy Hz -òz/ "
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Ora, per il teorema ùi Green questo integrale può porsi sotto la forma

\h~da-h r fj II J' W dx dy ds .

Poiché A = alla superfìcie, il primo termine è zero, e il secondo sarà

zero per qualunque valore di h soltanto quando sia

Dunque iì^- è un minimo quando W è una funzione che gode le pro-

prietà dell'enunciato del teorema: e poiché esiste sempre un minimo di Sì,

esisterà sempre una tal funzione. Per dimostrare che ne esiste soltanto una,

basterà dimostrare che esiste un sol minimo.

Supponiamo che esistano due di queste funzioni W e W che diano un

minimo per Sì: avremo

W = W -+ W — W;

e posto

^\'—W = /l , W = W+ ^ ,

W dando un minimo per Sì, avremo

Ì3,v' = i2w + «/..

Analogamente avremo

quindi

iik= 0.

ossia

h = cost.

Ma ^ — sulla superfìcie : onde in tutto lo spazio R sarà A= , e

W = W come volevamo provare.

Ora, se è dato il valore V del potenziale sopra una superficie S che

limita uno spazio finito e connesso, lo spazio esterno alla superficie S sarà
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pure counesio e limitato dalla siiperficie e da uua sfera di raggio infinito,

e il potenziale P,. iu questo spazio esterno sarà finito e continuo insieme

colle sue derivate prime, e avrà il valore v sopra la superficie S e sarà

nullo sopra la sfera di raggio infinito; quindi sarà dato sopra tutta la su-

perficie che limita lo spazio esterno e soddisferà inoltre alla condizione

^2p ._o; quindi esisterà una funzione P, e una soltanto che soddisferà

queste condizioni. Quanto allo spazio interno ad S che è limitato dalla sola

superficie S, vi sarà pure una sola funzione P, che sarà uguale a v sopra S,

e soddisferà l'equazione

^'Pi = 0,

quindi P« nello spazio esterno e Pi nell' interno, che sono ambedue eguali

a V sopra la superficie S, formano una funzione finita e continua in tutto

lo spazio, e ponendo

— ino.
Ip dp

è chiaro che questa funzione avrà tutte le caratteristiche del potenziale della

massa che ha la densità q sopra S, e quindi è il potenziale stesso. Così

dato il valore del potenziale sopra S, esso risulta completamente determi-

nato in tutto lo spazio, e rimane pure determinata dalla precedente equa-

zione la distribuzione della massa sopra la superficie.

IX.

Potenziale di un sistema di punti materiali sopra un altro

e sopra sé stesso.

Siano dati, un sistema S di punti materiali ;*, ,;js i ih , ••• mobili libera-

mente, le masse dei quali siano rispettivamente jh, , nii , m-j e un sistema

S' di altri punti materiali fissi ])[
.

p'.,p'j, . . . , le masse dei quali siaim

m'i , »4 1 ì'h . • • • , ^ • pi'uti ;'.< e ji', si attraggano o si respingano tra loro

colla legge di Newton, secondo che il prodotto delle loro masso è positivo

negativo. Sia /•/,), la distanza dei ihir punii /;,, o pk . e /•,,)/ qui^lla dei due

puuti ph « ;>/.; ('-'a)i lii velocità del punto /)/, alla fino di'! tempo l,.(r,,)o

la velocità dello stesso punlo alla lino del tempo /,,; V;, il potenziale del

sistema S .sopra il punto jii,. e V',, il potenzialo del sistema S' sopra il me-
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dosimo puuto. Poniamo

w ~^-~:ih >'h V,.. = ., ^H ^h —.— ,

W = ^ft W?ft V,, = ^,; ^A .

Abbiamo dalla meccanica (') la equazione

(1) i^H m,iVK)ì - i Sn mniv.n= W ,
^- W[ - W„ - W^

,

distinguendo cogli indici 1 e i valori corrispondenti al tempo ti e al tempo t„.

La funzione W che si ottiene prendendo la semisomma dei potenziali

del sistema S relativamente a tutti i suoi punti rispettivamente moltiplicati

per le masse di questi punti, è il 'polmziale del sistema sopra sé stesso. La

funzione W che si ottiene prendendo la somma dei potenziali S' relativi

ai punti di S rispettivamente moltiplicati per le masse di questi medesimi

punti, si dice il potenziale del sistema S' sopra il sistema S.

Clausius ed altri hanno dato al potenziale di un sistema sopra sé stesso

il nome semplicemente di potensiale del sistema cui si riferisce, riserbando

alla funzione che nei numeri precedenti abbiamo chiamato il potenziale, il

nome datole da Green di funzione poleiaialc; ed anche noi in seguito adotte-

remo queste denominazioni.

Se denotiamo con W" il potenziale del sistema S' sopra sé stesso, poiché

questo sistema è fisso, avremo

w;' = w;',

e quindi

w, + w; — Wo — w:= w, + w; -4- wr — w» — w;— w;:.

Ma W+ W'+W" è il potenziale di tutto il sistema S' piìi S, e la quantità

W, + W! — Wo — Wó esprime il lavoro meccanico fatto dalle forze attive

nel tempo ti — to', quindi la equazione medesima dà il seguente teorema:

L'aumento del potensiale di un sistema in un dato intervallo di tempo

del suo movimento, è uguale al lavoro meccanico fatto dalle forse attive

in questo intervallo, ed anche all'aumento di forza viva acquistato dal

sistema in questo medesimo intervallo (^),

(') V. Mossotti, Legioni di meccanica razionale, L. 27.

(2) Prendiamo la forza viva eguale alla semisoimiia dei quadrati delle velocità mol-

tiplicati per le masse.
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Deterininiamo ora l' intensità dello forze colle quali più corpi di forma

qualunque, che si attraggono secondo la legge di Newton, sono sollecitati

l'uno verso l'altro.

Siano Ki , K 2 . K3 . . . . questi corpi, e Vi , Vj , V3 , . . . le funzioni po-

tenziali dei medesimi relativo ai punti esterni; V,' , Vj , VJ , . . . le rispet-

tive funzioni potenziali relative ai punti interni; W, , Wj , W3 , . . . i poten-

ziali di questi corpi, e Wrs il potenziale in generale del corpo K,- sopra K,;

avremo

W,, = j^V, dm, =
f
V, dnir

.

Quindi è chiaro cIk' il potenziale W, sarà soltanto funzione dei para-

metri della superficie che limita il corpo Kj e delle costanti della funzione

che esprime la densità nel medesimo; e il potenziale W,-s, oltre ad essere

funzione di questi parametri e di queste costanti, sarà funzione ancora di

tre rette e di tre angoli che fissano la posizione del corpo K^ rispetto al

corpo Ks.

Se prendiamo per assi delle coordinate tre assi ortogonali fissi in uno

dei corpi, per esempio nel corpo K,, e denotiamo con Or, b,. , Cr le coordinate

del centro di gravità di K,. , e con tp,. , 0,. , tp,. gli angoli (per esempio quelli

introdotti da Eulero) che determinano la direzione di tre assi ortogonali fissi

nel corpo K^ rispetto agli assi delle coordinate, e chiamiamo coordinate ret-

tilinee del corpo K,. le quantità ar,b,.,Cr e coordinate angolari del corpo Kr

le quantità xpr,6r,(fr: è facile a vedersi che il potenziale del sistema

conterrà 3« — 3 coordinate rettilinee e '3n — 3 coordinate angolari, se n è

il numero dei corpi.

Denotando con — X,. ,
— Y,- . - Z,. le componenti della forza da appli-

carsi al centro di gravità di K,. , e con — H, ,
— H^ . — H^' le coppie che

hanno per assi rette parallelle ai tre assi delle coordinate, da applicarsi al

corpo Kr per fare equilibrio all'azione esercitata sopra il medesimo dagli

altri corpi, avremo dal principio dello velocità virtuali

2n(XH Stth + Y/. Sbn -r Z, iSc^ + H;, Sp„ -+ H^ Sp'„ + H;.' (f/C) i rfW = :

dalla quale, esprimendo colle formule note dtila meccanica le rotazioni vir-
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tuali intorno ai tre assi óp,^.òp\,óp',l in funzione di óxph ,S6h,ó(fh (').

sarà facile ricavare i vaioli delle componenti delle forze X^ , T;, . Z/, e delle

coppie Hft , HJ, , Hft espresse per le derivate del potenziale W rispetto alle

coordinate rettilinee ed angolari del corpo K/,

.

Siano, per esempio, due sfere omogenee; R ed R' i loro raggi; x la

distanza dei loro centri; M ed M' le loro masse; r ed r le distanze di un

punto qualunque dai loro centri ; V« e V, le funzioni potenziali relative ai

punti esterni e ai punti interni per la prima sfera, e Ve , V' quelle per la

seconda sfera. Avremo

V,=- , V, = 27rR^ -^,
r o

r '6

onde, denotando con W, il potenziale della prima sfera, con \\.i quello della

seconda sfera, con W,.2 quello della prima sfera sopra la seconda e con W
il potenziale delle due sfere, avremo

' 5R ' 5R'2
'

J r ^ X

6JP <òW- MM'W = h- -+- .

5R 5R'^ X

Onde

MM'
X, =^ , Y, = , Z, = ,

x^

Hj= o , H^Ho .
h;'= o.

L'attrazione esercitata da una sfera sopra l'altra è la stessa come se le

due masse fossero concentrate nei loro centri.

(1) V. Mossotti, Lezioni di meccanica razionale, L. 24.



— 88 —

X.

Dello sialo di t'iiiiilihrio t'icttrico di uno <» jùii conduttori

sotto razi(»iie di iorzi^ clt'ttricln' (lualuiKiue.

Tutti i fenomeni della elettrit-ità statica si spiegano ammettendo clie

in ogni punto materiale non elettrizzato vi siano riunite eguali quantità di

due specie differenti di una materia imponderabile, una delle quali si chiama

elettricità positiva, e l'altra eletlricità negativa; che due particelle infini-

tesime di elettricità dello stesso nome si respingano con una forza diretta-

mente proporzionale alle loro masse, e inversamente proporzionale al qua-

drato della loro distanza; che due particelle infinitesime di elettricità di

nome contrario si attraggano in ragione diretta delle loro masse, e inversa

dei quadrati delle loro distanze, e che la intensità della forza, con cui si

attraggono due particelle infinitesime situate a una certa distanza, sia uguale

alla intensità della forza con cui si respingono due particelle infinitesime dello

stesso nome eguali alle precedenti e situate alla stessa distanza ; sicché, da

un punto materiale non elettrizzato che contiene la stessa quantità di elet-

tricità delle due specie, non emana nessuna azione, né sopra gli altri punti

non elettrizzati, nò sopra le elettricità che potrebbero trovarsi separate in altri

punti dello spazio.

Quando si elettrizza un corpo con uno qualunque dei mezzi noti dalla

fisica, si vengono a separare le elettricità in alcuni dei punti del medesimo; e

portando via una delle due elettricità, rimane in generale l'altra libera nel corpo

stesso; ovvero, ponendo un corpo già elettrizzato in contatto con uno non

elettrizzato si comunica a q lest'ultimo una certa quantità di elettricità. Un

corpo che contenga in ogni suo jinnlo la .stessa quantità di elettricità posi-

tiva e negativa, si dice allo stato naturale; uno invece che contenga in alcuni

punti più elettricità di un nome che di un altro, è elellrizialo : e l'eccesso

di elettricità di un nome sopra quella di un altio si dice elettricità libera.

Un corpo in cui l'elettricità si muova liberamente obbedendo alle azioni

esercitate sopra di essa, si dice conduttore; un corpo in cui l'elettricità, an-

corché sollecitata al moto da forze che agiscono sopra di essa, è ritenuta

ferma dalla attrazione che il punto materiale dove si trova, esercita sopra

di lei, si dice coibente. Noi considereremo i corpi come perfettamente con-

duttori, immersi in uno spazio perfettamente coibente.

Se sopra i punti di un corpo conduttore sia esercitata un'azione elet-

trica, l'elettricità di un corto nome \errà attratta e l'altra respinta: quindi
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ne nascerà un moto, e l'elettricità si disporrà in modo che ne nascano tali

azioni da fare equilibrio all'azione esterna esercitata sul corpo, ma se il corpo

è coibente non potrà nascere alcun moto e soltanto potrà accadere una specie

di polarizzazione in ognuna delle sue molecole (').

Supponiamo che in un elemento dv dello spazio si trovi tanta quantità

di elettricità positiva, che se si avesse un'unità di volume piena di elettri-

cità positiva uniformente distribuitavi in modo che in ogni suo elemento ve

ne fosse tanta quanta in dv, la totalità dell'elettricità fosse q, si dice allora

che la densità della elettricità contenuta in dv è o, ed è chiaro che se la

dìTi

quantità di elettricità contenuta in dv è dm sarà q = —— .

Se l'elettricità dm' contenuta in dv è negativa, si dirà che la densità

dm'
e — 0, e avremo — p = —;— .

^
^ dv

È chiaro che con queste convenzioni, l'azione esercitata da una parti-

cella di elettricità sopra un punto qualunque dello spazio che si trovi alla

distanza r dalla medesima e che contenga una quantità di elettricità eguale

ad uno, sarà data sempre da

dv

Quindi, per avere l'azione che la elettricità libera distribuita comunque in

un corpo esercita sopra un punto qualunque dello spazio, basta determinare

il potenziale della medesima, il quale sarà

f dv

ed avrà le proprietà caratteristiche, che abbiamo dato nei numeri prece-

denti.

Sia S un sistema di corpi conduttori K, , Ko , K3 , . . . immersi in uno

spazio coibente, ai quali siano compartite rispettivamente le quantità di elet-

tricità Ei , E2 , E3 , . . . Agiscano sopra il sistema S forze elettriche qualunque

(che potranno emanare dai corpi coibenti elettrizzati); e i punti d'onde esse

emanano siano alcuni nello spazio connesso esterno a tutti i conduttori, altri

nei vuoti che supporremo trovarsi iu alcuni dei conduttori. Sia P la funzione

potenziale di queste forze elettriche esterne al sistema.

(') Il Mossotti ha considerato questa azione sui corpi coibenti in una Memoria in-

serita nel voi. XXrV, parte prima, delle Memorie della Società Italiana delle Scienze.

12
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Le elettricità libere comunicate primitivamente ai conduttori, e quelle

nate per la decomposizione prodotta dall'azione delle forze elettriche esterne

al sistema e dall'azione reciproca della elettricità dei conduttori, si muove-

ranno finché non saranno pervenute a una tal distribuzione per cui le azioni

che risultano da esse e dal potenziale P sopra un punto qualunque dei con-

duttori non vengano ad essere nulle; e allora diremo di avere ottenuto lo

stato di equilibrio elettrico nel sistema. Quindi in questo stato dovranno

essere nulle le derivate della somma della l'unzione potenziale P colla fun-

zione potenziale di tutta la elettricità del sistema, in ogni punto di ciascuno

dei conduttori ; e perciò la somma di queste due funzioni dovrà essere eguale

a una medesima costante in ogni punto del medesimo conduttore. Pertanto,

se denotiamo con V„ la funzione potenziale di tutta la elettricità del sistema

nello stato di equilibrio relativa allo spazio esterno a tutti i conduttori, con

V,' , V," , V-" , . . . la medesima funzione per i punti interni ai conduttori

Ki , Kj , Kj , . . . , e finalmente con Vi'"* per uno spazio vuoto s che esista

nel conduttore K,. ; avremo sopra le superficie esterne dei conduttori Kr

(1) V,-^P = ^,;

per le superficie interno

(2) Vf' + P = c.;

in tutto il conduttore K,-

(3) • rp + P = Cr .

essendo e, , tfj , (?3 , . . . tutte quantità costanti.

L'equazione (3) dà immediatamente la funzione potenziale nell' intorno

dei conduttori espressa per la fun/.ione P data, e per le quantità costanti Cr

.

La funzione V« rimane determinata dall'equazione (1) mediante il secondo

teorema del §. Vili, perchè ha le caratteristiche della funzione potenziale ed

è data sopra la superficie sferica di raggio infinito, e sopra le superficie esterne

dei conduttori Kr, i quali limitano compiutamente lo spazio connesso a cui

si riferisce.

La funzione V!,''' è determinata egualmente nello spazio vuoto s di K,-,

perchè, avendo lo caratteristiche del potenziale, è data dalla equazione (2)

sopra la superficie interna di K,- che limita questo spazio a cui essa si ri-

ferisce.
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Se denotiamo con Qs la densità della elettricità nel conduttore Kj,

avremo

j^Vf = — 47r58

Ma dall'equazione (8) abbiamo

e J^P^O, perchè nell'interno dei conduttori non vi sono punti d'onde

emanino le forze elettriche che hanno la funzione potenziale P: quindi

e in conseguenza

e abbiamo il seguente teorema già noto dall'esperienza :

Nello slato di equiliorio elettrico, trotto l'azione di forse elettriche

qualunque esterne al sistema, la elettricità si porta tutta alla superficie

dei conduttori, e nell'interno di essi rimane tutta alto stato naturale.

Quindi la funzione potenziale della elettricità del sistema è potenziale

di superficie, e abbiamo, per ciò che dimostrammo nel §. VII, le formule se-

guenti per determinare le densità Qr ,

QÌ'"' della elettricità che si troverà rispet-

tivamente sopra le superficie esterne e interne di K,.

(4)

dYe
.

dP
,—— -I-

—— = — 471:41,.

dpr dpr

a:V''-> dP

djip #.''
AnQ\(r)

Le costanti Cr si determineranno per mezzo delle quantità di elettricità

libere, comunicate primitivamente ai conduttori, dalle equazioni

(5) B^= ^QrdOr,

che le conterranno linearmente nel secóndo membro come vedremo in seguito

e che saranno in numero eguale al numero delle incognite.

Se alcuno dei conduttori per esempio K,. fosse posto in comunicazione

col suolo, la funzione potenziale V dovrebbe sopra la superficie di questo

avere lo stesso valore che ha la funzione potenziale sulla superficie della

terra, cioè dovrebbe esservi eguale a zero : quindi e,. = , e la equazione (5)
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che vi si riferisce, darebbe la quantità di elettricità libera che si trove-

rebbe su questo conduttore ; e per determinare le costanti Cs si avrebbe, una

equazione di mono e un'incognita di meno.

Se in uno degli spazi vuoti nell' interno di uno dei conduttori K,. non

si trova nessuno dei punti d'onde emanano forze elettriche, la funzione poten-

ziale Vj + P si manterrà continua in tutto questo spazio; ed essendo costante

sopra la superficie che lo limita, per il teorema 4° del .^ IV, sarà costante

in tutto questo spazio, quindi si avrà lo stesso valore come se questo spazio,

fosse ripieno di materia conduttrice, e l'azione esercitata sopra i punti del

medesimo sarà nulla.

Se il sistema si riduce a un sol corpo conduttore K, e i punti d'onde

emanano le azioni elettriche sono situati in uno spazio vuoto s, interno al

medesimo, ed esso è posto in comunicazione col suolo, la funzione potenziale

Ve + P sarà nulla sopra la superficie esterna di K, si manterrà finita e con-

tinua in tutto lo spazio esterno, sarà nulla sopra una sfera di raggio infi-

nito, soddisferà all'equazione di Laplace
;
quindi, per il teorema 4° del §. IV,

sarà nulla in tutto lo spazio connesso esterno K, e avremo dunque il seguente

teoroma :

Le azioni elettriche che emanano da punti situali in ano spazio rac-

chiuso da un involucro conduttore posto in comunicasione col suolo, sono

nulle sopra (ulti i punti dello spazio esterno all'involucro.

Denotando con q la densità della elettricità nella superficie interna di

K clie limita lo spazio vuoto Si , con V' la funzione potenziale della elet-

tricità indotta nel corpo K, avremo

rA'; dP-—-{--— = InQ
;

dp dp

e quindi, essendo E' la quantità di elettricità che si trova sopra la superficie

che limita Si , si ottiene

Ora, per il teorema 1° del §. IV, abbiamo

r dp

1 i'dV
, ,,

inj dp

essendo E la quantità di eluttricità cui sono dovute le azioui elettriche che
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hanno la funzione potenziale P e che si trova nello spazio 5i ; sarà dunque

E' = —

E

e avremo il seguente teorema :

Se 1)1 uno spazio vuoto chiuso da un conduttore posto in comunica-

zione colla terra esistono più corpi elettrizzati, sopra la superficie interna

del conduttore si accumulerà una quantità di elettricità libera eguale e

di segno contrario a quella contenuta nei corpi elettrizzati che si trovano

nell'interno.

Se i punti d'onde emanano le forze che agiscono sulla elettricità del

sistema e che hanno la funzione potenziale P, appartengono al sistema stesso,

cioè se alcune di queste forze emanano da alcuno dei punti interni dei con-

duttori, non si potrà avere uno stato di equilibrio elettrico, perchè in questo

stato nell'interno di ciascun conduttore vi dev'essere un'azione nulla. Si avrà

dunque un movimento continuo nella elettricità del sistema, e quando il

moto sarà ridotto permanente tutta la elettricità libera sarà alla superficie

dei conduttori. Infatti sia V il potenziale di tutta la elettricità libera,

avremo nell' interno dei conduttori

^^v = — 47r^

,

indicando con q la densità dell'elettricità. Ora consideriamo nell' interno di

un conduttore una superficie chiusa qualunque che non uscendo dal condut-

tore non racchiude nel suo interno alcuni dei punti d'onde emanano le forze

di funzione potenziale P; essendo ridotto il moto permanente, e supponendo

che la quantità d'elettricità che passa attraverso ogni elemento piano dei

conduttori sia proporzionale alla componente nel senso della normale a que-

st'elemento, poiché nello spazio racchiuso da questa superficie tanta elettri-

cità deve entrare per quanta ne esce, avremo

dp

Onde, per il teorema di Green

J dp

m-j^Ydtì = ,

quando si estenda quest'integrale triplo a tutto lo spazio connesso limitato dalla

superficie qualunque considerata. Avremo dunque nell'interno de' conduttori,

quando si escludano i punti d'onde emanano le azioni di funzione potenziale P
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e quindi

come volevamo dimostrare.

Anclie in questo caso, denotando con V^ e con V, la funzione poten-

ziale relativa ai punti esterni e interni al conduttore, con q la densità del-

l'elettricità, abbiamo

dV, d\\

d'p dp

XI.

Distribuzione della elettricità sopr,i un'ellissoide.

Abbiamo dimostrato nel §. V che la funzione potenziale di uno strato

di livello è costante in tutti i punti della superficie interna dello strato, e

nello spazio racchiuso dallo strato stesso ; quindi, sopra una superficie di un

sol corpo conduttore immerso in un mezzo perfettamente coibente tutto allo

stato naturale, l'elettricità si distribuirà in modo da formare uno strato

di livello, perchè, secondo ciò che abbiamo dimostrato nel §. Vili, vi è una

sola funzione potenziale che abbia un valore dato alla superticie.

Quindi, sopra un conduttore che abbia la forma di un'ellissoide, la elet-

tricità, dovendo formare uno strato di livello, dovrà distribuirsi in modo che

la sua densità risulti in un punto qualunque m proporzionale direttamente

alla lunghezza della normale compresa tra essa e l'ellissoide omotetica inii-

nitamente vicina. Queste porzioni di normale sono proporzionali a (|'^A)x=o.

essendo

a* -hi. è* 4-

A

ed a J) , e i semiassi principali dell'ellissoide.

Determiniamo ora il significato geometrico della espressione (j JX)\^o

come è stato trovato dal sig. Carlo Neumann.

Ponendo

abbiamo

(l./A),..o = ^
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Siano ora l ,m ,n i coseni degli angoli che la normale all'ellissoide

(1) /(•^•//--) = 5 + fF + J=l

fa con i tre assi ; avremo

0^ \_ __ JL 1_ fLJ_

Quindi, il piano che passa per il centro ed è parallelo al piano tan-

gente, avrà per equazione

(2) Ix -hmy -^ ns = .

Poniamo nella equazione (1)

;c = a + /'Y -4- /"Z , X = / ^ 4- m ^ -H « 5 ,

y = mX -f- m'Y -+- m"Z , Y = l'
x -h m' y -h n' s

,

s ^ nX-i- n'Y~h n"Z , Z = l"x+ m"y + n"2 .

È chiaro che il nuovo piano delle ys sarà il piano (2); e, ponendo nel-

l'equazione trasformata

f{lX + l'Y -+- l"Z , mX + m'Y -h m"Z , nX -+- n'Y -+- 7i"Z) = 1

,

X = 0, avremo l'equazione della sezione nel suo stesso piano.

Perchè sia riferita ai suoi assi principali dovrà aversi

/= LX^ 4- MY* + NZ« H- 2 PXT -f 2QXZ = 1

,

perchè, ponendo X = , divenga della forma

MY^ -f- NZ^ = 1

.

Derivando rapporto ad Y, avremo

^/' + ^to' + ^«' = 2MY + 2PX,
ax ay ds

ossia

ljc_ ^yjTL ^ ^. ^ (M^' ^ p/) ^^ (jj^' ^Ym)y-^ {Uri + P«) z ;

6
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onde

(1 —Ma-)l' —Via' =0,
(1 —m')m' — 'Pmlj' = 0,

(1 — Me') w' — P«c' =0,
//' -)- tnm' ~h n7i' = ,

dalle quali si deduce

0.1— Ma' l~Mb' 1 — Mc'

Derivando rapporto a Z, si trova analogamente

1 — Nfl^
"^

1 — Né^
"^

1 — Ne=
^

Onde, M ed N sono le radici della equazione

1 — Sa^ l—Sb' ' 1 — Se'-

ossia

= 0,

— S ll^'a^b^ + e') + m'b^c^ -f- «') + n^c\a' -¥- /r)]

Ora, se denotiamo con a, e èi i semiassi principali della sezione fatta dal

piano (2) nell'ellissoide, avremo

1
a, = -

1

"~|^

Quindi l'area di questa sezione sarà

Ma

MN

n U\U\ , — ,

I^M N
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onde

abc
'

Dunque abbiamo il seguente teorema:

Se si comunica dell'eletricità a un conduttore che abbia la forma

di unelissoide, sopra cui non agisca nessuna forza elettrica esterna,

l' elettricità si distribuirà in modo che in ogni punto la sua densità sia

inversamente proporzionale all' area della sezione fatta dal piano che passa

per il centro ed è parallelo al piano tangente in quel punto.

Denotando le pressioni che l'elettricità eserciterà contro il mezzo coibente

in cui è immersa l'ellissoide negli estremi degli assi a ,b , e , con p^ ,Pb ,Pf,

avremo:

1_ _1_ J_
^"'^"^"''b'c''- c'a^- aH'

'

Pa-Pb-Pc = a^:b^:c^ .

Quindi, se a'^ b'^ e ed « assai più grande di ^ e di e , avremo una

pressione di gran lunga superiore all'estremo dell'asse maggiore. Di qui la

teorica delle punte.

XII.

Funzione di Green.

Per determinare analiticamente la funzione potenziale relativa allo stato

di equilibrio elettrico di un sistema di conduttori elettrizzati, e che si tro-

vano sotto l'azione di forze elettriche esterne qualunque, si presentano due

difficoltà: una dipendente dalla forma dei conduttori, e una dalla natura del

potenziale P delle forze elettriche esterne. Green per superare le due diffi-

coltà separatamente, ha dato un metodo, con cui si risolve la diflìcoltà rela-

tiva alla forma dei conduttori nel caso più semplice di P , e si fa dipendere

tutti i casi in cui P ha forme qualunque più complicate, dalla soluzione di

questo.

Sia

1
P = —

13
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cioè considùiiaiiio uà sintonia S di conduttori sotto l'azione di un punto solo

m in cui vi è una quantità di elettricità eguale all'unità, e che si trova in

un mezzo perfettamente coibente nello spazio esterno al sistema S. Suppo-

niamo inoltre che tutti i conduttori del sistema S siano posti in comunica-

zione colla terra. La funzione potenziale dello strato elettrico che nello stato

di equilibrio avrà luogo nei con luttori del sistema sommata colla funzione

potenziale , sopra la superfìcie e nell' interno di ciascuno dei condut-

tori dovrà essere uguale a una quantità costante ; e poiché questi conduttori

sono posti in comunicazione col suolo, che ha la funzione potenziale uguale

a zero, dovrà la costante essere eguale a zero, ossia la funzione potenziale

dello strato elettrico in equilibrio delle superficie dei conduttori, dovrà essere

sopra queste e nell' interno eguale ad . Denotiamo questa funzione po-
Anx

tenziale per un punto « dello spazio esterno con G{m,>i). Questa funzione

delle coordinate {x' ,
y'

, s'} di m e {x -, y , :) di n , che si chiama la funzione

di Green, dal nome di colui che l'ha introdotta nella fisica matematica, è

uua funzione potenziale; quindi è completamente determinata per tutti i punti

esterni al sistema S dalle seguenti caratteristiche:

1*. sopra la superficie dei conduttori del sistema S è =
;

2*. all'infinito s'annulla insieme colle sue derivate; essa moltiplicata

per r e le sue derivate moltiplicate per r' convergono verso un limite finito
;

3*. è finita e continua insieme colle sue derivate in tutto lo spazio

in cui si considera;

4". soddisfa in tutto questo spazio all'equazione

^' G = .

La densità ^,„„ che avrà l'elettricità in un punto a del sistema S, sarà

data dalla formola

(
Vnx _ dG{ìn,\) \ ^^^
dv dì) /v^„

^'"" '

dp dp

e avremo: per un punto n interno al sistema

r gmx da ^ 1 ,

e por un punto « esterno al sistema

filili^ = G(;« , n)
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La funzione di Green è simmetrica rispetto ai punti m ed n esterni al

sistema S : cioè, permutando le coordinate x ,y , s di a con quelle x ,
y' , /

di m, non muta.

Infatti, dalle equazioni precedenti abbiamo

gnx' da' \_
r-

dove « è un punto della superfìcie: ma

Pmx da = G{m ,n),
^' I nx

onde

j

e quindi non muta cangiando m in n ed n in m.

Se il punto m è interno ad uno dei corpi del sistema S, essendo la su-

perlìcie di S posta in comunicazione colla terra, il potenziale dell'elettricità

distribuita sopra la superficie di S dovrà essere uguale ad —— sopra la su-

perfìcie di S e in tutto lo spazio esterno; e nello spazio interno, denotan-

dolo con G'(ra,«), avremo che questa funzione avrà le seguenti caratteristiche:

1*. sarà uguale ad — sopra la superfìcie;

2*. sarà finita e continua insieme con le sue derivate nelle spazio

interno
;

3*. soddisferà all'equazione

^^G' = 0.

La densità Qma', che avrà la elettricità in un punto a della sua super-

fìcie, sarà data dalla formula

( d(j\m , X ) ' /'™x
I

.

e avremo

Qmr. da 1

/^

per un punto « esterno al corpo, ed

f Qm-f. da

J'

per un punto n interno al corpo.

6'(»2 , n)
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La funzione G'(ot,«) è simmetrica rispetto ad ?n ed n; si dimostra come

nel caso precedente.

Se denotiamo con Sì,„„ il potenziale dell'elettricità indotta in un sistema

di conduttori S posti in comunicazione colla terra, dalla elettricità concen-

trata in un punto w esterno al sistema S, più il potenziale di questa stessa

elettricità, avremo

^mu = G{m , a)

per i punti n esterni al sistema S, ed

i2mn =

per tutti i punti interni al sistema, e se denotiamo con .Q'm,, il potenziale

dell'elettricità indotta nella superficie di un corpo posto in comunicazione

col suolo dall'elettricità concentrata in un punto m interno ad S più il poten-

ziale di questa stessa elettricità, avremo

ii'mn = G\m , '0 ——
per i punti interni al corpo, ed

fi'mn =

per i punti esterni.

iim, è una funzione di « che in un punto m esterno ad S diviene in-

finita come

si annulla alle superficie di S, od ha le altre carattensticho del potenziale.

iì'n„ invece diviene infinita come

\ ^ mn ' m=n

in un punto m interno a un corpo K, si annulla alla superficie di K ed

ha tutte lo caratteristiche del potenziale.
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XIII.

Detei'iiiinazioue

della funzioue potenziale di un sistema di eonduttoi'i elettrizzati

e sotto l'azione di foi'ze elettriche qualun(j[ue.

Abbiamo veduto nel §. XI che per determinare lo stato di equilibrio

elettrico di un sistema S di conduttori Ki , K2 , K3 , . . . , ai quali siano co-

municate rispettivamente le quantità di elettricità libera E, , E2 , E3 , . . .

,

immersi in uno spazio coibente, alcuni dei quali possono anche essere iso-

lati dagli altri, ma posti in comunicazione col suolo, e sopra i quali

agiscano forze elettriche esterne che abbiano la funzione potenziale eguale a

P, è necessario e sufficiente che sia determinata analiticamente la funzione

Ve nello spazio connesso esterno ai conduttori e negli spazi vuoti interni ai

medesimi essendo noto che essa è una funzione potenziale, e che sulla su-

perficie di un conduttore K, si ha

(1) V, = ^,-P;

le quali condizioni sono sufficienti, come si sa dal §. Vili, alla sua com-

pleta determinazione. Cominciamo dal determinare V,, nello spazio connesso

esterno a tutti i conduttori, che è limitato da una sfera di raggio infinito,

sopra la quale Vt, = , e dalle superficie esterne dei conduttori. Sia G(ex)

la funzione di Green relativa al sistema S per i punti dello spazio esterno

a tutti i conduttori
;

(2) /2,.:--=-G(«)-^—

,

(3) /clSieA i dG(ex) _
^ r„

j
\ dp dp /x=,s\ dp /x=as ^ dp dp

-— in^e

dove «s indica un punto della superficie Ks del sistema S e /; la corrispon-

dente normale verso lo spazio esterno.

La funzione -Q» diverrà infinita come I 1 nel punto e; si annul-

lerà sopra le superficie di S, e avrà le altre caratteristiche del potenziale

nello spazio esterno. Quindi potrà alle due funzioni V ed Sì^y, applicarsi il
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teorema di Green. Avremo dunque

47rVe = —
J J I

(^^e^
^'\' — ^'^^'•f^«) (^-e dy di -+-

Ora J^Y = J^SÌfy = in tutto lo spazio esterno ad S , V sempre linita, ed

(if^ = — G{e\) -f- è pure sempre finita anche per x = 5; quindi avremo
''ex

JJj
(n,,J'-\ - yjHì,,)dx dy ds^O.

Alle superficie

dunque

e, sostituendo il valore (3)

,

Y, = — 2,
fy, e... da,

e, con i valori (1).

V„ ^—2, e,
I Qea, da, -\- 2; j

P, o,„^ da,

.

Sostituendo il valore di q^^^ abbiamo

f ^
1 C dG(ex) . 1 C^Jr^ .

Ora. da, =
,

—
-. da, — -— --— da,.

J "^ '" in J dp, 4tt J dp.

Ma per il teorema 3" del §. IV, essendo e esterno alla superficie di S,

avremo

X
d-^

(K = u;
dp,

quindi sarà

r , 1 CdGjei) ^^
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Passiamo ora a determinare V,, nei vuoti dei conduttori Ks-

Sia V(,s la funzione potenziale per uno di questi spazi contenuto nel

conduttore K^. Sia G'{ex) la funzione di Green relativa a un punto qua-

lunque di questo spazio dentro il quale si trovano punti d'onde emanano

forze elettriche.

La funzione

fi',.x = -~ - G'(ex)

si annullerà alla superficie interna di Ks, nell'interno diverrà, infinita come

-;— , e del resto essa e le sue derivate si manterranno sempre finite e con-

tinue e soddisferà all'equazione J^G' = 0\ quindi a V e ad .Q' potremo ap-

plicare il teorema di Green, e avremo nel punto e

4 7rV,.s =—
j ) I

[Sì',^ J'Y — YJ' i2'„) dx dy dz

ed essendo z^-i2'ex = in tutto lo spazio, e /2'ex "= sulla superficie

ed essendo, quando con p si accenni la normale interna.

\ dp dp /x=adp dp

(5) V,, =
J Y(),a dff^— Cs

I
eea dff + )

Pq,„

avremo

da

.

Ora sarà facile determinare analiticamente le costanti.

Per i corpi conduttori che sono in contatto col suolo, le costanti e devono

essere nulle. Le altre sono date dalle equazioni :

^E.=J,,^<r,= -^j^.^cr,_i^f
(^P ,

(6)
! „ f ,

1 rdY,
,

1 CdP .

,
=
J

?.. da,= _ -
J
— ^cr, --

I

- da,

,
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quando i conduttori non hanno nel loro interno spazi vuoti d'onde emanino

forze elettriche. Per un conduttore che abbia uno di questi spazi vuoti con

punti d'onde emanino forze elettriche, avremo, indicando con jo,
, ;j,s le nor-

mali, esterna ed interna, alla superficie del conduttore,

1 C dV,
, 1 e d? ,

4n J ilps 4tt . ' dp,

1 CdY,,
, 1 r d?

,

An J dpi^ 4;t J dpi,

Ma V ossundo continua tra le due supcrticie esterna ed interna, ed essendo

./- 1*
, avremo

r dP , r rfP ,

onde

Sostituendo il valore di V,. nelle equazioni (6) quando P == ed i conduttori

non hanno nel loro interno spazi vuoti d'onde emanino forze elettriche, abbiamo

K- = ;r~ - ^s — da da ,

dove le due derivazioni sono prese riguardando una volta come variabile il

punto e e l'altra il punto x
;
quindi, ponendo

>'- = 4^.(i
1 ('("VGlex)

da da' ,

l>Pr liPs

abbiamo

e in conseguenza

^i = YnCi -^-YitCi -ì- Yi3C3'{--

(y) Ej = ysi Ct -h Yiì Ci -1- Yt3 Ci -{-

È chiaro che y,., è eguale alla quantità di elettricitiY libera che si trova

sul conduttore K,. quando al comluttore K< è conninicata tanta elettricitil,

che ponendo in comunicazione col suolo tutti i conduttori, eccettuato K,, la
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funzione potenziale sopra Ks è uguale all'unità. Oude la equazione (7)' dà il

seguente teorema, dovuto al sig. Riemann :

La quantità di elettricità libera che sarà sopra un conduttore K^

quando tutti i conduttori sono in comunicazione col suolo, eccettuato Ks

,

e sopra Ks la funzione potenziale è uguale alla unità, è eguale a quella

che sarà sopra K,,, quando tutti i conduttori saranno in coiiiunicadone

col suolo, eccettuato K,-, e sopra K,- la funzione potenziale sarà eguale

alla unità.

La quantità yr,- di elettricità che bisogna comunicare al conduttore Kr,

perchè, ponendo in comunicazione col suolo tutti gli altri conduttori, la fun-

zione potenziale abbia sopra la sua superficie il valore eguale all'unità, suole

chiamarsi la capacità elettrica di questo conduttore.

XIV.

Determinazione delle attrazioni e ripulsioni reciproche

di più conduttori elettrizzati e posti in presenza uno degli altri.

Per quello che abbiamo dimostrato nel §. X, per determinare le attra-

zioni e repulsioni che i conduttori elettrizzati Ki , Ka, . .
.

, K„ esercitano tra

loro, basterà determinare il potenziale di tutta l'elettricità del sistema.

Sia V la funzione potenziale di tutta l'elettricità del sistema nel suo

stato di equilibrio ; siano rispettivamente Ei , Ej , . .
. , E„ le quantità di elet-

tricità libere che si trovano sopra i corpi Kj , Kj K„ ; Ci , Cj , . .
. , a„ i va-

lori che la funzione potenziale V prende rispettivamente sopra le superficie

di questi conduttori. Avremo tra le quantità Cs ed E, le relazioni (8)

del §. XIII:

(1) Es = e, )'is+CtJ'2s+- - + f2)'«s,

essendo

(2) . y,-s = fsr .

e le quantità y,., saranno funzioni dei parametri delle superficie e delle coor-

dinate rettilinee ed angolari dei conduttori rispetto ad uno di essi. Il poten-

ziale W del sistema, che si ottiene prendendo la semisomma dei valori che

acquista la funzione potenziale V nei differenti punti delle superficie molti-

plicati per le masse di elettricità che vi si trovano, sarà evidentemente

(3) W = i(ciE,-f-eoE2H l-^,;E„).

14
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Per avere la iuteusità Fj della forza che teude a diiiiiuuire una delle

coordinate h di uno dei l'onduttori, avremo

Ma dairequazione (1) abbiamo:

Moltiplicando queste equazioni, la 1» per e,, la 2» per Cj , la 3*

per Ci ... , sommando e osservando le equazioni (1) e (2), si ottiene
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rirate iu tutto lo spazio esterno alla sfera; debbono conservarsi sempre finite

tanto essa moltiplicata per il raggio vettore di x, quanto e le sue derivate

moltiplicate per il quadrato di questo medesimo raggio vettore; e quando x

è sopra la superficie della sfera deve divenire eguale ad —— , essendo

Soddisfa a queste condizioni evidentemente la funzione

1
G(.i)=

G(«)

J '(.r— aY + (y — /?)'+ (J — yY + ).\x' 4- y»+ 2' — B?)

poiché per i punti m esterni alia sfera si ha

x'+ à»' + ^' — R- > .

Deve inoltre soddisfare alla equazione

Ma alla 6 può darsi la forma

1 1

'""\\-T^)'-{>-,h::)-{-Yhh-'^=^^

e quindi sarà soddisfatta l'equazione

z^»G= 0,

prendendo

^ ~ W
onde

K

Se ' e'x

essendo

Denotando con f^r la distanza dall'origine del punto e' di coordinate

/ W R= RA

^e h' = R' .
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e quindi e il punto reciproco ad e rispetto alla sfera: ossia e ed e sono

sullo stesso raggio vettore da una medesima parte, ed abbiamo per i punti

della superficie della sfora

R
^«'x = r- r„

So denotiamo con p,x la densità della elettricità indotta sopra la super-

ficie della sfera, dopo che è stata posta in comunicazione colla terra, avremo

\ di' (ir /r=R
— 47re„

onde, sostituendo il valore di G(ex), si ricava

Qex =
47rR;-/,

Per avere la quantità della elettricità libera che si avrebbe sulla sfera,

se si togliesse la comunicazione colla terra, e l'azione del punto e, osser-

viamo che si ha

d— d—
4rrQ = 4rrJ ,„ da =

J -^ da -
j^^j
—- da =^ -^ ,

poiché il primo integrale è nullo perchè e è esterno alla sfera, e il secondo

è uguale a — 4n perchè e' è interno alla sfera. Avremo dunque

Quindi la densità della elettricità sopra la sfera, dopo che è sottratta all'a-

zione di e, sarà

Q 1

e =
4;rR* 4/rRf/

La funziono di Green G'(e'x) relativa a un punto intorno e', si dimo-

strerà analogamente essere data dalla formula

La densità p,-, sarà

4ttq,

\f,. dr dr /,.=, Rz'/J
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La quantità Q' di elettricità sulla sfera si trova come precedente-

mente, ed è

Q'=l.

Supponiamo ora che agiscano sopra la sfera forze elettriche qualunque,

il potenziale delle quali sia P . Denotiamo con V,, il potenziale dell'elettri-

cità indotta sopra la sfera, nello spazio esterno; con Vj, quello nello spazio

interno. Ambedue queste funzioni dovranno, sommate con P, essere uguali a

una costante sopra la superficie della sfera, la qua! costante sarà zero, se la

sfera è in comunicazione col suolo.

Pertanto avremo sopra la superficie della sfera

e quindi, ponendo

P;

n. '
«

Sì,
1 R

avremo, per quello che abbiamo dimostrato nel §. XIII,

dff= \{c~V) Q, da ,in ,. ar

Ma

onde

\ Qp da = --
, ] Qe' da = 1

;U Sci-

V =^_— \Y^da
ìe 47r .

' dr

47r J dr

Ora, se non vi sono forze che emanano dai punti interni alla sfera, P

neir interno è sempre finita e continua, iì^' vi diviene infinito come per

X = e ; P ed /2e' soddisfano alle altre caratteristiche del potenziale, ed Sì^.' si
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annulla sopra la sfera; qiiiuli, per il toiirenia di Green del §. IV.

47T .'di'

V, = r - P,-

.

Ora osserviamo che si ha

R'— ??, Il- — r^,

e,.
=

^^^^^i'
4 7rR(?-,-i- U= — 2R?„-cosfl)'

f; — R' il — Vi

An^rl 4.1i^(Ke + j.,_2Rf,cos«)^

Poniamo:

' (R'-+-i-», — 2Rf,.cos«)^'

Ari

il — W r V{\ì,xp.q)d*J

R .'
,(R'H-f?— 2RJ,cos6l)-

= ^ R'— ^'' p P(R . V^ . y) rfcr ^ hi p j ^^ .

^ ^''^^
(ir -a f^_2Rt.,cosey^ ^

onde

Quindi abbiamo

Ora, la funzione P(?,') è data, perchè è la stessa funzione P(iV,i//,y)

nell'interno della sfera. Quindi senza alcuna integrazione si ottiene il va-

lore di Ve.

La densità q della elettricità sopra la sfera è data dalla equazione

Ora

_4 _/^'_^\
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onde

,
e — F(R)

irtQ =
1^-

2F(R).

Se la sfera è posta in comunicazione colla terra per mezzo di un filo

sottilissimo e lunghissimo, sarà c = 0. Se è isolata, determineremo il valore

di e nel modo seguente. Abbiamo

.V, = B[.-P(f)].

Ora,

lim f,V, = Q ,

quantità di elettricità libera che era sopra la sfera prima che vi agissero

forze esterne. Quindi

Q = R[^ — F(0)] = R(^-Po),

Po valore del potenziale P nel centro della sfera; quindi

^(i)-M[--nf)]'Se Se Se

V, = ^ -^- Po - p(?:) = ^"^/"^ - m)

.

Se P = costante,

come avevamo trovato altra volta.

XVI.

Coordinate dipolari.

Per determinare la distribuzione della elettricità sopra i corpi di rivo-

luzione, conviene adottare per coordinate i parametri di tre sistemi di super-

fìcie ortogonali, due dei quali siano di superficie di rivoluzione che abbiano

per meridiani due sistemi di curve piane ortogonali tra loro, e il terzo sia



— 112 -
il sistema dei lueiidiani, o che ad uno di questi sistemi di superficie appar-

tengano le superficie dei corpi per i quali si vuole determinare la distribu-

zione della elettricitù.

Per questo sarà necessario detenninare prima i due sistemi di curve

ortogonali nel piano.

Siano le luio equazioni

(1)
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onde

asenhw

(3)

cosh u — cos y
'

asenz;

cosh u — cos y

Eguagliando le parti reali e le imaginarie dei due membri della equa-

zione (2), si ottengono le due equazioni

e" sen v = 2ay

(a- -4- a)- H- ^*
'

2g' -I- y- — a

le quali, divise una per l'altra, danno

(4) ..+(,_^y=(^y.^

\ tangy / \sen vi

L'equazione (2) può scriversi anche sotto la forma

X — tv -*- a

X — iy — a

Sommando e sottraendo questa colla equazione (2), si ottiene

2ax
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Denotando con R il raggio di una circonferenza {v). e con (/ l'ordinata

del suo centro, abbiamo

Rscni' = fl , dta.ngv = a.

Dunque v è Tangolo iscritto nel segmento di circolo (r). che ha per corda

AA' e contiene il centro.

Ponendo nella equazione (5) a- = , y = ± ai. essa è soddisfatta.

Quindi le circonferenze del secondo sistema passano per due punti immaginarii

dell'asse delle y, il quale ne sarà asse radicale.

L'equazione (2) può scriversi anche sotto la forma

,.,-.. x — iy — a

x-htì/ -ha

Moltiplicando questa per la equazione (2), si ottiene

= 1'

'(x — ay~hf
{x -+- ay + if

Dunque il parametro u è il logaritmo neperiano del rapporto delle di-

stanze di un punto qualunque di una circonferenza {u) ai duo punti A ed A'

rapporto che è costante per tutti i punti di ciascuna circonferenza.

I punti dell'asse delle x compresi tra A ed A' hanno la coordinata v

eguale a n; per gli altri punti del medesimo asse abbiamo v= 0. e i

punti del piano situati dalla parto delle y positive avranno v compresa

tra e rr.

1 punti dell'asse delle y hanno la coordinata « — ; il punto A, che è

dalla parte delle x positive, ha u = — co, e il punto A', che è dalla parte

delle X negative, u = 'Xi. Tutti i punti die sono dalla parte delle x posi-

tive hanno ?<<0; quelli dalla parte delle .' negative, «> 0.

// centro di una circonfereasa u = a ha per coordinate u = 2a,

y = , e il centro di una circonferenza v = §, ha per coordinate

M = , y = 2/S.

Infatti, le coordinate rettilinee dui contro della circonferenza « = a.

sono

tangh a

Quimii (lall'ciiuazione (3) al)biamo

1 sonh n 1
w = ,

tangh « co.sh k— 1 tangh \ u
'
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onde

Le coordinate rettilinee del centro della circonferenza v = 3, sono :

tang /J

Quindi dalle equazioni (3) si deduce

__1 sen V 1

tang fi 1 — cos y tang l v
'

ondo

Questo sistema doppio di curve ortogonali in un piano, colla rotazione

intorno alla retta AA', dà origine al seguente sistema triplo di superficie

che si tagliano ortogonalmente:

1°. un sistema di sfere che hanno costante ed eguale al logaritmo

neperiano di u il rapporto delle distanze dei loro punti da due punti fissi

A ed A', che chiameremo i poli del sistema
;

2°. un sistema di superficie generate dalla rivoluzione intorno alla

retta AA', di segmenti di circolo descritti in un piano che passa per AA',

sopra la retta AA', e capaci di un angolo i);

3°. un sistema di piani che passano per AA' e fanno, con uno di

essi, angoli eguali a (p.

Le coordinate di un punto saranno i tre parametri dei tre sistemi di

superficie ortogonali u,v e y, e potremo chì^^marle coordinate dqwlari col

sig. Carlo Neumann clie se n'è servito utilmente per il problema della teo-

rica del calore, analogo a quello che passiamo a trattare nella teoria del-

l'elettricità statica.

Per avere tutti i punti dello spazio basterà far variare u da — co a

+ 00 ; y da a TT
; y da a 2n.

Tra le coordinate dipolari e le rettilinee ortogonali, quando si prenda

la retta AA' per asse delle x, e per origine il punto di mezzo tra A ed A',

esisteranno le relazioni:

a senh u

(6) Y =

cosh u — cos y

a sen v sen (p

cosh u — cos y

a seny cosg)

cosh u — cos y
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1°. Tra le coordinate u , v di un putito qualunque m e le coordinate

u\v' del punto m' reciproco ad m rispetto alla sfera di equasione u = cc,

esistono le reiasioni

v' = V ; U-+ u' ^2a.

Infatti, se C è il centro della sfera di equazione u = «, ed R il raggio

della medesima, avremo

Cm.Cm'=R',

e se denotiamo con /i il punto in cui la retta Cm incontra la superfìcie (y),

abbiamo anche

Cm . Crt = R*

,

e quindi

Cm' = C« ;

cioè il punto m si trova sopra la superficie {v). e si ha

v' = v .

Poiché abbiamo

Cw.Cw'=CA.CA',

saranno «iniili i trianf,'oli CwA , e Gm'k', ed anche i triangoli Qmk' e Cw'A,

e avremo

mk Q,m m'k CA
(7)

onde

e quindi

m'k! OA' ' mk! Cm '

mk . m'k CA
mk' . m'k' ~ CA '

'

gu+u' __ gta^

u-+-u' = 2a;

come volevamo dimostrare.

Denotiamo con | e chiamiamo parametro del punto m, il prodotto

J = i^mk . mk'

,

dove il radicale si prenderà sempre positivo. Avremo i seguenti teoremi :

2°. / parametri Sei' di due punti m ed irì reciproci rispetto ad

una sfera (u), stanno tra loro come le radici quadrate delle distame di

questi medesimi punti dal centro C della sfera.
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Ora, dall'equazione (0) si ricava

, cosh u— cos V 2a
«1 = —

hi =

hi =

a ì^
'

cosh u— cos t> 2a

cosh « — cos 1) 2(2

aseny f'senw
'

onde la equazioue ./^V := diviene

ÌÌM sen ?; I>t) sen*y 7)^^

ossìa

Ma è facile a verificarsi che, essendo

(10) h = fll/2

)^cos\\{u -h b) cos V

si ha identicamente

qnalunqne sia h. Onde la equazione (10) diviene

—, + r H- cot t>(12) ^j;+^H-cot.^-i?V =

Ponendo nella equazione (12)

V — ^
r

ed osservando la equazione (li), si vedo die rimane soddisfatta. Quindi

(1.0 .-/»!* = 0.
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Ora, ^ è una funzione finita e continua per tutti i valori di u e Ai v

fuori che quando è u^ — b , y = 0, cioè è finita e continua in tutti i

punti dello spazio fuori che in un punto della retta clie unisce i poli. In

questo punto diviene infinita, e denotando con r la distanza dei due punti

di coordinate {u , v ,(p) e (— è , 0, 0), abbiamo (')

h _ a.

(1*) "-"senh^

Infatti, si ha

_
, . senh u 2 1 sen'w

senh-/

ossia

a

cosh u— cos ?; , ò ] (cosh u — cos vf
'

1/ 1 cosh I M + -
1
— cosh - cos y j + senh"^ - — senh^ - cos^ v

, b cosh u— cos y
senh -

Ci

Ora

I cosh
(

2< H-
p )
— cosh - cos y I + seuh^ - — senh^ - cos' o =

= cosh'' I « -f- -
I
+ senh' - — 2 cosh - cosh I m -f- - i cos y+ cos' v ,

cosliM u + -^ \-h senh'^ 5 = ó t""^^ (^" "^ ^^ "^ ''"^'^ ^^ '

2 cosh - cosh I M + - I = cosh {u + b) cosh u ;

con ciò la parte dell'espressione di r che sta sotto il vincolo radicale, si

riduce alla forma

[cosh {u + b) — cos w)] (cosh u — cos v) :

(') A questo punto furono lievemente rettificati i calcoli dell'Autore, che tendevano

a provare la (14) vera come formula limite, mentre essa è rigorosamente esatta.

V. C.
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od in consesfuenza

a ^ /cosh (u-^ b) — cos r _^ a J_ _

, b \' cosh u — cos « , * ?6
'

senh - ' senh -

onde finalmente

senh-

Se M è il punto dell'asse polare, che ha per coordinate f— // , . 0), sarà

a]/

2

a
?„ =

e si potrà anche scrivere

t/coshé-l se^i,*'

Pertanto abbiamo il seguente teorema:

4°. La funsione j è fimia e continua in tutto lo spazio fuori che

a
nel punto di coordinate (— i , , 0), dove diviene infinita come r ,

r senh -

e soddisfa alla equazione di Laplace.

Le sfere del sistema («) non possono intersecarsi né essere tangenti tra

loro, ma incontrano tutte l'asse polare tra i due poli A ed A'; quindi, col

diminuire della distanza 2 a dei due poli, tutte le sfere si avvicinano tra

loro, finché per a := divengono tutte tangenti. Ma quando a = 0, anche u

e V divengono eguali a zero, e tutte le formule dimostrate fin qui risultano

indeterminate. Affinchè sia possibile di trattare anche il caso in cui due

sfere del sistema («) siano tangenti tra loro, bisognerà prendere per coordi-

nate, invece dei parametri n e v, due altri parametri dei due sistemi di su-

perficie (m) e (y), i quali non si annullino quando (i = ().

Prenderemo por parametro vaiiabile del sistema di sfere [u) la quan-

tità /i a cui sono eguali le luugiiezze inverse delle tangenti alla sfera di

raggio a col centro nella metà della retta AA', condotte dal punto dove la

sfera («) incontra nel punto non compreso tra A ed A' l'asse polare AA'.
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È facile a vedersi clie tra u e fi avremo la relazione

senh-

(15) n = -.
a

Prenderemo per parametro variabile del sistema di superfìcie (;;) le

quantità v a cui sono eguali le inverse delle distanze di un polo da uno

dei punti d' intersezione colle supertìcie (v) del piano normale ad AA' che

passa per la metà di AA'. È chiaro che avremo

V
sen-

(16) . =—

.

Quando a^O, le quantità /n divengono eguali alle lunghezze inverse

dei diametri delle sfere (u) tutte tangenti tra loro nel punto di mezzo di

AA', e le quantità v divengono eguali alle lunghezze inverse dei diametri

delle circonferenze generatrici delle supertìcie (y).

Abbiamo allora:

cosh -=^\/l-ha^fi^==l,

cos -= |/ 1 — a}v'^ =1

, m-1-m' , m , ?/ , m' , m
senh —-— senh - cosh — senh — cosh -

(17) ^= ^+—^ ^= m + m',^ a a a

v-hv' V v' v' V
sen—-— sen - cos — sen — cos -

(18) = H = V + v'

.

a a a

XVII.

Determinazione della funzione di Green per due sfere.

Siano C e C i centri di due sfere esterne una all'altra, le quali abbiano

rispettivamente i raggi R ed R', e sia ó la distanza CC dei loro centri.

Conduciamo un piano per la retta CO' e l'asse radicale 00' delle due cir-

conferenze secondo le quali questo piano interseca le due sfere. Dal punto

in cui l'asse radicale incontra la retta CC, si conducano le due tangenti,

16



— 122 —
che supporremo di lunghezza eguale ad a, alle due circonferenze, e si de-

scriva, col centro in e con un raggio eguale ad a , una circonferenza che

incontrerà la retta CC in due punti A ed A . Prendiamo questi due punti

per poli di un sistema di coordinate dipolari, e conserviamo tutte le nota-

zioni del numero precedente.

E chiaro che l'equazioni delle due sfere date saranno

u = a , u = a
,

essendo a ed a' di segno contrario, perchè le due sfere sono dalle parti opposte

dell'asse radicale.

Per determinare le quantità a , or' e la distanza 2 a dei due poli, in

funzione dei raggi II ed R' delle due sfere e della distanza ó dei loro centri,

osserviamo che si hanno le relazioni:

R senh a = a , li' senh a' = — a ,

R cosh a-hW cosh a' = rf
;

dalle quali si deduce:

t/(R' -h R'^ — Ò^y — 4R» R'*

(1) i
^

'''

senh a = —
, senh a ^ —— .

A A

Per determinare la funzione di Green G(ex) per le due sfere, relativa

a un punto e esterno ad ambedue, basterà costruirne una che ne abbia tutte

le caratteristiche.

K noto, che indicando con r,:-x la distanza di due pimti /S ed s , se il

punto /? è intorno alia sfera («), e con /^-x la distanza di due punti /?' ed x,

se li' è interno alla sfera (or'), la funzione

A:> . Afi'
-F

Ag'

soddisfa alla equazione di Laplace in tutto lo spazio esterno alle due sfere.

In questo spazio il punto x non potendo mai coincidere con fi e con /?', la

funzione vi si manterrà sempre finita e continua. Coirallontinarsi all'infinito

del punto x, essa moltiplicata per r.,x, e le sue derivate prime moltiplicate

per ;'vx convergeranno verso quantità linite. Una .somma di un numero qua-

lunque di questo funzioni goderà delle medesime proprietà; ma su il loro

numero ù infinito, la serio che avremo, dovrà anche esaero convergente.
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Prendiamo dunque

(2) G(.x) = l,(^ + ^).

i primi termini riferendosi a punti Cg interni alla sfera (a), i secondi a punti

e's interni alla sfera (a'), e determiniamo questi punti e i coefficienti Ag ed Aj

in modo che sia soddisfatta l'altra caratteristica della funzione di Green.

Quando il punto x è sopra la sfera (a), dovrà aversi

(3) G{ea) = ^,

denotando con r^x la distanza del punto e da un punto della sfera («) ; e

quando il punto x è sopra la sfera (a'), dovrà aversi

(4) GK) = ^.

Le due equazione (3) e (4) saranno verificate, quando si abbia:

Ao 1 Aj Aj-n
1 f I

A' 1 A A'"0 ^ ^s
, "s

= 0,

^ '_ -^s
, _^±\ |->

Dal teorema 3° del numero precedente si deduce che queste equazioni

sono soddisfatte se prendiamo

(5) A, = (-1)^1 , a: = (-1)^|,

denotando f , Js e l'j rispettivamente i parametri dei punti e,es,e'g, ed es-

sendo il punto e's reciproco ad ^,+i rispetto alla sfera («), il punto Cg reci-

proco ad e's+i rispetto alla sfera («'), il punto e reciproco ad eo rispetto

alla sfera (a) e ad e'n rispetto alla sfera (a').

I punti es ed el si ottengono nel modo seguente: conduciamo le due

rette Ce e Ce : il punto in cui Ce incontra la superficie (v) che passa per e

sarà ^0 » il punto in cui Ce incontra la medesima superficie sarà 4 '• condu-

ciamo Ce'o e C'^o il punto in cui Gel incontra (v) sarà e^
,
quello in cui

C'^o incontra {v) sarà e'i ; conduciamo Ct'I e C'ei : il punto in cui Gel in-

contra (y) sarà e, , quello in cui G'ei incontra (v) sarà el , e così seguitando

indefinitamente. È chiaro che i punti es ed e' vanno indefinitamente avvi-

cinandosi all'asse polare, e quindi i loro parametri fs e l^ vanno decrescendo
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indefinitamente. Dunque, se poniamo nel secondo membro della formula (2)

i valori (5) avremo una serie con i termini alternativamente positivi e ne-

gativi indefinitamente decrescenti, e quindi convergente.

Pertanto la funzione

(6) So V ' sx ' jx /

avrà tutte le caratteristiche della funzione di Green per le due sfere (a)

ed («') relativa a un punto esterno e , e sarà questa funzione stessa.

La densità e,,
della elettricità indotta sopra la sfera (a) dalla elettri-

cità eguale ad uno contenuta nel punto e , sarà data dalla equazione

I (f G(gi) J^ r,À
n \ dr dr /r=R

1

dove r è il raggio vettore del punto x, condotto da C. Sostituendo il va-

lore (6), abbiamo

?r =—ì(h<-""(*-^+k^)-^1
Se denotiamo con Q la quantità della elettricità sopra la sfera (a),

avremo

Q=J ^eda ,

dove l'integrale deve estendersi a tutta la sfera. Ma per il teorema 3" del

Si. IV, essendo i punti e ed e\ esterni, ed i punti <?,, interni alla sfora («),

abbiamo:
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Restano ora a determinarsi i parametri ?s > K in funzione delle coordi-

nate M e y del punto e e delle costanti a ,
«' ed a

.

Per questo basta osservare che essendo i punti el ed es+\ reciproci ri-

spetto alla sfera (ft), ed es e e^+i reciproci rispetto ad («'), abbiamo per il

teorema 1° del numero precedente, se denotiamo con Us,Vs le coordinate di e,,

e con a' , vi le coordinate di e^ :

Vs == vl = V

U -\- Ua = 2a , u -h u'o = 2a'

u,-\- Us la , u, -f- ul+i = 2a
;

onde, ponendo

(9)

avremo :

(10)

e quindi :

a =: ro ,

{ Uis= 2sro -\-2a — u , u^s-i = 25ct -|- u ,

^^25 = — 2sar -\- 2a'— ii , «25-1 = — 2scìj H- u
,

(11)

S2S
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funzioni potenziali di questo medesimo stato eletti'ico relative rispettivamente

ai punti i interni alla prima e ai punti i interni alla seconda sfera.

Sia « = a l'equazione della prima, ed u = a la equazione della seconda

sfera. Sopra la superficie (a) dovrà aversi

V, = V. = e— P ,

e sopra la superficie («')

V, = V.. = e' - P ,

dove e e e' indicano due costanti.

Se nell'interno dei dna conduttori non si trova alcuno dei punti d'onde

emanano le forze elettriche che hanno la funzione potenzale P, sarà, in tutto

lo spazio racchiuso dalla superficie (a)

(1) V. = tf-P,

e in tutto lo spazio racchiuso dalla superficie («')

(2) V.-r = e' - P .

Per la funzione potenziale V^ relativa ai punti esterni, avremo sempre,

per ciò che abbiamo dimostrato nel §. Xlll,

(3) V. =j{c — P) q.da -:
f(c'
— P) (>,.-da'

,

dove il primo integrale deve estendersi a tutta la superficie (a), il secondo

a tutta la superficie («').

Ora, dal numero precedente abbiamo:

J'
Q.da =Q = V(_iy

I'
,

p„,^ff' = Q'=: \
( ir 7

onde
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Consideriamo il caso in cui non esistano forze elettriche esterne, cioè

supponiamo

P = 0,

e che soltanto siano state comunicate ai due conduttori, prima di porli in

presenza, al primo la quantità E , al secondo la quantità E' di elettricità.

In questo caso avremo:

(5) V, = cQ + c'Q' = e ^{-ly fy + e' fi- ly ^S S

Yi = c, V,. = e' .

Denotiamo con g la densità della elettricità sopra la superficie («) e

con q' quella della superficie (a'), osservando la relazione

— -h— 0)

avremo :

(6)

__J_dVe^_J_/ dQ '^'\==
in dp 4:71 \ dp dpi

= — -— (cosh « — cos v) l e
ina \

dQ
du du I ii=a

4n dp' 4rr\ dp' dp'ì

= ;— (cosh a — cos y) I
e ^ he ^—

|

47ra \ du «M /»=«',

Per determinare le costanti e e e' osserviamo che le quantità E ed E'

di elettricità libera sopra le due sfere sono date dalle due equazioni:

.

' ^ 4n J dp 4n J dp

C f, r
e CdQ

, , e' CdQ'
, ,

E' = Q'da' = — — -^ rfff' - — —
-,
da

,

, '
' 4n^J dp 47r, ' dp

e) Vedi Lamé, Lecons sur les coordomiées curvilignes. L. I.
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e si Ila :

1
Q = V (_ 1). ^ = j'(cosh il — cos v) (fOS \

Y

I
cosh {2sm H- 2a — u) — cos y

1

-).
I
cosh (26jn -+- u)— cos v

Q' = y (- 1)' ^= l/(cosh M — cos t;) (5.
s \ n j/cosh (2» CD — 2a'-+- u)— cos v

-y
)— il) — cos V /T

J/ cosh (2sro — u)

Quindi, per il teorema 4" del §. XVI, sarà

^'Q = 0,

Q si conserverà finita e continua in tutto lo spazio interno alla sfera (a),

fuori che nei punti di coordinate

V = , u = 2sas -h 2«
,

nei quali diverrà infinita come

r senh (sm -+- «)

Dunque, per il teorema 2° del §. IV, avremo

J CdQ,^_ „^- 1

:J dp -0-4n J dp "o" senh (sm -t- a)
*

Analogamente, si trova:

1 (dQ , v_l_7- —, da = a ^ —;

,

4n J uj> '- .sonli sca

1 f f/Q'
,

<- 1-— --^ da = fl > —-. ,

An . ' dji T senh sca

_I_

4tt
—7 !/ff = — a ^ r-, r: ;

.' dp \- 8enh(scD — a)
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e quindi per determinare e e e' si hanno le due equazioni :

\E= cay —. —- — c'ay —-—

,

1
— senh [SV3 -~\- a) -5- senh sor

/ E' = — ea y— h e a y —— jr ,

\
— senh svB -j- senli (sca — a

)

e, ponendo

(8) «y

—

r-, ;

—

v = Yii , ay —r— = — yu
"ór senh (sro + «) -j- senh sai

'

'*Jsenh(i-a') = ^" '
D==>'ur..-)'?.,

si ottiene

Se i due conduttori sferici in presenza uno dell'altro sono riuniti per

mezzo di un filo conduttore sottilissimo, la funzione potenziale sulle due

superficie avrà lo stesso valore, e quindi

c = e'

,

e la differenza J delle elettricità libere dei due conduttori sarà

^ = E — E'

.

Quindi avremo

j = cai^
^ - y 1

\ .

\-ó- senh (sca -f- a) -tt senh (sgj — «') /
'

ed essendo

VS = a — a'
,

]

j = ca^
senh(^-f-(2.+ l)|)'

Poniamo

r(^ , m) = ^

3nhr^-+-(2s+ l)|nsei

L "
' ^_l

17
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Questa funzione monodionia ha evidentemente per radici tutte le quantità

della forma

mas -+- uni ,

e per infiniti tutte e sole le quantità della forma

{2m-+- 1) - -hnni.

Dunque ha i soli infiniti e tutte le radici della funzione ellittica

sn (s , k)

cn (z , k)
'

dove

(10)

q = e "'
.

Avremo dunque

-, . . , . 8n (j . k)

dove 9>(j) è una funzione intera.

Ora abbiamo

F{s -+ a> , 0,) = F{: , m) if{:. -+ m) ^" ^' '

''''^

F{s -i-ni,m) = — F(j , m) = — tf{s -+- ni)

cn (; , A)
'

sn {s . k)

cn (i , A)
'

onde

(f{s -i-as) = (f,{i) .

q(s H- ni) = y(s) .

e quindi

»(5) = C

,

W(- „\ ,siM£_^
cn (i , k)
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Moltiplicando da ambedue le parti per senhp— ^\ e passando al

co

limite per s= —, si ottiene :

(-1)C 'enh^. ,, C C
1 = lim ^ sn (j , A) = — — r = — ~,

,=| cn(.,A) ^ ' '

dn/- ^^ ^

C = — A;',

, sn (« , k)

cn (^ , /t)

Onde

f !
„

" (-^ *)

e quindi

cró'sn (

—

-—
, A)

(11) J = - ^ ^ '

cn (^•'•)

Consideriamo ora i valori della funzione potenziale V^ data dalla equa-

zione (5) per i punti che si trovano sulla linea che unisce i centri delle

due sfere.

Per i punti di questa linea che si trovano tra le due sfere, abbiamo

onde le equazioni (11) del numero precedente daranno

Zi

cosili scn -^r a(^^ + "-i)
t «
S2S-1

cosh (''" ^ ^)

fc' _ ^

coshlsm— " ~^o)

S 2S-1 = a

cosh (--|)
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e quindi

V,= cosh
(12)

IFc/f ^ --f ^-—^Y
\ " coslilsro-)- « — -| ' cosh I SCO -f- -il

o'/\ l -_y
^

\~
.

y
" cosh|sro —"+o) ' coshl- — sroj I

Se e = e', cioè se i due conduttori sono in comunicazione mediante un

tilo sottilissimo, avremo

(13)

v:= l -I- cosh
^
/v V
\ '''^[ 2 ^(2s-M)

I)

-y-
cosh I r -f- sro

il

Ora abbiamo

OD

\

-cosh(^-4-(2s-+-l)|) -senl.(.--t-^4-(2s-+-l)|)

snU'
=— /c'i

cn(-f.*)

k'

dn(i , /:)

e quindi

y //

cosh

= N

" cosh
(^
+ so,) ^cosh(iÌ^+ (2s+l)^)
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• e, sostituendo nell'equazione (13),

(14)
V' = ^ 1 -^ cosh ^ / ^^- -in(l k)\

Per i punti che si trovano sopra la retta clie unisce i centri, e che

hanno ambedue le sfere da una stessa parte, abbiamo

Quindi

(15)
:senh^| .^.v

-^c' 12

v = 0.

1

( «̂

senh
I
so? + a •

1 - 1

{s^+t)ì'

senh I sro — a
I

' senh I

'i)L
e, se e = e ,

V'' = cri senh

•(
2

"'^
senh (" (2.+ .)|)

V
"'"senhl -

li
sra

e in modo analogo si trova

(16) t; = c 1 — senh

Denotiamo ora con q^ e con q[ le densità degli strati elettrici nei due

punti m ed m nei quali le sfere («) ed («') incontrano la linea dei centri

e che si trovano tra questi medesimi centri, e con ^2 e qI la densità negli

altri due punti n ed n dove le sfere (a) ed («') incontrano la medesima

linea. Avremo dall'equazione (6):

___
1 /clY'A ___±(dK\ 2 cosh' I a

4Ti:\dp ìu=a 4:71 \ du /u=a a

, ^ _ X / fil^\ ^ _ J_ (dX\ 2cosbM»'

4n\dp Ju^tt.' 4n \ du /«=a' a
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Ora la equazione (14) dil

dN[ e . u / k'
--T-^ = -senh
du 2

+— co.b-

e quindi

Le due densità p, e q[ nei punti w ed m essendo a ed «' di segno

contrario saranno, una positiva e l'altra negativa.

Avremo inoltre :

e quindi

= _ -l (^'
senh' —

senh- -

271 \ du /„=a a

Ma dall'equazione (16) si ricava

rfV;' e , u

Hit
=-2''''' 2^

V,„(-|^,,) -(>)

,„^«LÌ_| !1,;,^ sn(^.^,^-)

^v
»/

« ..//•C'^T^'-") '"("'•V

cu 1—r^'-")
'"'(i'''l
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onde

(-p- =esenh-—7-;^—-,

e quindi

^2 = — -— senh^ —
sn

e^ = —^ senh
2;ra 2

su

.MI*)

ed anche nei punti n ed «' si hanno elettricità di segno contrario.

Per trattare il caso in cui i due conduttori sono in contatto, converrà

sostituire alle coordinate m e w le altre /t e v determinate dalle equazioni

,u V
l-ia = senh -

, va = sen -
,

e quindi porre a^ .

Supponiamo la funzione potenziale P delle forze elettriche esterne eguale

a zero; allora, sopra le superfìcie di ambedue i conduttori, la funzione poten-

ziale V, , relativa ai punti esterni, prende lo stesso valore e. Onde

V, = tf{Q+Q')
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(1 s ,. >

t ^ /
senb- - -+- sen*

-

SI» 1 / -^ -i

1? r ,,/2sro-f-2« — «\ ,y
senn- | | -h sen* ^

, /2sro -f- 2« — «\^( 2
)

senh* ^ -+- sen' -
^•»- _i/ "'"•"

2 '

"""
2

Denotando con /9 e /?' i valori algebrici inversi dei diametri delle due sfere,

avremo

? |/ (2saj -H 2/J — /t)^ -T- r-
'

?8s-i _ -| /__Ji!_±Z!__

essendo

Analoframente

yj_/9' = cn.

J {/ (2saj — 2/*' -F- /t)= + r«

onde

V, = c[i + r'?^ ••• (l ,,[^^^_„^ (2,,-, „„]•-.•
-

— 2sm)'-l-i'/J

Nei punti estoroi alle duo sforo che si trovano sopra l;i liuoa dei contri sarà

-tv
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V ^ , e quindi

V., = .[l+,e(Ì^_^^,_^^i^2^^^^^-|^-)].

Ora è noto che si ha:

^ 1 n nz

ir; z -+- (2s H- ifro
~ ~

2ro ^°^ 2b3
'

?- 1 n nz

Quindi

(

7l(^ + /g' — 2/t)

^^"2(^:=7)''" 2(^-^')

Denotando con (>2 e 02' le densità dello strato elettrico nei punti n ed n'

dove le due sfere incontrano la linea dei centri ed osservando che per v =

e h = —
, avremo :

An dp 4rr \ df.i K.=fi

, _ _ J_ d^ _ _ J_
( /^

'^'\ ^ _
^'- ~~

An dp ~~ An \ dfi /[j.=P'

8(/*-
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nel §. XIV, è dato dalla formola

W = i (cE+ e E')

,

ed essendo

E =cy„ -ì-c'yi, ,

K' = CYit -h c'Yit

,

l'attrazione o ripulsione F tra i due conduttori è data dalla equazione

Ora. dalle equazioni (7) del §. XVllI. abbiamo:

1

y„ = aY— seuh (sco -f- a)

_ ^ 1

^" ~ ~ * 4- senh sm
'

^ 1

-r seuh (sro — a
)

Dalle equanoui (1) del §. XVII, si deduce:

-Ja
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e quindi

F = 1 pRR' cosh«coshf<' 1 / ^ (sJ+ R' cosh a) cosh (sai + a)1 FRR' cosh» cosh f/ 1 / z v
senh-(sn5 -f «)

_ , ^- so cosh sm ,2 ^ (sa -h R cosh a) cosh (.s'w — «')\~|

-7- senh^ scìj V senh^ {sva - «')
/_|

Se le sfere hanno raggi eguali, sarà:

«' = — a , R = R' , 2Rcosh« = 2Rcosha' = J,

w = ^ „
' y . f .. - ce

'^'

2 • 'V-senh(2s-r-l)a -r senh 2sa
'

e quindi

v — ìi 2, ,» ^ coth g — (2.9 -^ 1) coth (2.; + 1) «r—^[e-^c)^
senh(2s4-l)a

~~

1 , ^ coth a — 2s coth 2sa

2 -r senh 2sa
'

T>

e, trascurando le potenze di j superiori alla seconda,

onde: due sfere eguali elettrizzate che si trovano a una distanza molto mag-

giore dei loro raggi, si attraggono si respingono secondo die le funzioni

potenziali sopra le due sfere hanno segni differenti eguali, e l'azione è

proporzionale direttamente ai valori delle funzioni potenziali, alle superficie

delle sfere e in ragione inversa del quadrato della loro distanza.

Se poi

e = e'

,

sarà

n ^^ V- / ^^„>i coth na — coth a

2 -r senh ««
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XX.

Bottiglia (li Lcyda.

Sopra due superficie A e B di Fonna qualunque, separate tra loro da uno

strato sottilissimo di materia coibeute, siano distesi due strati di materia

couJuttrice. Lo strato ciie è a contatto colla superficie A sia posto in comu-

nicazione con un corpo conduttore C , e quello che è a contatto colla super-

ficie B sia posto in comunicazione con un corpo conduttore C, e i condut-

tori C e C abbiano cariche differenti di elettricità. Denotiamo con V la fun-

zione potenziale di tutta l'elettricità che si trova allo stato di equilibrio sui

conduttori C e C e sopra i due strati di materia conduttrice in contatto

colle superficie A e B. Nel conduttore C, e nello strato che è in comuni-

cazione con C , avremo

Nel conduttore C e nello strato che è in comunicazione con C, sarà

Y = c',

essendo e e e due costanti dipendenti dalle cariche elettriche, dalla posizione

e dalla forma dei conduttori e dei due strati.

Denotiamo con 6 le lunghezze piccolissime ma variabili delle porzioni

di normali alla superficie A comprese tra A e B , e con 6' le lunghezze

delle porzioni di normali alla superficie B comprese tra B ed A,

Se prendiamo per assi coordinati la normale /) a un punto m della su-

perficie A e due rette tra loro ortogonali sul piano tangente ad A nel punto

w! , che passano per m, V sarà una l'unzione di /* e delle altre due coor-

dinate; ed è chiaro che nel punto n, dove la normale in m alla superficie A
incontra la superficie B, avremo

„ , ,
^d\ e' d'Y

yf = c'= c-he-r--h--—-,
ap 2 dp*

trascurando lo potenze di H superiori alla seconda.

Analogamente avremo

, , ^, (/V
,
0" d'W
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Denotando con q e q' le densità degli strati elettrici in contatto colla su-

perficie B, abbiamo ,

ì_dY ,__J_^
^ ~"

47t dp ' ^ ~ indp"

e, trascurando le quantità dell'ordine 6

,

d'Y d^Y

dp'' dp'^
'

Onde, prendendo eguali 6 e fi', avremo:

e ^ — 4,7^ fi

— inQd

d^iPY

2 dp^
•'

«- d'Y

2 dp^
'

La superficie A è una superficie di livello rispetto alla funzione V ;

quindi la sua equazione sarà della forma

f{x ,y ,z) = X,

essendo V funzione della sola A . Avremo dunque :

dY dY ,--

dp- dX^"^^ '
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Ora, la equazione

VA
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Se denotiamo con du e dv gli elementi delle due linee di curvatura

della superficie A in un punto m, l'elemento da di questa superficie sarà

da ^dudv;

l'elemento della superficie B, determinato dal prolungamento delle normali

ad A, sarà

da' = du' dv'
,

e avremo

du du' dv dv'

Vi K + tì ' R' R' + fl'

onde

(3) da = du do (l -,-

I) (
1 ^-

I)
= da [l + « (| + ^,)]

•

Avremo dunque

e quindi, trascurando le potenze seconde di ,

(4) q da' = — qda
,

cioè il seguente teorema:

Se prendiamo iena porzione a di superficie A Limitala da una curva

chiusa, e la corrispondente porzione b di superficie B limitata dalla curva

tracciata sopra B dai prolungamenti delle normali ai punti di a, la somma

algebrica delle quantità di elettricità che si trovano sopra a e sopra b , è

eguale a zero.

Se i contorni delle due armature si corrisponderanno in modo che le

normali ad A nei punti del contorno dell'armatura di A, prolungate fino alla

superficie B, determino il contorno dell'armatura di questa superficie, e se de-

notiamo con E ed E' rispettivamente le quantità di elettricità o cariche elet-

triche delle due armature di A e di B, avremo approssimativamente

E' = — E.

Moltiplicando per l'elemento da della superficie A l'equazione (2), si ottiene

r

C — €
q' d(S ^ Qd<y = ~—— d(y ;
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ma dalle equazioni (3) si deduce

,',. = _,,.[, _.^l..i,)]

dove si sono trascurate lo potenze di 6 superiori alla prima. Quindi, trascu-

rando la potenza prima di faccia alla potenza negativa di 0, abbiamo

Se prendiamo uniforme la grossezza dolio strato coibente interposto tra le

due armature, 8 sarà una costante; e denotando con S la superficie dell'ar-

matura di A , avremo :

S , S
E = e -—r — C

4nd Ano '

(^) s , s
E' — — e :r-r. + e

4nO 4:7x0

Kammentando ciò ciie esponemmo alla line del §. XIII, abbiamo da queste

equazioni i seguenti teoremi, i quali sono veri nel grado di approssimazione

del calcolo che abbiamo fatto :

1°. Le capacità elettriche delle due armature di una botiiylia di

Leyda sono eguali e direttamente proporsionali alla superfìcie dell'arma-

tura, e inversamente proporzionali alla grossezza dello strato coibente

interposto.

2». La carica elettrica è proporzionale alla capacità elettrica delle

armature e alla differenza dei i^alori della funzione potenziale sopra i

due conduttori mediante i quali si è caricata la bottiglia.

Il potenziale delle due armature, cioè la funzione le cui derivate ri-

spetto alle coordinate rettilinee e aiii^olari clie diurno la posizione dell'una

relativamente all'altra, esprimono le loro azioni reciproche, sarà

P = -ì{cE + cW).

che colla sostituzione dei valori di E e di E' diviene

^__ (e'-cYS
8n0

'

Ora. se scarichiamo la bottiglia, cioè se slabiliamo la comunicazione tra

le duo armature, e' diviene eguale a e, e quindi

P = 0.
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Onde la scarica aumenta il potenziale della quantità

(c'— cyS

e per quello che abbiamo dimostrato nel §. IX, avremo il seguente teorema :

Gli effetti meccanici della scarica di una bottiglia di Leyda sono

direttamente proporzionali alla superficie dell'armatura, al quadrato della

differenza dei valori della funzione potenziale sopra i due serbatoj coi

quali sono state poste in comunicazione le due armature per caricarla, e

inversamente proporzionali alla grossezza dello strato coibente interposto

tra le due armature.

Se la scarica non produce lavoro meccanico, né movimento, tutto l'effetto

meccanico si ridurrà a produzione di calore, e la quantità di questo sarà

data dalla formula

(e'— c)»S
C:

%n6l

denotando con I l'equivalente meccanico del calore.

Siano ora n bottiglie di Leyda tutte eguali tra loro, e distinguiamo con

indici, posti in basso alle lettere che le esprimono, le quantità relative alle

differenti bottiglie. Supponiamo che l'armatura Ai della prima bottiglia sia

in comunicazione col conduttore della macchina elettrica sopra la quale la

funzione potenziale abbia il valore e' \ l'armatura B, della prima bottiglia

sia in comunicazione coU'armatura A, della seconda, e denotiamo con Ci il

valore della funzione potenziale sopra A., e Bi : l'armatura Bj sia in comu-

nicazione coU'armatura A;, della terza bottiglia, e sia c-, il valore della fun-

zione potenziale sopra A3 e B, , e così di seguito ; Analmente l'armatura B„

sia in comunicazione con un serbatoio sopra il quale la funzione potenziale

ha il valore e . Siano rispettivamente q'ì
,
q'ì , q'z -, Qn le densità delle elet-

tricità sopra le armature A, , A, , A3 , . . . A„; e pi , ^3 , ("3 , • • • Cn le densità

sopra le armature Bi , B.. , . . . A„. Trascurando le potenze di superiori alla

prima, dalle equazioni (1) si ricava :

e' — Ci Ci — e'

^'"~
Ano ' ^'~ Ano '

f C\ — c<> e2
~~~' C\

t ^n—

1

C C71—1

^" " Ano ' ^" ~ And

19
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Onde, denotando con K[ . E, , . . . E^ le cariche delle armature A

, , A» , . .
.

, A„

e con E, , E; , . . . , E„ quelle delle armature B, , B» B„ . avremo :

e: =4^s , E, = -^^s,ino 4nd

4t7TB AnB

Ei ^n— 1
C Q 1? ^ ^«—

1

Q
n —

'a Z— " ' '''Il = —}
n— "

Anti ' " AnB

Sommando, abbiamo

e;+ e; H h e;. = - (E, H- Es H h e„) = ^f=^ \

.

Quindi abbiamo il seguente teorema, osservato da Green :

La carica elettrica di una serie di bottifjlie caricate per cascata è

eguale alla carica che si otterrebbe nelle medesime circostame da una

sola bottiglia.

Il potenziale della serie di bottiglie caricate per cascata sarà

w = — |(c'e; + c,e: + ^jE;h kce;, +
H- e, Ei H- (?8 Ej H h c„_, E„)

;

e, sostituendo i valori (6), avremo:

W = - g^ l(c'- c,y + {e, - c^r H- (e, - c,r+ • • + (^»-. - 0']-

Poiché le e;,Ei,...E|, hanno tutte lo stesso segno, le quantità e' — Ci

,

Ci — Ct,--- sono tutte positive o tutte negative, e la loro somma è eguale

a e' — e. Quindi la quautit;\ tra parentesi è <^ (e — cY , ossia, il poten-

ziale delle n bottiglie caricato per cascata, è minore in valore assoluto del

potenziale di una sola bottiglia caricata colla stessa macchina elettrica, e

abbiamo il seguente teorema:

Gli effetti meccanici che si ottengono dalla scarica di più bottiglie

di Leyda caricate per cascata sono minori di quelli che si sarebbero

ottenuti dalla scarica di una sola bottiglia caricala colla stessa mac-

china elettrica, e sempre diminuiscono crescendo il numero delle bottiglie.
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XXI.

Determinazione sperimentale dei valori della funzione potenziale

di un sistema di corpi elettrizzati.

Sia V la funzione potenziale di un sistema di corpi qualunque elettriz-

zati, posti in presenza uno degli altri, ed S lo spazio connesso esterno a

tutti questi corpi. La funzione V avrà valori costanti sopra i corpi condut-

tori del sistema e valori determinati, ma che potranno essere variabili da

punto a punto nei corpi coibenti del sistema; e queste condizioni servono

alla sua determinazione in tutto lo spazio S. Dato il metodo per determi-

nare V analiticamente, vediamo come si possano verificare sperimentalmente

i valori di questa funzione. Sia m un punto dello spazio S , ed s una sfera

di materia conduttrice di raggio a e allo stato naturale, che porremo col

centro in ?w. Se le distanze di m dai corpi elettrizzati del sistema e il

raggio a della sfera s sono tali, che l'azione della elettricità di s non possa

rendersi sensibile sopra l'elettricità dei corpi conduttori del sistema, la elet-

tricità sopra la superficie della sfera s, sotto l'azione delle forze elettriche

del sistema, vi si distribuirà, come abbiamo dimostrato nel §. XV, in modo

che la densità sarà data dalla formula

dove r denota la distanza del punto che si considera dal centro di s, e

per V e -77 si debbono prendere i valori che avrebbero queste funzioni

nel punto della superficie s nel quale si vuole determinare la densità, se

non vi fosse la sfera s.

Finché la sfera s rimane isolata, la sua carica elettrica Q sarà eguale

a zero, cioè le elettricità positive e negative che si troveranno sopra la

medesima saranno eguali; e avremo

ocfs = = <?fl— ;; ^ds —
J AnaJ 2naJ

dY
_,-7— ds.

dr

Ora, per il teorema 1° del §. IV, abbiamo

; dr
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quindi sarà

e avremo il seguente:

Teorema 1°. In una sfera isolata s sotto l'azione di forze elettriche

di un sistema qualunque, nel caso che si possa trascurare l'azione che

l'elettricità che si trova sopra di lei esercita sopra quella degli altri

corpi conduttori del sistema, l'elettricità si distribuisce in modo che la

funzione potenziale del sistema sopra la superficie di s sia eguale al valor

medio che avrebbe sopra i punti che occupa la superficie stessa quando

la sfera s non vi si trovasse.

Prendiamo ora un filo conduttore e poniamo la sfera s in comunicazione

col suolo; una porzione di elettricità dalla superficie s andrà nel suolo, e

la rimanente si distribuirà sopra s e sopra il filo conduttore in modo che

la funzione potenziale vi sia eguale a zero. Questo durerà finché il filo con-

duttore rimanga unito a ?; ed al suolo ; ma quando si toglie la comunicazione

del filo colla sfera e si allontana il filo, l'elettricità della sfera s, non es-

sendo più sotto l'azione di quella che si trovava sul filo, prenderà un'altra

posizione di equilibrio, e il valore della funzione potenziale potrà variare

e tornare ad essere dill'erente da zero. Se però il filo sarà tanto sottile che

l'azione della elettricità che potrà trovarsi sopra il medesimo in vicinanza

della sfera s sia trascurabile, tolto il filo, la elettricità della sfera s con-

serverà la medesima distribuzione, e quindi la funzione potenziale continuerà

ad esservi eguale a zero. Dopo aver dunque posta la sfera .s in comunica-

zione col suolo mediante un filo sottilissimo, ed aver poi tolta la comuni-

cazione, avremo e = 0, e quindi la densità sopra la superficie di s sarà data

dalla formula

4^, = ___2—

,

e quindi, denotando con Q la quantità di elettricità rimasta sopra la sfera,

avremo

Onde si deduco il seguente:

Teorema 2°. La quantità di elettricità che si troverà sopra una sfera

conduttrice col ce/Uro in un punto m , dopo averla posta in comunicazione

col suolo mediante un filo sottilissimo, trascurando l'azione che essa potrà

esercitare sopra i corpi conduttori che la circondano, sarà eguale al
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raggio di questa sfera moltiplicalo per il valore medio che la funzione

potenziale della elettricità dei corpi che la circondano, preso negativa-

mente, prenderebbe nei putiti occupati dalla superficie quando essa non

vi si trovasse.

Se il raggio di questa sfera sarà piccolissimo, questi valori della fun-

zione potenziale sopra la sua superficie differiranno insensibilmente da quello

che essa ha nel centro dalla sfera, e avremo, denotando con V,„ questo valore,

Q = - aV„

,

e quindi:

Teorema 3°. La quantità di elettricità di una sfera piccolissima di

materia conduttrice posta col centro in un punto m, dopo che sarà stata

in comunicazione col suolo mediante un filo sottilissimo, sarà eguale al

prodotto, preso negativamente, del raggio della sfera moltiplicato per il

valore che la funzione potenziale della elettricità dei corpi che la cir-

condano avrebbe nel punto m se essa non vi si trovasse.

Con una sfera di prova si determinano dunque 1 valori della funzione

potenziale nei differenti punti di uno spazio in cui sono immersi corpi elet-

trizzati, purché questi punti non si trovino troppo vicini alle superficie di

quelli tra questi corpi, clie sono conduttori.

Se scandagliamo colla sfera di prova un punto dello spazio interno ad

un conduttore, per esempio un punto dello spazio racchiuso da una super-

ficie sferica, troviamo sopra la sfera di prova una carica elettrica propor-

zionale al valore della funzione potenziale sopra la superficie della sfera,

benché in quel punto l'azione elettrica sia nulla, perché la funzione poten-

ziale ha in esso il medesimo valore che ha alla superficie della sfera.

Ora, se invece di far comunicare col suolo la piccola sfera s che ha il

centro in un punto m, si facesse comunicare, mediante il solito filo sotti-

lissimo, con uno dei conduttori sopra il quale la funzione potenziale ha il

valore /S, dopo tolta la comunicazione, avremo sempre

c = ^\

e quindi la densità sarebbe data dalla formula

ino =z 2 -T— .

a dr

Onde, denotando con Q' la quantità di elettricità che si troverà sopra s,

avremo

<2> «"^"-"JB-
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e Bottraendo da questa la equazione (1), si otterrà

dalla quale si deduce il seguente processo sperimentale per determinare il

valore della funziono potenziale sopra un conduttore:

Si pone una sfera di prova in un punto m non troppo vicino al con-

duttore, e, dopo averla posta in comunicazione eoi suolo, se ne determina

la carica Q; poi si scarica la sfera di prova e si ripone col centro nello

stesso punto m , si pone in comunicazione col conduttore e poi se ne de-

termina la carica Q'; il valore della funzione potenziale sul conduttore

.
Q'—

Q

sarà .

a

La proprietà della sfera di prova di dare il valore della funzione po-

tenziale nei punti dello spazio esterno ai corpi elettrizzati, e non vicini a

quelli, tra questi, che sono conduttori, non so se sia stata osservata da altri,

ma certamente non è nota a molti fisici, i quali ritengono che dia invece

l'azione elettrica; e questo può dar luogo a molti errori. Facciamone l'appli-

cazione ad una esperienza di Faraday. Sia dato un corpo coibente K sim-

metrico, e simmetricamente elettrizzato intorno ad un asse X, e sia V la

funzione potenziale del medesimo; poniamo al disopra di K col centro sul-

l'asse X una sfera S di raggio a, e facciamola comunicare col suolo me-

diante un (ilo sottilissimo, e dopo scandagliamo colla sfera di prova s diversi

punti dell'asse X dalla parte della sfera S opposta a quella in cui è posto K:

si trova che le cariche della sfera di prova vanno crescendo sino a un certo

punto dell'asse, al di là del quale decrescono indefinitamente. Ora è facile

a dimostrare che la funzione potenziale della elettricità di S e di K cresce

sino a un certo punto, dove acquista un valore massimo, e poi decresce in-

definitamente, mentre l'azione elettrica in questo punto è nulla, e se prima

era attrattiva, dopo è ripulsiva, e viceversa.

Infatti, abbiamo dal §. XV che la funzione potenziale della elettricità

della sfera S, dopo che è stata in comunicazione col suolo, sopra un punto m

dell'asse X distante dal centro della sfera di una lunghezza .r>a, sarà

X \x f

essendo Y
\

)
il valore della funzione potenziale nel punto reciproco ad w;

quindi la funzione potenziale delle elettricità di K e di S .sarà
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Ora questa funzione è nulla per a- = «, e per a- ^ oo , ed è continua : dunque

deve avere un massimo, il quale si troverà ponendo

dP

da;
= .°^(f)-S.^'(?) + ^'M = »-

Quindi in questo punto l'azione elettrica sarà nulla e passerà dal positivo

al negativo, o dal negativo al positivo, cioè dall'essere attrattiva all'essere

repulsiva, o viceversa.

Supponiamo che il corpo coibente K sia una sfera elettrizzata uniforme-

mente col centro sull'asse X : avremo

n
V =

X

essendo j la distanza tra i centri delle due sfere; quindi

p=—^+^.SX + fl X -\- g

e, denotando con /t la distanza dal centro della sfera S del punto dell'asse

X dove la funzione potenziale P ha il valore massimo, abbiamo

/^\ =c(-^ ^—\=Q

onde

'•=<^-(-l/f-f)

Rimane ora a considerare il caso in cui la sfera di prova sia posta a

contatto con un conduttore elettrizzato. Quando si trova in punti sufficien-

temente lontani dai conduttori elettrizzati, si può ammettere che la elettricità

indotta in essa non alteri il valore della funzione potenziale dei corpi che

la circondano nei punti dove essa si trova ; ma questo valore non può am-

mettersi che resti inalterato dall'azione dell'elettricità comunicatale, sopra le

parti del conduttore che le sono prossime, e quindi la determinazione della

sua carica è un problema più complicato. Limitiamoci a trattarlo nel caso

più semplice.

Sia dato im conduttore di forma sferica S elettrizzato e isolato, e sia

R il raggio di S. Prendiamo la sfera di prova s allo stato natm'ale, e sia

il suo raggio a molto piccolo rispetto a R. Sia q la densità elettrica co-
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stante sopra la superlìcie S ; il valore della funzione potenziale sopra S sarà

e= 4;rR^

.

Dopo che avremo portato la sfera di prova a contatto con S, a cagione

della piccolezza di s rispetto ad S, la funzione potenziale delle due sfere avrà

sopra la superlìcie di ambedue il valore e, e, per quello che abbiamo esposto

alla line del §. XVII 1, nello spazio esterno alle due sfere sarà data dalla

formula

v...[i + ,y+ ...t(p;
1

]\fi — 2scsY -+- V- /J
'

essendo

'* ~ 2a • '^ - ~ 2R
•

Se denotiamo con E la quantità di elettricità che si troverà sopra la sfera

di prova, avremo

E = — — {—da
4:71 J di'

Osserviamo ora che la distanza f) di due punti, uno di coordinate (ju , r),

l'altro di coordinate (/? , y), è data da

j_ t/(ia-/g)'-4-(r- y)'

e che quindi

rff//t»-l-v«
lim ^—

Osserviamo inoltro che, nello spazio racchiuso dalla sfera di prova, la

funzione V,. non diviene infinita altro che per i punti che hanno le coordinate

jtt = 2s/J — 2s/S' ,
»' = 0;

iu = (2s + 2)/J — 2s/S' ,
»' = ;
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ed, applicando il teorema 2° del §. IV, avremo

2"'-^,

Mìi'-'^^y
Quindi, trascurando le potenze di - superiori alla seconda, avremo

P

2/?^ 4- s' 12 fi'

'

e, sostituendo i valori iì e, fi' e fi

,

E=:-g- . 4na'Q.

Onde abbiamo il seguente teorema:

La carica elettrica che prende una piccola sfera di prova s allo stato

naturale, quando è posta a contatto con una sfera S isolata elettrissata,

è proporsionale direttamente alla propria superficie e alla densità del-

l'elettricità della sfera S.

Se stacchiamo la sfera di prova dalla sfera S, e la sottragghiamo alla

sua influenza, l'elettricità E che si trovava sopra la medesima vi si distri-

buirà uniformemente, e denotandone la densità con q, avremo

,
E__7r^

^ ~ 4na^ ~ 6 ^ '

e abbiamo l'altro teorema :

La densità sopra una piccola sfera di prova s dopo che è stata a

contatto con un conduttore sferico S, sarà eguale alla densità della elet-

tricità sopra la sfera S moltiplicata per — .

20
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XXVII.

OTTAVIANO FABRIZIO MOSSOTT!

(Dal Giornale di iiuiltinatiche ad uso degli Studenti delle Vniversilà italiane, t. I, p. 92^ Napoli, i86j).

Il dì 20 di marzo di quest'anno l' Italia ha perduto in Ottaviano Fa-

brizio Mossotti una delle sue più alte intelligenze, uno dei suoi pili nobili

caratteri ; i giovani matematici ed astronomi il loro più amorevole maestro

ed amico; lo scienze matematiche uno de' loro più valenti cultori. Compresi

di dolore annunziamo tale perdita, con poche parole intorno a questo uomo

eminente.

Il Mossotti. nella sua vita scientifica di più di mezzo secolo, coltivò

di preferenza l'applicazione dell'analisi alla fisica, alla meccanica razionale

e alia meccanica celeste. Gli scritti che ha pubblicato sopra questi soggetti

non sono notevoli per il loro numero, ma sono ammirabili per la eleganza

del calcolo, la chiarezza dell'esposizione, l'ordine con cui sono condotti e i

risultati che contengono. L' idrodinamica, le teoriche delle forze molecolari,

della capillarità, dell'ottica, dell'elettricità e degli strumenti ottici, e la

meccanica celeste devono a lui progressi e notevoli perfezionamenti. Come

Gauss, Egli amava il produrre, ma non aveva premura di pubblicare i suoi

lavori. Quindi ne ha lasciati alcuni inediti, quasi compiuti, che saranno

rac-olti e fatti conoscere al mondo scientifico dai suoi discepoli ed amici.

Di altri lavori, dei quali parlava spesso, e che nella sua mente erano già

condotti a termine, pare che rimangono soltanto pochi appunti.

Aveva vasta e profonda cognizione dell'analisi pura, che applicava con

l'eleganza che ammirasi nelle opere di Lagrange; e se non fosse stato at-

tratto potentemente nel campo delle indagini sulla costituzione interna dei

corpi, avrebbe contribuito molto più all'avanzamento di questo ramo impor-

tante dell' umano sapere. Prima di Abel e di Jacobi, Egli aveva avuto

r idea di considerare la funzione inversa dogli integrali ellittici di prima

specie; ma, occupato nei prol)lemi di fisica molecolare e di meccanica celeste

non aveva dato seguito a questo pensiero che Io avrebbe condotto alle sco-

perto analitiche che sono state tra le più belle e feconde di questo secolo.

li culto por la scienza, clie Egli aveva per il solo desiderio di scoprire

il vero, e non per fine di acquistare onori e infiuoiize, lo rendevano alieno

dal darsi cura di divulgare i proprii scritti, che quasi tutti compilati in
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lingua italiana, furono stampati iu Italia; quindi all'Estero era conosciuto

ed apprezzato molto meno di quello che meritava. I giovani matematici ed

astronomi avevan tutto il suo affetto, ed era largo con essi d'incoraggiamenti

e di ajuti. Di quelli che davano di sé buone speranze, Egli ne parlava vo-

lentieri e con passione, altamente lodandoli, e quando facevano qualche buon

lavoro, se ne compiaceva e rallegrava come di un avvenimento fortunato

per sé.

Amava grandemente l'Italia, e, non contento d'illustrarla nel campo

scientitìco, quasi sessagenario espose per lei la vita, guidando il battaglione

universitario toscano nella battaglia di Curtatone combattuta contro gli Au-

striaci nel 1848.

Sempre calmo e sereno, benevolo con tutti, non si poteva avvicinare

senza sentirsi compresi di amore e di riverenza per lui. Caritatevole, nes-

suno se ne andava scontento, che ricorreva a lui per soccorso. Quindi son

molto rari quegli uomini anche celebri per valore scentifico o per altri fatti,

de' quali sia stata pianta la perdita con dolore egualnionte sincero e profondo.
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XXVIII.

SOPRA LE FUNZIONI ALGKBRICill- DI UNA VARIABILE COMPLESSA
UEl'lNITE DA UNA EQUAZIONE DI TERZO GRADO

(Dal Giornale di Malematiche ad uso degli Sludinli drlle Vniicnilà italiane, I. Ili, pp. I4;-I4;,

Napoli, i86;).

Prendiamo l'equazione generale di terzo grado

(1) ao2^-hSa,g^-h3ati-\- a3 =

e supponiamo che a» , a, , at ed Os siano funzioni razionali di una variabile

complessa t.

Poniamo

(2^ D = (flofla — flia»)' — 4{ai — fl»as) (a|— 0,0,),

(3) D, = fl? — flofli-

La condizione da verificarsi affinchè l'equazione (1) abbia due radici

eguali sarà espressa dall'equazione

(4) D = 0,

e le condizioni da verificarsi affinchè le tre radici siano tutte eguali tra

loro saranno

(5) D = , D, =0.

ossia

(6)
£i=.£i = £i.
at a, rtj

Se to è un valore di ( per il quale la equazione (I) ha tutte e tre le

sue radici eguali, sarà un infinitesimo di ordine pari del discriminante D;

cioè I) diviso per una potenza pari di ()== / — /« . per t = t^ diverrà eguale

ad una quautitii finita e dill'erente da zero. Infatti, dovendo essere soddi-

sfatte le equazioni (6) per rf= 0, avremo:

(7) fl, = a, (T -4- S,<J"«)a, = a, (T -4- S,<J"«)

.

a, = a,(T-< S,(J"").
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dove T è una quantità finita e differente da zero, ed Si , S2 , S3 non si

annullano né divengono infinite per rf = U , ed Wi , Wj , vh sono numeri

interi e positivi.

Sostituendo i valori (7) nelle equazioni (2) abbiamo

D = r,f,(T 4- Sif)™')' (T + SjJ'"^) QT + S2(J'"=) (S.J'"' - - S,J"")'

— 4(T H^ SiJ"") (S,J"" — S^rf'"») (Sjc)"'^ — Sa^f"»)],

e quindi se «23 è il minimo dei tre numeri nii ,mt,m^, sarà t^ un infinite-

simo di D dell'ordine 2m^ , cioè /,, sarà un infinitesimo di D di ordine pari.

Prendiamo ora la funzione

(8) .=
J^(-«, + 1.P+Vq).

dove

la quale soddisfa all'equazione (1), ed avremo identicamente

(10) PQ=-D?.

Sia /„ un infinitesimo di D e D, ; a cagione della identità (10) <„ sarà

infinitesimo di PQ di ordine intero multiplo di 3; quindi se sarà infinite-

simo di P di ordine 'òs-hm, sarà infinitesimo di Q di ordine 3s'+ «,

essendo

(11) m-hn= (raod 3);

ed, essendo soddisfatte l'equazioni (6), sarà infinitesimo di D di ordine pari.

Dunque se facciamo percorrere all'indice di t un contorno elementare intorno

all'indice di (0, quando si torna al punto di partenza, se vogliamo conser-

vare la continuità della funzione, + |'D tornerà ad essere -I- fD ,
— j/D

' 3 ,

tornerà ad essere — ]/D , ma ]/P diverrà e ^ /P e j/ Q diverrà « ^ ^Q,
e quindi i diverrà

1 / imiti tniti v

(12) J-(_a, + e 3 «/p+e 3 yqy
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Porcoirendo coli' indice t un'altra volta lo stesso contorno, questa fun-

zione, quando saremo tornati al punto di partenza, diverrà

t 4m~*' 4H1TÌ \

(13) (_„, -^e ..

I
I» -4 e »

l/Q)

Poiché dalla congruenza (11) si ricava

4m == 2rt , 4rt ^ 2m (mod 3)

,

percorrendo un'altra volta lo stesso contorno, essa funzione riprenderà il va-

lore (8).

Dunque se m non è ^0(niod 3), nel punto indice di U avremo una

sostituzione circolare sopra i tre rami (8), (12) e (13) della funzione delì-

nita dalla equazione (1) (').

Se poi <o è infinitesimo di D e non di Di , bisognerà distinguere due

casi. Se è infinitesimo d'ordine pari, percorrendo con l' indice di / un con-

torno elementare intorno all' indice di /„ , quando si torna al punto di par-

tenza, ciascuno dei rami (8), (12) e (13) riprenderà lo stesso valore; se poi

è un infinitesimo di ordine dispari, percorrendo il medesimo contorno -!-
1 D

diverrà — J D, o — j 1) diverrà -f-J D, e quindi P e Q si permutano tra

loro, e abbiamo in /„ 'ma trasposizione sopra i due rami (12) e (13).

(') Vedi la Memoria, Sopra le fumioni algebriche di una variabile compltsta,

inserita negli Annali Jelle Università tusc.ine, t. VII (Scienze cosmologiche), pp. 101-130,

Pisa, 1862; oppure queste Opere.t. II, pji. lC-44.



— 159 —

XXIX.

TEOREMA DI ELETTRICITÀ STATICA

(Dagli Atti della Reale Accatlemia delle Sciente di Torino t. [^ pp. 24-25, Torino, 1865-66)

Dato un sistema di corpi elettrizzati, alcuni conduttori, altri coibenti,

se prendiamo una piccola sfera metallica isolata s allo stato naturale, e la

poniamo in un punto m , le cui distanze dai corpi conduttori del sistema ab-

biano un tal rapporto al raggio della sfera s , da rendere trascurabile l'azione

che la elettricità indotta sopra la medesima esercita sopra i conduttori ; se

quindi poniamo la sfera s in comunicazione col suolo, mediante una filo

metallico sottilissimo, e dopo avei- tolta questa comunicazione, la sottrag-

ghiamo all'influenza del sistema e ne determiniamo la carica Q; se dopo

averla scaricata la poniamo nuovamente nel punto m ,
quindi la poniamo

in comunicazione con uno dei conduttori del sistema mediante il solito filo

metallico, e dopo aver tolta questa comunicazione la sottragghiamo all' in-

fluenza del sistema e ne determiniamo la carica Q'; il valore della funzione

potenziale dell'elettricità del sistema sopra il conduttore con cui si è fatta

comunicare la sfera s , sarà dato dal quoziente della differenza delle due

cariche Q' e Q diviso per il raggio della sfera s.

Questo teorema dà un metodo sperimentale per determinare il poten-

ziale della elettricità di un sistema di conduttori elettrizzati, e quindi gli

effetti meccanici o la produzione di calore che potrà ricavarsene scaricandolo.
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XXX.

SUR LES SUBSTITUTIONS DE SIX LETTRES

(Dai C.omptcs-rendus des scmices de ì'Académie dei Scicncts, t. LXUI, p. S7S, Paris, 1866).

Soient

00,0, 1 ,2,3,4

les indictìs de six lettres. Si lon pose

^ , , (.'-+- a) ;(gH-ra)' + 3rfl'i

*«W = -i

(mod 5)

9'iW = s-i- a

où l'on désigne par r un résidu quadratiquo du uoiubre 5, toutes les sub-

stitutions de six lettres seront comprises dans les trois formes

où le coeiTicient a ne doit pas ótre ^ 0.
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XXXI.

SOPRA LA TEORIA DELLA CAPILLARITÀ

(Dagli Ainialì delle Università toseatw, t. IX, pp. 5-24, Pisa, 1866).

La teoria della capillarità è fondata sopra la ipotesi delle forze mole-

colari, cioè parte dal concetto che le molecole dei corpi agiscono le une

sopra le altre nella direzione della retta che le unisce e con una l'orza

direttamente proporzionale al prodotto delle loro masse, che è nulla quando

la distanza delle molecole è sensibile, ha un valore finito a distanza insen-

sibile ed è variabile colla distanza con legge incognita, ma con continuità,

e muta anche segno, cioè è ripulsiva per distanze minori, attrattiva per

distanze maggiori di un certo valore. A questa ipotesi ne hanno aggiunte

altre differenti i sommi geometri che hanno formato questa teoria, ma sono

arrivati tutti alle medesime equazioni fondamentali.

Laplace (') e Gauss (-) hanno ammesso che i liquidi conservano sempre

la stessa densità in tutti i loro punti. Poisson (^), riconoscendo questa ipo-

tesi non corrispondente alla realtà, ha ammesso una rapida variazione di den-

sità alla superficie, ma indipendente dalla curvatura della superficie stessa.

Young (^) e Mossotti {^) hanno ammesso una tensione nel velo fluido che

costituisce la superficie libera del liquido. 11 Mossotti (") ha spiegato questa

tensione colla rapida variazione di densità ammessa da Poisson, ed ha appli-

cato le condizioni di equilibrio date dalla Meccanica per un velo flessibile

soggetto a una trazione alle pareti del solido derivante dalla differenza tra

(') Supplément au L. X de la Mècanique celeste.

f) Comnientationes Societatis regiae Gottingensis receiitiores, t. VII, 1830.

(') Nouvelle théorie de Vaction capillaire. Paris, 1831.

(') Philosophical Transactions of the Royal Society of London, 1805.

('; Lezioni di Fisica Matematica. Firenze, 1843-1845.

C") Atti del Congresso degli Scienziati Italiani a Torino, 1840.

21
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l'attrazione esercitata dal solido sopra il liquido e dal liquido sopra sé stesso,

ed al quale sia aderente la massa liquida, che viene così tratta in alto o

spinta in basso.

Nella ipotesi di Laplace e di Gauss, nello strato di liquido compreso

tra la superficie libera o a contatto del solido e una superficie parallela a

questa e distante della lunghezza del raggio di attività delle forze moleco-

lari, le superficie parallele alla superficie libera o a contatto col solido rice-

vono azione dilTerente nel senso della normale esterna ed interna. Qnindi

l'analisi deve portare, come porta di fatti, alle condizioni di equilibrio di

un velo flessibile sollecitato da forze normali alla sua superficie, secondo il

concetto di Young. Poisson ha trovato però che le forze normali alla super-

ficie che si avrebbero in questo modo, non potrebbero essere capaci di pro-

durre innalzamenti o depressioni sensibili. Quindi ha ammesso che la den-

sità vari rapidamente alla superficie, e così ha ottenuto forze normali alla

superficie del liquido, capaci di produrre elTetti sensibili : e per le condi-

zioni di equilibrio quelle stesse di un velo flessibile, come nella ipotesi di

Young e di Mossotti.

Sono state eseguite moltissime esperienze per confrontare i risultati

della teoria colla realtà. Il primo fatto in contradizione colla teoria fu os-

servato da Young. La teoria porta che nel caso di due liquidi sovrapposti

in 1111 tubo circolare cilindrico verticale di diametro capillare, la massa

totale sollevata o depressa dev' essere eguale a quella che si avrebbe se il

liquido inferiore fosse solo nel tubo, ed Young osservò che questa massa è

notevolmente ditferente. nel caso dei due liquidi sovrapposti, da quella che

si ha nel caso del solo liquido inferiore. Il Mossotti pose la teoria d'accordo

colla realtà, ammettendo clia l'azione esercitata dalla parete del tubo sopra

il contorno della superficie libera del liquido superiore, e quella al contorno

della superficie di separazione dei due liquidi siano indipendenti tra loro,

cioè la seconda non sia eguale alla somma delle azioni esercitate dalla pa-

rete sopra il liquido superiore alla superficie libera, e sopra il liquido infe-

riore, come se la superficie fosse libera. Ora questo, come vedremo, non

potrebbe essere, se la densità nel liquido superiore fosse distribuita egual-

mente in vicinanza dei contorni della superficie libera e della superficie di

seimrazione dei due liquidi. Gli altri fatti posterioriueiite osservati in con-

tradizione colla teoria confermano il concetto di questa differenza di distri-

buzione di densità.

La teoria dà inoltre il seguente teorema: le quantità di liquido solle-

vate depresse per capillarità da un solido iniiuoiso nel medesimo, si otten-

gono moltiplicando por un coulliciento, costante per solidi di medesima materia

e por uno stesso liquido, la lunghezza della linea d' intersezione della super-
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ficie libera del liquido col solido. Ora le esperienze di Wertheim (') e di

Wilhelmy (-) provano al contrario che questo coefficiente varia colla curva-

tura della superficie del solido. Secondo la teoria, finché non si aggiungano

forze esterne non ci dovrebbe essere muta/ione nella superficie libera del

solido, e le esperienze di Quinke (^) provano al contrario che questa forma

e il coefficiente d' innalzamento variano sensibilmente col tempo nei fenomeni

capillari del mercurio. 11 sig. Wilhelmy ha trovato inoltre che la condensa-

zione dell'alcool in vicinanza delle pareti di un solido sarebbe sensibile alla

bilancia, il che corrisponderebbe poco al concetto delle rarefazioni e con-

densazioni prodotte dalle forze molecolari nella ipotesi che queste si esten-

dessero solo a distanze infinitesime.

Tutti questi esperimenti dimostrano che bisogna togliere dalla teoria

alcune delle ipotesi che vi sono state introdotte e modificarla, ponendo in

calcolo nozioni più esatte sulla natura delle forze di coesione e di adesione.

Questo è lo scopo della presente Memoria.

Della ipotesi delle forze molecolari io conservo soltanto la prima parte,

cioè ammetto soltanto che gli elementi dei corpi agiscano gli uni sugli altri

nel senso della retta che li unisce e proporzionalmente al prodotto delle

loro masse; il che porta ad ammettere che le forze di coesione e di ade-

sione abbiano fimzioni potenziali.

Se i liquidi risultassero da un sistema di punti materiali liberi per-

fettamente e in equilibrio sotto l'azione delle forze molecolari, è chiaro che

non potrebbe aversi una differenza nei valori della funzione di queste forze

nei diversi punti della massa del liquido. Perchè questa diff"erenza produr-

rebbe moto finché non si ottenesse una tal densità per cui la funzione delle

forze avesse lo stesso valore in tutta la massa. Quindi non si potrebbe avere

alla superficie libera del liquido quella tensione che altri fatti dimostrano

e che sola è capace di produrre i fenomeni capillari. Ma questo stato di

equilibrio interno non ha luogo nei corpi, e le nozioni che hanno portato

nella scienza i fatti della termodinamica, fanno ritenere al contrario, che

non esista mai un vero equilibrio nell'interno dei corpi, e che l'equilibrio

apparente sia invece uno stato permanente di moti rapidissimi. Alla super-

ficie poi del liquido ove è una continua mutazione di stato, una continua

evaporazione, vi dev' essere una variazione del valore della funzione delle

forze di coesione. Quindi, se si tratta di un liquido, come se fosse composto

{') V. Annales de Ch. et de Ph., Sèma serie, t. LXIII.

C) V. Poggeudorff's Annalen der Ph. und Ch., B. 119.

(") V. Poggendorff's Annalen der Ph. und Ch., B. 10.5.
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di punti in equilibrio sotto l'azione di forze che agiscono tra i medesimi,

probabilmente sostituiamo una stato ideale a quello reale, e per ottenere

risultati in armonia coU'esperienza, bisognerà aggiungere una ipotesi che

stabilisca Tequivalonza tra lo stato di equilibrio supposto e la permanenza

dei moti interni, dei quali i fenomeni fin qui osservati ci rivelano l'esistenza,

ina non la natura. Io ammetterò perciò un impedimento, che col tempo

possa anche in parte esser vinto, al passaggio delle particelle del liquido

da uno ad un altro degli strati vicinissimi e paralleli alla superficie, pas-

saggio che avrebbe luogo nelle molecole se le supponessimo affatto libere,

in conseguenza della variabilità del valore della funzione potenziale in vici-

nanza della superficie.

II.

La funzione delle forze che un liquido esercita sopra un suo elemento,

in cui sia concentrata l'unità di massa, è una funzione dei punti dello spazio

occupato dal liquido, 1 cui valori dipendono dalla distribuzione della den-

sità del liquido nella vicinanza dei punti che si considerano, e quindi è

finita e continua in tutto lo spazio occupato dal liquido, s-o la densità di

questo varia con continuità. Noi chiameremo questa funzione la funzione

potensiale della coesione del liquido. Chiameremo anche fumione poten-

siale dell'adesione di un liquido A ad un solido o ad un altro liquido B,

la funzione delle forze che il corpo B esercita sopra un elemento vicinis-

simo del liquido A, per le quali questo aderisce alla superficie del corpo B.

Considereremo, per più semplicità, il caso in cui siano dati due soli

liquidi diflerenti A, . Aj a contatto tra loro e con un corpo solido B. Deno-

tiamo con V, lo spazio occupato dal liquido A,, con Vj lo spazio occupato

dal liquido Aj; con p, e Qt rispettivamente le densità di A, o di A»; con

<fi e 9)t le rispettive funzioni potenziali della coesione dei medesimi; con

\pt e ìp2 le rispettive funzioni potenziali delle loro adesioni al corpo solido B;

con #1 e ftj le rispettive funzioni potenziali delle adesioni di A, ad A, e

di At ad Al .

È eridente che il potenziale 1' M sistema dei due liquidi sarà dato

dalla formula

P=<
) (y, -4- 2i/;, -f- 2tf,)('i<^«'-*- 5 I (yt -H 2i/'; -H 2</.) t'f <^''

.

dove colla lettera in basso al segno integrale denoliamo lo spazio al quale

il medesimo devo essere esteso.
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Oltre alle forze di coesione e di adesione, il sistema è sottoposto alla

forza di gravità, la cui funzione potenziale è eguale a gs quando si prenda

verticale l'asse delle z, e l'origine nel piano orizzontale di livello del liquido

inferiore in cui è immerso il solido. Quindi, per avere il potenziale totale W
del sistema dei due liquidi, bisognerà aggiungere a P la quantità

gqxzdv-+- gqìSdv ,

e avremo

(1) W = i f (yi-h2i/', -l-2fll + 2^2)(.l6^y^-

H-i
I

{(fi^2ìpi-^^Bi-\-2g2)qidv.

L'equilibrio del sistema si otterrà ponendo a zero la variazione prima

di W, risultante dalla variazione ó\ relativa alla densità ^i , dalla varia-

zione tfj relativa alla densità q, , e dalla variaziazione à' relativa alla forma

delle superficie libere dei due liquidi colla condizione che non variino le

masse totali dei due liquidi. Avremo dunque per l'equilibrio

(2) à,W-hó,W-hó'iw-i-k, 1" Q,dv~hki f Q^dv\ = 0.

Variando p, , variano evidentemente delle sei funzioni y, , yj , Vi i V» »

Oi e Oi soltanto (pi e fl,; e variando (i», variano solo yj e fi, . Avremo dimque

àiW = { ( ((y, + 21//, + 2»! -+- 2gz) àg, + (., (fy,) dv-h f q, óO, dv
,

<^2W = k
) ((y 2 + 2(/'2 -4- 2^2 -J- 2gz) óq„ -v q^ rfy^) do + f (>! 06 ^ dv .

Quando si hanno due sistemi di punti materiali S, e S,, e i punti

di Si agiscono su quelli di Sj nel senso delle rette che li uniscono, e con

intensità direttamente proporzionali al prodotto delle loro masse, se «P, è

la funzione potenziale delle forze con cui il sistema Sj agisce sopra un

punto del sistema Sj in cui è concentrata 1' unità di massa, e «Ps è la fun-

zione potenziale delle forze con cui il sistema So agisce sopra un punto

di S, in cui sia concentrata l'unità di massa, il potenziale del sistema Si

sopra So, se (>, è la densità del sistema S, , sarà \^%Qidv; e se Qi
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è la densità del sistema S., sai-à anche dato da j<I>,pj(iy, e quindi

La equazione sussiste anche se gli spazi S, e So coincidono in tutto o in

parte. Questo teorema è la generalizzazione di uno dato da Gauss per le

forze che agiscono secondo la legge di Newton (').

Pertanto avremo

Qìà^idv= ^lÓQidv , Qt^ftdv^ (fiÓQtdv,
J\, J\i JVj J\,

Qtàd,dV=: OiÓQidV , QióOidv^
I

OjÓQidv,
^ Vi Jv, ./Vi > V,

e quindi

(3) cf, AV =
f (y, + 1//, -f- 2tì, + gs) ^Q^dv ,

Jv,

(4) Ò,W = f {<ft-hipi + 20, + g2) rfp, dv .

Ora, le masse dei due liquidi non possono variare; avremo dunque

ÓQidv = , I
SQ,dv = 0.

Ammettiamo di più elio non possa variare altro ciie con un tempo assai

lungo, la massa di liquido che si trova nei successivi strati intiuilamente

sottili e vicinissimi alle superficie che limitano gli spazi Y, e V,; avremo

quindi

\ <}Q,dv = , |(f(>;rfy = 0,

estendendo gli integrali a uno qualuiKjue di questi medesimi strati. Onde

si vede dalle equazioni (3) e (1) chi' avremo

rf,W = () , ,r,w=r.o.

{') V. Lionville, Journal ile niatli. |nire8 e) Bppl., !'• «(«rie, t. VII. \>. 301.
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quando sia

(5) yi + V. + 26», + gs = e, ,

(0) <f, + »//, + 20, + g; = e,
;

dove Ci sia costante in tutto lo spazio V, fuori che in vicinanza della su-

perficie, dove varia passando da uno degli strati paralleli alla superficie,

ad un altro e <?2 sia costante in tutto lo spazio Vj, fuori che in vicinanza

della superficie dove anch' essa varii passando da uno degli strati paralleli

alla superficie ad un altro.

Sostituendo nella equazione (1), si ottiene

W: 4- {ci-hxlJi-h gz) Qidv-h\ [Ci + i//.. + gs) ?« dv

.

Una funzione potenziale dà colle sue derivate le componenti dello stesso

sistema di forzo in uno spazio qualunque, anche quando ad essa si aggiunga

una quantità qualunque costante in tutto questo spazio. Ora, nei punti dello

spazio Vi sufficientemente lontani dalle superficie che limitano questo spazio,

le funzioni potenziali xfJi e 6, hanno un valore costante
;
parimenti, in tutti

i punti dello spazio V., sufficientemente lontani dalle superficie che limitano

questo spazio le funzioni potenziali i//.> e 0, hanno un valore costante. Quindi

coU'aggiunta di costanti convenienti, si potranno in questi punti riguardare

eguali a zero ìpi e 0^ , ip„ e d^ , e avremo nei medesimi, dalle equazioni

(5) e (6)

e quindi nei punti nei quali è inoltre 3 =

(Pi = c, , q>i = Ci ;

e togliendo quindi dalle funzioni potenziali y, e (fi questi loro valori, avremo

eguali a zero le costanti Ci e c^ in questi punti e quindi in tutto lo spazio

occupato dai due liquidi fuori che negli strati superficiali.

I valori delle funzioni potenziali q>i e cpt nei diversi punti dei due

liquidi dipendono dalla distribuzione delle densità intorno ai medesimi, e

saranno nulli questi valori in tutto un dato spazio quando la densità sia

costante nel medesimo. Quindi Qi e q, avranno valori costanti rispettivamente

eguali a ^' e q" per tutto fuori che a distanze piccolissime dalle superficie

libere del solido e dalla superficie di separazione dei due liquidi.
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Denotiamo con »/, e »,, queste distanze dalla superficie libera S, del

primo e dalla superficie S.. del secondo liquido : con rj questa distanza dalla

superficie /, del solido che è a contatto col primo e dalla superficie t^ che

è a contatto col secondo liquido, e con e queste distanze dalla superficie a

di separazione dei due liquidi. 11 potenziale W potrà porsi sotto la forma

2W = (-'^
I
2dv — Q"g f sdv

, V, . Vj

-I- dsi 'pi\iCi -hxpiJQ, dp-i- dSi 'a,(c,-^tp^Q,dp

+ ] dli )^(Ci-htfJi)Q,dp-h ] dtt
)

^'^[c^ + xf)i)Qtdp
Jti Ja Ji^ -

-^ [da] y((^c,-^tf,)Q,—{C,-hXp,)Q,)dp

-h rfs, a,(o, — i>')gsd/i-+- 1 d(i
1 ^(Q, — (>')g:dp

-h \ dti \ ^{o; — q") gs dp -+- Ida
(
y{Q,—<y)9sdp

-h \
da \ yÌQi — q") gs dp -^ dst 'a,{Q, — Q")gsdp,

dove a,dsidp , «ids^dp , ^dtdp,ydadp sono rispettivamente gli elementi

degli strati aderenti alle superficie S, . S.. . / e cr e quindi a, , a. , /S e y sono

funzioni delle distanze da queste superficie e dei punti di'lle medesime. Po-

niamo

• -0

• -0

I
y{(^i f Vi)e. — ((«• ^'ÙQi)dp — c

,

•

iì{qx - q') dp = fi, . 1 /?(e, — (.") dp = /«,

.
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Le quantità ai , a. > e e bi , b.,

, /(, , j«, saranno rispettivamente funzioni

soltanto dei punti delle superficie Si , S2 , ff e t. Trascurando il peso degli

strati di densità variabili aderenti alle superficie Si , S.. e e , avremo

(7) 2W =
( a,rfsi+

I
UidSi^ \

eda

+ bidti-^- \ bidt-2 + g HiSdti-i- g ( fXiSdtt
Jtx Jtì Jti Jtt

-\-q'\ gsdv-hQ" ggdv.

III.

Determiniamo ora la variazione, dovuta alla mutazione di forma della

superficie S, degli integrali

\ ads,

che si trovano nella formula (7). Ponendo

-ìi Itz

^ =^ ' ^-~,y^

avremo

I ads= I \ aPdx dy

.

Quindi

^i

_j/.......,S»(-^.-^)^l5

dove da è l'elemento ed / è la lunghezza del contorno della superficie S
;

22
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à^s denota la variazione di z quando rimangono invariate .r ed y, e rfx .

ày,òz sono le variazioni che le coordinate dei punti della superficie S ri-

cevono nel passare dalla primitiva alla forma forma variata; onde abbiamo

ds ^S^s -\-pix -\-qSy .

Siano ce , ^ ,Y i coseni degli angoli che la normale n alle superficie S

fa con i tre assi ;
«'

, i?' , /, ' coseni degli angoli che la tangente t al con-

torno ff fa cogli assi, ed a" ,^",y" 1 coseni degli angoli die la retta T

normale ad « e a < fa cogli assi. Avremo

aóx -^ ^àì^ -^ Y ^^
o„s= =^

,

y

e quindi

= - {^Òx — tt'dy -h (a'/J — «/?') (aSx-+-^dy'+-Y ^s)) =

= —(a"óx-h^"ày-+Y"^s)-

Ora, il liquido che si trova sul contorno a non \nìò muoversi altro che

lungo la parete t con cui è a contatto. Onde se prendiamo sopra la super-

ficie t un sistema di coordinate di Gauss, che denoteremo con u e v, do-

vremo avere

, ÙX , àX ,
X =— au-ì ov ,

òy=— Su -\ -iv ,

ài= —^ àu-\ àv ,

7)M Dv

e quindi

a"óx /?"<Jy-{ /'(?.- = («"— -+-/S"?-4-y"—U«H-
'

' V ^« '^ Dm Imi

V 7)y '^ Dr ' Do /

e denotando con cf<r, , Jit, gli elementi dello curva v = costante, u= costante,
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che supporremo ortogonali, sarà

a'àa;+ ^"Sy + y"6s = cos (T , ffi) Sa, + cos (T , ffj) da.
;

e se facciamo coincidere con e la tangente alla curva ff, , e denotiamo con T'

la tangente alla curva ff, , che sarà perpendicolare alla tangente al contorno o

e alla normale alla superficie S, avremo

cos{T,o-,) = cos(T,T') , cos(T,o-2) = 0;

e quindi

ttòx + ^"Sy + )'"rf2 = cos (T , T') rfff,

.

Abbiamo inoltre

l>x "ìy Ix ~òy (k^r')'

denotando con E ed R' i raggi di massima e di minima curvatura della

superficie S.

Sostituendo i valori trovati nella equazione (8), si ottiene

(9) i'{ads=\ a rfc, cos (T , T' ) rfff+

Per ottenere la variazione degli integrali della formula (7) della forma

jbdt,

nei quali la superficie /; è di forma invariabile, e la variazione è dovuta al

movimento del liquido lungo la medesima bisogna prendere le direzioni tra

loro ortogonali tfff, ,
óa^ nel piano tangente a. t, & facendo coincidere ffj

con ff , ff, coinciderà con T', e quindi

a'óx + ^"òy -f- y"òs = cos (T , T') Jff, = rfff,
;

e poiché

avremo

(10) à'jbdt=r bòa. da
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Gli integrali tripli che compariscono nella forinola (7) sono della forma

I adv,

dove a è una funzione delle coordinate r , y , r. Variando la forma delle

superficie che limitano lo spazio V, abbiamo:

,
= a{a Sx ->r ^òy ~\-y Si) ds

.

Se le superficie che limitano V sono S, , Si e / ,
questo integrale si de-

compone in tre.

Osservando che gli angoli che le parti esterne allo spazio V delle nor-

mali alle superficie S; ed S, fanno coll'asse delle s sono uno acuto e l'altro

ottuso, è chiaro che, essendo sopra la superficie Sj

dSi{adxt -+- fiòìjt -+- yàii) = yàfi.ds^ = òaZ^dxdy ,

sopra la superficie S, sarà

ds,{uóx-h fiSyi -f- yrf^i) = y^ttids, = — à^^idxdy .

Abbiamo inoltre sopra la superficie /

a àx -h P ày -i- y óz = ,

perchè il liquido a contatto colla superficie ( rimane sempre a contatto du-

rante la variazione. Quindi

(llj à i adv= { \{a"ó,s, — a'óti,)d.>dy,

dove con a" e a' denotiamo i valori di a corrispondenti rispettivamente ai

valori 2, e s, di i.

iV.

A noi, por io scopo che ci siamo proposti, basterà limitarci a conside-

rare il caso in cui la superficie solida a contatto coi li(|iii(ii sia cilindrica

verticale. Cominciamo dal supporre un lì(iuido solo. Avromu

Vi = Vf • "i = "i > (?' -^ q"'-
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onde

e quindi

(12) 2W= 1 a, dsi ^ ( Ihdli^- a-ids. + Q \ rj-dv^g
\

,«,
Js, .'(, Jsa wV Ji,

.dt.

Se la superficie del solido è quella di un solo piano, non vi è che una

superficie libera del liquido : manca la superficie Sj . Se è composta delle

superficie interne di due piani paralleli o della superficie interna di un tubo

cilindrico, se non si ha riguardo al fenomeno di capillarità che si deve ma-

nifestare alla superficie esterna, e la superficie Sj è molto grande rispetto

all'estensione della superficie Sj , la variazione di quella dà luogo a una

variazione trascurabile di fronte alla variazione di questa. Quindi, in ambedue

i casi, avremo

(13) à' r atds, =
So

Se poi denotiamo con w l'angolo che fanno i piani tangenti alla super-

ficie Si e alla superficie ti , lungo la linea della loro intersezione, e deno-

tiamo con l la lunghezza di questa linea, avremo dalla formula (9)

(14) ài UidSi = ttiCoataddàs-h
Js, Jlt

+J )
dx dij

}
«1

(^j^
+

jj- )
—

(^ cos (nx) +^ cos («^ )

j j

6z

.

Dalla formula (lU),

(15) ó'fbidl,= rbiósda ,

--'il Jo

(16) rf' L((i^fi'^= [.(ìSÓsda;

e dalla formula (11), osservando che si ha «1 = 0,

(17) rf'e' ìgsdv^
j \

g:;Q' ^zdxdy
,

(18) d'k f Qdv = /c [ q' Sz dx dy .
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Sostituendo i valori (13), (14), (lo). (1(5), (17) e (18) nella equazione

V,

dedotta dalla formula (12). si ottiene

I (aicosuì-h bi-h ginis)dsd(! -j- I j(/a;(/yrfj 9Q'' -^^^^Q -^ a,l- A—

Onde

(19) gQ's+ kQ'-ha,(j^+ ^)-^coB{ux)-^cos(ny) = 0,

(20) fl,cosw-l- è| H-^,u,ì = .

Ora «1 clie dipende dalla distribuzione della densità alla superficie S,

e dai valori che nello strato superticiale ha la quantità e,, può riguardai-si

costante sopra tutta questa superticie. fuori clie in vicinanza del suo con-

torno, dove la densità e e, varieranno rapidamente, ma con continuità, a

cagione del valore dillerente da zero che ivi acquista la funzione i/», . Onde

il valore di a, nella equazione (19) sarà in tutti i punti della superficie non

vicinissimi al contorno eguale ad una quautità costante a diversa dal valore

di ai nella equazione (20), il quale sarà costante se la parete è un cilindro

circolare o un piano verticale, potrebbe essere variabile se la superficie del

solido fosse un cilindro non circolare. Di più essendo a costante in tutta la

parte di superficie non vicinissima al solido, spariscono gli ultimi due ter-

mini, e abl)iamo :

(21) ye'jH /.e'^ "(ij
'

it')
= "-

(22) Oì COSO) -h bi-i- g Hill =^0 ,

dove h indira l'alte/za dei contorno.

Preudendo il piano orizzontale di livello per piano delle ay, abbiamo

in esso

R = 00 . R' = 00
;
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onde

A- = ,

e quindi l'equazione (21) diviene

(23) ^^' + KS'^^)^*^-

Trascurando le quantità di liquido condensate alla parete, sarà /(i
= 0,

e la equazione (22) diverrà

(24) «icosm + ^1 = 0.

Determiniamo ora la quantità M di liquido sollevata per capillarità.

Avremo dalla equazione (19) nella quale è posto k = 0, ponendo mente alla

equazione (20),

jM = p' I
j

I qdxdyds =^ g \ \ qzdo^dy -f- g I ii^zdo =

JJ ( -òx jn_^8 + ^2 Dy ^/i^pi^pi
\

-h g I fiikdtf= lUi cos CD -I- g/ii hi = — bil .

Quindi la massa di liquido sollevata o depressa per capillarità sarà

proporzionale alla lunghezza della linea d' intersezione della superficie libera

del liquido colla superficie del solido; ma il coefficiente bi d'innalzamento o

di depressione del liquido dipendendo dalla distribuzione della densità del

liquido lungo questa linea, potrà variare colla curvatura della superficie e

col tempo, potendosi modificare questa distribuzione in conseguenza delle

variazioni che offre la funzione potenziale <fi nella vicinanza di questo con-

torno, e che solo in un tempo più o meno lungo possono far passare parti

di liquido da uno all'altro degli strati paralleli e vicinissimi alla superficie

libera e alla superficie del solido.
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Passiamo ora a considerare il caso di due liquidi differenti sovrapposti

in un tubo cilindrico circolare verticale. La funzione potenziale W è data

dalla equazione (7). Abbiamo anche in questo caso

''S
ttiClSt = 0.

Denotando con j, le coordinate della superficie S, , e con »« quelle della

superficie ff; con Wi l'angolo del piano tangente alla superficie cilindrica

del tubo col piano tangente alla superficie S, lungo la loro linea d' interse-

zione, e con Cd. l'angolo della superficie <r colla stessa superficie cilindrica

lungo la loro intersezione ; avremo :

ó' \aidSi^\ aicoscoidtids -h

-^Jl! "' (I -^ 1^) - S" '''^"''y-^ '''^"^^
\

^'' '^'^ '^^ '

& ed(T =
I

ecosootósids' -h

-^}J I Ha "^ è) ~ ^i
'"'^''•'^ ~ I '"'^'^^^

\

'^'' "^^ '^^ '

à'
I h^dti =

j
h,(óSi — àx„)ds , ó\htdt,=

|
btàs.ds;

e denotando con h, il valore di s, per il contorno di Si e con li, il valore

di il per il contorno di <t, abbiamo :

ó'q' ij fjStdv = (>'(/] \:ió:,d.rdy — q'i/
\ \

sJi,dxd>/ ,

<)>"
j
g3idv = (>"g \

j
SidSidxdy ,

'1
j
it,sdl=\ (,'ii/ti'Jii

— jit, li;óio)da
, I

fittdt= \ nJhàitda ,

à'k,
\

Q'dv + ó'kt] Qtdv= /Ci
(
](ó;,—ós,)Q'dxdy-i~kt

[
\às,e"dxdy.

Jv, Jv, . v/..'
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Onde sostituendo nella equazione

Ò'W ~h S'k, { q'dv-^ 6'k.
\

Q"dv = ,

dedotta dalla (7), si ottiene :

*i? '^SQ^i + aA- + i^\ —— cos(w^) —— cos {ny) = ,

kiQ" — kxQ'+ oìq" — ?') «'2 -t- e (^ -+- ^ ) = -^ cos(«i.r)— -^ cos(«y) = .

\Ki iti / 0^ ùy

UiCoacùi -h bi -i- gallili = , ecosu>2-h b^ — b\~\-g{!iiht — |Ui/i,) = 0.

Ora osserviamo che ai avrà un valore che potrà riguardarsi come costante

ed eguale ad a sopra tutta la superfìcie Si , e ditferente dal valoru rt, che avrà

sul contorno. Lo stesso può dirsi per e, che sarà eguale ad una costante e

sopra tutta la superficie ff, fuori che nei punti vicino al contorno dove avrà

un valore che varierà rapidamente ma con continuità e sul contorno sarà

eguale ad e differente da e. Parimente bi sopra il contorno di S, avià un

valore b, sopra il contorno di a un valore b\ differente da è e da b^. L'e-

quazioni dunque potranno scriversi :

kxe'+ go'z, + «
(I
+ ]|r) = ,

k,q" — k,Q' + g{Q" — q')s, + ^ (^ + ^) = ^ '

aicoscoi + è + /tig'Ai = , e'cosù)2 -I- éo— b' -\- g{fioho — /jiAi) = 0.

Prendendo per piano delle xì/ il piano orizzontale di livello del liquido

inferiore si trova kì = e quindi le due equazioni prendono la forma

f •
1 \

^(.'5, + A+ a 1^ + ^1 = 0,

Trascurando le quantità di liquido condensate alla parete sarà ^Ui = /*, ^ 0,

e le altre due equazioni diverranno

«20080)1 + 6 = , e'costì)2-f èj — b' = .

23
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Dtìtormiiiiamo la quantità di liquido sollevata. Denotandola con M avremo

^M =
I j

qIq'ìs, — «-,) -^ q"sì\ dj: dy ds=

=
I

(ffiCOSft), + e, coswilf/ff = — {h — b' -^1)^)1.
•

Quindi la massa liquida sollevata o depressa sarà anche in questo caso

proporzionale alla lunghezza della linea d' intersezione della superficie libera

col solido; ma il coefficiente d'innalzamento o di depressione potrà variare

col diametro del tubo come portano le esperienze di Willielmy e sarà dif-

ferente da quello che si avrebbe nel caso di un sol liquido come porta la

osservazione di Young.

Se però la distribuzione della densità nel liquido superiore in vicinanza

del contorno della sua superficie libera e in vicinanza del contorno della

superficie di separazione dei due liquidi fosse la stessa e quindi anche i va-

lori ili Cx vi fossero eguali, avremmo

b = b' ,
?M = b.l

e quindi la massa sollevata o depressa sarebbe la stessa come se il liquido

inferiore fosse solo nel tubo.
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XXXII.

TEORIA DELLA CAPILLARITÀ

(Dal Xiiovo Cimento, ser. I, t. XXV, pp. 81-105, 225-2?7. Pisa, 1867).

Forze di coesione e di adesione.

Ciascun elemento di un fluido è sottoposto ad una azione degli elementi

che lo circondano e gli sono vicini, la quale si manifesta nei liquidi per la

resistenza che olirono quando si vogliono ridurre in parti separate, nei fluidi

aeriformi quando si tolgono gli ostacoli alla loro espansione. Se un elemento

di un fluido si trova in vicinanza di un solido, è sottoposto anche a un'azione

del solido stesso, che si manifesta colla resistenza che s' incontra volendo

distaccare il fluido dal solido. Senza indagare le ragioni di queste azioni

le potremo sempre riguardare come prodotte da forze che si esercitano dagli

elementi dei fluidi tra loro, e dagli elementi solidi sopra i fluidi e recipro-

camente, e che dipendono soltanto dalla posizione relativa degli elementi

quando la temperatura è invariabile. Le forze che agiscono tra gli elementi

di uno stesso fluido si chiamano forse di coesione, e quelle che agiscono

tra gli elementi di due fluidi differenti, o di un fluido e di un solido si

dicono foràe di adesione.

Ambedue queste specie di forze si esercitano soltanto a piccole distanze,

perchè le loro azioni sono indipendenti dalle masse dei fluidi o dei solidi

che si trovano a distanza non piccola dal punto dove l'azione si esercita.

Un'altra proprietà hanno queste forze che si deduce dal principio fon-

damentale della Fisica moderna : il principio della eonservasione delle forse ;

e che consiste nell'avere esse una funzione potenziale.

Infatti, sia un sistema fluido A in contatto con un sistema solido B,

e siano X,T,Z le componenti secondo i tre assi delle forze di coesione e

di adesione sopra un punto {x ,y , z) del fluido. Se la densità del fluido
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varia con continuità da un punto all'altro, X , Y , Z saranno funzioni con-

tinue dei punti dello spazio occupato dal fluido. Supponiamo ora che le forze

di coesione e di adesione non abbiano una funzione potenziale, cioè che il

trinomio

Xdx-ì-ldy-hZdg

non sia il difl^erenziale esatto di una funzione, che quando esiste si chiama

funzione potenziale. Le tre quantità:

f = 51 —^
1)2 l)tj '

5X_yy

non saranno eguali a zero altro che per valori particolari di .r , // e j.

Denotando con v la velocità dell'elemento dm del fluido, con ì\ la ve-

locità iniziale, avremo la nota equazione delle forze vive

dove gì' integrali relativi a dm sono integrali tripli che debbono estendersi

a tutto lo spazio occupato dal fluido, e gli integrali relativi a ds sono estesi

a tutta la linea percorsa da ciascun punto nel passare dallo stato iniziale

allo stato in cui è animato dalla velocità v

.

Su immaginiamo ora che il sistema dopo un moto qualunque ritorni

alio stato primitivo, quando le forze che agiscono nel medesimo hanno una

funzione potenziale y, abbiamo

Xda;-hYd}j-hZds = «y

e quindi

^ I o' dm — -
I vi dm —

j (y y„ì dm ;

e se le forze dipendono dalla sola posizione relativa degli elementi dil si-
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stema, quando ritorna nel medesimo stato, è chiaro che la funzione poten-

ziale deve riprendere lo stesso valore, quindi <p = (p^. e abbiamo

\v^dm=^ \vldm;

cioè quando il sistema ritorna allo stato primitivo, qualunque siano i mo-

vimenti per i quali è passato, la forza viva non è né aumentata, né dimi-

nuita. Ma quando non esiste una funzione potenziale, cioè quando J , jy e f

sono differenti da zero, gì' integrali

I =/(X dx + Ydy-^ Zdg)

estesi a tutta la linea percorsa dall'elemento che si considera, anche se

questa linea è chiusa, e l'elemento torna al punto preciso di partenza, non

sono più eguali a zero. Infatti sia e la curva chiusa percorsa dal punto

{x,ì/,s), e immaginiamo per questa curva condotta una superficie S con-

tinua, che non si estenda all' infinito ed abbia una sola falda, se poniamo

le derivate -"-
, -^ essendo tratte dalla equazione della superficie S; poiché

l'integrale I deve prendersi lungo la linea e che si trova sopra S, avremo

t/j =^ p dx -i- q ili/
,

e quindi

essendo l la lunghezza della linea e; e l'integrale doppio dovendo esten-

dersi a tutta la proiezione della superficie S sopra il piano delle xy.

Effettuando le derivazioni abbiamo

=J J (C — pS — q 1]) dx di)

.
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Ponendo :

f* + 1?* + ?' = ?^

f = p cos A , 7] = ^ cos fi , e ^ Q cosv
,

e denotando con « ,
/S

, y gli angoli che la normale alla superficie S fa con

i tre assi, abbiamo

1

onde

= p (cos / cos a H- cos « cos /? -f cos v cos y) ~
:JJ ' cos y

I =
j e cos(^,«) cJS,

essendo (q , n) l'angolo clie la normale fa colla retta la cui direzione cogli

assi fa gli angoli X
, ^ ,v

.

Ora si potrii prendere la linea ^ e la suporlìcie S in modo che cos(p,«)

conservi sempre lo stesso segno, e quindi 1 sia dill'oreute da zero, e poiché

percorrendo la linea e in senso contrario I muta segno, si potrà avere sem-

pre per I un valore positivo, e quindi

J>
Idm

avrà tutti gli cliMuenti positivi r sarà porcile dillereutc da zero. Dunque po-

tremo dar tali uinviiui'iiti al .sistema clic quando torna al primitivo stato

si abbia

- ?»' dm — -r \ vi dm
2.' 2J

differente da zero, e quindi une variazione nella forza viva del sistema senza

che esso rimanga alterato, senza nessuna azione esterna: il che contradice

al principio della conservazione della forza.

Una tiMza proprietà dello forze di coesione e di adesione si deduce dal

principili dell'eguaglianza fra l'aziono e la reazione, ed è che quando si iianno

due sistemi U ed A che agiscono i uno sull'altro, il potenziale di It sopra A

ò eguale al potenziale di A sopra lì.

Queste tre proprietà saranno il ftudauiento «iella teoria della capilla-

rità, che andiamo ad esporre.
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II.

Potenziale di un sistema di fluidi a contatto tra loro

e con corpi solidi.

Siano dati più fluidi A, , Aj , . . . A„ a contatto tra loro e con i corpi

solidi Bi , Bj , . . . Bm . Siano :

Qi , Qt , • Qn le rispettive densità dei fluidi ;

Vi , Vj , . . . V„ gli spazi che rispettivamente essi occupano;

S, , Ss , .. .S„ le loro supertìcie libere;

Sa' la supertìcie che separa A, da A,' ;

S'tt' la superficie che separa A, da B,'

;

y, , yj , . . . y-„ le funzioni potenziali dei fluidi sopra i loro elementi;

ìpiyipi ,. ..ipn le funzioni potenziali di tutti i solidi B sopra i fluidi
;

tì„/ la funzione potenziale del fluido A, sopra il fluido A,'

.

Il potenziale del sistema degli a fluidi sarà

P = 3 f ,
r (y, + 2V/t+ 2 J,' dtn - 2,gs) q, dv

.

L'equilibrio del sistema si otterrà ponendo eguali a zero le variazioni

prime di P risultanti dalle variazioni della densità dei fluidi, e degli spo-

stamenti dei punti che non mutano le densità, colla condizione che resti

invariabile la massa totale di ciascun fluido.

Potremo considerare separatamente le variazioni dovute ai cangiamenti

di densità e quelle derivanti dagli spostamenti che non mutano le densità.

Per tenere conto della invariabilità delle masse porremo eguale a zero

la variazione della funzione

W = I y, f (y( + 2»//,+ 22t,fl,r, + 2gz+1k^ q, dv ;

dove kt è una costante se la massa di tutto il liquido A, è invariabile. Se

però le particelle del liquido non sono perfettamente mobili, e trovano un
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impedimento a passare da uno ad un altro strato del medesimo, in gui8a

che la massa in ciascuno di questi strati sia invariabile, /e, si dovrà pren-

dere costante in ciascuno di questi strati e variabile da uno all'altro.

Variando q, variano soltanto le funzioni :

Quindi

(TW = -
]^, 1 f (y, -f- 2V, -t- 2 :?,- e,u -+- 2gs -+- 2k,) àg, dv

+ 2 [
pirftì,, rfy-(-2

I
Q.àO,,dv...

-f-2
I

?,., ef «,,,_, f/y-f- 2
)

Q,^t<ìd,,,^,dv-h-
- V(_, . Vi+1

I ^ fiO, di>

Ora se *I>i è la funzione potenzialo di un sistema Aj sopra i punti di

un sistema A, e (Pj la funzione potenziale del sistema A, sopra i punti del

sistema Aj . p, la densità di A, , o. la densità di A, . V, e Vj gli spazi

rispettivamente occupati da A, e A» , per la terza proprietà delle forze di

adesione e di coesione, avremo

Jv, Jv,

e questa eguaglianza sussisterà anche se gli spazi V, e V% coincidono in

tutto in parte. Questo teorema è la generalizzazione di uno dato da Gauss

per le forze ciie agiscono secondo la legge di Newton (').

Pertanto avremo:

Q, ó(p, dv= \ (fi ÓQido ,

'vi' ./Vi

^') V. Liuuville, Journal do malli l'ures et iil'i'l.. 1" ei'iio. t. VII. p. 301.
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e quindi

JW = V r
((^, + ,//, + 2«„ + 26,, ~h - 2#,_,,, + 2e,+,,,+ - 2e„i

+ g'^ 4- kt) ÓQtdv ,

e questa variazione dev'essere eguale a zero, qualunque siano le variazioni

ÓQt nei differenti punti dello spazio V(. Avremo dunque

(1) (ft+ ìpt~i-22t'd,,t-\-g2-hk, = 0.

Riducendo con queste equazioni il valore di W, abbiamo

(2) "^^IXt )
(kt-htp:-h9M)Q,dv.

Nei punti clie si trovano nell' interno del fluido A, distanti dalle su-

perficie che limitano lo spazio occupato da esso, di lunghezze maggiori della

distanza a cui si estende l'azione delle forze di adesione, le funzioni (/',

e 6,'i sono costanti e vi si possono prendere eguali a zero, perchè ogni fun-

zione potenziale contiene una costante arbitraria sommata colla parte varia-

bile le cui derivate danno le componenti dell'azione. Quindi dalla equa-

zione (1) si deduce per questi punti

(3) (pt + gs-hkt = 0;

e poiché questa massa interna è invariabile e quindi anche kt costante, cp,

sarà variabile di quantità dell'ordine di gds , che è molto piccolo in con-

fronto delle forze di coesione; ossia la funzione (ft varierà solo per il peso

del liquido che sovrasta a ogni punto. Ora il valore di (fi in ogni punto

di A( a temperatura invariabile dipende unicamente dalla distribuzione della

densità che si ha intorno a quel punto. Dunque la densità nei punti di A;

distanti dalla superficie più della distanza a cui si estende l'azione delle

forze di adesione potrà riguardarsi come costante, e denoteremo con (i,r il

valore della medesima.

Consideriamo ora i punti di A, la cui distanza da S( è minore di quella

a cui si estende l'azione delle forze di coesione, e la cui distanza dalle su-

perficie S(,' ed S'w è maggiore di quella a cui si estende l'azione delle forze

di adesione.

24
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Se dividiamo lo strato compreso tra la superficie S, ed una superficie

parallela e distante del raggio di attività delle forze di coesione, in un nu-

mero grandissimo di strati paralleli, in ciascuno di questi si potranno senza

errore sensibile riguardare costanti <f,, /e, e Qi. Ma queste quantità non

potranno conservare tutte lo stesso valore nel passare da uno strato all'altro,

e potranno darsi tre casi:

1°. Sarà costante q, come hanno supposto Laplace e Gauss. Allora

poiché uno strato più interno riceve la stessa azione dalla parte interna del

fluido A, e un'azione maggiore dalla parte esterna del tluido, di uno strato

meno interno, <p, sarà necessariamente variabile da strato a strato, e quindi

per l'equazione (3) lo stesso avrà luogo anche per k,.

2°. Sarà costante k, . Allora dalla equazione (3) si deduce che anche

yt potrà riguardarsi come costante non solo in ogni strato parziale, ma in

tutto lo strato di grossezza del raggio di attività delle forze di coesione, e

quindi p, sarà in quello strato variabile colla distanza della superficie, e (pt,

k, vi si potranno prendere eguali allo zero.

3°. Saranno variabili Q(,ki e quindi anche ifi colla distanza dalla

superficie.

Il primo caso potrebbe aver luogo soltanto se le forze di coesione non

fossero capaci di variare la densità del liquido; il secondo porterebbe alla

conseguenza che alle superficie S, non vi sarebbe azione alcuna delle forze

di coesione, e quindi il liquido sarebbe soggetto alla sola forza di gravità,

nei punti distanti dalle superficie S,,» e S',,- più del raggio di attività delle

forze di adesione, e quindi la superficie S, vi dovrebbe essere piana, il die

contradice alia esperienza. Quindi rimane possibile soltanto l'ultimo caso.

Lo stesso può dirsi degli strati aderenti alle superficie Sic e S',,».

La variabilità di kt dall'uno all'altro degli strati superficiali porta alla

conseguenza che in ciascuno di questi strati la massa del liquido sia inva-

riabile, come abbiamo notato precedentemente, e che quindi le particelle

del liquido non siano perfettamente mobili in vicinanza della superficie, ma

vi sia un irapadimeuto al passaggio di esse da uno strato ad un altro. Se kt

variasse col toiniio vorrebbe dire che questo passaggio potrebbe aver luogo

ma richiederebbe un certo tempo ad clì'ettuarsi.

Non ci tratterremo qui nelle indagini relative alla spiegazione di questi

impedimenti che rendono possibile la variabilità da strato a strato di am-

bedue le quantità q, e kt e prenderemo piuttosto la modesima come un fatto

sperimentale. Osserveremo soltanto che l'equilibrio interno non ha luogo nei

corpi, che lo nozioni che hanno portato nella scienza i fatti della termo-

dinamica fanno ritenere che l'equilibrio apparente non sia altro che uno

stato permanente di moti rapidissimi. Quindi se si tratta di un tluido come
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se fosse composto di punti in equilibrio sotto l'azione di forze che agiscono

tra i medesimi, probabilmente sostituiamo uno stato ideale a quello reale e

per ottenere risultati conformi all'esperienza bisogna da questa prendere i

dati necessari per istabilire la equivalenza tra lo stato di equilibrio supposto

e la permanenza dei moti, dei quali i fatti sin qui osservati ci rivelano la

esistenza e non la natura.

Denotiamo con ?;, la grossezza dello strato presso la superficie libera

in cui è variabile kt e la densità Qt ; con »,,(' la grossezza dello strato di

densità variabile presso la superficie Su' , e con ij'k' la grossezza dello strato

di densità variabile presso la superficie S'„:

.

È chiaro che denotando con V'( lo spazio interno di Aj in cui la den-

sità del liquido A, può riguardarsi come costante, avremo

2W = y Qt kA dv-hq'tg \ s dv

+ dst 'oci{{ipt-hkt)Qi-^ (Qt — Qf) gz)dpt

-h ds„' "'ciu'{{yJt-^kt)Qi-\~{Qt — Qt')gi)dpur
^S«' ^'O

-+ , ds'w ''"'a'u'dip, -+- k,) Q, -+- {q, — e,0 gs) dp'„,l :

dove «, dpi dst , ««' dpn' dsn' , ct'u' dp'w ds'w , sono rispettivamente gli ele-

menti degli strati aderenti alle superficie S( , Sk' , S',i' , e quindi «( , aw

a'a' sono funzioni delle distanze da queste superficie e dei punti delle me-

desime.

Ponendo

X 'cct{k,~hìpt)Qtdpt= at,

"'aw{kt + ipt) Qt dpu' = a ti',

ce'u'{kt-hg>t)dp'n' = l>n',

)
" cc'tt'iQt — Qt') dp'tt' = l^tt' .

I
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trascurando il peso risultante dalle condensazioni alle superficie S, e S,,'

e riguardando s costante col variare della normale ;/((', ed aggiungendo

fcA
-r Jy

dv
Vi

per esprimere la condizione della invariabilità della massa di ciascun fluido,

abbiamo per la funzione W, le cui variazioni, rit<ultanti dagli spostamenti

che non mutano le densità, poste eguali a zero daranno l'equilibrio.

(4) 2W = y
j

(.', k, r,^ i a,ds-ì- [ aw ds

X
i

, *,,' ds^g
I , Hu' s ds

Sii' . S II'

Se poniamo:

(qi' gs -^ e,) dv\
Vi J

III.

Variazione del potenzitile.

7t« ~Ò3

le derivate di * essendo dedotte dalla equazione della superficie S, avremo

\ ads^
j

j
ffl P rf.r rfy

,

dove l'integralo doppio deve estendersi a tutta quanta la proiezione della su-

perficie S sopra il piano delle .'
, //.

Ora osserviamo die le a che compariscono negli integrali della formuli (0.

sono della forma seguente

a = !«(/<•+ H)Qdp .
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dove xp lia un valore costante a distanza non piccolissima dal contorno della

siipertìcie S, e se questo contorno è sopra la superficie di un solido, in vici-

nanza del contorno è rapidamente variabile con continuità. Lo stesso può

dirsi della densità q, la quale anzi sarà variabile in vicinanza del contorno

anche quando questo si trovi sopra altri fluidi. Quindi a potrà riguardarsi

come costante in distanza dal contorno, ma in vicinanza di questo è rapida-

mente variabile, e sul contorno avrà un valore sensibilmente differente da

quello che ha negli altri punti della superficie, e dipendente dalla natura

dei liquidi e dei solidi che s'intersecano sopra quel contorno, e potrà anche

dipendere dalla maggiore o minore curvatura della superficie dei solidi sopi'a

i quali si trova lo stesso contorno.

Per le b che compariscono negli integrali della formula (4), si può ripe-

tere lo stesso, e potranno riguardarsi costanti per tutta la superficie, fuori

che nei punti vicinissimi al contorno, dove avranno valori dipendenti dalla

natura dei fluidi che vi terminano.

Osserviamo inoltre che, se le quantità a e b variassero sensibilmente da

un punto all'altro della superficie anche in distanza dal contorno, pure si

potrebbero ritenere come indipendenti dalle variazioni di forma della super-

ficie, ammettendo che le variazioni della distribuzione di densità negli strati

superficiali richieda un certo tempo per effettuarsi, come tenderebbero a di-

mostrare le esperienze di Quinke sopra la mutabilità della superficie capillare

del mercurio ('), e come saremmo indotti a supporre volendo spiegare la va-

riabilità di kt sopra notata.

Pertanto, se denotiamo con rf, s la variazione di 2 per la mutazione di

forma della superficie, e con óx ,òy , ós le variazioni delle coordinate dovute

allo spostamento dei punti stessi sulla superficie, per cui

S3= S^s~^pòx -\- qSy,

per uno spostamento arbitrario dei punti della superficie S avremo la va-

riazione

= r«^,[(p,„+i.,.-)l-(p,.+i.,.)i]

dove l esprime la lunghezza del contorno a.

') V. Poggendorffs Annalen der Ph. und Ch., B. 105.
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Siano ora a

,
/S , y i coseni degli angoli che la normale N alla siiper-

lìcio S fa con i tre assi; a',/?',/ quelli degli angoli della tangente T al

contorno a ; a" ,
/S" ,

y" i coseni degli angoli che la retta T' normale aTe
ad N fa con i tre assi. Avremo:

, d.x ,. dif , ds«=
da • ^= da ' y=da^

a" = /Sy' — ^Y .
/?" ^ Y" — /" •

/' = "^ — «'/*•

Quindi

, c<Sx~\-Jdy -+- Y^s

y

_ ct'dy — §'Sx + [a^ — a'^) {uóx fió if
-^ yjj)

= a"ix-hii"óij-hY"às.

Denotando con à?^ lo spostamento le cui proiezioni sopra i tre assi sono

àx , ài/ , ói , si ha:

(J.r = òr cos (.r . r) .

Si/ = ór cos (// , ;)

,

ài = àr cos {i , ?•)

,

onde

Y

Denotando con Su , óv , àw le proiezioni dello spostamento àr dei punti

del contorno a sopra duo direzioni ortogonali qualunque ti e v nel piano

normale al contorno a e sopra la tangente a a. avremo :

òx = iti cos {U ,x)-+- iv cos (V ,x)-\r a'àw ,

f)(/ = (iti C08(m , y) -f- rfw cos(«
, j/) -I- p'Siv ,

rfi = rftt 008 (« , z)-\-ÌV cos (w , i) + y'ÌW .
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Onde, osservando che si ha

a'a"-i-^'^"-hy'Y" = 0,

si ottiene

a"óx -+- ^"óy + y"ds = óu cos (T' ,u)'^òu cos (T' , v)

.

Abbiamo inoltre

Iz li.
7)03 Dy ~ VR"^R7'

essendo R ed R' i raggi di massima e di minima curvatura della superficie.

Sostituendo questi valori nella variazione dell'integrale, dove porremo

anche ds in luogo di da; dì/, si ottiene

(5) ó \ads=
I
ad(riSucos{T ,u)-hàvGos(T,v))

Ora, poiché a si può riguardare come costante sopra la superficie S nei

punti distanti dal contorno, e sui punti del contorno ha un valore «° diffe-

rente da a, avremo

(6) ója ds = fa" da [óu cos (T' , «) -f- óv cos (T' , v))

-h a j ds àr cos (N , r) i--+- — \ .

Se il contorno di S è sopra la superficie S' di un solido, il fluido è

obbligato a muoversi sopra la superficie di questo solido. Quindi, prendendo

per V la direzione della no.male T" alla tangente a a nel piano tangente

alla superficie S', àu sarà eguale a zero, e

cos (T' , y) = cos (T' , T") = cos m
,

denotando con « l'angolo dei piani tangenti alle superficie S ed S' lungo la

linea di loro intersezione, e quindi

(7) à
j
ads= i a^lacoscaóT" -ha j ds ór cos (N ., '')(r + B7) •



— 192 —
Se poi la superficie S è di forma invariabile, è la superficie di uu solido

come negli integrali

bn' ds ,

-'Sti'

che compariscono nella formula (4), avremo

(f ,
„- = òr cos (N , /•) = ,

e prendendo per v la direzione T', sarà

du = ,

poiché il fluido non può muoversi normalmente alla superficie, e cos(T',y)=
= cos(T',T')=:]. Onde

(8) d {bds^ rWl'rfff.

Gli integrali tripli che compariscono nella formula (4) sono della forma

\
adv

,

. V

dove a è fnn/.ioue dulie coordinate .r,!/,s. Vaiiando la forma della super-

ficie S die limita lo spazio V e spostando comunque gli elementi, abbiamo

= a(aóx -h §6y + ydz) ds = \ ay ds rf, s ,

^''s . 's

denotando con a
, ,3 ,y i coseni degli angoli clie la normale ad S fa cogli assi,

l'or le porzioni della superlicie clic cliiude lo spazio V. che appartengono

a un corpo solido e che sono di forma invariabile, abbiamo

rf, j = ;

ed essendo

yó, ; = rfr cos(N . r)

.

si ottiene

(y) à adv = «(/.< ef/-cos(N , ;•),
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dove l'integrale del secondo membro deve estendersi soltanto alla parte della

superficie che chiude lo spazio T, che è libera, o che è a contatto con un

altro fluido.

Colle formule (6), (7), (8) e (9) abbiamo la variazione di ciascuno dei

termini del valore di W dato dalla formula (4).

IV.

Superficie di capillarità.

Per determinare la superficie libera S, del fluido A, o la superficie Su'

che lo separa dal fluido A,f, basterà porre eguale a zero la variazione prima

del potenziale W, derivante dalla mutazione di forma dell'una o dell'altra

superficie. Considereremo soltanto le superficie Su' ,
perchè le superficie S(

si possono riguardare come superficie S»» per le quali il fluido A,f ha la

densità eguale a zero.

La mutazione di forma della superficie Su' produce variazioni soltanto

nella seguente parte del potenziale W

ttii' ds -+- {Qt gs ~\- Ct) dv + {qi' gz -+- Ci') dv ,

Jan' Jyt Jyt'

quando non si dia alcuno spostamento ai punti che si trovano sopra la in-

tersezione di Sur cogli altri fluidi e con i solidi.

Dalla formula (.5), ponendovi

Su^O , Jy = ,

perchè i punti del contorno si suppongono immobili, e

si ottiene

à Un' ds = aw (^ + ^\ds ór cos (N , r)
,

Jstt' -'Su' \ it K /

25
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e dalla formula (9)

^ {Q' 9'^ ci) dv= (
(Q,gz - e) ds àr cos(ìi ,r),

Jv, . S,,"

^ (ce ?- + e,') dv = —
\ (pc gs -^ e) ds ór cos (N , ?*) ;

Jyf Jan'

perchè rispetto agli spazi V, o V,' la normale è diretta in senso contrario.

Pertanto la variazione prima dovuta alla mutazione di S,,- è

J
ds òr cos (N , r) e, — co \- g{Q, — q,') s -+- a,,'

(
^ "+- "^) -

la quale, dovendo annullarsi qualunque siano i valori ór in ciascun punto

della superficie darà

(10) Ct — C' ~hg{Q, — Q,') s -!- a,,'

( B
+

R^
) = ^ '

e questa sarà l'equazione della superficie separatrice dei duu liquidi A, od A,-.

Per la superficie libera S, si dovrà porre

e.'
= ,

e avremo

(11) (?,-4-^?,^-f a,/^-^^,-) = 0.

La equazione (10) contiene due costanti indeterminate e, e €,• e la

equazion<j (11) una costante indeterminata e,. Queste si determineranno

mediante i valori di z nei punti dove la superficie è piana, e dove in con-

seguenza

R = 00 . R' = 00
,

e i valori di z in questi punti si otterranno colle note leggi della idro-

statica.

Ma poiché la somma delle inverse dei raggi di curvatura contiene le

derivate seconde di ;, tanto la equazione (10) quanto la (11) non possono

bastare alla determinazione della rispettiva superficie di capillarità, e occor-

rerà conoscere ancora altre condizioni ai limiti.
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V.

Angoli delle superficie di capillarità tra loro e con i solidi.

Il contorno della superficie S^' potrà esser composto di una sola curva

chiusa, se la superfìcie è semplicemente connessa, o anche di più se la su-

perficie è più volte connessa. Potremo però sempre considerare separatamente

ciascuna delle curve chiuse, quando sono più di una. Esamineremo due casi.

1°. La curva chiusa che fa parte del contorno è sopra un solido B,'f

e quindi è intersezione delle tre superficie S,,' , S'(,'f , SVc •

2°. La curva chiusa è sopra un altro fiuido A,?' in guisa che essa è

r intersezione di tre superficie Su' , Si'," , Se,

.

Nel primo caso gli spostamenti dei punti del contorno di S,,' produrranno

variazione soltanto nella parte seguente del potenziale W

Jan' ds -f- 1 bii' ds -h è,',» ds .

Su' Js'tt" Js't't"

Dall'equazione (7), ponendovi

si ottiene

S 0,1' ds= a"„' da COSO) óT .

Jstt' J t

Dalla equazione (8) si deduce:

rf [ bu"ds =
I

b''„"d(TÓT,
Js'tt" - •

à r bt'i"ds = — \
b\'t"d<sST,

Js't't" '

poiché (JT è di segno contrario rispetto alle due superficie SVi" ed S'„" ,

essendo T la perpendicolare alla tangente al contorno e e alla normale alla

superficie del solido, diretta verso la parte esterna alla parte di superficie

che si considera. Onde dovrà aversi per l'equilibrio

X
l

ds óTia",,' cos tó -f- b^t" — b\>t") = ,
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e quindi

(12) a"»" C08 w = iV(" — *°(i" ,

distinguendo con un apice in alto i valori delle a e delle b in vicinanza

del contorno.

Se la quantità «"„' dipendesse unicamente dalla natura dui due tiuidi

A, ed A,' , e le quantità /y",,' dipendessero unicamente dalla natura del fluido

A, e del solido B,- , avremmo il teorema seguente:

L'angolo secondo il quale una superficie capillare incontra un solido

è costante per qualunque forma del solido e dello spazio occupato dal

liquido, e dipende solo dalla natura del solido e del liquido.

Ma l'esperienze di Wertheim (') e di Wilhelmy (') provano invece che

questo angolo varia anche colla curvatura della suportìcie del solido, e quelle

di Quinke (') provano che questo angolo varia sunsibilmente col tempo anche

senza alterazione prodotta nella natura del liquido, quando questo liquido è

il mercurio.

Quanto abbiamo esposto precedentemente sopra la natura delle quan-

tità a a b spiega i risultati di queste esperienze, e indica le limitazioni da

porsi al teorema enunciato.

Nel secondo caso, quando cioè il contorno della superfìcie Sd' sia una

curva chiusa intersezione di tre superficie:

Sic Sfi" S,"(

,

gli spostamenti dei punti del contorno produrranno variazione soltanto nella

parte seguente del potenzialo W

a,,' ds -t~
I

ai'i" ds -f- «<"(

Jstl' • Si'i" JSt"i
ds

Ma in questo caso dall equazioni' ((5), ponendovi

(') V. Anniilcs de Ch. et de l'ii., .T"" 8(<ric. t. LXllI.

(•) V. ^o^tgelldor^'8 Aiinalcn dcr l'h. uiid Oli., B. 110.

(°) V. l'oRgciidoriTh Aniialen <lrr l'ii. iin.l Cli.. It. lOf).
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avremo:

ó r aw ds =-
\ a\i> do {6u cos (T" ,u) + òv cos (T" , v))

,

(J at't"ds= a'irtifda (Su cos {T , u) + óv cos (1 , v))

,

Jst't" '

rf
j a,"tds= )

a^'nda i^u cos(T .u)-hàv cos (T , v));

onde

j
dada] a\,< cos (T" , u) -+ u\'t" cos (T , u) + a»,.-, cos (T' , u)

\

-+-
\ tìfff rfy

;
«"„' cos (T" , ?;) -I- a»,'," COS (T , y) -; «V'i cos(T' , y); = U,

e quindi:

a\t' cos (T" , u) -h «»r," cos (T , u) -+- a»,-, cos (T' ,u) = Q,

a\i< cos (T" , v) ^- a",'," cos (T , y) + o»,-, cos (T' , y) = .

Le direzioni u ^ v ortogonali tra loro essendo arbitrarie nel piano nor-

male al contorno <r, e in questo piano trovandosi anche le tre direzioni T

,

T', T", potremo prendere una di queste direzioni, per esempio T", per la di-

rezione y , ed allora denotando rispettivamente con « ,
«'

, m" gli angoli che

fanno tra loro T' e T" , T" e T , T e T' , ossia gli angoli dei piani tan-

genti alle superficie Sd" ed S,,' , Sfc ed S('i" , Scj ed Scic, avremo:

cos(T",t;) = cos(T",T") = l,

cos (T , y) = cos (T , T") = cos to',

cos (T' , V) = cos (T' , T") = cos ft) ,

cos(T",m) = 0,

cos (T , m) = cos / I + (T , T")ì = — sen «',

(T' , u) = cos /| -t- (T', T")j = — sen 0)
;cos

onde:

a°('t" sen w' -)- «"("i sen w = ,

a";'," cos m -+- a't'n cos w + a"»' = ;
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dalle quali, osservando che si ha

m -f- w' -f- »" = 271

,

si deducono le tre relazioni :

i a^'i't" = a" w -+ a" i"i -+- Sa*»' a","! cos m .

(13) s a'V/ =&""„' -^ «"Vi"-' 20°,,' a°,',"COsw',

( a"'»' = a"','!" -\- a'V'i + Sa",'," a"!"! cos w".

Se le quantità a,,' avessero sul contorno lo stesso valore che hanno negli

altri punti della superficie Sw , il qual valore dipende solo dalla natura dei

due liquidi A, ed A,', si avrebbe il seguente teorema comunicato al sig. P. Du

13ois-Re\mond dal prof. F. Neumann ('):

Gli angoli che fanno tra loro le superfìcie separalrici di tre fluidi

che s'intersecano secondo una linea chiusa, sono i supplementi degli an-

goli di un triangolo i cui lati sono proporzionali a tre quantità, ciascuna

dille quali dipende soltanto dalla natura di due dì questi fluidi.

Questo teorema in conseguenza delle considerazioni esposte sopra rispetto

ai coefficienti «„' deve modificarsi soltanto nella sua ultima parte; cioè i

tre lati del triangolo che determina gli angoli delle tre superficie sono pro-

porzionali a tre quantità dipendenti ciascuna dalla natura di tutti e tre i

fluidi.

VI.

Equilibrio dei fluidi nei vasi conni nic^uiti.

Consideriamo un vaso composto di tre parti : due braccia cilindriche B

e B| unite inferiormente da un braccio tra-sverso C di forma qualunque.

Siano S ed S, le sezioni fatto nei due cilindri normalmente allo loro gene-

ratrici. Il cilindro B contenga i fli:iili: A, , A;. A,„ , e l'ordine con cui

sono disposti andando di alto in basso sia dato dai rispettivi indici ; il ci-

lindro B contenga i fluidi: A,„.A,„^,,.. . A„_|.A„. e l'ordine andando

di basso in alto sia quel medesimo in cui sono .scritti. Il braccio trasverso C

(') r. iHi Itois-Ucymond, De aequilibrio fluidorum. Berlin, 1859.
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sia ripieno soltanto dal fluido A^ . Finalmente siano pi , ?2 , . . . ()„ le den-

sità rispettive dei fluidi; S, , S„ le superficie libere dei fluidi A, ed A„
,

ed St,t+i la superficie separatrice di due fluidi A, , A(+i .

L'equazione delle superficie

Si , Si» , S23 , ... , o„_i,„ , s„

dedotte dalle formule (10) e (11), aggiungendo i termini che risultano dalla

variabilità dei coeflìcienti:

S] , ffli2 , ^23 , ... , Un-ì.n > 0,n

in vicinanza delle pareti del vaso, saranno rispettivamente :

ir -^no s _ li^i-^ _ l(^lÌii -

\
,

, . Maxi «li) Mai'i^ii)
r,

tm <'m+i~T~y\Qm Qm+ll'-m-i-l IT T ^
'-'

»

/. —n-Unfn « W "a(an-i,n «n-l,n) D(an-i,n /^n-l.n) ^Cn-l Cn-f- y\Qn-ì Q») ^n T T = U ,

llX l)y

''n ^^ y dn '«+1 — ^ ^ — V .

Sommando separatamente l'equazioni (14) e (15), abbiamo:

+ 9[yQs{Ss~^s.:)+ QmS.
j^^ +

J
,

— 9\ 2^Qs{Ss—2s+l) QmZm+\
)
== >_ I T": ^ Ì )i

\m-< 1 / m+l\ "'^' tiy /

(16)

dove bisogna porre :

«01 = tìi , «01 =«1 . ;Soi = ^i <
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Ora osseiviamo che nelle funzioni aa,a^, si debbono prendere le de-

rivate rapporto ad x eà y , dopo che sia supposto sostituito in esse alla

coordinata : il suo valore determinato in funzione di j; e di y dalle equa-

zioni della superlicie. Quindi

Da

ed essendo

e quindi

si ottiene

Abbiamo inoltre

Onde sostituendo

.'òa'òa,
,

-,

«* + /s^ + y^ = 1

,

«^ +^^ + r^ = o.
'òs is

P f- (3 =

Y=pa-\-q^

"a(a«) ì)(a;g) /"S« 7»/? DyX
,

Da
, , Da Da

DJ

e quindi i secondi membri dell'equazione (16) sono funzioni le quali come ha

dimostrato Cauchy (') non mutano per trasformazioni ortogonali delle coordi-

nate. Dunque su prendiamo per origine delle coordinate il punto dove in-

contra il piano orizzontale delle x,y la retta parallela alle generatrici del

cilindro, che passa por i centri di gravità delle sezioni S . e se trasformiamo

ortogonalmente le coordinate prendendo per nuovo asse dello s'. la retta che

passa per i centri di gravità delle sezioni S , e se denotiamo con ). , fi , r

i coseni degli angoli che la verticale, o primitivo asse dello j, fa con i nuovi

assi, avremo

z = Xx' -^ Hy + '••'
'

(') C»uehy, Bxercices d'Analysc ti de Physiijue malhémalique, f. 1. p. 102.
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e la prima dell'equazioni (16) diverrà

Cm-hg 'Z.^s m^'s — ^'s+Ù -+- My's — y's+l) + v{3's — /s+i)]

m—I

I
1

y- / "a («3-1,8 «'s-l.s) "^(«s-i.s ^'s-us)\

~\ 1>X'
'^ V /

Moltiplichiamo per 6?x' <// ed integriamo estendendo l'integrale a tutta

l'area della sezione S . Essendo l'origine nel centro di gravità della sezione S ,

sarà:

Jl y'. dx\ dy\ ^0 , Jf x's dx\ dy',= ,

e quindi denotando con Pi , P, , ... , P,„_i i pesi delle masse fluide Ai

,

Ao , . . . , Am_, e con P» il peso della massa fluida A^ contenuta nel cilindro

B prolungato sino al primitivo piano orizzontale delle -xy , avremo

C,n S -f- r ^ Ps+ i'P„ = l y a°s_i,s COS a)s_i,s ,

1 1

denotando con w,,,, l'angolo secondo cui la superficie S,_i,s incontra il vaso

ed l la lunghezza del perimetro della sezione S .

Analogamente, dalla seconda delle equazioni (16) si ricava

n «H-1

c„ S' + r' y P',+ v' P'„ = r y a%_,,, COS a),_,,,

m+i m+i

Eliminando Cm , si ottiene finalmente

(17)
s ? ^' ""

S^ ^ ^'* ^
S ? """'"'^ *"'' "^-'^

— ^ y aVi,,costój_i,s.

26
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Dalla equazione (12) abbiamo, poiché la uatui'a del solido a contatto

con tntti i liquidi è la medesima,

aVi,. cos (Os-us + />".-! — b\ = ,

a'',,,^, cos «»s,,+, + è»,, — é°.,^, = 0.

Osservammo però che il valore di //"« non è lo stesso in queste due equa-

zioni perchè dipende non solo dalla natura del solido e del liquido A», ma

anche da quella dell' altro liquido che passa per lo stesso contorno. Quindi

converrà adottare notazioni dilTerenti, e scriveremo :

a%_,,5 cos a).,_,,s 4- /;%_, — */-' = ,

e la equazione (17) diverrà

(18) ^yp,-^£p',=^y (*/-'- ivo

- t^l (*/-'- *V0-

Se ambedue le sezioni S ed S' sona molto grandi — ed — saranno

ambedue quantità trascurabili, e quindi

- y p — - y p'

"T » ~

che è l'equazione dell'ordinario equilibrio idrostatico.

Se avessimo

(19) */- = h,'*' ,

come nella teoria di Laplace e di Poisson, sarebbe

cioè la differenza tra l'equilibrio idrostatico e l'equilibrio che si deve avere

tenendo conto delle forze di coesione e di adesione dipondorolilte unicamente

dal fluido inferiore: cioè la correzione dovuta alla capillarità non dijionde-

robbe che dal fluido che si trova sotto a tutti gli altri. È noto che Young
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osservò il primo che questo risultato non corrisponde alla realtà, e ne trasse

una obiezione alla teorica di Laplace; e Mossotti (') pose d'accordo la teo-

rica colla esperienza rigettando la equazione (19). Noi abbiamo già notato

le ragioni per le quali questa equazione non debba ammettersi.

Supponiamo ora verticali le due braccia B e B, , circolari le sezioni

S ed S' ed aventi per raggi r ed r': avremo

,. = 1 ,
)'= 1 . l= 2nr, S = TirS l' = 2nr' , S' = nr".

Onde

i Z p« - Ti I P'^ = T^ I (^^- - *^^-') - ^ I (^'-^ - *^'-') •

Denotiamo con hs l'altezza media del fluido Aj nel braccio B, e con

hs' quella del fluido As nel braccio B': avremo

onde

m n_ o ni o **'+'l

Se r' è molto grande rispetto ad r, avremo

m H o m
y A, (., - V /j', p, = - V (èv, - è/-')

.

~r m 9' ì-

Se avessimo un liquido solo, si avrebbe

2
Al — /il = b\,

gqr

ossia la differenza di livello sarebbe in ragione inversa del diametro del

tubo.

(') R. Taylor, Scient. Meni., Ili, 1843, pp. 564-577, 578-586.



— 204 —

VII.

Equilibrio di un gullcggiaute.

Supponiamo un corpo K di forma qualunque galleggiante in mezzo a

due fluidi Al e A. contenuti in un vaso li, in modo che la parte inferiore

di K sia immersa nel fluido A; , la superiore nel fluido Ai

.

Sia ti la superficie di K a contatto con Ai ; ti la superficie di K a

contatto con A,; S la superficie separatrice di Ai e A.; V, Vi, V. gli spazi

rispettivamente occupati da K, Ai ed Aj; q, Qi, Qi le rispettive densità di

questi corpi.

Per r equilibrio basterà che si annulli la variazione del potenziale, che

in questo caso sarà

(20) g Qsdv-h {gQiSi-h Ci)dv + 1 (g^i^s-h Ct) dv-h \ ads
Jv Jv, Jy, Ja

-+- \ bids-h
\

b>ds-+- 1 Cìds-h
\

Ctds

,

dove Ti e tj denotano le parti delle pareti del vaso a contatto rispettiva-

mente con Al ed A?.

Poiché il corpo K è mobile, lo variazioni da considerarsi nei punti dei

due fluidi in parte sono arbitrarie e variabili comunque da un punto a un

altro, e in parte derivano dal moto del corpo solido K, e quindi le varia-

zioni delle loro coordinate hanno la forma data dalla Meccanica per i corpi

rigidi ('):

6x = ie, -+- [(s — f) ^,. — (// — »;) A,] à<f .

(21) óy = óe, -h l{x - i) ;.3 - (s - A,] ó,f .

ài = rfe, + [(y — ,;) ;., — (,r - f) A,] <hj .

Se le pareti del va«o sono abbastanza lontane dal galli'gi,'i:i"te le varia-

zioni in tutti i punti della superficie S fuori che nella linea d intersezione

(') Vedi Mossotti, Leiioni di Meccanica raiionalc, L. 2',i.
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colla superficie K, sono arbitrarie. Sopra questa linea e sulla superficie di K
sono in parte arbitrarie, in parte della forma (21). Ponendo a zero la prima

parte della variazione, cioè quella arbitraria, si ottengono come nei nu-

meri (5) e (6) la equazione della superficie S e gli angoli che essa deve

fare colle pareti del vaso e del galleggiante. Rimane a considerare solo la

seconda parte nella quale le variazioni delle coordinate hanno la forma (21),

e che risulta dai soli primi quattro integrali del potenziale (20).

Ponendo

avremo dunque

(22) g (>.? fiJs rfrcos(r , N) -J- {gq^^i-^ Ci) ds dr cos{r ,ìi)

-+- (gQs3ì-+-Ci)dsàrcos{r,ìi)-+- )
a" da ór cos{r ,T) = 0,

denotando con l la lunghezza della linea a intersezione della superficie S

colla superficie di K ; con N la direzione della normale alla superficie di K
e con T la direzione perpendicolare alla tangente al contorno a, e alla nor-

male alla superficie S nel punto che si considera.

Ora imaginiamo l'interno del corpo galleggiante ripieno del liquido Aj

nella sua parte inferiore fino al contorno e, e del liquido A, nella sua parte

superiore, e supponiamo che la superficie separatrice dei due liquidi ideati

così nell'interno di K sia la superficie di capillarità, cioè sia determi-

nata dalla equazione

(23) c, — Cr-ì-g{Q2 — Q^)^
— ^^ '

e dalla condizione che l' angolo che essa fa al contorno a colla superficie

di K sia eguale a quello che fa colla stessa superficie la superficie S, cioè

supponiamo che sia la continuazione di S nell' interno di K.

Denotando con S' questa superficie è chiaro che gli spostamenti della

forma (21) dati a tutti 1 punti di K renderanno nulla la variazione del-

l' integrale

X ads

.
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Quindi, per la formula (7).

j\« <Sr cos (, , T) da = \' ór co. (;• . N) ds l^^^-^ +^) ,

e, a cagione della equazione (23),

Ja'àr eoa {r ,T) da= I [e. — e i -i- g(Qt — q i) s']ds dr cos {r , ti);

e, sostituendo nella equazione (22),

(24) g Qg ds ór cos (r ,'N) —
j (^p, j, ^- Ci) (/s<J'7'cos(r , N)

— (gQi f o -f- Ci) ds òr cos (^^ , N)= .

Ora supponiamo
ò(f.

= 0, e quindi dr costante; denotiamo con V, e V.

gli spazi occupati noli' interno di K dai due fluidi che vi abbiamo imagi-

nati, ed osserviamo che si ha:

ds cos (r , N) = ,

) ds cos (r , N) = .

Avremo

Onde il seguente teorema:

Se un corpo galleggia nel limite di due fluidi, e la supcrflcie sepa-

ratrice di questi, di qualunque forma ella sia. s'imagina continuata nel-

l'interno del corpo galleggiante colla stessa legge con cui è foitnata

all'esterno, il peso del corpo galleggiante sarà uguale ai pesi dei volumi

di quel corpo situali superiormente e inferiormente alla superficie sepa-

ratrice, supposti ripieni del fluido nel quale sono immersi.

Questa generalizzazione del principio di Archiiiitdi> è dovuta al sig.

P. I)u Bois-Iievmond.
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Prendiamo ora nelle equazioni (21) non più (f y ::= 0, ma invece soltanto

ósi = às-i = (Tfj r=
;

avremo

ir cos (r , N) = a (^^+ /JJy+ y J5 =
(25) = rfy j A. [{y -,^)y-(,- 0^] -f- l, [«(- _ Q _ (a;_ J) y]

+ A3 [i?(.T-?)- (3^ -//)«](.

Denotiamo con S, Y, Z le coordinate del centro di gravità del volume V;

con Xi, Yi, Zi quelle del centro di gravità di Vi; con Xj, Y», Z, quelle

del centro di gravità di V, ; avremo

(vX =1 zxyds.N Y = r 2yyds,0=
]

s''ads,Q=^
]

s^^ds,

(26){v;X2=r ^^)'rfs,Vi'Yi= r J2/)'^s,0=r «»ac?s,0=r ^Ws,

V;Xj=
) zxrdsXi'^i=] zyYds,^=\ z^ads,0=\ s'^ds.

Sostituendo nella equazione (24) il valore (25), ponendo a zero sepa-

ratamente i coefficienti di J, i;, ^, e di Ai , A, , A3 , e riducendo colle for-

mule (26), si ottiene:

eXV^eiX.V'i+^jXjV',,

?YV = ?iY,ri + e,Y.V',,

e abbiamo inoltre

Abbiamo anche:

eV = e. V'i + ^,V',.

XV = XiV'i + X,V'2,

YV = YiV', + Y2V'o,

V = V'i + V'j.

Onde:

?i Vi (X - Xi) 4- g, V, (X - X,) = ,

Vi (X-Xi)-f V, (X-X,) = 0,

?,Vi (Y-Y,) + ?, V, (Y- Y,) = 0,

V. (Y-Yi)+ V, (Y — Y,) = 0;
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e quindi:

X = Al = jLf 1

T=y.=Y,;

e 8i ha il teorema il quale è dovuto al sig. P. Du Bois-Reymond :

/ centri di gravità dei tre volumi V, V, e V'.; sono sopra una me-

desima verticale.

Ambedue questi teoremi sopra i galleggianti, come abbiamo veduto,

sono indipendenti dalle supposizioni che si fanno nelle teoriche di Laplace

e di Poisson rispetto alle quantità denotate con a e con b-
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XXXIII.

SOPRA LE FUNZIONI SFERICHE.

(Dagli Attuali Ji matt'matica punì ed tipplìi\ita, serio II, t. I, pp. S1-S7, Milano, 1867).

Una funzione arbitrariamente data sopra tutti i punti della superficie

di una sfera, anche se discontinua lungo alcune linee, purché queste si tro-

vino tra loro a distanza finita, se ha un sol valore in ogni punto e si con-

serva sempre finita, può esprimersi analiticamente in un solo modo per mezzo

di una serie convergente di funzioni sferiche. Questo teorema, di somma im-

portanza nell'applicazione dell'Analisi alla Fisica matematica e alla Mecca-

nica celeste, fu dimostrato da Lejeune Dirichlet nel t. XVII del Giornale

di Creile, con tutto il rigore desiderabile. Ma per altre superficie, oltre la

sfera esistono funzioni analoghe alle sferiche, per mezzo delle quali si può

esprimere in serie convergente una funzione arbitrariamente data sopra tutti

i punti della superficie. Tra queste si possono notare le funzioni di Lamé

per l'ellissoide. La dimostrazione dell'enunciato teorema, che passo ad esporre,

oltre alla sua semplicità, ha il vantaggio di potersi immediatamente gene-

ralizzare senza difficoltà.

Lemma L Se una funsione V dei punti di un dato spazio connesso

T soddisfa alla equazione

lix- liy^ 1)2^

e sopra una porzione finita di una superficie S compresa in T, soddisfa

alle due equazioni

(2) V = «,^= «,

denotando con p la normale alla superficie S , non potrà nello spazio T

avere valori differenti da zero, a meno che in qualche punto di questo

spaziOj essa o le sue derivate prime cessino di essere finite e continue.

27
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In fatti, se la funzione V ha valori dillerenti da zero in vicinanza della

superficie S
,
potremo sempre prendere una parte T' dello spazio T adiacente

ad S, e così piccola che in essa V abbia tutti i suoi valori dello stesso

segno. Supponiamo clie vi abbia tutti i valori positivi. Per quanto piccolo

pos.sa essere lo spazio T', una jiarto T" di esso si potrà sempre supporre

compre>a tra la superficie S e una superficie sferica 2" che abbia il centro

fuori di T".

Denotiamo con r la distanza di un punto qualunque dal centro 0, e

con K il raggio della sfera -.

Le due funzioni V ed - saranno in T" ambedue finite e continue in-
r

sieme colle loro derivate prime, e soddisferanno alla equazione (1). Quindi.

per il teorema di Green,

j dp J I

<n_di
dp

"" J dp r

dove gì' integrali debbono essere estesi a tutta la superficie che chiude T",

della quale una parte è una porzione di superficie S, l'altra una porzione

di sfera 2.

Ora, sopra S, abbiamo soddisfatte le equazioni (2); quindi gl'integrali

relativi si annullano. Sopra .2 essendo r costante (') ed uguale al raggio K

della sfera, l' integrale del secondo membro si può scrivere

dV
Li fp

^*

ed intendere inoltre l'integrazione estesa a tutta la superficie che limita lo

spazio T", poicliè si viene cos'i solo ad aggiungere all'integrale una parte

ad elementi tutti nulli. Ma essendo V finita e continua insieme colle sue

derivate prime nell'interno dello spazio T", abbiamo, per un teorema noto ('•'),

J dp

(') A qui'sto punto l'iircno lievoiiii'iito modifìratc .iloinii' liin'c del lesto orif;inal«

)>ur tiiKiieri' ili iiU'//u iin.t svista, iirlla ipinle IWiitoro ira caduto.

V. C.

(") VimIì In mia Memoria, 7'enrira delle forze che agiscono secondo la legi/e di

Newton. Nuovo Ciiiieiito, ser. I. I. XVIII, p. 398 (oppure queste Opere, 1. U.
l>.

.^.^).
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Rimane dunque

dove div è l'elemento di superficie sferica di raggio eguale alla unità, e

r integrale è esteso a tutta la porzione 2 della sfera di raggio R . (Questa

conseguenza contradice alla supposizione che V sia positiva in tutto lo

spazio T'. Analogamente si dimostra che non può avere in questo spazio

valori tutti negativi. Dunque deve esservi eguale a zero. Così continuando

di strato in strato si vede che V dovrà essere eguale a zero in tutto lo

spazio T, a meno che non si ammettano discontinuità in essa o nelle sue

derivate prime.

Lemma II. Non può esservi altro che una sola funzione che in un

dato simzio connesso T soddisfaccia alla equazione (1), sia finila e con-

tinua insieme colle sue derivate prime^ e sopra una porzione finita di

una superfìcie S situata in questo spazio^ tanto essa quanto la sua deri-

vata rispetto alla normale ad S prendano dati valori.

In fatti, supponiamo che vi siano due funzioni V e V, che soddisfac-

ciano a queste condizioni. Poniamo V — V = U. Avremo sopra S

dunque per il lemma I, in tutto lo spazio T , sarà U ^ 0, e quindi V=V';

come volevamo dimostrare.

Ora sia data una superficie chiusa S e sopra la medesima una fun-

zione V finita e continua e con un solo valore in ogni punto. Si potrà de-

terminare sempre una funzione V che nello spazio T, racchiuso dalla super-

ficie S, si conservi insieme colle sue derivate finita e continua, soddisfaccia

all'equazione (1), e sopra S sia eguale a w; e sarà data dal teorema di

Green sotto la forma

d-
,3^ V' =— f—— ^ Tv— (/S

^n J dp ^ in J dp

dove Q denota la distanza del punto [x ,y'
, z) a cui corrisponde il valore V

dal punto (x , y , z) che è solo variabile nella integrazione da estendersi a

tutta la superficie S.

È chiaro che potrà aversi dalla formula (3) una serie convergente per

esprimere V, quando si abbia una serie convergente per -. Ma poiché -
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diviene infinito quando il punto {y.y'.z') coincide col punto {x ,y ,s), la serie

clie dìi - deve cessare di esser convergente per un valore di -
, quando

Q 9

il punto (.1-'
,
y' , s') è sopra la superficie; quindi la convergenza della serie

che si sarebbe ottenuta per V, rimarrebbe dubbia per i punti della super-

ficie S. L'altra dillicoltà che si presenta deriva dal comparire nella formula

(3), non solo i valori dulia funzione V sopra la superficie che sono dati.

ilY
ma anche quelli della sua derivata -r- che non son dati e sono una con-

dp

seguenza di quelli della funzione. Vediamo come si possono superare queste

due diflìcoltà, limitandoci a considerare per S una sfera di raggio R.

Teorema. Una futisione dei punti di una sfera, sempre finita e di-

scontìnua soltanto lungo linee separate da intervalli finiti, è sempre espri-

mibile per una sene convergente di funzioni sferiche.

Poniamo l'origine delle coordinate nel centro oella sfera, e siano

(r',tì',9') le coordinate polari di un punto (.r , y , 5) ,
(/ , ft,

, y) quelle di

un punto [x.y .::). La distanza inversa di quibti due punti, finché r'<^r,

sarà data dalla serie convergente

1 » _'«

essendo P,. le note funzioni lii Legendre.

Sostituendo il valore (4) nella formula (li), abbiamo

Ma dal teorema di Green, essendo nell'interno della sfera

^V'P,. = , ^/*V = (i.

abbiamo

(
(r"' = P,. '^— «VP,.R"*')</m; = 0;

(5) V' =
jj^
y (2« H 1)^ fv P,. dw .

ossia

onde
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Se prendiamo

essendo Y„ una funzione sferica, sarà

e quindi, sostituendo nella (5), si deducono le due relazioni note

(6) j^Y„P„rfiy = 0,

quando m non è = h , e

(7) Jy,.p„,,^_i^Y;.

Dati i valori di V sopra la sfera S , abbiamo determinata la continua-

zione della funzione nello spazio interno T, in modo che soddisfaccia al-

l'equazione (1) e si mantenga sempre finita e continua insieme colle sue

derivate prime. Dunque sopra la superticie della sfera saranno determinate

anche le derivate -r- ,
prese procedendo verso l' interno, e quindi, per il

lemma II, la funzione non potrà continuarsi altro che in un solo modo

anche all'esterno, in guisa che non si abbiano discontinuità in essa e nelle

sue derivate prime attraversando la superficie. Ond' è che, se prendiamo una

altra sfera S' concentrica colla prima, e di raggio R'>-R, la funzione V,

se si vuole che si conservi finita e continua insieme colle sue derivate prime

nello spazio compreso tra le due sfere e vi soddisfaccia all'equazione (1),

avrà valori determinati sopra la sfera di raggio R' ; il quale non si può

prendere infinitamente grande, perchè in qualciie punto dello spazio esterno

ad S, la funzione V o le sue derivate prime debbono, come è noto, cessare

di essere continue.

Pertanto nello spazio interno ad S', denotando con w i valori di V
sopra la sfera S', avremo

Sopra la superficie S che è tutta nello spazio racchiuso da S', e in cui

/ = R •< R', avremo dunque in serie convergente

00

V = T Y„ .
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Moltiplicando per P„ dv i due membri di questa equazione, integrando

per tutta la sfera ed osservando le equazioni (fi) e (7), abbiamo sopra la sfera

(8) V =^ y (2« 4- 1)J
VP,, dw

,

che è la serie nota di cui volevamo dimostrare la convergenza.

In questa dimostrazione è supposto clie la funzione V sia sopra la

sfera S finita e continua in tutti i punti. Se la funzione V fosse sempre

finita, ma discontinua lungo linee separate da intervalli finiti, bisognerebbe,

nello applicare il teorema di Green, escludere spazi tubulari di diametro

infinitesimo che avessero per assi queste linee; quindi si dovrebbero aggiun-

gere nella formula (5) gì' integrali relativi alle parti di queste superficie

che rimangono dalla parte interna della sfera, e alla formula (8) gl'inte-

grali relativi a tutte intere queste superficie, i quali sono tutti eguali a

zero, perchè V ha sopra queste superficie valori finiti ('). Dunque la serie

(8) sarà convergente anche in questo caso e darà i valori della funzione

per tutta la sfera, fuorché nelle linee di discontinuità. Nei punti di queste

linee darà i valori medi tra quelli verso i quali converge la funzione data,

dalle due parti della linea.

In fatti, sia da un elemento della linea lungo la quale è la disconti-

nuità della data funzione; sia ;; l'arco di geodetica normale a da da una

parte e }>' dall'altra. Si prendano sopra p e ;/ due lunghezze eguali ad i,.

Sia a il limite verso cui converge il valore della funzione data V, quando

ci avviciniamo a da lungo p, ed n' quello verso cui converge quando ci

avviciniamo a da lungo ;/. Sopra jì sarà V:=«-4~f, e sopra // analoga-

mente V ^ «' -f- «', dove e ed *' sono due quantità che si possono rendere

piccole quanto si vuole, diminuendo sufficientemente la lunghezza »;. Ora,

consideriamo il rettangolo che ha per altezza da e per base 2»; , e determi-

niamo r integrale di un termine della formula (8), prendendo invece dei

valori dati dalla funzione V, i valori di una funzione continua che prenda

i medesimi valori di quella all'estremità ;j e p'. Siano /? e /S* questi valori

che differiranno da « e da ic\ tanto poco quanto si vuole, e prendiamo

(') Vedi ClirÌ8toffol, /Air Theorie dar einwtrthigen Potentialf. .ToiirnAl fflr dio r.

iind an^. Matlicinatik, t. 04, (ip. :t21-;S68.
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contando le x sopra le geodetiche a partire dalla estremità di f. Avremo

lU
^'

CI

Calcoliamo ora lo stesso integrale coi valori dati dalla funzione V.

Trascurando le quantità di secondo ordine avremo, sopra p

e sopra p'

onde

da r\p„f/x = da \ 'Vp„ dx + da f'^V P„ dx =
Jis ^'o Jr,

= ^ rftr ?,. (^-±^'+ ^-) = »; rfff P„ (/S' + /?)

.

Dunque, se la funzione è discontinua lungo linee separate da intervalli finiti,

la serie (8) rappresenta una funzione cLe ha per tutlo i medesimi valori

della funzione data, fuori che nei punti di discontinuità dove ha i valori

medi tra quelli che vi prende la data funzione.

Pisa, 12 marzo 1SG7.
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XXXIV.

SOPRA LA di-ti:rminazionk delle temperature

NEI CORPI SOLIDI OMOGENEI

(Dalle Memorie iltlln Socielà ilaliaiin delìi- Sc'un\c {dilla dei XI,), Ser. Ili, l. I, parte II, pp. 165-190.

Firenze, 1868).

La determinazione delle temperatiiro di un corpo solido omogeneo, quando

queste sono note in un dato tempo in tutto il corpo, e sono date in alcune

parti della siiperlìcie in tutto il tempo che si considera, mentre altre parti

sono esposte all'aria libera, della quale sono note le temperature, è stata

ridotta da Fourier e da Poisson alla integrazione di una equarione a dirivate

parziali lineare di secondo ordine, con date condizioni ai limiti. Nella pre-

sente Memoria dimostro prima che esiste sempre una sola funzione del tempo

del punti del corpo, che sodisfa a quella equazione a derivate parziali e

a queste condizioni ai limiti, e trovo alcuni principii analoghi a quelli ai

quali suol ridursi la meccanica razionale. Quindi per eseguire la integrazione

applico il metodo della funzione moltiplicatrice, che è di tanto vantaggio in

altre paiti della fisica matematica, e che pone in luce un principio importante,

cioè che ad ogni fenomeno di propagazione continua no corrisponde uno identico

dovuto ad un'azione a distanza, che varia con legge determinata, il quale

colla proposizione reciproca rende possibile di concepire ogni stato della ma-

teria, come dipendente solo dallo stato dei punti infinitamente vicini, o

come dovuto ad azioni esercitate a distanza.

Ho determinato poi le temperature stazionarie di una sfera con una

sorgente costante di calore in un punto, quando con tutta la sua superficie

sia esposta all'aria libera, e di una mezza sfera quando nella parte piana

sia mantenuta a temperature date, e la parte sferica della superficie sia

esposta all'aria libera.

Nel caso delle temperature variabili ho considerato i due casi di un

parallelepipedo rettangolo e di una sfera le cui superficie sono mantenute a
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temperature date comunque, i quali ambedue danno una nuova applicazione

delle funzioni Jacobiane. Ho osservato poi che la determinazione delle tem-

perature dei corpi celesti dipende dalla stessa funzione moltiplicatrice. Onde,

tenendo anche conto delle variazioni di temperatura dello spazio in cui si

trova l'astro, le quali debbono avvenire col tempo secondo la ipotesi di Poisson,

ho ottenuto le temperature dei diversi strati di un corpo celeste per mezzo

di due integrali definiti, il primo de' quali è un integrale semplice che ha

per elementi i valori delle temperature iniziali moltiplicati per la differenza

di due funzioni Jacobiane, e il secondo è un integrale doppio clie ha per

elementi i valori delle temperature dello spazio moltiplicati anch'essi per la

differenza di due funzioni Jacobiane. Con una trasformazione di primo ordine

di queste funzioni, dalla formola adattata a un tempo grandissimo da che è

principiato il raffreddamento, si deduce quella adattata ai tempi pi'ossimi al

principio del medesimo. Dal primo integrale si può anche ottenere facilmente

la espressione che il mio amico Brioschi dedusse dalla serie data da Fourier

per la temperatura degli strati prossimi alla superficie (').

Il problema generale della determinazione delle temperature nei corpi

solidi omogenei, come è noto, si riduce alla risoluzione del seguente problema

di analisi:

Determinare una funzione v del tempo /, e dei punti di uno spazio con-

nesso S, la quale soddisfaccia alle seguenti condizioni :

1° Sia finita e continua insieme colle sue derivate prime rapporto alle

coordinate, da < = 0a^ = oo e in tutto lo spazio S, ed in questo campo

verifichi la equazione

(1) g->fc^'« = 0,

dove col simbolo J- denotiamo la somma delle tre derivate seconde rapporto

alle tre coordinate rettilinee ortogonali, e /e è uguale al rapporto della con-

ducibilità interna al prodotto del calorico specifico C moltiplicato per la den-

sità D del corpo;

(') Giornale dell'i, r. Istituto lombardo di Scienze, Lettere ed Arti, e Biblioteca

italiana. Nuova Serie, t. I (1847), pp. 295-303.

28
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2" Sopra una parte a' della superficie a che si limita lo spazio S sia

(2) y = V,

essendo V una funzione arbitraria dei punti di a' e del tempo ; e sopra la

rimanente porzione <t' della superlìcie a verifichi la equazione

(3) | = ''("-^)'

dove p denota la normale alla superticie a" contata andando da ff" verso

l'interno dello spazio S; A è il rapporto della conducibilità esterna alla con-

ducibilità interna, e C una funzione arbitrariamente data del tempo e dei

punti di a"
;

3° Per ( = sia

essendo Vo una funziono arbitrariamente data in tutti i punti di S.

So le funzioni V e C sono indipendenti dal tempo, Vo sodisfa alla se-

conda condizione, ed è

(4) ^'^^o = 0;

è evidente clie tutto tre le posto condizioni saranno sodisf;itte prendendo

e sarà ?; indipendente dal tempo, cioè le tempoiaturc del solido saranno sta-

zionarie e il Husso permanente.

Dimostriamo elio la funzione che dà le temperature stazionarie, esiste

sompro quando V e C sono indipendenti dal tempo, e che è unica.

Pieiidiamo la espressione

dove con ^/ denotiamo la somma dei tre quadrali d(,lle derivate lìrimc r.ip-

porto alle coordinate rettilinee ortogonali, e consideriamo il campo infinito
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delle funzioni dei punti di S, le quali sono finite e continue insieme colle

loro derivate prime, e prendono sopra ff' valori uguali a quelli della fun-

zione V. È evidente che tra queste infinite funzioni ve ne sarà almeno una

che renderà iì^ un minimo, e quindi

e riducendo la variazione con metodi noti,

— { ^v~ da' — f àv (^r — hiv — Ì)\ da" — {SvJ- ods^O,
Jd' dp J„'< \dp 7 .'s

Ora, sopra <r',

perchè ivi la funzione non varia. Inoltre le variazioni sopra a" essendo arbi-

trarie indipendenti da quelle in S, non potrà verificarsi questa equazione a

meno che non sia, sopra ff",

(3') | = M^-^)'

e in tutto lo spazio S

(4') J'o = 0.

Dunque esisterà almeno una funzione che sodisferà la seconda condizione e

la equazione (4), e che quindi darà temperature stazionarie.

Dimostriamo ora che questa funzione è unica. Supponiamo infatti che

di queste funzioni ne esistano due, v edM. Ambedue renderanno un minimo Sì.

Avremo quindi:

/2„ = i2i.+„_„ = /2„ -I- \ J(u— v)ds + h
(

{u — vYda",

Sì,,= iìu+y,-u= iìu-¥- \ ^Hu — v)ds + h
I

{u — vyda";
Js, Jq'I
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e sommando

= 2 i^iu — v) ds-h2h f (u- vY da",
^ S Jn"

che non può verificarsi a meno che non sia

u— y = costante

in tutto S; ma

u — v =

sopra a' e a", cioè sopra tuttii la superficie ff; quindi

costante = ,

od

u = v

in tutto il corpo. Abbiamo dunque il seguente

Teorema I. — Esiste sempre una funzione v ed una sola che in iuiio

uno spa:io connesso S è finita e continua insieme colle sue derivate prime

e vi sodisfa alla equazione

J'v = 0,

sopra una parte a' della superficie che limila S é uguale a Y, e nella

rimanente o" sodisfa alla equazione

dp = ''^'-^^-^

e soltanto quando le temperature in un dato tempo sono espresse da questa

funzione, rimangono stazionarie e il fiitsso permanente.

Poiché, denotando con II la conducibilità esterna e con K la conduci-

bilità interna del corpo, abbiamo

h = ^,
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sarà

' fjvds E' f iv — ^Yda"
Js Ja"

e K' Jv ed H^ {v — f)' sono proporzionali ai quadrati dei flussi del calore,

si ottiene il seguente

Teorema II. — Affinchè le temperature siano stazionarie^ è necessario

e sufficiente che siano minimi i quadrati dei flussi divisi per le conducibilità.

Se V= e f^=0,la funzione, che sodisfa alle condizioni del teorema, è

y = .

Quindi non può aversi stato permanente di temperature quando il corpo abbia

in qualche parte temperature diverse da zero; e quando tutte le temperature

sono uguali a zero, non è possibile alcun flusso.

II.

Se la funzione Woi che esprime le temperature iniziali, non sodisfa alla

equazione

ma soltanto alla seconda condizione del § I, le temperature del solido non

saranno stazionarie, ma variabili col tempo. Ora la funzione v, come fun-

zione di t, è soggetta alla sola condizione di essere continua e di avere la

sua derivata prima finita; quindi è evidente che si potrà prendere in modo

che sodisfi alla equazione

^ _ UH ^ ,

~ìt

ossia, poiché k = 77=7-

,

(5) CJ)^ = KJ'v.
~òt
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Esiste dunque sempre una funzione che sodisfa alle condizioni del § I, quando V

e C sono indipendenti dal tempo,

la questo caso la funzione

(6) Ì2 = I fjv ds-h^- f {V- Cr da"

non sarà un minimo, e la sua variazione nel tempo dt sarà

(7) ^dt = — Y.dl\'^Z^""i>d'S\

sostituendo nella equazione (7) il valore di KJ° v tratto dalla (5), si ottiene

e integrando fra <= e i = t', si ha

(8) ^„ - i2, = CD J^'cii ^j^^^ds ,

la quale esprime un principio generale che può enunciarsi nel modo seguente :

Teorema III. — Se le temperature iniiiali non sono stazionarie e le

condizioni alla superficie sono indipendenti dal tempo, le variazioni di

temperatura aovengono in modo, che la somma dei ijuadrati delle varia-

zioni delle temperature, estesa a Cullo il corpo da 1 = a l= t' e mol-

tiplicata per CD , è uguale alla diminuzione della mela della somma dei

rapporti dei quadrati dei flussi alle conducibilità.

L'equazione (8) ci mostra che dopo un tempo più o meno Iun<;o do-

vranno aversi le temperature stazionarie, qualunque siano le iniziali. Infatti,

il secondo membro necessariamente aumenta col tempo tìnchè le temperature

non sono stazionarie; quindi deve aumentare andie il piimo. ed iì, conver-

gere al valore minimo.

Se V e i sono variabili col tempo, la variazione di Si è data da

_K fì;^^^vds-K f ^'J'do'-U j' fiv-Odc';
J» Di Ja> ìt dp Jo" dt
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quindi, prendendo

~òt

invece della equazione (8), abbiamo

(9) Celi
\
CD flì'Xds+ K f ^ '^^ ^^.'+ H r ^ (. - da"\

ih - i^t ;

ed abbiamo il seguente

Teorema IV. — Le temperature di un corpo variano in modOj che

la somma dei quadrati delle variazioni moltiplicata per CD in tutto il

corpo e in tutto il tempo da ^ = a t^t\ piii la somma delle varia-

sioni delle temperature date sopra la superficie moltiflicate per i rispet-

tivi flussi, più la somma delle variazioni della funzione f moltiplicate per

i flussi che vi corrispondono alla superficie, sia uguale alla diminuzione

della metà della somma dei rapporti dei quadrati dei flussi iniziali alle

conducibilità.

Rimane ora da dimostrare che le condizioni poste al principio del § I

determinano la funzione y, in guisa che non vi possono essere due funzioni

differenti che le sodisfacciano tutte.

Supponiamo che vi siano due funzioni v ed z<!, che in tutto il tempo

ed in tutto lo spazio S sodisfacciano a quelle condizioni. Ponendo

w = v — M ,

avremo

dw
, = k J- w
dp

in tutto S. Sopra la superficie ff'

w = ,
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e sopra a''

dio ,

• dp

Per / =

w= 0;

ora abbiamo veduto che con queste condizioni si ha (§ I)

w=

in tutto il tempo ed in tutto lo spazio S. Dunque

V = u.

Quindi

Teorema V. — esiste sempre una funzione ed una sola che sodisfa a

tulle le condizioni del % I.

IH.

È noto che una funzione v finita e continua insieme colle suo derivato

prime in uno spazio connesso S, che in questo sodisfa alla equazione

(10) J*v= 0,

è data dalla formola

/Il I ^ C / di> du\
,

(llj v' =—
]
(u- V

,
)da ,

essendo al solito a la superficie che limita S , /) la normale a a contata an-

dando verso l'interno di S, ed « una funziono che sodisfa in S alla equazione

^' M = ,
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che nel solo punto a di coordinate {x',y',s'), cui si liferisce il valore v\

cessa di esser finita e continua, e in esso diviene infinita come , denotando
Caa'

con QoL%' la distanza dal punto a' del punto a di coordinate {x ,1/ , s). Po-

niamo

(12) u =— + G,

ed assoggettiamo G alle condizioni, che possono sempre essere soddisfatte,

di verificare in S la equazione

di avere sopra una parte a' della superficie tf i valori della funzione
,

e sopra la rimanente parte a" di verificare la equazione

d—
dG ,^ h Qaa'

dp ^aa' dp

e di essere finita e continua insieme colle sue derivate prime in tutto lo

spazio S

.

Ponendo questa funzione G nel valore (12) di u, abbiamo una funzione

che sodisfa nello spazio S alla equazione

sopra a'

u = 0;

sopra a"

du ,

dp

e se descriviamo una sfera infinitesima intorno al punto a, sopra la super-

ficie di questa sfera avrà valori costanti. Quindi u rappresenta le temperature

stazionarie in un solido omogeneo che ha una temperatura costante sopra

29
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uua sfera piccolissima col centro nel punto «'. ossia clie lia in un punto

dato a quahinque una sorgente costante di calore, che lia una parte ff' di

superficie alla temperatura zero, e l'altra o" esposta all'aria libera che pure

è alla temperatura zero.

Sostituendo questa funzione xi nella formola (11) abbiamo

(13) ,'=_-Lr,'^«rf,,'_JLr«(^-A.V'^'.

Onde, determinata per un corpo solido di data forma la funzione G, e quindi

la M, saranno determinate le temperature stazionarie corrispondenti a tem-

perature date comunque in una parte di superficie, qualunque anche sieno le

temperature degli spazi ai quali sono esposte le parti libere della superficie.

IV.

Lo spazio S occupato dal solido sia una sfera di raggio R, e tutta la

superficie di questa sia mantenuta a temperature date.

La funzione ii iu questo caso è

1 E
M =

Paa' r Qa'^'

dove r è la distanza del punto a dui centro della sfera, e / è il punto

reciproco ad a rispetto alla sfera di raggio R, cioè è il punto che si trova

sul prolungamento di /•' alla distanv.a , dal centro della sfera. Da quanto

abbiamo detto sul significato generalo di a nel numero precedente si ricava

il seguente

Teorema VI. — La temperatura stasionaria di una sfera che ha in

un punto a una sorgente costante di calore, e la superficie ìnantenutn nd

ima temperatura costante uguale a sero, è uguale alla funzione potensialc

del punto «', e del punto reciproco ad a rispetto alla sfera, quando da

questi emanino due forse una attrattiva e l'altra ripulsiva, che agiscono

secondo la legge di Newton, e le cui intensità sono nel rapporto di r

ad II; e il /lusso permanente del calore in ogni punto della sfera <> uguale

in intensità e dtreiione aU'asionc che vi eserciterebbero queste forse.
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Se le temperature saranno sopra la superfìcie della sfera mantenute co-

stantemente uguali a quelle espresse dalla funzione arbitrariamente data V,

avremo, per le temperature stazionarie,

Sia ora la sfera di raggio R immersa in uno spazio le cui temperature

siano date nelle diverse direzioni, ed h sia il rapporto della conducibilità

esterna alla interna. Dovremo determinare la funzione ii in modo che sia

in tutta la sfera

(4)" J'u,= 0,

e sopra la superficie

—--irhu = 0;
dr

poiché

du ÓM

dp dr
'

La funzione che sodisfa a queste condizioni è

1 , R (1 — 2/tR) R"'"-'
(14)

Caa' r Qo.\V

r_dx__

dove Y denota un punto sopra il prolungamento di r' distante dal centro di

una lunghezza x. Tutti i termini di questa funzione verificano la equa-

zione (4), poiché
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qualunque sia il punto ó. Abbiamo poi, per r:=R,

du 1 ,
(1 — 2AR) B"-»-' r"rf^!^

r'"» Jli! a;""
( dr V bdr Rpoi

.Ma

d— d— .

dr r dx rQa-^

onde

du

dr

hii^

i ,_L )

_1 (l-2/iR)R'"-' r°° 1 e.;f 11

2/iR (1 — 2/iR) R^
:'iR_s r"»

R?a«' r'"^ J^^x'^^qa-i

quindi

du (2AR— 1)( 1 R'""-' f * (i /.'''-""A , )

rfr
+ ^« =—R— ^ + -7^>rf^i-^)'-T

r'

2/lR—

Osservando il significato della funzione n trovato al S HI. abbiamo il se-

guente

Teorema VII. — /;<? fcmperafure slnsionarie dei punti di una sfera

di raggio R, la quale ha in un suo elemento a una sorgente costante di

calore, e la superficie esposta all'aria libera alla temperatura zero, sono

date dalla fumionc potensiale del punto «', del punto /*' reciproco ad a

rispetto alla sfera, e di una retta che si estende da /S' all'infinito nella di-

restane del raggio che va ad a' , quando una materia che agisca colla legge

di Newton sia in a colla densità 1 , in jì' colla densità — , e nei punti y
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della retta colle densità Th^Tl^ ' (^^^otando con x le loro di-

stanze dal centro.

Se una sfera sia esposta colla sua superficie all'aria libera, ma le con-

dizioni di temperatura nelle differenti direzioni si mantengano continuamente

differenti, allora alla superficie avremo

essendo f una funzione dei punti della superficie, e quindi, prendendo per u

la funzione (14), avremo dalla equazione (13), in cui o' è posto uguale a

zero e a" è la superficie totale della sfera tf di raggio R

,

y == — I u^da.

Questa funzione non è altro che il potenziale della materia, di cui u è fun-

zione potenziale, sopra una materia distribuita sopra la superficie della sfera

colla densità -;— .

in

VI.

Prendiamo ora un solido omogeneo terminato da una mezza sfera di

raggio R e da un piano w che passa per il centro della sfera.

E facile a verificarsi che la funzione

(15)

r

dx

r'

dove a"
,
/S"

, / sono punti simmetrici rispettivamente ai punti a'
,
^' ,y ri-
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spetto al piano «u, sodisfa alle seguenti condizioni. In tutto il solido è

sopra il piano w

M = 0;

sopra la superficie della mezza sfera

du ,

dp

Quindi se il piano « è mantenuto a temperatura costante espressa da una

funzione V dei suoi punti, e se lo spazio, in cui è immerso il solido, è alla

temperatura zero, dalla formula (13) avremo

v'= ^fYpd.,
in 7u ds

dove v' denota la temperatura stazionaria che avrà il punto qualunque (c del

solido; u è dato dalla formula (15), e o rappresenta la coordinata rettilinea

ortogonale che è normale al piano o), del punto « a cui si riferisce la in-

tegrazione.

VII.

Quando le temperature sono variabili bisogna determinare una funzione

che sodisfi a tutte le condizioni poste al principio del § 1. Questa funzione

esiste sempre od è unica come abbiamo veduto. Per averne il valore in un

punto qualunque a', dopo il tempo l' , moltiplichiamo per u di ds la equazione

(T) ^— kJ-i,= 0,
di

ed integriamo da ( = a t = t' — *, ed in tulio lo spazio connesso S oc-

cupato dal solido, essendo u una funzione finita e continua insieme colle sue

derivate prime rapporto alle coordinato, finché / -< /', ma che per / = /' di-



— 231 —
viene zero per tutto S, fuori che in un punto a dove diviene infinita. Pertanto,

per quanto piccolo si prenda «, avremo sempre

e, colle note riduzioni,

j^M..e dz- r«o V, ds + A-
[' '\uj(u fp-v^) da

— J'~'dt j'v(~-hkJ^u\ds = 0.

Affinchè in questa equazione rimanga il solo valore ignoto di v corrispon-

dente a ^ = /' nel punto a, dovrà essere primieramente

ut

Prendendo poi sopra la parte a' della superficie a del corpo, in cui la tem-

peratura è uguale a V,

u = ,

e sopra la rimanente a"

du ,

-y- = im

,

dp

avremo

\{tw)t'-tds= \uoVods-hk dt l-^dd' + kh dt uCdff".
Js Js Jo J a' U.p J<, Jts"

Ora, col diminuire di f la funzione u converge a zero in tutto lo spazio S

,

fuori che nel punto a', dove cresce oltre ogni limite; dunque, denotando

con v il valore di v in a per t = i', avremo

lim. I {uv)i'-s. ds = v . lini. ?<,'_= ds^
,

E=0 .-^S E=0 ^Si
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essendo S, uno spazio qualunque contenuto in S, e che contiene «'. Onde

ponendo

(16) lim. I Ui'-tdSi^X!,
t=0 ^Si

avremo

(17) v-= ^.[fu.v.ds^kjytlNpa-^MJytlu:,.'') .

Poniamo

e 4k(t'-t)

(18) u = T+ G,

{t'-ty

dove G è una funzione definita dallo seguenti condizioni:

1° È finita e continua insieme colle sue derivate prime rispetto alle

coordinate in tutto lo spazio S da / = a / = /', ed in questo campo so-

disfa alla equazione

2° In tutto il tempo, sopra a', è

e
4k(if-t)

Q = -- T
(t'-t)

e sopra a",

f-hG =

3° Per /==/', in tutto S, è

= 0.
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Queste condizioni rientrano in quelle del § 1, e quindi esiste sempre una

funzione che le soddisfa.

Con questa funzione G la ?< , data dalla formola (8), verifica tutte le

condizioni alle quali dev'essere assoggettata secondo il numero precedente.

Sostituendola nella formola (16), e ponendo mente alla condizione terza a

cui soddisfa la G, abbiamo

Onde

e quindi la formola (17) diviene

(19) v' = ^l \ fuo v,ds-hk r'dt fY^da'-h C'dt f khuCda" ì ;

8\/k''n^Ws Jo Jg' dp Jo Jo" )

ed abbiamo la temperatura di un punto qualunque del corpo dopo un dato

tempo espressa per le temperature iniziali, per le temperature dei punti di

una parte della superficie in tutto il tempo precedente, e per le tempera-

ture dello spazio a cui è esposta l'altra parte di superficie.

Vili.

Determiniamo la funzione u nel caso in cui il solido sia un parallele-

pipedo rettangolo, e siano date le temperature sopra tutte le facce.

Prendiamo per assi delle coordinate tre rette parallele a tre spigoli

ortogonali tra loro. Siano

a; = J , a; = I' ,

« = f , ^ = r

,

30
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le equazioni delle sei facce. Denotando con a ,b ,c le lunghezze degli spi-

goli, avremo

f — f ' = a , »; — >/ = i , f — i' = e

.

Conduciamo per il punto m di coordinate {x , y ,
5') una retta parallela al-

l'asse delle .e; essa incontrerà le due tacce parallele al piano yz, in due

punti di cui le coordinate x saranno f e ì'. Questi punti siano p ,
p'. Pro-

lunghiamo la retta pj)' indefinitamente dalle due parti, e prendiamo, sopra

i due prolungamenti, i punti

Px,Pi,p3,...p,...,

p'i.p'>,p2,-.-p[.---

dei quali i primi rimarranno nello spazio esterno al parallelepipedo dalla

parte della faccia x = ^y e i secondi dalla parte della faccia x = i' ; e

preudiamoli iu modo che sia

pp, = mp
, ppi=pp\ , .. .pp,=pp'^,

p'p\ = mp'
' V'v'-i = ìhh '••?'>»= /j'j-i

Denotiamo con i'» l'ordinata di jw, , con t\ quella di p\ ; avremo

x' - r = r - ?; , . . . f - ?; = ?.-, - r ;

ossia

J.+ f:-.=2? ;

dalle quali si deduce

. U"-' = 2s(f-n-i-2f-^' . fu. = 2s(r-f)+2r -.»•',

' f.. =2s(f-r)H ./'
. ?; =2s(^— ?)+ a-'

Prendiamo ora la funzione
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dove

1
T :

Ak{t' — l)

Sostituendovi i valori (20) abbiamo

QJx) = y g-"rCx-a:'+2na)2 y~ g-T(2;-a;-a;'+2rta)*

Se prendiamo

»

/23(^) = ^ g-TU-.'+!..c)^ _ y g-T(2!:-z-z'+2nc)=
^

ed

(t'-ty

è facile a verificarsi che saranno soddisfatte tutte le condizioni poste per

la u. Infatti, tutti i termini saranno della forma

g 4ft(f'-0

(i'-iV

e quindi, soddisfanno alla equazione (1). Tutti i punti /? con cui sono «o-

struiti quei termini sono fuori dello spazio occupato dal parallelepipedo ec-

cettuato uno solo che è il punto m; ed abbiamo inoltre

/2,(J)=0 , i2,(r)=0.
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Ora, dalla teorica delle funzioni ellittiche, ponendo

a iJ(2nyj+2m)

abbiamo

onde

1 « (
x — x' nki(f— 1)\

\

fl
) ^ /2?— .r — g:' nki(l' — 1)\ i

'

e quindi

l'^r^.i/a Z ^— -^' ^^?(<' — ^)\ tì
/ 2? — .r — x' 7tki{t' — t)\)

(« / '/ — y' ?rA7(<' — <)\ / 2>; - >/
— y' n-A:f(<' — <)\)

( ""'V 2a ' é' / '^""V 2b ' b' ))

(„ { i-s' nki (t' — 1)\ ( 2Ì-Z — 1 nki{t' — t)\)

Questa funzione it sostituita nella equazione (19), dove si pone a"

uf;uaie a zoio e per a' si prciuiono le sei facce del parallelepipedo, serve

a determinare le temperature di un punto qualunque del corpo dopo un

tempo qualunque, quando siano date le temperature iniziali, e quelle delle

superlicie del iiaralielepipedo. Considerata i>oi come funzione di /' soddisfa

la equazione (1), ed esprime le temperature variabili di un parallelepipedo

che nel tempo l' = l era per tutto alla temperatura zero, fuori che nel

punto (x' ,//',/) , dove aveva iin;i teiniieratuia grandissima, e clic in tutto

il tempo Ita la superfìcie mantenuta alla temperatura zero.
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IX.

Il metodo del paragrafo precedente dà anche la funzione u nel caso in

cui il solido occupi lo spazio compreso tra due sfere concentriche, una di

raggio R e l'altra di raggio minore R', e siano uguali le temperature ini-

ziali nei punti equidistanti dal centro, e uguali tra loro in tutto il tempo

le temperature dei punti della superficie sferica di raggio R, e uguali pure

tra loro le temperature dei punti della superficie sferica di raggio R'.

In questo caso la equazione (1), essendo u funzione del solo raggio

vettore r, diviene, come è noto,

„., ^-*^-o.

e dovrà essere inoltre

ru=

sopra ambedue le superficie sferiche ; e per t = t' in tutto il solido fuori

che nei punti nei quali r = r', dovrà essere

M = 0,

e in quei punti

M ^ 00 ,

In questo caso invece di tre fattori nella funzione u basta prenderne uno

solo, e sostituire in esso r ad x, R a I ed R' a f'. Si può dunque prendere

(lA)
''"~R-R')_^ /2K-r- r' rtkt(t'

-

t)\r
"[ 2(R — R') ' (R — R')V)
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ed è facile a verificare come soddisfi a tutte le condizioni cui dove soddi-

sfare ru.

Per avere la funzione u nel caso che il solido sia una sfera, ù evidente

che basterà porre nella formola (22)

R' = 0;

e avremo

(23) ru = ^-
/;^\ """"l 2R ' K^ li

[
^°°\ 2R ' W ))

Con i valori di u. tratti dalla equazione (23), la formola (19). in cui

è posto <r" uguale a zero, dà le temperature dei differenti strati della sfera

dopo un tempo qualunque, conoscendo le temperature iniziali e le tempera-

ture della superficie in tutto il tempo.

X.

Quando il raggio della sfera è molto grande, come nel caso dei corpi

celesti, la formola (23) serve a determinarne le temperature anche nel caso

che siano variabili col tempo le temperature degli spazi che essi attraver-

sano, e non si conoscano altro i'hu queste o le temperature iniziali.

Infatti, bisogna per ciò determinare una funzione u che soddisfaccia in

tutta la sfera alla equazione (21); per ( = t' sia nulla per tutto, fuori che

nei punti distanti dal centro di /, e sopra la superficie della sfera sia

(24) f^.^-hu=^0.

La funzione data liaila formola (23) non solo soddisfa alle prime condizioni,

ma anche alla equazione (24) quando U è molto grande. Infatti, questa
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equazione può scriversi nel modo seguente

Sostituendo i valori dati dalla forinola (23) nella equazione (25), e trascu-

rando le potenze di — superiori alla prima, abbiamo clie quest'ultima è

soddisfatta.

Quando k{t' — ^) è molto grande e confrontabile colla grandezza di RS

il che accadrà se il numero degli anni che Iia durato il raffreddamento non

è molto piccolo in confronto del numero dei metri contenuti nel quadrato

del raggio del corpo celeste, poste in luogo delle funzioni jacobiane, le serie

che le esprimono, queste risulteranno molto convergenti. Ma se questo nu-

mero di anni fosse di molto inferiore, allora quelle serie sarebbero molto

lentamente convergenti. Ma dalla teoria delle funzioni ellittiche abbiamo

1/

—

iw \ ^/

onde

(r-r'r

ir— r' nki(t'— t)\ Rg
'^^"^

''

(
{r— r') R/ R'? \

\'nk{t'—t)

(r+r'f

'4k{t.'-t}

\'nK{t'—t)

/ r + r' nki(t' — t)\ Vie
^^^''~

^^ / (r+ r ) R^' R'

i

\

^''°
V 2R ' R^ /

~
t/^/^(?=T)

' °°
V 27rA-(<' - t) ' nk{f-t)] '

e quindi

e

Uit'^t) /{r—r')m U-i

(26) ru =-^i
(^^,,,

/ (r - r') Ri RU \

'"'\2k7r(f — t) 'kn(f—t))

yt'—t
'\3

m'-t) ^ ((r-^r')Ri R-
e

—/ (r + r') Ri __^J__\
"'y^knit' — t)' kn^t'— t)j
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la quale può esprimersi in serie che sarà molto convergente, quando il nu-

mero di anni dai quali dura il raffreddamento è piccolo di fronte al numero

dei metri contenuti nel quadrato del raj^gio del corpo celeste.

_ Sostituendo nella equazione (10), in cui a' è zero, il valore di u tratto

dalla equazione (23), o dalla (26), abbiamo la temperatura in uno strato

qualunque del corpo celeste di cui sono date le temperature iniziali e quelle

degli spazi da esso attraversati.
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XXXV.

SOPRA LA DETERMINAZIONE DELLE TEMPERATURE VARIABILI

DI UNA LASTRA TERMINATA

(Dagli Annali di matemalica pura ed atifilicala, serie II, t. I, pp. jyj-jSo, Milano, 1868).

Abbiamo creduto superfluo ristampare la presente Memoria, perchè i risultati in

essa contenuti si deducono immediatamente da quelli della successiva col n". XXXVII,

supponendo uguali fra loro le due conducibilità principali.

V. C.

31
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XXXVl.

SOPRA LA ELI-TTRODINAMICA

(Dal Suole Cimento, ser. I, t. XXVII, pp. 402-407, Pisa 1868).

I.

Gauss, in una lettera a Weber, pubblicata nel volume V della Colle-

zione (Ielle sue Opere, scriveva nel 1845 che, per dedurre le forze da ag-

giungersi a quella che si esercita tra le particelle di elettricità in quiete,

quando esse sono in moto relativo, convenga supporre che l'azione non sia

istantanea, ma che si propaghi col tempo, in modo simile a quello che si

è trovato per la luce, ed aggiungeva che lasciò questo genere di ricerche

nel 1836, senza riuscirvi, ma però colla speranza di riuscirvi piii tardi, e

coUopinione che fosse necessario di formarsi una rappresentazione costruibile

del come questa propagazione avvenisse. Nel 1858 Riemann presentò all'Ac-

cademia delle Scienze di Gottinga un articolo pubblicato dopo la sua morte

nel n". 6 degli Annali di Poggendorf del 18(37, in cui deduceva il poten-

ziale di due correnti chiuse costanti, l'una suU'alti-a, ammettendo che l'azione

dell'elettricità si propaghi nello spazio con velocità uniforme uguale a quella

della luce, e supponendo elio la corrente consista nel movimento delle due

elettricità, positiva e negativa, che vanno contemporaneamente nel filo in

direzioni opposte, ed aggiungendo che le somme dei prodotti delle elettricità

positive e negative moltiplicato per una funzione delle coordinate dei punti

del lilo, siano trascurabili rispetto alle somme delle sole elettricità positive

delle solo negative moltiplicate por la stessa funzione. Questo concetto

della corrente elettrica, tutto ideale, è poco in armonia con ciò che si conosce

di essa, e pare che Uiemann non ne fosse soddisfatto, avendo ritirato l'arti-

colo dalla Segreteria dell'Accademia, ed essendosi astenuto dal pubblicarlo.

Quindi mi sumbra che non sarà senza importanza il dimostrare come si pos-

sano apiegare le azioni elettrodinamiche per mezzo della loro propagazione

col tempo, e ritenendo che l'azione dulia elettricità dinamica sia secondo
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la legge di Newton come quella della elettricità statica, senza fondarsi sopra

quel concetto, e supponendo invece che la corrente consista in una polariz-

zazione periodica degli elementi del filo, che è più in armonia con tutti i

fatti conosciuti.

II.

Il potenziale di una corrente chiusa costante, sopra un'altra corrente

chiusa costante, quale è stato veritìcato dalle più accurate esperienze, è

cos(ds,ds')

JsJ,' r

dove, « , e' sono le intensità delle due correnti ; r la distanza di due ele-

menti ds e ds' delle curve chiuse percorse dalle correnti
;

[ds , ds) l'angolo

che questi fanno tra loro ; e gli integrali debbono essere estesi a tutti i

contorni di queste curve.

Ora, essendo {x,y ,2) le coordinate di xm punto della curva s, e {x',y\s')

quelle di un punto della curva s', sarà

r' = {x- x'Y ^(y~ y'Y -^{ì- /)'

.

Onde

1 d'^jr'^) dxdo^ (ly^dy_ dz_d^ ,, .,

2 ds ds'
'' ~

ds di ~ d^ds^~ d^ ds'
~ ~ *'"H«!s>^s ).

e quindi

d'ir') dsds'

dsds

Integrando per parti prima rapporto ad s, e poi rapporto ad s\ ed osser-

vando che gì' integrali di differenziali di funzioni continue estesi a tutta

una curva chiusa sono nulli, abbiamo

d'I

<" ^=-tXI'-'^**'-
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III.

Gli elementi delle due curve s ed s' siano polarizzati periodicamente

cioè agiscano gli uni sugli altri come se fossero elementi magnetici coH'assse

nella direzione delle tangenti alle curve, e che aves.-^ero i rispettivi mo-

menti m ed to' variabili col tempo, cioè

m = f(t) ds , m' = F(0 ds' ,

dove f{t) e F(^) sono funzioni che riprendono i medesimi valori ad inter-

valli piccolissimi di tempo uguali a p.

Supponendo che l'azione si propaghi nello spazio colla velocità e, il

potenziale di una linea sull'altra in un intero periodo, sarà

I momenti delle correnti abbiano non solo lo stesso periodo, ma rariino

anche colla stessa legge, e possano difterire soltanto nella fase. Allora avremo

f{t) = e^{t),

F(i!) = e'y(^4-ff).

essendo a <^ p.

A cagione della piccolezza di <r e di - potremo porre

F(.-^) = .>(.^<r-^^)

Sostituendo nella formula (2) questo valore, ed osservando che abbiamo

ds ds' = 0,
jj.' dsds'

e che a cagione della periodicità di g>(f), è

r9(0 V'it) di = 0,



— 245

si ottiene

d-^'

w = ^jyu) ,.'V) dtii (. - ^)'^ ds ds'

.

Ora sia la durata p di un periodo molto piccola anche rispetto al tempo

in cui l'azione elettrica si propaga alla unità di distanza, in guisa che a

r
possa trascurarsi rispetto ad -

. Allora avremo

2 ,/o e* J,Js' dsds

A cagione della periodicità di <fi{t), integrando per parti, si ottiene

f\{t)<p"{t)dt = - i"(<p\t)rdt.

Quindi, ponendo

((f\t)Y dl = a\

ae ae , ,

e
~ ' e

'"

avremo

d^'-

2 JsJs' ds ds

che coincide col potenziale dato dalla formula (1), e come in quella s ed h

sono quantità proporzionali alle intensità delle due correnti.

Dunque, le azioni elettrodinamiche possono spiegarsi, ammettendo che si

propaghino nello spazio con velocità uguale a quella della luce, che si eserci-

tino secondo la legge di Newton come le azioni elettrostatiche, che le cor-

renti consistano in una specie di polarizzazione dei loro elementi, variabile

periodicamente, che la legge della variazione sia uguale in tutte le correnti,

e che la durata del periodo sia piccola anche rispetto al tempo che impiega

l'azione a propagarsi alla unità di distanza.

Pisa, 25 maggio 1868.

(*) Nella Memoria originale il denominatore e è stato dimenticato. 0. T.
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XXXVII.

SOPRA LA DETERMINAZIONE
DELLE TEMPERATURE VARIABILI DI UNA LASTRA TERMINATA.

QUANDO LA CONDUCIBILITÀ NON È LA STESSA
IN TUTTE LE DIREZIONI

(Dnl \iiovo Cimcnlo, scr. I, t. XXVIII, pp. ii$-iJ4, Pisa, 1868)

I.

Sia data una lastra di grossezza trascurabile rispetto all'altre dimeu-

sioni, e che abbia la superficie piana, terminata e connessa. Il contorno sia

composto di una o di più linee chiuse, e quindi l'ordine della sua connes-

sione possa anche essere moltiplice.

Denotiamo con v le temperature dei punti della lastra in un tempo t.

Siano date comunque le temperature dei vari punti della lastra quando

^ = 0, e indichiamole con y»; e siano date anche in modo affatto arbitrario

le temperature dei punti delle linee e, , e» , . .
. , r, che formano il contorno,

in tutto il tempo trascorso da / = a un tempo qualunque /'. Queste tem-

perature le denoteremo con V, . V„ , . .
.

, Vj e saranno in generale variabili

da punto a punto del contorno e col tempo. Le funzioni V, , V. , . . . , V,

potranno essere anche discontinue in alcuni punti separati, e i\ lungo linee

separate, ma s"i le une che l'altra non potranno e.^sere mai infinite.

Per determinare v avremo le seguenti condizioni:

1°. La funzione v sarà finita e continua insieme colle sue derivate

prime rapporto alle coordinate, in tutta la superlicie della lastra e in tutto

il tempo, e soddisferà tra questi limiti alla equazione a derivate parziali:

(1) T7 -^ '''«'— /m T^ — /'^t f-, = ,
—

- -4- /;w— /i, —^ — Al —

-

^t lix" 7)»/

dove:

. 2H , K, . K,

CQO CQ C(l

ossendii H la i-niKlucibilità esterna, K, e i\. le conducil)ilità interne nella
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direzione degli assi principali di conducibilità ('), ai quali abbiamo supposti

paralleli gli assi delle coordinate, e il calorico specifico, q la densità del

corpo, e ff la grossezza della lastra.

2°. Quando è / = , sarà :

essendo Wo una funzione dei punti della superficie della lastra affatto arbitraria.

3°. Sopra le linee c^ ,Ci ,Cz , • -.Cs sarà :

y = Vi , y = Va ,...,?; = Vs

,

rispettivamente, e le funzioni V saranno funzioni dei punti delle linee e e

del tempo, affatto arbitrarie.

Queste condizioni determinano completamente il valore di v in un punto

qualunque [x' , y) della superficie della lastra, dopo un tempo t' qualunque.

IL

Sia u una funzione dei punti della superficie della lastra e del tempo,

finita e continua insieme colle sue derivate prime rapporto alle coordinate,

in tutta questa superficie e in tutto il tempo da l^Q a t=-t'— «, es-

sendo e una quantità piccola quanto si vuole. Moltiplichiamo per udtdxdy

il primo membro della equazione (1), ed integriamo estendendo l'integrale

triplo a tutto il tempo da a <' — « , e a tutta la superficie della lastra.

Avremo :

Integrando per parti e applicando un teorema noto, si ottiene:

I I {uv)t'-i dx dy —
Il [iw)a dx dy —

C'~S. ^ f r /, '^'" dy , liv dx\

Jo Jcrr^ L V "^a^ d.Sm l>y dsm J

(2) <^

-NJk.^^-k.^f^)~]ds^
\ liX dSm l>y dSm 'J

(') V. una Memoria di Duhainel nel Journal de TÉcole Polytechnique, cah. XXI.
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dove i primi integrali doppi sono estesi a tutta la superficie della lastra,

ed Sm denota Tarco della linea (',„ contato da un suo punto fisso preso co-

munque, movendosi in modo elio l' interno della superficie resti a sinistra.

L'integrale triplo è esteso a tutta la superficie della lastra e a tutto il

tempo da a /' — e .

Por ottenere il valore di t) nel punto {x , ?/') nel tempo /', bisognerà

che passando al limite per * = 0. dalla equazione (2) spariscano tutti i

valori «li V fuori che questo, e i valori dati, cioè quelli che corrispondono

a 1 = 0, e quelli che si hanno in tutto il tempo sopra i punti del contorno.

Si tratta dunque di determinare il moltiplicatore h in modo da produrre

questo etfetto. Dovrà quindi u essere tale da render nullo l' integrale triplo,

da render nullo l' integrale doppio che contiene — ,
—

, e da fare sparire

dal primo integrale doppio tutti i valori di v corrispondenti a t = (', fuori

che quello corrispondente al punto (a' , //). Dovrà (*) dunque la funzione u

soddisfare alle seguenti condizioni:

1°. Dovrà essere finita e continua insieme colle sue derivate prime,

in tutta la superficie della lastra, e da / = a t = t'— f, essendo * pic-

colo quanto si vuole, e tra questi limiti dovrà soddisfare alla equazione :

2°. Dovrà essere

M =

in tutti i punti del contorno e in tutto il tempo da zero a i' — e.

3". Dovrà convergere indefinitamente a zero in tutti i punti della

lastra fuori clie noi punto (;c',y'), quando * converge a zero, e deve con-

vergere all'infinito coU'avvicinarsi al punto (.'',»/) e col convergere di ^

a zero.

(•) Dal sno modo di scrivere, piirrcbbo clic l'A. ritenesse per necessarie le condizioni

enunciate, mentre nel testo non c'è nessun tentativo di dimostraiioue di questo fatto.

Questi! mancanza non porta con sé nessun incoveniente, bastando intendere i diversi

dovrà dell'A. nel senso di l sufficiente; certamente però la condizione 3* deve essere

iiplutatu con l'aggiunta che esista il lini 1 Ui'_i</(u e sia diverso da
«-« Jo

0. T.
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Quando la u soddisferà a queste tre condizioni, la equazione (2) pas-

sando al limite per s^ , darà :

{uv\ dxdy—\ dtl \ V„ ( A, -^ ;t^ — Aj -^ t^ ) ds^
,^x , ^ yJ Jq Jcy^ \ iix dsm l)ydsm/

lim «('_£ dmlim I Mc-
(=0 ^o

essendo l'area di una curva chiusa qualunque descritta intorno al punto

(x' , y') e dtù il suo elemento.

III.

La prima e la terza condizione poste per la funzione u sono soddisfatte

prendendo una serie convergente in tutta la superficie della lastra e in tutto

il tempo da zero a t' — e , della forma :

(0! - inf (.V - Vnf
,

(5) u =
t' — t

dove J„ , r]n sono coordinate di punti esterni alla lastra, tutti, fuori che uno

solo, il quale deve essere il punto {x'
, /).

Infatti, ciascun termine della serie (5) soddisfa alla equazione (3), o

quando t converge a t' tutti i termini convergono a zero, fuori che quello in

cui ^ = x e r] = y', il quale converge a zero iu tutti i punti a distanza

finita dal punto (r' , ì/') e converge all' infinito nei punti infinitamente vicini

a ix' , y').

Pertanto, quando saranno determinati i punti (J„ , »;„) esterni alla su-

perficie della lastra, e i coefficienti A„ in modo che sia soddisfatta la se-

conda condizione posta per la u, la formula (5) darà la funzione cercata.

Preudendo il coefficiente A del termine, in cui 's= x' ,rj = y\ uguale

all'unità, avremo

lim r«._erf«=.""lim ^ " ; ^^ e_^^
— — xi * — co '

= ìti e'"' yki, kt ;

32
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dove per l'area abbiamo preso tutto il piano, e abbiamo trascurato tutti

gli altri termini di u, perchè al limite sono tutti nulli. Sostituendo questo

valore uella formula (4), abbiamo per il valore di v nel punto (x' , y') nel

tempo t' :

(^) "'
=

,
^,7-7-

)
(»^)» <^^ dy

IV.

Determiniamo ora A„ , f„ , »/„ nella serie (5), in modo che aia m =
sopra il contorno, e che la serie stessa si conservi convergente in tutta la

superficie della lastra e in tutto il tempo. La diilìcoltù di questo problema

dipende unicamente dalla forma del contorno. Diamone la soluzione nel caso

che la superficie della lastra sia un rettangolo, e che i suoi lati siano pa-

ralleli agli assi principali di conducibilità.

Siano 2a , 2è le lungliezze dei due lati del rettangolo. Poniamo l'ori-

gine delle coordinate nel punto d'intersezione delle due diagonali, e pren-

diamo per asse delle x una retta parallela al lato di lunghezza 2a, e per

asse delle y una retta parallela al lato di lunghezza 2b. Tiriamo per il

punto {x' , y') una retta parallela all'asse delle </. prolunghiamola indefi-

nitamente da ambedue le parti. Siano m il punto (x .ij'): p il punto in

cui questa retta incontra il iato del rettangolo che rimane dalla parte po-

sitiva dell'asse delle x; e q ìì punto dove incontra il lato del rettangolo

che rimane dalla parte negativa dello stesso asse. Prendiamo ora nella parte

di questa retta, clie rimane fuori del rettangolo dalla parte positiva, i punti:

)«, , ìlio , W3 , . . . , m„ ....

e fuori del rettangolo dalla parte negativa, i punti :

CTi , Wlo , Ma , . . . , m„ , . . .

in modo che sia:

ptrii =pm ; qmi = qm

pniz^ptn'i ; qm't = qrrii

pm„ =pmn-t ;
qm„ = qm,,-,
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Denotando con r/„ la ordinata di to„ e con j;^ la ordinata di wz^, avremo:

rin -f- v'i-> = 2è , »?; + >/„_, = — 2b;

onde

(7)

J?j„ = 4:nb -h y ; lyj,, = — 4«é + f/'

,

»?,„+, =2 (2« -hi )* — ?/' ; j;;,^i= — 2(2«+l)é— y'.

Tiriamo ora per il punto m una retta parallela all'asse delle x, e sopra

di essa prendiamo analogamente i punti esterni al rettangolo dalle due parti

che abbiano le ascisse J„ , ì'^ date dalle equazioni seguenti :

(8)

?2n = ^iia + x' ; ^2,, = — 4«a -f- x ,

f2„+, =2(2rt-l-])a— a:'
; j;„^i = — 2(2«-f- 1) a — a;'.

Tiriamo ora per ciascuno di questi punti una parallela all'asse delle y,

e per ciascuno dei punti mn.m'n una parallela all'asse delle x. Questi due

sistemi di rette parallele colle loro intersezioni determineranno un sistema

di punti doppiamente infinito, i quali saranno tutti esterni alla superficie

del rettangolo, e le loro coordinate corrisponderanno ai quattro tipi seguenti :

Poniamo

T, = 4A,(^'— . Zi^Ak,{t' — t),

e prendiamo le serie convergenti:

/2(a: ,
^' , a) = e -f- y (— 1

Cv - y')' / (y - »;»)° fy -?.)" >

Avremo, come è facile verificarsi:

/ (y - ^nf (y-V'n? \

[e '^ +e '^ ).

i2(a
, a;' , a) = , Q{— a , x' , a) =

fi(*,/,è)=-0 , /2(— é,y',è) = 0,
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Quiudi la funzione

(9) u = j^ n(x ,
,/ . a) Sì(y . //' . i)

,

la quale è della forma (5), soddisferà anche alla seconda condizione posta

per la u, cioè si annullerà, qualunque sia t, sopra tutto il contorno della

lastra rettangolare.

V.

Determiniamo la funzione fì{x,x\a); e perciò sostituiamo in essa

a In e Jl i loro valori dati dalle formule (8). Avremo:

{X — x')' 4'n''a-' . , x — x'
+=0 —-H2.4na—-—

r, "t^ 4 T, T,

— e 2-^—

»

Le due serie sono funzioni Jacobiane. Infatti essendo:

©,.o(f,o)) = y«
—00

©,,„(«. 0)) = y e
—

»

se poniamo

(10) « = >

avremo :

_ {x-x')'

(11) i2(x,x',a) = e ®°-«(—^77; '^77r)~

r, /4at(a;-l-a;') 4'rt*A— « *''i,» 1
' |-

Ora prendiamo lo formule seguenti, che sono casi particolari di una

formula dimostrata dal 8ig. Hermite. nel voi- III della serie 2» del Gior-



— 253

naie di LiouTÌlle:

niaii^ 1 / 1 \
e €>,,o(w3 , w) = ©,,0 [a ,

) ,

e 01,0 etì/,a)) = -.= 0,., (/, — -) ,

^— eo) \ ®/

dove:

0o,i(2 , 0») = y (- 1)" e
—00

e poniamo:

4a ' 4a "

Avremo :

(a;— a;0°

r. _^ i\aiix — x') 4'a'A jW, ^ / a; — a;' tttiA
« ©0,0

(
. = —. ©0,0 1

-.

, TT-i '

Ti ^ /4fl«{a- -f- a;') 4^a*A I'titi ^ lx-\-x' nxiA
e ©1,0 ,

1 =^— ®o,i (—1
' 7I~i •

\ TTTi TTiTi / 4a \ 4fl 4*a'/

Sostituendo nella formula (11) si ottiene:

ed analogamente:

Ponendo questi valori nella formula (9). dopo aver sostituito a t, e a tj

i loro valori 4:ki{t' — l) e 4:ki(l'— (), abbiamo:

,,^, rr/k7Ke^r^ I ^ — x nkAt'-'t) \ ix-^x' nkd{t'—t)\-\
^^^' ""= i^A L '"V 4a ' Aa' '

''[ 4« ' 4fl» ì_\^

^L "••\~4^" 4è^ / °''\ 4é ' 4*^ ;J-
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Dedotti da questa i valori di m per / := , e di - per y = :^ b ,

e di — per ic = rt a . dovremo sostituirli nella formula (6), che in questo

caso diviene:

-ht'
e_

J

v' = =^
I

«0 «0 dx dy
471] kikt '-a -'->>

-ht'
e
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XXXVIII.

;SOPRA LA DETERMINAZIONE DELLE TEMPERATURE VARIABILI

DI UN CILINDRO

(Dagli Annali delle Università toscane, t. X, pp. 145-158, Pisa, 1868)

1.

In una Memoria Sopra la determinasione delle temperature nei corpi

solidi ed omogenei ('), io ho dato una formula generale per esprimere le

temperature variabili di un corpo solido, qualunque siano le temperature

iniziali, e le condizioni alla superfìcie. Denotando con v^ la funzione arbi-

traria che dà le temperature iniziali in tutto lo spazio S occupato dal corpo,

con V la funzione dei punti di una parte ff' della superficie del corpo, che

n'esprime la temperatura data comunque, con f una funzione dei punti della

parte rimanente ff" della superficie ff del corpo quando ne sia tolta la

parte a\ che dipende dalla temperatura dello spazio che circonda e", e

dalla posizione e intensità delle sorgenti di calore dalle quali riceve ca-

lore per irraggiamento ; ho espresso la temperatura v in un punto qualun-

que a del corpo dopo il tempo t' per la formula:

(1) v' = l:\ { u,v, ds -^ k {' dt { N '^^^ da'+ kh f dt f u^da"

dove ds denota l'elemento dello spazio S, ^ la normale alla superficie e

contata andando verso l' interno di S ; uh una funzione che soddisfa alle

seguenti condizioni :

1°. È finita e continua insieme colle sue derivate prime rispetto alle

coordinate in tutto lo spazio S , e vi soddisfa alla equazione :

in tutto il tempo, da a t'.

{') Memorie della Società Italiana delle scienze, ser. Ili, t. I. P. IL
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2°. Sopra e' ù uguale a zero e sopra t" soddisfa alla equazione:

'À°. Coll'avvicinarsi di < a ('' converge a zero per tutto fuori che nel

punto «' dove cresce oltre ogni limite.

La U è definita dalla seguente formula :

(4) U ^ lira Uf^ids,
E= . T

essendo T uno spazio qualunque che comprende «'.

In questa Memoria io determino la funzione u che deve porsi nella

equazione (1), quando il corpo abbia la forma di un cilindro circolare retto

e le temperature iniziali siano simmetriche rispetto all'asse del cilindro.

IL

Converrà premettere due teoremi di Analisi, il primo dei qnali era già

stato dimostralo, in modo però meno semplice, dai cliiarissinii signori Liou-

ville (') e Bonnet (*), e il secondo, per quanto io so. non è stato ancora di-

mostrato da altri.

Da un teorema dovuto a Fourier abbiamo che il valore di una funzione

di una variabile reale x\ che si conserva liuita da — od a -I- oo e che

air infinito converge a zero, e diviene discontinua essa o la sua derivata,

soltanto in punti tra loro a distanze finite, è espresso dalla formula:

V = —
] ds \ VaCOSì{.C — x) dx

,

e sostituendo alla funzione circolare gli esponenziali:

(5) y' = -- die-""] Vece-''' da-

.

Ora sia dato Va per tutti i valori di x compresi tra a e b, essendo l>'^a^ 0.

Avremo :

j
VccC''"dx=\p(z).

e) Journal de Liourille, sor. I, t. I.

(*) Mémuires cuuruiindt ot iiiL-inoiros dos savaiits ótraiigòrcs do l'Acadéinic Royalo

do Del^iquc, t. XXllI



— 257 —
Rimanendo affatto arbitrari i valori di y,- tra — oo ed a, e tra è e H-oo,

potremo prenderli in modo che sia:

reo

essendo <f{s) ima funzione data di j. Infatti potremo sempre determinare

una funzione W^: clie sia uguale a zero tra a e 6, e che renda:

W.^ e^^' dx-\- \ W^ e^«^' dx = W^,- e-'"' dx = (f [s)
— \p{x).

00 ^^b *-^— 00

Poiché moltiplicando per — e integrando tra — oo e +cd, abbiamo:
In

1 r^oo /^oo -t r^'K

;r- e--''''dz "^^e^'dx = W'«. = -^ e--'^'\if{z) — ^>{z)) ds (*).

Prendendo dunque per y-,- tra a t b \ valori dati, e tra — oo ed « e

tra è ed a> i valori dati per Wa; dalla formula precedente, avremo:

(6)
00

e (p{z) sarà una funzione arbitrariamente data, ma che non diviene mai infi-

nita per i valori reali di 2

.

(*) È inutile dirlo, la dimostrazione del Betti non è corretta.

fatto che l'equazione

r Vxe"'*dx= (f(z)

,

Basta riflettere al

dove (p{z) è una funzione nota in tutto l'intervallo da — oo a -i-ac, determina in modo

completo ed univoco i valori di Vx in tutto lo stesso intervallo da — co a -hoo, quindi

non possono fissarsi i valori di Vx in nessun intervallo parziale E chiaro che un risul-

tato come quello asserito dal Betti avrebbe richiesto una verifica completa; ed è questa

verifica che fallisce appena si tenta. Del resto, per i bisogni del problema trattato in

questa Memoria, i risultati cercati dal Betti in questo paragrafo sono stati ottenuti, noto-

riamente, pili tardi, dal Dini nel modo più generale e più completo [Serie di Fourier,

pag. 174 e seg.). Malgrado queste osservazioni io ho creduto di far riprodurre com'è la

Memoria del Botti, sia perchè non è agevole, restando nel suo ordine di idee, di intro-

durre il rigore nella dimostrazione sua, sia perchè mi sembrava di mancare di rispetto

alla sua memoria introducendovi delle modificazioni troppo arbitrarie.

0. T.

83
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Sostituendo il valore (6) nella equazione (5) abbiamo:

1 r°°

Supponiamo ora clie la funzione tfiz) sia monodroma ed abbia dalla

parte delle quantità imafjinarie negative i soli iutiniti di 1° ordine:

gì — Ili . g-, — Ili . g, — hi . ... ;

cioè tutti questi infiniti si trovino sopra una parallela all'asse delle quan-

tità reali ad una distanza //.

Descriviamo una mezza circonferenza col centro nell'origine e col raggio q,

dalla parte negativa delle quantità imaginarie, avremo:

In

estendendo la somma a tutti gl'infiniti di g; contenuti nel semicerchio.

Ora facciamo crescere indefinitamente il raggio q. Poiché :

lim pe-«f'f<:o»« + «^psone __ Q
p=:ao

per # compreso tra — n e , e a;' > , il secondo termine del primo

membro della equazione precedente converge a zero, e abbiamo :

^ f
<?--^V(«)dj= «'^ = 2 lim {s — g,+ hi)i^{z)e-'^'^,

e se if>[z) converge a per valori reali infiniti di z, il resto delle serie, cioè:

convergerà a zero col crescere di p, e quindi il secondo membro sarà una

serio ovideiilumente convergente.

Ponendo :

abbiamo:

lim {i — g, I
hi)<f{i) = A.,

t,V= VA.e-'-''.'''*''--',
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e questo qualunque sia la parte imaginaria h degl'infiniti. Quindi anche se

converge a zero, e gl'infiniti sono tutti reali. Allora

e abbiamo il seguente:

Lemma I. Se la equazione trascendente:

' =0

ha un numero infinito di radici reali:

e nessuna complessa colla parte imaginaria negativa, una funzione arbi-

trariamente data tra i limiti reali e positivi a e b, potrà, nei casi nei

quali è applicabile il teorema di Fourier, esprimersi per mezzo di una

serie convergente di coseni e seni della variabile moltiplicata per tutte

le radici di questa equazione trascendente, se però il primo membro della

equazione per z reale e infinito cresce oltre ogni limite.

III.

Se gì ,g2 , gs

,

... sono le radici tutte reali di una equazione trascendente

che non ha radici complesse colla parte imaginaria negativa, e all' infinito

reale ha un infinito, per ciò che abbiamo dimostrato nel Lemma I, potremo

esprimere una l'unzione che sia uguale a zero per tutti i valori compresi

tra ed r' — f, e sia uguale ad tra r = r'— f ed r = r\ e che

non muti valore mutando segno ad r, per una serie:

y fls cos gs r

.

(') Dalla sua presunta dimostrazione, il Betti ottiene, per rappresentare la funzione

arbitrariamente data nell'intervallo compreso fra a e b, una serie troppo speciale do-

vendo, nel caso generale, ogni termine della serie essere una combinazione lineare di

«-'"»•''
e di e''''".

0. T.
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dv

Quindi moltiplicando per — ed integrando tra ed r\ avremo:

> a, coi g,r => a, dr = .

Jo ~r
I

'•"— ' ' "T -^0
I
r"— r^ -V-:

]
(;•'=_ ?*) (p - r)'

Ma ponendo:

r= r — X ,

abbiamo :

p' d/r^ r^: dx

Jr'-X. j/(r"' — r») (e
— rf~X ]/x{2r' — x) (q

— r' -hxf
'

Se '/ — Q non è <^^, questo integrale converge verso zero, col dimi-

nuire di C ',
e se /•' — ? <C f cresce oltre ogni limite col diminuire di ^.

Dunque la serie convergente:

.^ f' cos (

> «s —

:

V ^0 1 r'" -

''' dr

sarà una funzione di e e di ì; che convergerà a zero col diminuire di C,

se Q è differente da r', e crescerà oltre ogni limite se r' = q.

Ponendo :

r= / cos w

,

abbiamo :

1
*" /»Ag

/J J* t ~a TX

/,.
' '

„ ^^= cos(^5/cosa))(/« = -I{^sr')
• '\/r — r' • ^

essendo l(r) una funzione di Bessel. Quindi abbiamo il seguente.

Lemma II. Se le quantità in numero infinito:

sono gli infinitesimi reali e di 1° ordine di una funzione trascendente

monodroma, la quale non ha infinitesimi complessi colla parte imaginaria

negativa, ed ha un infinito all'infinito reale, si potrà sempre determinare

una serie convergente di fumioni di Bessel:

y a, 1 (g, r"),

la quale abbia zero per somma per tutti i valori reali di r' differenti da

una quantità q. e per / = p abbia per somma l'infinito.
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IV.

Sia il corpo solido omogeneo del quale si vogliono determinare le tem-

perature variabili, un cilindro circolare retto, la base del quale sia un cerchio

di raggio R, e l'altezza sia uguale a Z.

Prendiamo l'origine delle coordinate rettilinee ortogonali nel centro della

base inferiore, e per asse delle z l'asse del cilindro.

Poniamo :

r* = x^ 4- y'

.

L'equazione della base inferiore, della base superiore e della superficie con-

vessa del cilindro saranno rispettivamente :

5= , 5 = Z , r=:li.

Determiniamo ora la funzione u che soddisfa alle tre condizioni notate

nel §. I.

La equazione (2) quando si voglia u soltanto funzione di j e di r,

diviene :

ed è soddisfatta se prendiamo:

ossia, se <pm e ifi,, debbono essere funzioni finite e continue per tutti i va-

lori finiti delle rispettive variabili:

(Pm = 0-m COS l-l^i + ^m SCn f*„ 2 ,

Vn = Cn I(l'n t) .

Quindi la funzione u soddisfarà alla prima condizione del §. I pren-

dendo :

u = 2(«m COS Hm 2 + ^m scu /*,„ s) e-^m"'-» ^ c,, I(i'« r) e-»''««'-»

quando le serie siano ambedue convergenti in tutto lo spazio occupato dal

cilindro.
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Quanto alla seconda condizione ci limiteremo al caso in cui a' è uguale

a zero, e a" è tutta la supertìcie del cilindro, cioè ci limiteremo al caso

in cui la equazione (3) debba essere soddisfatta sopra le due facce e sopra

la superficie convessa, gli altri casi risolvendosi in modo analogo.

La equazione (o) dà:

(7) (?-^=<^'

(8)

&"^4='z'

(9) (^-V/m)=0.

Le prime due saranno soddisfatte quando si abbia:

Un {bm COS firn Z — fltm Sen /»„ Z)

-t- h{am COS n„Z-^bn sen /t„ Z)= ;

ossia :

«m= 7—

(10) 2 n„ COS Mm Z + ^'~-f^
sen /*„ Z = .

La equazione (9) sarà soddisfatta se le quantità v„ saranno radici

della equazione:

(11) (é'^''"''^-^ ^^^'"''^) =*^-
^ /•=li

Prendendo dunque per lo //„ e le i'„ le radici delle due equazioni (10) e

(11) la funzione:

(12) a= ^ ff« (..„ COS fi„s + h sen /.„i) «-¥?""'-'> ^ c„ l(v„ r) e-""'"'-»

soddisfarà anche alla 2' condizione.

Aftinché la funzione u data dalla formula (12) soddisfaccia alla torza

condizione del §. l bisognerà determinare:

" =^(im (fin eoa ft„i-i h sen ii„s)



— 263 —
in modo che sia uguale a zero tra ^ = e s = s' — ?, e tra s = s' ~h e

e 5 = Z, ed uguale ad ~ tra s =^ :' — e e s = s' ~i~ ; . Questo sarà possi-

bile per il Lemma I, perchè la equazione che si ottiene dividendo l'unità

per il primo membro della (lU) ed eguagliando a zero, ha tutti gli infiniti

reali ed ha un intìnito all' infinito reale. La determinazione dei coefHcieuti «„
può farsi con i metodi noti. Infatti moltiplicando per (fi,, eos i.i„s ~h h sen ix.„s)dz,

ed integrando tra e Z, ed osservando che si ha:

I
z

{/im cos fimS -i- h sen /««») (f*n cos fi„3 -+- Il sen ;t„i) ds ^0

{^tmdos liim 2-^- Ji sen ix.m^yds^—^^^'^——^ —- (*

finché m è differente da h, e che quando in è uguale ad

'Z 7 ,.«

si ottiene:

2 ) W{llm 'iOS llmS ~h h Udii firn Z) ds

C)

ma:

Quindi :

ZAt^ + /i(AZ + 2)

j
w{Hm<^O^f>'mi+hS&n(lmS)dz==

^

= -
I {V'm COS \i.m ^+ A sen ^^ z) ds =

2/ , h
,

\= - 1 cos ^m 3 sen ft^g-ì sen Hm s sen /(„ g 1

4 sen ;it„ e (/*„ cos /»,„ /+ /t sen fims)

e passando al limite per 5 uguale a zero :

4(i«,„ cos ^„,/ + 7; sen fi^z')^"^
Z;M-^.-+ h{liZ-h2}

(*) Nella Memoria originale, al secondo membro di questa formula, è scritto

2 0. T.
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Onde la funzione:

^- {n„ cos fi,„ i'-h

h

san ,»,„ :') (/<„. cos /t„. z — hsen n,„ j) g-^i^."'-"

4- ZAt^ + A(AZ-+-2)

per / = /' è nulla in tutto il cilindro fuori che nel piano 2 = ^', dove di-

viene infinita come - .

Quanto alla serie:

OD

w' = T c„l{r„r)
-r

dovrà determinarsi in modo che sia:

w' =

tra r = ed r = r' — g e tra r= r' -f- e e r = K , e sia uguale ad -

tra r =: r — e ed r= /-(-c. Questo è possibile a cagione del Lemma li,

perchè la funzione formata dividendo l' unità per il primo membro della

equazione (11) ha tutti gì" infiniti reali e un infinito all'infinito reale.

Osservando che si ha :

'0

finché m è differente da «, e:

\ I'Kr)rrfr =—^— ^1-4--).

8i ottiene:

c„= "

2
I

ir'\[v„r) rdr

ma:

J^ii
1 rr'*<:

to' 1(1',. r)rdr=- I(i„ r) r dr = 2r' I(v„ ;•') -f gS
;

5 -V-f
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dove- è non diviene infinito per e = ; quindi passando al limite por e = ;

4/ I(v,. r')

e la funzione :

(l+f;)l'KR)'

, 4/ J- l(i'./)l(.'„f)

sarà uguale a zero per tutti i valori di r compresi tra ed R fuori che

per r ^r\ e per questo valore diverrà infinita come - .

Pertanto la funzione :

n Sì n=:— V ^""'^"'"'""(i^». cos ^^m^'+ h sen ,tt„,ò') (/^„. cos /t^^-f- /ì sen /t„,j)

X y ,-..^.-n _IKrllMl.
P/

soddisfa a tutte tre le condizioni del §. I.

VI.

Se y, è funzione soltanto di 3 e di r, cioè se le temperature iniziali

sono simmetriche intorno all'asse del cilindro, e se f = , avremo dalla

formula (1), per determinare la temperatura v' in un punto ci del cilindro

dopo il tempo i:

(14) t)' =— I dz UoVardr
,

essendo :

J-z
rtL

ds Ut'-i r dr .

. . » 'o

Sostituendo il valore (13) nella equazione (15) e passando al limite, abbiamo:

(16) U = 27rlim — =Snr;
^=0 -'»'_?• 5 •'r'-r; e

34
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quindi sostituendo i valori (13) e (16) nella equazione (14), abbiamo:

(h„ C08 fi„g-h h sen /u„ x) ds \ ^" ' dr ,

e questa formula darà, espresse per una serie doppia convergente, le tempe-

rature variabili di un cilindro immerso in uno spazio a temperatura costante,

quando le temperature iniziali siano simmetriche intorno all'asse.
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XXXIX.

SOPRA LA DISTRIBUZIONE DELLE CORRENTI ELETTRICHE

IN UNA LASTRA RETTANGOLARE

(Dal Nuovo Cimento, serie II, t. Ili, pp, 91-98, Pisa, 1870).

Sia data una lastra rettangolare di materia perfettamente conduttrice

della elettricità, e i punti di mezzo di due lati opposti del rettangolo siano

posti in comunicazione con i poli di una pila, e proponiamoci di determi-

nare la distribuzione delle correnti elettriche sopra la lastra.

Prendiamo l'origine delle coordinate in un vertice del rettangolo, e per

assi i Iati che passano per questo vertice. Il lato che è sull'asse delle a:

sia uguale ad a
,
quello che è sull'asse delle y sia uguale a, b , e ì poli della

pila siano in comunicazione con i punti di coordinate (0,-1 e (a,-).

È noto che la funzione potenzialo u deve soddisfare alle seguenti con-

dizioni che la determinano (') :

1°. Dev'essere finita, continua e a un sol valore insieme colle sue

derivate prime in tutto il rettangolo fuori che nei punti (0,-),|a,-|,

nei quali deve divenire iniinita in uno come — A log rj , nell'altro come

-f- A log ro , essendo :

r? = x'-h\

l= {x-ar-^{y-^J.

2°. Deve soddisfare alla equazione:

, , , =
llX^ 1)1/

in tutto il rettangolo.

{') Vedi negli Annali delle Università Toscane la Memoria sulla Teoria matema-

tica deU'induiione del prof. Felici, tomo III, pag. 113.
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8'. Deve aversi

per X = , e per x = a\

2u =

=

per y = , e per y = è

.

Se prendiamo ora una funzione v determinata dalle relazioni:

]ÌM ^ Ju ìiy

avremo che u + tv sarà funzione di := x -f- iy . In vicinanza del punto

1
,
-

j dovendo essere :

M= _ - log I ^» -f- / 2/
— -

j I

-+-
ri

dove »; è una quantità che non diviene infinita nel punto (o.-|, sarà:

/ 1 Ìxdy — iL — -yx

= — A log (re -f- ty — -'

|
-i »;'= — A log ( i — 'g'

)
-+ »?'.

= -|log[x« , ^2/-^)'
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Analogamente si dimostra che nel punto (aio) dovremo avere:

Avremo poi:

=

per ic = e a; = a se sopra questi lati :

e sarà:

per «/ = , e per «/ ^ è se sopra questi lati sia:

ossia sarà soddisfatta la terza condizione se sopra tutto il contorno v= cost.

Quindi il problema da risolversi è ridotto al seguente:

Determinare una funzione w-f- tv di una variabite complessa s= x-+-iy

che soddisfaccia alle seguenti condizioni:

1°. Sia finita, continua e a un sol valore in tutto il rettangolo, fuori

che nei punti — , e « + — , nei quali divenga rispettivamente infinita
a ti

come : — Alogl^ — "^1 ^ •'ome A logl^— a —\

2°. Sopra tutto il contorno abbia la parte immaginaria uguale a una

data costante che potremo prendere uguale a zero.

Queste condizioni determinano la funzione a meno di una costante reale

che non influisce nella determinazione delle correnti che sono determinate

solo dalle derivate della funzione potenziale.

Ora se K e K' sono i due integrali ellittici completi di prima specie,

e A il modulo, la funzione:

u-i-iv=— log dn^(2 , k)
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quando si prenda:

K = fl . K' = ^,

soddisfarà alle due condizioni precedenti, e quindi la sua parte reale sarà

la funzione potenziale cercata.

Avremo infatti quando y^O:

M = — log rf«' X , = Q
\

quando y = 2K'

quando x =

quando x = K

M = - log É^«' X , V^O

« = — log dìi} iy , p

a = |logrf«'(K + /^/) O, y =

Quindi y := sopra tutto il contorno del rettangolo, e la seconda con-

dizione è soddisfatta.

La funzione dn{s,k) non diviene zero nel rettangolo altro che nel

punto * = K-heK', e non diviene infinita altro che nel punto ì= K'ì.

Dunque — log rf«'(j , A) è finita, continua e a un sol valore in tutto

il rettangolo fuori che in questi due punti; noi primo dei quali dm divenendo

infinita come r^r- , e nel secondo intìnitesima come ^ — K — ?K';
i — jK

— \og dn}(i,k) diviene nel primo punto infinita come — Alog(«— ?'K*) e
z

nel secondo come Alog(« — K — t'K').

Dunque sono soddisfatte ambedue le condizioni che determinano la

funzione.

(•) Nella Memoria orìfi^inalo è scritto semplicemente «^ — lop (/n' l'y
. La formola

corretta che il Betti pcneaTa potrebbe essere
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Le equazioni:

u = costante

danno le curve di egual potenziale, e le equazioni:

V = costante

le linee di massimo fisso. Ora essendo :

,
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onde:

2e cos — ^dn(x-h iy . k) + dn (x — iy , h)

u_

A 1)

2ie sen -j = dii (j,- -+ ti/ . fc) — dn (a- — iy , /i)

V . dìi (x -+- iy , k) — dn (x — iy , k)

A dn{x -hty ,k)-h dn {x-h ly , k)

. k* sn (x , k) sn ( iy . k) cn (x . k) cn (iy . k)

da [x , k) da (iy , k)

k^ sn (x , k) sn (y , k') cn (x , k}

dn (x , k) dn (y , k') cn (y , k')

le equazioni delle linee di massimo Hiisso saranno:

Gsn(x , k) sn(y , k') cn(x ,k) ~i-dn(x , k) dn(y , k') cn(y , A') = .

Per y = K', e C = la equazione è soddisfatta. Quindi la linea pa-

rallela all'asse delle x che divide il rettangolo per metà è una linea di

massimo flusso.
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XL.

SOPRA GLI SPAZI DI UN NUMERO QUALUNQUE
DI DIMENSIONI

(Dagli Annali di matematica pura ed applicata, serie II, t. IV, pp. 140-15S, Milano, 1871).

Siano Zi ,Zt , ... Zn n variabili che possono prendere tutti i valori reali

da — 00 a -f- 00. Il campo ìi volte infinito dei sistemi di valori di queste

variabili lo diremo uno spazio di n dimensioni e lo denoteremo con S„ (*).

Un sistema {z\ , si , ... , s°) determinerà un punto L» di questo spazio, e

5'i , zi

,

... , Zn si diranno le coordinale di questo punto.

Un sistema di m equazioni determinerà un campo dei sistemi di valori

di n — m variabili indipendenti, che sarà uno spazio S„_m di altrettante di-

mensioni, contenuto in S„ . Uno spazio di una sola dimensione che forma

una semplice continuità lo chiameremo una linea.

Sia:

(1) F{z,,z,,...,z„) =

la equazione di uno spazio S„_, di « — 1 dimensioni. Se la funzione F è

continua e ad un sol valore per tutti i valori reali delle coordinate, lo spazio

S„_i in generale separerà S„ in due regioni, in una delle quali sarà F<;0,

e nell'altra F > ; e non si potrà con variazioni continue dal sistema di

valori delle coordinate di un punto della prima regione passare al sistema

di valori delle coordinate di un punto dell'altra regione senza passare per

un sistema di valori che soddisfaccia alla equazione (1). Le due regioni

(*) Nel corso della Memoria, il Betti eliiama anche spazio ad n dimensioni ciiS

che, più precisamente, secondo la sua stessa definizione, si dovrebbe chiamare una regione

ad n dimensioni, o ana parte di uno spazio ad n dimensioni.

0. T.

35
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saranno duo spazi di h dimensioni limitati dallo spazio S„_i . Se dal sistema

di valori delle coordinate di un punto qualunque di una delle due regioni

si potrà sempre con variazione continua passare al sistema di valori delle

coordinate di un altro punto qualunque della medesima regione senza pas-

sare per i valori delle coordinate di un punto di S„_i , si dirà che questa

regione è uno spazio connesso.

Siano :

(2)

Zi =«'i(Mi , Ut , ... , «„-,)

fj = i,(M, , Ui . ... , «„_i)

2n= 5n(«I . «2 . ••• , M„_,)

tali funzioni continue e ad un sol valore, che sostituite nella equazione (1)

la soddisfacciano identicamente. Lo spazio S„_i si potrà riguardare come il

campo dei sistemi di valori delle n — 1 variabili reali : «i , «t , ... , u„->

.

È evidente che in S„_i saranno soddisfatte le n — 1 equazioni:

(3)
"SJl 7»«m D'i; ~!>Um D.'n "3«m

= 0,

che si ottengono prendendo successivamente per m i numeri 1,2,... ,«— 1:

Denotando con A, , A» , ... , A„ quantità indeterminato qualunque, e

ponendo :

(4)

(5)

(8)

1)S, 7)5i l>ii
a-i
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dalle equazioni (3) otterremo:

(7)
W _ n DJ

^«m M DAn>
'

Ora sia L una linea determinata dalle equazioni :

(8) Si = h{t) , Si = m) ,...,«„=. l„{t)

Se la equazione (1), sostituendovi questi valori, è soddisfatta soltanto

da un numero finito di valori reali di i , la linea L intersecherà lo spazio

S„_i soltanto in un numero finito di punti. Sia To uno di questi punti di

intersezione corrispondente a t = ti,. Sarà:

Consideriamo ora i due punti di L corrispondenti a:

t= (,-+- àia

essendo àt^ un infinitesimo.

Per il primo di questi valori di t la funzione F diviene:

àF = Stof ^^,
~!~ l)Sm Mf,

per il secondo :

Rammentando le equazioni (7) si ottiene:

(9)

.F= ^..

S'Y = _J^SUM

essendo D il determinante J nel quale alle km sono sostituite le quantità

dio

Se ora prendiamo pei radicali che danno ;tt ed M il segno positivo, e

fissiamo convenientemente l'ordine delle Si ,S2, ... ,Sm, e percorriamola
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linea L facendo crescere t con continuità, dalle equazioii (9) si deduce (')

che se D>0, quando L inter«eca S„_i nel punto T», si esce da quella

regione in cui F < e si entra in quella in cui F > , e vic«versa se

D < 0, si esce da quella in cui F > e si entra in quella in cui F <; 0.

Se poniamo:

ds\ = df,-Jr dz\ H h dil ,

e dsn è l'elemento lineare di Sn (nel qual caso Riemann cliiama piano lo

spazio S„), nello spazio S„_i l'elemento lineare rfs„_i sarà dato dalla formula:

ds\^x=^y,^r,durdu.

essendo :

E„ = 2
^ "S^m l>t„

liUr ^«s

e per una nota proprietà dei determinanti sarà:

(10)

Se:

M' A^S

Eli Eli

Eh Eh

E..,

^n-1,1

En-l.I

Es,„_i ... E„_i_„_,

dSn =" dZi dit ... dSn

è l'elemento dello spazio S„, l'elemento di S,._i sarà:

rfS„_i = Mrf«, dut ... du„^i

.

(11)

Sia ora :

F,(?/, , Ut , ... , M„-)) =

la equazione di uno spazio S„_j contenuto in S„_i . Se F, è una funzione

continua e ad un sol valore, S„_s in generale separerà S„_i in due regioni,

in una delle quali sarà F, < e nell'altra F, > 0. Potrà riguardarsi S„_,

come il camiiQ di « — 2 variabili reali, e potrà ripetersi ciò che abbiamo

(*) Evidentemente qui la frase del Betti è da intendersi cosi fncendo crescere (

con continuità, per le (Oj, si |)u<'> fare in modo clic se

0. T.
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detto per S„_i . L'elemento lineare sarà sempre una forma omogenea di

2° grado, ma i coefficienti avranno una forma differente, come pure diffe-

rente sarà il coefficiente M per mezzo del quale si ottiene l'elemento dello

spazio S„_., . Analoglie osservazioai valgono per gli spazi di un minor nu-

mero di dimensioni.

II.

Diremo che uno spazio S„_„ di n — m dimensioni è linearmente con-

nesso^ se prendendo in esso due punti qualunque si potrà condurre una linea

continua che senza uscire da S„_„, vada da uno di questi punti all'altro.

Diremo che uno spazio S„_i è chiuso, se divide S„ in due spazi linear-

mente connessi, in modo che da un punto di uno di questi non si possa

condurre una linea continua a un punto qualunque dell'altro che non inter-

sechi S„_i . Diremo che uno spazio linearmente connesso S„_2 è chiuso se

divide uno spazio chiuso S„_i in due regioni ciascuna linearmente connessa

e tali che non si possa da un punto qualunque di una di esse condurre una

linea continua tutta contenuta in S„_i , a un punto qualunque dell'altra che

non intersechi S„_2: e così di seguito.

Considerando, invece di una sola, un numero qualunque di disuguaglianze:

F,<0,F,<0,...,F„<0

determineremo una parte R di uno spazio S, che potrà essere connessa li-

nearmente. La totalità degli spazi di ; — 1 dimensioni :

F, = 0,F2 = 0,...,P„=

che limita R in modo che da un punto qualunque di R non si può con-

durre una linea continua a un punto fuori di R, che non intersechi alcuno

di questi spazi, si chiamerà il contorno di R.

Si dirà che uno spazio è finito se le coordinate di tutti i suoi punti

hanno valori finiti.

Uno spazio finito e linearmente connesso o sarà chiuso o avrà un contorno.

IIL

Uno spazio finito ha proprietà indipendenti dalla grandezza delle sue di-

mensioni, e dalla forma dei suoi elementi. Queste proprietà che si riferiscono

soltanto al modo di connessione delle sue parti, furono considerate da Listing

per gli spazi ordinarii in una Memoria intitolata: Der Census ràumlicher

Complete, e furon determinate da Riemaiin per le superficie.
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Oltre la connessione lineare che si presenta sola nelle superfìcie, io ho

osservato che negli spazi di un numero di dimensioni maggiore di due si

possono considerare altre specie di connessioni.

Se in uno spazio K di « dimensioni limitato da uno o piìi spazi di

n — 1 dimensioni, ogni spazio cliiuso di m dimensioni, essendo »i < « , è

il contorno di una parte di uno spazio linearmente connesso di ot -(- 1 di-

mensioni, tutta quanta contenuta in R, avremo una connessione secondo

m -4- 1 dimensioni, e diremo che R ha semplice la connessione di m'^""^

specie. Se uno spazio R ha semplici tutte le connessioni, diremo che è setn-

plicemente connesso. Se invece in R si può immaginare un numero p„, di

spazi chiusi di m dimensioni che non possano formare il contorno di una

parte linearmente connessa di uno spazio di m -f 1 dimensioni, tutta quanta

contenuta in R, e tali che ogni altro spazio chiuso di m dimensioni formi

solo con ima parte di essi o con tutti il contorno di una parte linear-

mente connessa di uno spazio di m -J- 1 dimensioni tutta quanta contenuta

in R, diremo che R ha di (/Jm -H 1 )"'™° ordine la connessione di «j'^im»

specie.

Esempi. Nello spazio ordinario, quello compreso tra due sfere concen-

triche ha di 2° ordine la connessione di 2^ specie, e semplice quella di

1* specie.

Lo spazio compreso da un anello ha semplice la connessione di 2* specie,

e di 2° ordine quella di 1* specie.

Lo spazio compreso tra due anelli uno interno all'altro ha di 2° ordine

la connessione di 2» specie, e di 3' ordine quella di 1' specie.

Lo spazio compreso tra una sfera e un anello ha di 2° ordine ambedue

le connessioni.

Per giustificare la definizione che abbiamo data dello differenti specie

di connessione, è necessario dimostrare clie per ogni spazio limitato K il

numero ;;,„ è determinato, cioè che comunque si conducano gli spazi chiusi

di m dimensioni clie godono la esposta proprietà, il loro numero è sempre

lo stesso. Perciò ci fonderemo, corno lia fatto Riemann per provare il teo-

rema corrispondente relativo alle superficie, sopra il lemma seguente:

Se un sistema A insieme con un altro sistema C di spasi chiusi

di m dimensioni forma il contomo di uno spazio S„,+i di m -f- 1 dimen-

sioni linearmente connesso contenuto tutto quanto in R , e se un altro

sistema B di spati chiusi di m dimensioni forma insieme col sistema C

il contorno di uno spazio linearmente connesso Só,+i contenuto lutto in R;

il sistema A col sistema H formerà il contorno di uno spazio di w + 1

dimensioni linearmente connesso contenuto lutto in R.

Infatti i due spazi S„+i ed S|„+, sar;iiino o da parti opposte, o dalla
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stessa parte del contorno C {*). Nel primo caso lo spazio composto di S,„+i

e di S^+i avrà per contorno il sistema A col sistema B; nel secondo caso

togliendo S'„+i da S,„+i rimarrà uno spazio che avrà per contorno il sistema A
col sistema B.

Se i spasi chiusi di m dimensioni Ai , Aj , ... , Aj non possono for-

mare soli, e con ogni altro spazio chiuso di m dimensioni formano il

contorno di uno spazio linearmente connesso di m-h l dimensioni tutto

quanto contenuto ia 'R; e se un altro sistema di t' spazi chiusi di m di-

mensioni, Ba , Bj , ... , B,' , gode la stessa proprietà, sarà t = t'

.

Infatti, supponiamo t''^t. Se C è uno spazio chiuso qualunque di m
dimensioni, tanto il sistema (Ai , Aa A(, C) quanto il sistema (A, , k^ , ...

,

A( , Bi) formerà il contorno di uno spazio linearmente connesso di »? -+-

1

dimensioni tutto contenuto in R; quindi tanto il sistema (A., , A3 , ... , A,, C)

quanto il sistema (A» , A3 , ... , A, , B,) formerà insieme con Ai il contorno di

uno spazio linearmente connesso di w+ 1 dimensioni tutto contenuto in R;

e in conseguenza, per il lemma precedente, il sistema (Aj , A3 , ... , A, , C)

insieme col sistoma (A? , A3 , ... , A( , B,) cioè il sistema (B, , k-i , A3 , ... , A, , C)

formerà il contorno di uno spazio di m-^-l dimensioni tutto contenuto in R.

Così il sistema (Bi , A.> , A3 , ... , A,) unito con uno spazio chiuso qualunque C

forma il contorno di uno spazio linearmente connesso di jw-l- 1 dimensioni;

e ora seguitando sostituiremo successivamente a uno degli spazi A uno degli

spazi B, e avremo finalmente che il sistema (Bi , Bj , ... , B,) formerà con

imo spazio qualunque chiuso, e quindi anche con B,^_l il contorno di uno

spazio di jw+ 1 dimensioni linearmente connesso contenuto tutto in R , e

questo è in contraddizione con ciò che abbiamo supposto se t'^t. Ugual-

mente si dimostra che non può essere t >• t'. Dunque t = t' come volevamo

dimostrare.

IV.

Quando supponiamo rotta la connessione di uno spazio limitato R lungo

uno spazio di un minor numero di dimensioni, che ha il contorno sopra il

contorno di R, si dice che si fa in R una sezione trasversa.

Se da uno spazio di m dimensioni se ne separa una parte infinitesima

che abbia per contorno uno spazio infinitesimo di m— 1 dimensioni, diremo

che vi si fa un punto sezione.

() La dimostrazione, come quasi tutta la Memoria, si fonda sulla intuizione; si può

quindi osservare che, esercitandosi questa intuizione in uno spazio ad un numero di di-

mensioni anche maggiore di 3, la dimostrazione stessa è imperfetta.

0. T.
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Se uno spazio limitato R si può ridurre ad un altro R' senza farvi

nessuna sezione trasversa e soltanto mediante continui ingrandimenti e im-

piccolimenti delle sue parti, diremo che R può con trasformazione continua

ridursi ad R'.

Due spazi limitati R ed R' clie si possono ridurre uno airaltro mediante

trasformazione continua avranno uguali gli ordini di tutte le specie di con-

nessione. Ora un punto è semplicemente connesso, dunque ogni spazio che

con trasformazione continua può ridursi ad un punto sarà semplicemente

connesso.

Ad uno spazio che ha un contorno si "può sempre con trasformazione

continua far perdere una dimensione.

Infatti sia R questo spazio, m il numero delle sue dimensioni, C il

suo contorno, S,„ lo spazio di cui è parte, e m, , m» , u^ , ... , Um denotino un

sistema di coordinate in S,,,. Immaginiamo un sistema m — 1 volte infinito

di linee che occupino con continuità tutto quanto S,„ ,
per esempio le linee

che hanno per equazioni :

M? = ffe , th = «3 . •••
, Km-l = a,„-i

dove flj , fls , ... , a„_i prendono tutti i valori da — oc a -f- oc, e di questo

sistema consideriamo soltanto quella parte che contiene le linee che incon-

trano il contorno C di R. Ciascuna di queste linee continue col cre.scere

di Mi incontrando C , tante volte entrerà in R e altrettante ne uscirà, e si

potrà con trasformazione continua avvicinare indelinitamente ciascun punto

d' ingresso al punto di egresso successivo, e così far perdere ad R una di-

mensione come volevamo dimostrare.

Ad uno spazio chiuso si può sempre con trasformazione continua far

perdere una dimensione, dopo averci fatto un punto sezione.

Infatti, dopo avervi fatto un punto sezione lo spazio acquista un con-

torno, e quindi per il teorema precedente può sempre con trasformazione

continua perdere una dimensione.

Se in uno spazio chiuso R di m dimensioni si fa un solo punto se-

zione, non si mutano gli ordini delle sue connessioni ; ma se vi si fanno

s-f-1 punti sezione^ l'ordine di (m — i)"""» specie aumenta di s unità,

mentre gli ordini di connessione di specie inferiore non mutano.

Infatti, sia a-i-1 l'ordine di connessione di {m — i)<'sim» specie jgllo

spazio chiuso R di m dimensioni. Potremo immaginare in R un sistema A
di a spazi chiusi di m — 1 dimensioni che non formi solo, ma eon ogni

altro spazio chiuso C di m — 1 dimensioni formi il contorno di una parte

di R. Poiché li è chiuso il sistema A con (J lo dividerà in due regioni
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separate, R' e R", ambedue aventi il medesimo contorno, cioè il sistema A
con C . Ora se facciamo in R un punto sezione, questo sarà in una delle

due regioni; supponiamolo in R'. È chiaro che allora il sistema A con C
non formerà più tutto il contorno di R', ma però farà sempre tutto il con-

torno di R". Dunque l'ordine di connessione di (m — i)e3ima gpecie di R
non sarà mutato da un sol punto sezione. Ma se facciamo in R due punti

sezione, potremo sempre prendere C in modo che uno di questi punti sia

in B' e l'altro in R", e quindi il sistema A con C non formerà più il con-

torno di una parte di R , e sarà necessario aggiungere un altro spazio chiuso

di m — 1 dimensioni per avere tutto il contorno di una parte di R. Dunque

con due punti sezione si aumenta di una unità l'ordine di connessione di

{m — i)esima gpecje di R. Analogamente si dimostra che con 3 , 4 , ... , s -hi

punti sezione si aumenta quest'ordine di 2 ,3 , ... ,s unità.

Ora sia ^ -hi l'ordine di connessione di {m — t— i)esima specie di R,

essendo <Ct <^m; si potrà immaginare in R un sistema A di spazi chiusi

di m — t — 1 dimensioni che non formi solo il contorno di uno spazio T
ài m — t dimensioni tutto contenuto in R . Siano quanti si vogliano i punti

sezione fatti in R. purché in numero finito; potremo sempre col dato con-

torno condurre T in modo che non passi per ciascuno di questi punti se-

zione. Dunque un numero finito qualunque di punti sezione non muta gli

ordini di connessione di specie inferiore alla (m — i)«sim»

Poiché non si mutano gli ordini delle connessioni di uno spazio chiuso R
facendovi un sol punto sezione, per determinare questi ordini sarà indifte-

rente riguardare R come chiuso o come avente un contorno infinitesimo.

Dunque si potrà ritenere uno spazio finito come limitato sempre da un con-

torno, e quindi gli si potrà sempre far perdere una dimensione con trasfor-

mazione continua, senza mutare gli ordini delle sue connessioni.

Per rendere semplicemente connesso, mediante sezioni trasverse sem-

plicemente connesse, uno spazio finito R di n dimensioni, è necessario e

sufficiente di fare p„_i sezioni lineari, p^-i di due, Pn-ì di tre, ... pi di

n— 1 dimensioni, se jo, -+- 1 . pz H- 1 , ... , j3„_i + 1 sono rispettivamente

gli ordini delle sue connessioni di 1*,2*,... (« — lysma specie.

Infatti, essendo p^-i + l l'ordine di connessione di (n— i)esima specie

di R, potremo immaginare in esso un sistema A di /)„_, spazi chiusi di

n — 1 dimensioni che non formi solo il contorno di una parte di R, ma
lo formi con ogni altro spazio chiuso di w — 1 dimensioni. Si avranno così

più regioni limitate, ciascuna delle quali avrà per contorno tutto o parte

36
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del sistema A e una parte del contorno di R; quindi facendo perdere a

questo regioni con trasformazione continua una dimensione, esse si ridur-

ranno al sistema A, connesso lungo spazi di n — 2 dimensioni. Dunque R
si potrà ridurre con trasformazione continua ad uno spazio R, di n — 1

dimensioni formato di jo„_, spazi chiusi A di a — 1 dimensioni connessi

tra loro lungo spazi di n — 2 dimensioni, od R, avrà uguali a quelli di R
gli ordini delle connessioni di (« — 2)*^'"'»

, (« — 3)«sim»
^ _ ^ p specie. Ora

senza mutare gli ordini delle connessioni di R, , potremo farvi al più tanti

punti sezione quanti sono gli spazi cliiusi dei quali è formato, cioè /)„_,

.

Sia RI lo spazio Ri in cui sono fatti questi punti sezione.

Uiducendo RI ad R con trasformazione continua, i punti sezione acqui-

stano una dimensione e divengono linee continue, che vanno da un punto

del contorno di R ad un altro punto del medesimo contorno, cioè divengono

sezioni lineari trasverse e così gli ordini delle connessioni di specie infe-

riore alla (« — i)esima ,-estano ancora gli stessi. Dunque in R si può fare

soltanto un numero Pn~\ di sezioni trasverse che non mutano i suoi ordini

di connessione di specie inferiore alla {n — l)»^™»^

Ora ciascuna di queste pn-\ sezioni trasverse lineari attraversa uno

dei J9„_i spazi chiusi A, che al più si potevano condurre in R in modo che

non formassero soli il contorno di una porzione di R, ma che lo formassero

quando ad essi se ne aggiungeva un altro di n — 1 dimensioni. Dunque

dopo aver condotte queste sezioni trasverse, ciascuno degli spazi A non è

più chiuso, e quindi ogni spazio chiuso di n — 1 dimensioni diviene il con-

torno di una porzione di R ed è resa semplice la connessione di R di

(n — 1
)'''"""' specie.

Dunque por rendere semplice la connessione di {a — i)""!""» specie di R
mediante sezioni trasverse semplicemente connesse senza mutare gli ordini

delle connessioni di specie inferiore, è necessario e sufficiente di farvi J9„_i

sezioni trasverse lineari.

Lo spazio Ri di n — 1 dimensioni, al quale si è ridotto con trasfor-

mazione continua lo spazio R in cui sono fatte le ;)„ i
sezioni lineari tras-

verso, avendo un punto sezione in ognun degli spazi chiusi dei quali è for-

mato, e avendo l'ordine di connessione di (« — 2)""'""' specie uguale a p„ ,,

potrà con trasformazione continua perdere una dimensione, e ridursi a uno

spazio Ro formato di ;)„_, spazi chiusi di it — 2 dimensioni connessi lungo

spazi di II — 3 dimensioni. Ora senza mutare gli ordini delle connessioni

di R.J jtossiamo farvi al più p^ ,
punti sezione. Denotiamo con Ró lo spazio

R, in cui sono fatti questi punti sezioni. Riducendo Rj ad li. i punti se-

zione di R' acquistano due dimensioni e divengono spazi di due dimensioni

che hanno il contorno sopra il contorno di R, e sono semplicomoute con-
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nessi perchè riducibili a un punto con trasformazione continua, e quindi

sono sezioni trasverse di due dimensioni. Denoteremo con R," lo spazio R
in cui sono fatte le sezioni trasverse di una e di due dimensioni. Le sezioni

trasverse di due dimensioni rendono semplice la connessione di (« — 2)^'''""'

specie. Dunque per ridurre R mediante sezioni trasverse semplicemente con-

nesse ad uno spazio R" che abbia semplici le connessioni di (n — i)esima

ed {n— 2)"^'""" specie senza mutare gli ordini delle connessioni di specie

inferiori, è necessario e sufficiente farci p„_i sezioni trasverse lineari e p^-ì

di due dimensioni. Così seguitando per le connessioni di specie inferiori.

Quando uno spazio finito R è ridotto semplicemente connesso mediante

tesioni trasverse semplicemente connesse, ogni spazio chiuso di m dimen-

sioni condotto in B forma con altrettanti spasi chiusi di m dimensioni

quante sono le sezioni trasverse di n— m dimensioni che esso incontra,

il contorno di uno spazio di m-\-\ dimensioni tutto contenuto in R.

Infatti se ^m + 1 è l'ordine di connessione di m^^'"^^ specie di R, ogni

spazio chiuso C di m dimensioni formerà con un sistema A di pm spazi

chiusi di m dimensioni il contorno di uno spazio S di m-\-\ dimensioni

tutto contenuto in R. Ora ciascuuo degli spazi A sarà intersecato da una

e da una soltanto delle sezioni trasverse di n— m dimensioni che fanno

parte di quelle che rendono R semplicemente connesso, e quindi poiché

ciascuna di queste sezioni ha il contorno sopra il contorno di R , se C for-

merà con s degli spazi A il contorno di S, dovrà intersecare precisamente

le s sezioni trasverse che intersecano quelli s spazi chiusi del sistema A

.

Per maggior chiarezza facciamo alcune applicazioni allo spazio ordinario.

Lo spazio compreso tra due sfere concentriche si riduce semplicemente

connesso mediante una sola sezione trasversa lineare che va da un punto

della superficie sferica maggiore a un punto qualunque della minore.

Lo spazio compreso da una superficie anulare si riduce semplicemente

connesso mediante una sola sezione trasversa superficiale fatta lungo il me-

ridiano della superficie.

Lo spazio compreso tra due superficie anulari si riduce semplicemente

connesso mediante una sola sezione trasversa lineare che va da un punto

della superficie anulare maggiore a uno della minore, e mediante due se-

zioni trasverse superficiali ambedue condotte per la sezione lineare; una

fatta lungo il meridiano e una lungo l'equatore della superficie.

Lo spazio compreso tra una sfera e un anello si riduce semplicemente

connesso mediante una sezione lineare trasversa che va dalla superficie della

sfera a quella dell'anello, e l'altra superficiale che terminando alla sezione

lineare va pure dalla superficie dell'anello a quella della sfera.
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VI.

Sia dato uno spazio R di a dimensioni limitato da un numero qualunque

di spazi chiusi di « — 1 dimensioni : S^_, , S^'_i , ... , SJfii i quali abbiano

per equazioni

F, = 0,F, = U F, = 0,

e R sia determinato dalle disuguaglianze:

(1) F.<0,F,<0,...,F,<0.

Siano: X, , Xj , ... , X„ n funzioni dei punti di R finite e continue;

prendiamo a considerare l' integrale n"^^" :

esteso à tutto lo spazio R.

Distinguendo con indici pari i valori di Xr nei punti nei quali la linea

Tiy che ha per equazioni :

(2) S\ ^ fli , *2 = flj , ... , ir~\ = Or-\ > 'r+i = ffr*i i ••• i ^n = ^n

col crescere di ir , attraversando uno degli spazi S„_i , entra nello spazio R
nel quale sono soddisfatte tutte le disuguaglianze (1). e distinguendo con

indici dispari i valori di Xr nei punti nei quali la linea Zr attraversando

uno degli spazi S„_i esce dallo spazio R, avremo:

J^ dir

=

X", - x; -+- x;' - x:"
dir

Onde:

an = 2 r (x° — x; + x;' — x;" +- ••
) ds^ dir ... dir-, dsr^, ... di„

.

Ora il numero dei punti nei quali la lìnea Zr incontra ciascuno degli spazi

chiusi S„_) è pari, e in quanti di essi Zr entra in K da altrettanti esce.

Per esempio lo spazio Sl_i sarà incontrato da Zr nei punti , li/,-t- 1 , 2/j,

2/3 -f- 1 , ... , e la parte dell' integrale Sì„ che si riferisce ai punti di S^_i

sarà:

Sì:= f (X^ - x;*''"" + X;"'» - X;"'*" -+- ) di, r/.-. ... ,/x,^, (/ir., ... ds„

.
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Considerando S^_i come il campo delle n — 1 variabili reali : «J , u'^ , ...

u'„-i, avremo:

dSì dSi ... dsr-i dzr+x ... ds„ *= zt —7- du\ du'^ ... du'„^i

dove è da prendersi il segno -f- o il segno — secondo che -r- è > op-

pure è <C .

Ora da ciò che abbiamo dimostrato nel primo paragrafo risulta che si

può sempre prendere l'ordine delle ^i , «2 , ... , Sm in modo che il segno di

—T- sia uguale a quello di -—
*• , essendo Pi = l'equazione di Sré_i

.

Ora —^ < nei punti di S^_i nei quali Z^ entra in E , e —* >
nei punti nei quali esce. Avremo dunque:

( X? dzi dtt ... dsr-ì dZr+i ... ds„^ — (

r Xf'*"^^, dSi ... dZr-i dZr^, ... dZn = f
X^"'^"^ du\ du', ... du'.^y .

XJ —T- du[ dui — du'n-i

Onde:

ossia :

: = _ f ^
i^i ^^ ^ x;''-*" ^^

+ -
) du[ du[ ... du\_,

Xr —7- du[ du't ... dun-\
n-l jAr

esteso a tutto lo spazio S^„i.

Analoga riduzione si può fare per gli altri spazi, e si ottiene

i2„ = — 2 Xr -T- du^ du[ ... du'„^i— ^ )
X,. -— du[' du'^ ... dUn-\

Ma:

^-•wr
X,

llZi

X„

"a?i

7)M>i—

1
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Dunque :

(3) Sì„ = -^,

?« 7)«,

JS.I
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Onde sostituendo:

fi. = - S_ r_.
(x,1+ X,^+ ... + X.

^^)
M ,«««. ... é<U ,

Ma essendo dS'-^U l'elemento dello spazio S^*Li, abbiamo:

dS^ÌU = MduPdu^K..du^^h,

onde:

Quindi se:

avremo ;

fi.. = -SÌ,.,SX,|^«i,.

x,=5y

n

e perciò se:

(4)

in tutto lo spazio R, sarà:

Se lo spazio R ha semplice la connessione di (/ì — 1 )''""" specie, ogni

spazio chiuso C di w — 1 dimensioni condotto in esso, forma il contorno di

una porzione di R; quindi se la equazione (4) è soddisfatta per tutto R,

e vi sono finite e continue V e le sue derivate prime, sarà sempre:

JcCdpc

Se poi lo spazio R ha la connessione di specie (w — 1)^'"""^ di ordine

^„_, -+- 1, condotti in esso Pn~\ spazi chiusi A, , Aj , ... , Ap„_, di n — 1 di-

mensioni, ogni spazio chiuso C contenuto in R formerà col sistema A il

contorno di una parte di R: e se «, , a.j , ... , flj,»_, sono le sezioni trasverse

lineari che attraversano rispettivamente gli spazi chiusi A, , A, , ... ,
Ap,._,

,

e rendono semplice la connessione di {n — lf^'"'"' specie dello spazio R,
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C formerà il contorno di una parte di R con quelli spazi del sistema che

sono attraversati dalle sezioni a che incontra C.

Ponendo dunque:

i/A, dpt

avremo :

d\

XC dpe ^

estendendo la somma a tutti i valori di r che sono indici delle sezioni

trasverse incontrato da C, ed abbiamo il seguente teorema:

Se lo spazio R ha la connessione di (n — l)".ma gp^^ie di ordine

Pn-i -h l , se con sezioni trasverse lineari si rende semplice questa connes-

sione, e C è uno spazio chiuso di n — ] dimensioni, contenute in R,

l'integrale :

. 'e dpc

differirà da zero di tanti moduli di periodicità quante sono le sezioni

trasverse lineari che attraversa lo spazio C

.

Poiché due spazi di « — 1 dimensioni che hanno uno stesso contorno

formano insieme uno spazio chiuso, avremo ancora il seguente teorema:

Dato, nello spazio R di n dimensioni, che ha la connessione di

(n — 1)"""" specie di ordine ;)„_, -»- 1, uno spazio chiuso r di n — 2 di-

mensioni, resa mediante ;j„_i sezioni lineari semplice questa connessione,

l'integrale precedente esleso a uno spazio C che ha per contorno r e

incontra s sezioni trasverse lineari, differirà dal medesimo integrale esteso

a uno spazio C che ha lo slesso contorno e non incontra alcuna sezione,

dei moduli di periodicità relativi a quelle sezioni, e quindi se lo spazio R
ha semplice la connessione di {n — !)'"""• specie l'integrale esteso a uno

spazio qualunque C contenuto in R che ha per contorno r avrà sempre

lo stesso valore.

VII.

In uno spazio chiuso R di n dimensioni che ha la connessione di

1* specie di ordine ;>, - r 1, siano ,s-, , s,. Sp, le ;), sezioni trasverso sem-

pliceinunte connesse di n — 1 dimensioni che rendono semplice la connes-

sione di 1' specie di R. Siano L, , L, , ... , Lp, p, lineo chiuse che rispetti-

vamente attraversano lo sezioni s, , s, , ... , «^, , e che sono tali che ogni altra



— 289 —
linea l chiusa, con quelle delle linee L che attraversano le medesime se-

zioni che essa attraversa, forma il contorno di uno spazio C di due dimen-

sioni contenuto tutto in R.

Siano :

(1) Sl= Si{u) , 2i = S,{u) , ... , Sn = S„{U)

le equazioni della linea l , e prendiamo a considerare l' integrale :

i2, = 2JX. d2r = ^JX,^ du

esteso a tutta la linea /, essendo le X^ finite e continue in tutta R.

Ora la linea / formando parte del contorno di C , se lo spazio C sarà

determinato dall'equazione:

avremo :

e quindi:

Si = Si{Vi , ^2) , St = 22(1;, , Vi) , ... , 2n = «,.(^1 , Vt)

dir I ~>>Sr 1
,

Dir >

-r- du = dVi -\ dv-i
du ~ÒDi l)Vt

Ora per quello che abbiamo dimostrato nel paragrafo precedente:

l)Vt

dove r integrale doppio è esteso a tutto lo spazio C e il semplice a tutto

il sistema di linee / , Li , Lo , ... che formano il contorno di C

.

Ma abbiamo:

=SJ^
HXr
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Quindi l'integrale doppio è nullo se in tutto 11 sono verificate anche

lo equazioni:

(2)

Dunque l' integrale

:^Jxrdir

esteso a tutte le linee / , L, , L.. , ... che formano il contorno di uno spazio C

,

è sempre nullo, qualunque sia la linea chiusa / , se le X,. soddisfano le (2)

e sono tinite e continue in R. Da ciò si ricava il teorema seguente:

Se in uno spazio R di n dimensioni, che ha la connessione di 1" specie

di ordine pi , sono S| , s» , ... , Sp, le sezioni trasverse di n — 1 dimensioni^

semplicemenle connesse che rendono semplice la connessione di 1" specie

di R, ed Li , Lo , ... , L;,, p, linee chiuse che incontrano rispetlivamente

le sezioni Si , s^ , ... , Sp, e poniamo :

M, = ^ r X, dz,.
,

l'integrale:

ri
LydZr

esteso tra due punti Z" e TI lungo una linea che incontra più sezioni s,

differirà da quello preso lungo una linea che va dal punto 7? al punto TI

senza incontrare nessuna sezione s, delle quantità M relative alle sezioni s

incontrate, prese queste positivamente o negativamente secondo che sono

incontrate progredendo in una o in altra direzione ; se poi la connessione

di 1" specie dello spazio R è semplice, l'integrale preso lungo una linea

qualunque che in R va da Z" a TI ha sempre lo stesso valore.
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XLI.

TEORIA DELLA ELASTICITÀ

(Dal Nuovo Cimento, ser. II, t. VII-VIII, pp. 5-21, 69-97, 158-180, ! 57-367, ;>n. i>S72

t. IX, pp. 34-4;, an. 1873 ; t. X, pp. 58-84, id. id., Pisa).

Deformazione di un corpo.

I corpi solidi non sono perfettamente rigidi come si considerano nella

Meccanica razionale, ma tutti sotto l'azione di certe forze, senza rompere

la loro connessione, possono mutare entro certi limiti di forma e di esten-

sione, e quindi possono variare le distanze dei loro punti infinitamente vi-

cini, cioè le grandezze dei loro elementi lineari. Limitiamoci a considerare

queste deformazioni nel caso in cui i rapporti tra le variazioni degli ele-

menti lineari e gli elementi stessi siano quantità talmente piccole che si

possano trascurare le potenze di ordine superiore di fronte a quelle di or-

dine inferiore.

Sia S lo spazio occupato da un dato corpo, e siano x ,y ,i le coordi-

nate di uno dei suoi punti. Il quadrato dell'elemento lineare che ha una

estremità nel punto (x , 1/ , z) e l'altra nel punto {x+ dx
, y + dy , s-\-ds)^

sarà:

ds^^ dx* -f- dy* -\- dz*

,

e la sua variaziwie:

ds éds = dx dàx -+- dy day -+- ds d^s.

Poniamo :

óx = u , Sy = V , òz^w .

Le u ,v ,w saranno funzioni di x ,y ,z che supporremo finite e continue

insieme colle loro derirate in tutto lo spazio S.
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Sostituendo ed effettuando le differenziazioni, avremo:

ds dds= — dx* H dv^ -+- -^— dt*
Ix l>y •' 1>3

Pongo :

(1)

ed ottengo:

(2)

-OS
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Moltiplichiamo per dx dy la equazione :

ly lix

ed integriamo a tutta la superficie di un rettangolo che giace in un piano

parallelo al piano xy , con i lati paralleli agli assi delle x e delle «/ e di

lunghezze f , j; che denoteremo ordinatamente con fi , »;i , ^2 , »;s; avremo

per un noto teorema di analisi:

Poniamo :

fw' = M rfa; , »;«' = \ v dy
-'fi -^10,

tu" = \ udx , rjv"^ V dy
Jl, J11.2

h'Si] = jj h dx dy

avremo :

V ^

Se il rettangolo è infinitesimo h è costante in tutta l'area, e quindi

h' = h

.

Ora denotiamo con Jl , TyJ , Jó , )j, le lunghezze dei lati Ji , i?i , fs , »j»

dopo la deformazione, poiché il rettangolo è infinitesimo, avremo:

?; = (! + «)? ,
,f,
= (ì~hl>)ri,

i;=(i + . + 5i„)5
, ,.^^, + ,^ii,),

e quindi trascurando le quantità di ordine superiore:

?1 == f2 , '/l = Vi

Dunque il rettangolo è parallelogrammo anche dopo la deformazione.
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Sia ora « l'angolo che la direzione di fi fa coll'asse delle or, e /? l'an-

golo che la direzione di ì;\ fa coll'asse delle y; avremo:

u" — u' = ì]'i coai^ — A = fj[ sen /?

v' — y"— ?1 008
I
-^ — ") ^ fi ^^° «

Ora poiché a e fi sono infinitesimi, abbiamo:

u"—u ^ v— v"—-— = P < —z— = «
V ?

e quindi:

2A= a-t-/S,

ed h rappresenta la sumisomma degli angoli che ?/ fa coll'asse delle .r, e

I' coll'asse delle y, ossia la metà dell'angolo che bisogna togliere da un

angolo retto per aver l'angolo del parallelogrammo. La quantità h rappre-

senta anche la semisomma dei rapporti delle lunghezze delle quali hanno

scorso l'uno rispetto all'altro i lati opposti del rettangolo, alle loro distanze;

è perciò che si chiama coe/fìcienle di scorrimento nella direzione del piano

xy; analogamente g Q f sono i coefficienti di scorrimento nelle direzioni dei

piani xz e ztj.

Poniamo :

r\ , I. ,

~ÒU lìU liW

"Sa; '^y 1)!

moltiplichiamo questa equazione per l'elemento ilS dello spazio, e integriamo

ad una porzione qualunque S, dello spazio occupato dal corpo, avremo:

Ja, Jb,\2x 7)y ^s
'

.'e

denotando con a . /i ,y i coseni degli angoli che la normale alla superficie a

che forma il contorno di S, fa cogli assi.

Ora (uà ^ !>fi i iry)dT è il volume del prisma generato dal moto

dell'elemento da, positivo se il movimento è verso l'esterno di S, , negativo

se verso l' interno di S, ; quindi l' integrale esteso a tutta la superlicie è

la misura dcll'iiunicnln di volume della por/ione Si del corpo. Se conside-
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riamo una porzione infinitesima del corpo, è costante e abbiamo :

ossia è il rapporto dell'aumento di volume di un elemento del corpo al

volume dell'elemento stesso e si chiama il coefficiente di dilatazione.

Tracciamo nel corpo una curva chiusa e piana s il cui piano S sia

parallelo al piano xy : avremo per un teorema di analisi :

n^_.ì^)ds=-fiu'^+v'^]ds.
Js\^y ^xf JA ds ds I

Se s è una circonferenza infinitesima, m, y e
-^—

si possono ritenere

costanti, e denotando con t la componente dello spostamento nella direzione

della tangente, con r il raggio del cerchio, avremo:

\l>y ~ìx I J,
trdo — — 2TtrT

.

Poniamo t = r « avremo :

7>M l>o — 27Tr'a)

ly 1)X nr^

Quindi -\^—
1 denota l'angolo di cui ha rotato l'elemento circolare^

2\~òy l,x}
^

1 X « 1 ,. 1 / ^y ~<>^\ W^w ~ìu\
intorno al suo centro. Analogamente - 1 I . ^ l ^ I

sono
2 \ "32 ~ìy / 2\'òx 1)3 f

gli angoli di cui hanno rotato gli elementi piani circolari paralleli ai piani

yz,xz intorno ai loro centri.

Le funzioni u ,v ,io sono determinate in tutto lo spazio S occupato dal

corpo, e quindi è cognita la deformazione del corpo stesso, quando sono dati:

1° le funzioni a ,b ,c , f ,g ,h ossia i coefficienti di allungamento

nella direzione degli assi, e i coefficienti di scorrimento parallelamente ai

piani coordinati in tutto lo spazio S;

2° i valori di m , y , (c , e tre relazioni di primo grado tra le sei

derivate — ,
—

,
—

,
—

,
—

,
—

, in un sol punto di S

.

l)y ~òz 1)X liS Itx -òy

Infatti, supponiamo che esistano due sistemi differenti di funzioni u\ v\w'

e m" , v" , w" che soddisfacciano ad ambedue le coudizioni precedenti, cioè
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chti soddisfacciaDO alle medesime equazioni (1), e in un punto, che potrà

prendersi per origine delle coordinate, prendano i inedesinii valori, e le loro

derivate soddisfacciano alle medesime relazioni lineari.

Poniamo :

m'-m" = D . «' — w" = V , w' — w" = \f.

Sottraendo le equazioni corrispondenti avremo.

~òy 'ìx Dz Dy Dx Dz

. dalle quali si deduce facilmente:

vu vu :>'U

Dy' Di'
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e tutte le derivate prime di u' ,v' , w' dovendo essere pure rispettivamente

uguali alle derivate prime di u" , v" , w" sarà

U=V=W=0
e le derivate prime di U , V , W saranno tutte uguali a zero, e quindi :

Ao = B„ = Co = A, = C = B2= .

Dunque in tutto lo spazio S:

U = , V = . W = 0,

e quindi:

u'= u" , v' = v" , w' = w"

come volevamo dimostrare.

Consideriamo ora il caso in cui a ,b ^c , f ,g Ji siano costanti in tutto

lo spazio S, e ohe nell'origine delle coordinate sia:

(5) M = V = w=
.-, 'òu ^ . 2i£ ^ ^ — =

Avremo la deformazione che i signori Thompson e Tait hanno chiamato defor-

mazione omogenea, nella loro Opera intitolata: Naturai Philosophy.

Per il teorema precedente un sol sistema di funzioni soddisfarà a queste

condizioni.

Prendiamo :

u ^= k-\- A, a: -+- k.y -f- k^z

(7) w = B H- B,a; +- Bjy -h B3*

2^ = C + C,a7 + C^y + QzZ

dove le A , B . C sono costanti.

Sostituiamo nelle (1), e avremo:

Al = a , B2 = è , C3 = e

Aj-f-Bi = 2A

A3 H- C. = 2g

B, + C2 = 2/.

38
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Ponendo x = y = i = 0, le equazioni (7) e quelle ottenute dalle (3)

e (4) sostituendo in esse i valori (7), danno:

A = B 3. C =

A, — B, = , A, — C, = , B3 — C, =
onde:

A, = B, = A , A3 = C, = ^ . B3 = C. = /'

e quindi :

M ^ ax -h hy -h g2

V = hx -h by -i- fi

w ^ gx -^ fy -\- Ci

e denotando con x'
, y .

-' le cooidinate del punto {x ,y ,z) dopo la defor-

mazione :

oy'= {\ -\- a) X+ hy -\- gt=—

y' = hx + {\ + b)y-^fz =
^^

t' =gx + fy-\-{].^c)s = —̂̂
essendo :

(8) 2F = (1 -h a) a-* -h (1 -h A)y' -^
( 1 -f- e) i' -^ 2fyz — 2gzx -H 2hxy.

Determiniamo il luogo dei punti che aranti la deformazione si trovano

sopra la retta:

^— ^^o _ y— ye _ i — t»
__

avremo :

x' — x't= [(1 -I- a) a -(- A/J -h ^/] q

3/' - yó= [A« + (1 + *) /?+ /y] e

z —i', = Iga -^ /iS -+- (1 + <r) y] e .

Dunque i punti in linea retta avanti la deformazione sono in linea

retta anche dopo, e la direzione di questa retta dipende tioltanto dalla di-

rezione di quella, e quindi i punti che si trovano sopra rette parallele

avanti la deformazione, sono sopra rette parallele anche dopo.
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AfiBnchè la direzione di una retta non muti colla deformazione dovrà

essere :

(1 + a) a -t- h^ -Jrgy = Xtt

ha -+- {1 -h b) ^ -h fy = ^^

le quali equazioni danno le direzioni dei tre assi principali dell'ellissoide

che ha per equazione la (8).

Dunque vi sono in ogni punto soltanto tre direzioni ortogonali fra loro

nelle quali le rette non mutano direzione nella deformazione.

Se riferiamo l'ellissoide (8) a questi assi avremo:

2P = Ax« -f- By* + C^«

e la trasformazione che dà la deformazione diviene:

x' = Aa;

y'=By

/ =C«.

II.

Potenziale delle forze elastiche.

Una deformazione prodotta in un corpo solido elastico, se non oltrepassa

certi limiti, dà origine a foize interne che tendono a riportare il corpo nello

stato primitivo, le quali si dicono forze elamiche. Se durante la deforma-

zione e il ritorno del corpo allo stato primitivo, la temperatura si mantiene

costante (*), il lavoro meccanico fatto dalle forze esterne nel produrre la

deformazione è uguale al lavoro meccanico fatto dalle forze elastiche nel

ricondurre il corpo allo stato primitivo. Infatti abbiamo in questo caso un

ciclo chiuso invertibile di trasformazioni, e per il secondo principio della

termodinamica, se Q è il calore assorbito o emesso dal corpo durante la

deformazione, Q' quello emesso o assorbito nel ritornare allo stato primitivo

(*) Ogni deformazione elastica è accompagnata ordinariamente da sviluppo o assor-

bimento di calore, però può essere accompagnata o segnita anche da altri fenomeni

fisici. Affinchè quindi l'enunciato del teorema sia preciso bisognerebbe aggiungere che,

oltre alla temperatura, si mantengono costanti Intte le altre proprietà fisiche del corpo.

0. T.
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e T la temperatura costante alla quale avvengono le trasformazioni, avremo:

T T

onde : f~

Q= Q'.

Dunque non si ha né produzione né consumo di calore, e quindi il lavoro

consumato dev essere uguale al lavoro prodotto ('). Ora il lavoro fatto, dalle

forze elasticlie per ricondurre il corpo che lia ricevuto una data deforma-

zione allo stato primitivo non può dipendere dagli stati intermedi per i

quali è passato nel prendere quella defoimazionc, dunque ancbe il lavoro

uguale fatto dalle forze esterne per deformare il corpo sarà indipendente

dagli stati intermedi per i quali osse fanno passare il corpo, e dipenderà

soltanto dallo stato iniziale e dallo stato tinaie del corpo, e sarà funzione

a un sol valore, finita e continua delle sole quantità che determinano questi

due stati. Questa funzione presa negativamente non è altro che il potenziale

delle forze elastiche del corpo, poiché il potenziale di un sistema soggetto

a forze che dipendono solo dalla posizione relativa dei suoi elementi é il

lavoro meccanico fatto da queste forze nel passaggio del sistema da uno stato

fìsso allo stato attuale, e quella funzione esprime invece il lavoro consumato

in questo passaggio.

Per avere il potenziale del corpo basterà decoiuporlo in elementi infi-

nitesimi, determinare il potenziale di ciascuno e integrare. Decomponiamo

il corpo in elementi parallelepipedi, e questi nello stato di equilibrio siano

rettangoli con i lati paralleli ai tre assi, e con i lati di lunghezza f,(, ,f.

In un elemento infinitesimo si possono considerare costanti le sei quantità

a ,b. e . f , g , h che determinano in una deformazione infinitesima qualunque

la variazione dell'elemento lineare, quindi l'elemento dopo una deformazione

qualunque avrà sempre la forma di un parallelepipedo, e la sua forma sarà

determinata da sei quantità die possono essere i tre lati e i tre angoli di

un angolo solido, e il potenziale sarà una funzione di queste sei quantità

finita, continua e a un sol valore insieme colle sue derivate. Dopo una de-

formazione determinata dai i-oollicionti di allungamento e di scorrimento:

a,b,c,/',g,h, i tre lati saranno :

e) Questo teorema è dovuto ii W. Tliomiison. V. Quarterty Jourmil of M.-ithematics,

volarne I.
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e gli angoli :

n TI ^ 1

e quindi il potenziale denotandolo con P sarà:

P = F (?(1 + «) , ,;(] + i) , C(l + e?) , f
- /•

, f
- ^ , I

- h) .

Ora la funzione F potendosi per valori piccolissimi di ai" , by , ... appli-

care il teorema di Taylor, avremo:

-JF ^ DF ^

2 7)f^
'^ * ^

Il primo termine esprimendo il potenziale nello stato di equilibrio del

corpo, che è quello da cui il potenziale stesso si conta, sarà uguale a zero.

Nello stato di equilibrio (') poi dovendo la variazione prima del potenziale

essere uguale a zero, sarà uguale a zero anclie la parte che contiene linear-

mente le a,b.c,f,y,h. Dovendo poi essere un massimo il valore del

potenziale, aflinchè l'equilibrio sia stabile, dovrà la variazione seconda essere

sempre negativa. Quindi il potenziale delle forze elastiche è dato da una

forma negativa di secondo grado omogenea delle quantità:

a,b,c.f,g,h
Ponendo:

(9)

a = Xi , b = Xi , e? = Xs

f=X4 , g = X^ , h=Xe

avremo per il potenziale di uu elemento :

1 ^^ ^-^ tifs Xr Xs

(*) Lo stato di equilibrio di cui parla l'autore è quello che corrisponde a forze

esterne nulle, ossia quello che ordinariamente si chiama slato naturale del corpo.

0. T.
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Se il corpo è omogeneo i coefficienti A,., saranno evidentemente costanti in

tutto il corpo.

Se il corpo è isotropo, cioè se le forze elastiche sono uguali in tutte

le direzioni, il potenziale delle forze elastiche di un elemento avrà uguali

i coefficienti delle variabili corrispondenti quando sia riferito a due diffe-

renti sistemi di assi coordinati. Quindi se prendiamo invece degli assi x ,

y , z altri tre assi ortogonali x' ,y',s' tali che a' e y' coincidano con x e y
e / abbia la direzione opposta s, sarà per un punto qualunque:

X = X .
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e mutando la direzione del solo asse delle x si trova:

A« = .

Quindi rimana:

P = An ^? -+- Asj «i H- A33 X^+ A,, d7= H- A55 a^sM- Aes a:^

H- 2 A,s Xi a;2 + 2 Ajj a;» X3 -f- 2 A31 ^, x^ :

Mutando a; in </ e «/ in a; si trova:

Aii=As2 , A13 = Ajs

ku = A55

e mutando y in z q z in y.

At2 = A33 , Ass = Ase , A,2 = A31

onde:

P = A„(a;? ~hxl+ x\) + A,,(a;J 4- xl+ xl)

H-2Ai2(xia;j -f- ajjOJa -+- Xso;,)

e ponendo:

Ai,= A , A,, — Aij = B , A44 = C

P= A(a;, -4- ^2 + x^y + ^x\+ a;i -f- xl)

-^G(,x\+ xl-hxl)

e sostituendo i valori (9) delle x :

Facciamo ora la seguente trasformazione di coordinate :

x'= X aos <f
-\~ y SQn

(f i<=u'cos<f — w' seu y

y' =— a; sen y -f- j^ cos y v = u' sen <p -h v' cos y

i' = i IO = w'
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avrem
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Sostituendo i valori trovati nella equazione (10), abbiamo:

\ "àa; Ity' 1)/ J

la quale avrà la stessa forma che nel primitivo sistema di coordinate sol-

tanto quando sia:

ossia :

essendo:

P = A0' + B^»

^«= a^ H- è'+ e» + 2p+ 2^'+ 2A*

.

Come abbiamo veduto © è il coefficiente di dilatazione. Vediamo ora

che cosa significa A'^

.

Prendiamo per origine il centro di gravità, e per assi gli assi princi-

pali d'inerzia dell'elemento avanti la deformazione, denotando con x\y\z'

le coordinate di un punto dopo la deformazione, avremo:

x' = {\ -h a) X -^ hy -\~ <jz

y' = kx -^ {\ -\- h) y + fi

z' = gx -+- fy -h (l -h e) 2

(*) Nel calcolo precedente sono stati corretti diversi errori di calcolo che portavano

alla conseguenza C= 2B, invece che a C =— n t

39
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e sarà:

jxdS = , [1/(18 = , fsdS =

jijsdS= , jsxdS =
, jxydS=

Se l'elemento avanti la deformazione si è preso in modo che siano uguali

i tre integrali:

ix'dS= fy'dS= jz'dS

e quindi uguali i tre momenti d' inerzia che denoteremo con 2?k , avremo :

J{ix' - xr + {y - yr + (/ - sY) dS

= (a' -f- è» + e» -^ 2f' + 2g* -h 2A») m

.

Ossia :

[lix - xr -h {y' - yY + {! - ^n d8

A^ = -
m

cioè ugnale al rapporto tra la somma dei quadrati degli spostamenti di tutti

i suoi punti alla metà del momento d' inerzia dell'elemento rispetto ad uno

degli assi.

III.

Equazioni di (M(iiilibrì<) dei corpi solidi clastici omogenei.

Per determinare le relazioni che debbono esistere tra le forze che agi-

scono sopra un corpo solido elastico omogeneo, e le deformazioni degli ele-

menti dello stesso, allinchè si abhia equilibrio, ci varremo del seguente

principio di Lagrange: aflinchè un sistema, i cui moti virtuali sono inver-

tibili, sia in equilibrio, è necessario e sufliciente che il lavoro meccanico

fatto dalle forze in un moto virtuale qualunque, sia ugnale a zero.

Siano X,Y,Z le componenti delle forzo acceleratrici che agiscono su

ciascun punto del corpo ; L , M , N le componenti delle forze clie agiscono

su ciascun punto della superficie di esso, e p la densità costante. Diamo

ad ogni punto del corpo deformato un moto virtuale: e denotiamo con Suy
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dv,óu- le variazioni che per questo modo prenderanno u,v,w. 11 lavoro

fatto in questo moto dalle forze date sarà evidentemente:

Jq{X óu + Yóv + Zów) dS + flL eu + Móv-h'^ dw) da

essendo S lo spazio occupato dal corpo e cr la sua superficie. Il lavoro fatto

dalle forze elastiche sarà uguale all'aumento del potenziale di tutto il corpo

che è:

^= fprfS.

Onde per il principio di Lagrange:

(11) rf<P+J'p(XrfM-j-Y<fy-f-ZrfK;)rfS+ r(LrfM+ M(Jy+ N(rw)(i(r= 0.

Ora, denotando con a
,

/S
, y i coseni degli angoli che la normale diretta

verso r interno del corpo fa cogli assi positivi, abbiamo :

+

/ 7)P DP , ^P \ ^

V2-a^ ^2V DcV J

7)P . 7) TiP
, D 7)P \

óu
Js(\Da; "Ja l)y2^h ~ìz 2l)g ì

\l,x 2Dh l)y -òb Ds 2~df )

\Da;2-Di^ lìi/ 2l)f liz lìc J )
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Sostituendo nella (11) ed eguagliando a zero i coefficienti di éu,àv,Sw

neir integrale triplo u doppio sepaiatanu-nte, si ottengono le equazioni di

equilibrio :

eX =— ^--h— :r:i:-^

(12) qY =

Dx ;)a 7>y 2 "S/ì ^« 2 i^

;> ?P . 7) Ì)P 7> :^P

1)X 2 7)A T)y Db Di 2 Df

Dx 2 Tlj
"^

7>y 2 ;)/
"^

Di De '

„ 7>P
, -aP -

,
7)P

^ = 2i;^«-^2Y''"^~^-

A queste equazioni aggiungeremo le altre che esprimono che sono im-

pediti i moti che un elemento potrebbe prendere se t'osse rigido, cioè:

^^__ ._,) j^ 2!!._^ 2lL ^_^
Dy Da; Di Dy Dx Di

in un punto che si prende per origino delle coordinate.

Queste equazioni determinano le funzioni u ,v , w in lutto il corpo.

Infatti, supponiamo che esistano due sistemi dillerenti di funzioni:

u',v',ic' ; u\v",ir"

che soddisfacciano contemporaneamente a tutte queste equazioni. Denotiamo

con P' , a' ,
*'

, ... ; e con P" , a" , b" , ... ; i valori rispettivi di W a J>

quando si sostituiscono il primo e il secondo dei due sistouii di valori di

u ,v ,ic. Poniamo:

u' — m" = U . v' — v" = y , w' — w''=\\

e denotiamo con /7 , A , B , ... i valori rispettivi di V .a .b . ... quando vi

bì sostituiscano U , V , W ad u ,v , ic.
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Ora essendo P una funzione omogenea di secondo grado di a,b ,c ,f,g,h

le sue derivate conterranno al primo grado queste medesime quantità; quindi

abbiamo :

7>P' _ 7)P" _ 7)g

7)«' l>a"
~

"SA

^P' _ dP" i)n

l>b' ~òb"
~ DB

Sostituendo nelle equazioni (12) e (13) i valori u\v' ,w' e poi u" ,v" ,w"

e sottraendo avremo:

1)X ?A

-ò DH

^y2-òE
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2\-l)x 7)5 / DGJ

Gli elementi dell' integrale esteso alla superficie sono, a cagione delle (15),

tutti uguali a zero. Quindi l' integrale esteso allo spazio S è uguale a zero.

Ricordando il significato delle quantità A,B,C,... e l'equazioni (1), avremo:

ua4 + b4 +c^
s V DA DB :\C

^f-«f-Hf)rfS = 0.

Essendo 77 una funzione omogenea di secondo grado di A,B,C,F,G,H
si ha:

•i" dS = 0.

Ora // non può avere valori positivi, quindi essendo una funzione con-

tinua in tutto il coriio, non potrà 1" integrale essere uguale a zero se non sia:

=
in tutto lo spazio S. Ma IJ non può essere nulla, essendo ima forma nega-

tiva, altro che quando sia:

A = B = C = F = G = H = 0;

dunque (n. Il) :

U ^ m' — w" = / -f ry — qs ,

V ^v' — v" =m -\- ps — rx ,

\\ = ir' — w" = n -i- qx — py .

Ora per x — y ^ * = :

u=v=w= o .^ ^ —
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onde:

l — m = n^p^q=^r=
e quindi:

U = , V = , W = 0,

cioè:

m' = m" , v'= v" , w' = w"

in tutto lo spazio S, come volevamo dimostrare.

IV.

Decomposizione delle forze

che agiscono sopra tutti gli elementi di un corpo.

Le componenti: X,Y,Z delle forze che agiscono sopra tutti i punti

dello spazio S occupato da un corpo, siano funzioni tìnite, continue e a un

sol valore, insieme colle loro derivate, in tutto lo spazio S . Poniamo :

(16) -_
_l_ __ _f.^ = <p

lix l>y 1)S

(17) p^_J_f??J^',
4/1 Ja r

dove:

r* = (x— x'Y + {y — ì/'Y -i-{s — z'Y ,

e sono distinti con un apice i valori relativi ai punti x' ,y\z\ rispetto ai

quali deve etfettuarsi la integrazione. Avremo in tutto lo spazio S, per un

teorema noto:

(18) J^Y = <P.

Sia if una funzione finita, continua e a un sol valore, insieme colle

sue derivate, che soddisfa alla equazione :

(19) ^V =

in tutto lo spazio S , e alla equazione :

(20) (x-^-^U + (t-^-^)^+(z-^-^),=
^ ' V -^x l>xj \ l>y ^yi \ "^2 '-ii}'
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sopra tutta la superficie a contorno dello spazio S . essendo a

, ^ ,y i co-

seni degli angoli che la normale a <r diretta verso l'interno di S fa cogli

assi positivi.

Poniamo :

(21) /=P + y

e

(22) T =^+ H

Avremo per l'equazioni (18). (19) e (16), in tutto lo spazio S:

(23) J*f^<lf

^ ' lix ^y l)i

e per la equazione (20), sopra tutta la superficie a:

(25) Ga-hEp-hKY = 0.

Siano ora:

1 r G'dS' „ 1 r E'dS
(26) A = — -—

. B = — -—
,

± r K'dS'

^-~inX r
'

sarà:

./'A--G . z^'B^H , ^'C = K,

e in conseguenza delle equazioni (24) e (25):

;jB ^ 1_ r Qg + Hjg + Ky
^^

7>»/ 'òi
~ in J, r

in .Ib\'òx' V ^•' '
>"
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Quindi:

-ìy \ -òy lìx

e ponendo:

U =— —

—

~
:^.' ^y

7)C "SA

avremo :

(28)

e quindi:

(29)

Poiché dall'equazione (27) si deduce:

"ìa; 7)?/ D->
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avremo dalle (28) e (29):

"òs l)y 'òs 7);/

(30)
Dar
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Ora prendiamo a considerare la porzione di s compresa tra due sfere

concentriche di raggio r ed r-f-rfr, e due piani perpendicolari all'asse

delle z distanti di rdQ. Un elemento di questa porzione di s sarà:

r* sen B dB dq> dr

.

i 7)/" 7)/ ^/\
Le componenti del sistema di forze (

—^ ,
—

,
—

) nelle direzioni delle
\"òx Isy lìSÌ

tangenti al cerchio di raggio r sentì, ponendo:

dl= r sen 6 d<f

saranno :

^ Ji\l>x ^l Tiy 111 ^3 Iti/

per un teorema noto di analisi, essendo / finita, continua e a un sol valore,

insieme colle sue derivate, in tutto lo spazio s. Dunque le forze che hanno

la funzione potenziale f non tendono a produrre nessuna rotazione negli ele-

menti del corpo.

Prendiamo ora le componenti nelle direzioni delle tangenti al cerchio

di raggio r sen fl, del sistema di forze (G , H , K), avremo:

= or d6 dr I | da^
.K,\l)!/ ~òx/

essendo w l'area del cerchio di raggio r sen 0.

Queste forze danno ciascuna una coppia il cui momento rispetto al-

l'asse s, si ottiene moltiplicando per la distanza r sen fl da questo asse;

abbiamo quindi per il momento della coppia relativa all'asse delle s, se la

sfera è infinitesima:

or' sen 6 d6 dr
\

( — i doo
Ja\l)y ìiC /

= PTir^ sen'fl d6 dr | 1 .

Estendendo a tutta la sfera di raggio s, e denotando con M^ il mo-

mento della coppia che tende a farla ruotare intorno all'asse delle 2, avremo:

M, = o7r(— ——ì {''rUlr ( "sen'tì dfl.
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Poniamo:

m = 2no
I r*dr \ sen'fl dO

avremo :

:
= 2nQ I r* dr \ sen'fl i

'~
2\l,y -òx)

ed OT è il momento d'inerzia della sfera rispetto all'asse delle z. Analoga-

mente avremo:

_m / 7>H _ 7^K\M

e anche, a cagione delle equazioni (30) :

ed abbiamo il seguente teorema :

Se le componenti delle forze che agiscono sopra tutti i punti di un

corpo, sono funzioni finite, continue e a un sol valore, iìisieme colle loro

derivate, dei punti dello spazio occupato dal corpo stesso, potranno sempre

decomporsi in due sistemi: dei quali uno ha una funzione potenziale /",

e tende a variare i volumi degli elementi con un'azione proporzionale al

valore di J^f, e non tende a produrre rotazione alcuna negli elementi:

l'altro non ha una funzione potenziale, non tende a variare i volumi degli

elementi, ma tende a far rotare gli elementi, e i momenti delle coppie

che tendono a far rotare un elemento sferico intorno a tre assi paralleli

agli assi coordinati e che passano per il centro, sono uguali rispettiva-

mente alla metà del momento d'inerzia della sfera moltiplicata per le

tre differenze delle derivate che dovrebbero annullarsi affinchè il sistema

di forze avesse una funzione potenziale. Le componenti del secondo sistema

di forze possono sempre porsi sotto la forma :

2W_J>V_ 2]L_2W; 7)V _ 7>U

?»/ 'òz
' ?J l)x ' l\x ?»/

e i momenti delle coppie componenti sono uguali alla metà del momento

d'inerzia dell'elemento moltiplicala rispettivamente per ./'U ,
^* V, ^*W.

Le forzo del primo sistema le chiameremo forze di dtlatasione senza

rotazione, e quelle del secondo forzo di rotazione senza dilatazione.
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Determinazione dei sistemi di spostamenti che fanno equilibrio a

forze che agiscono sopra tutti gli elementi di un corpo solido

elastico isotropo.

Quando il corpo elastico è isotropo il potenziale delle forze elastiche

è (n.° 2):

P = A0= -4- B^\

Poiché P non può avere valori positivi, qualunque siano i valori reali e

sempre positivi di 0^ e ^^ 1 coefficienti numerici A e B dovranno essere

negativi, e denotando con A e ,u i valori assoluti di questi numeri, avremo:

p=_,(2^+^+2^y
\ lix liy l\s /

2\_\^2 ^yj \l^x DzJ \l>y DxJ J

e l'equazioni di equilibrio per tutti i punti dello spazio S, divengono:

^X -h (21 -h n)
—- -^ fiJ'^u =

(32) QY-h(2X-h!>)^-hnJ^v =

essendo :

?Z+ (2A + ;lt)— + llJ^ 2C = ,

Va

e quelle relative ai punti della superficie e contorno dello spazio S:

L+2U0 + /1— \a-h[i{ h— /S-+-M^ + ^|/ =
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La determinazione degli spostamenti che fanno equilibrio ai due sistemi

di forze (X,Y,Z) ed (L , M . N) si pm'i fare separatamente. Basterà porre:

(34) m= m'-|-k" , v= v'-i-v" , ic = ìc'-^u-"

e determinare ic , v , w' in modo che soddisfacciano alle equazioni (32), e

quindi u" , v" , w" in modo che soddisfacciano alle (32) nelle quali è posto

X = Y = Z = 0, e alle (33) nelle quali ad L,M,N sono aggiunti i ter-

mini che contengono le derivate di u ,v' , tv' dopo che in esse sono sosti-

tuiti i valori (34).

La determinazione di u' ,v\w' si può fare in generale, quando X,Y
e Z siano funzioni finite, continue e a un sol valore, insieme colle loro deri-

vate, in tutto lo spazio S, e quindi possono porsi sotto la forma:

X=

T=

Z=

Infatti, se prendiamo le funzioni u,v,w sotto la forma:

lix 7i«/
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e quindi l'equazioni (32) divengono:

Q (
—^ -+- —- — -::-) + 2(A+ jii)

"^
\ Da; 7)« Is /

M M ;= 0,

/ 7)W
, 7)/

,

7)U\ DJ'

\ 7)X 7y 7)5 / Ti;

,
7^'9J 71^'#,

/7)V 7)U
,

7)/"\
,

7^^e

^\1)X 7)y l^Sj ^ l!X

7^'«, „,, ,7^'«'

le quali sono evidentemente soddisfatte prendendo:

« r nv

WdS'

u = g 7) r f'ds' Q 7) rw'(/s'_ e 7) r Vt^s'

8;r(A+ /t) T^x'Js ?' 47r;it 7)«/Js r 47r/t 7)» Js ?"

e D rwdS' Q 7) r/"^s' g 7) ru't^S'

47r,u 7)a^Js r 8;r(A+ /i.) 7)^/ Js ?" 47rjit 7)2Js r

_e_j_ rvj/s' £__3_ rwdS' q i> ( fds'

4ni.i 'òxJs r iTifi'iyJs r 87r(^ -f- ;») 7)^Js r
W =
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Effettuando le dorivazioni si ottiene:

r

J ^ cos(ri) rfS'-f- —-
\

(V'cos(ra) — D'cos(ry))
87r(^ -+- fi)Jsr^ 4;r/t

.

Poniamo :

U = J cos « , V = J cos /S , \V = J cos )'

essendo J = ]^\J' -+- V* + W'^ , avremo :

cos (px) sen (Jr)= cos y cos (ry) — cos ^ cos {n)

cos (/)y) sen (Jr) =-- cos « cos (rs) — cos y cos (rx)

cos (/J2) sen {Jr)= cos /9 cos {rx)— cos « cos {ry)

essendo p la normale al jiiaiio di41e rette / ed J. Sostituendo nelle prece-

denti si ha:

g f /"cosjra-) ,_,
, e r J'sen(J'r) , , . .n.

8n{X+ fi)Js r' 4:7T/j,Js. >' ^'^
'

g e /"coa{ry) ,„ g C J'senfJV) ,,.,„,
V =

8n{).-

Ora gli elementi dei secondi integrali del secondo membro sono le com-

ponenti dell'azione che un elemento di cononte di intensità -~^— la cui
4.1 II

direzione fa cogli assi gli angoli «',/?',)'', esercita sopra un polo magnetico

situato nel punto j,y,s; e gli elementi dei primi sono le componenti del-

l'aziune che una massa di materia -——-, : concentrala mi luinto x',)/',!'
87r(A-4 /«)

' '•'

esercita sopra l'unità di materia concentrata nel puntu .r
, y . s . Pertanto

abbiamo il seguente teorema:
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Se le forze che agiscono sopra tutti gli elemenli di un corpo solido

elastico isotropo si decompongono in due sistemi ; uno di dilatasione sensa

rotazione^ e l'altro di rotazione senza dilatazione, ed f denota la funzione

potenziale del primo sistema, ed U , V , W le funzioni die determinano

il secondo sistema; faranno equilibrio al primo sistema spostamenti le cui

componenti in ogni punto sono proporzionali alle componenti dell'azione

che su quel punto in cui fosse concentrata materia di massa uno, eser-

citerebbe una materia che occupasse lo spazio S eolla densità in ciascun

punto proporzionale al valore di f, e che agisse secondo la legge di

Newton; e faranno equilibrio al secondo sistema di forze spostamenti le

cui componenti siano proporzionali alle componenti dell'azione che su

quel punto, se vi fosse un polo magnetico eserciterebbe un sistema di cor-

renti elettriche che percorressero lo spazio S e che avessero per componenti

del loro moto in ogni punto i valori delle funzioni -— ,-— ,-— .

^TTlt 4/T/* 4/f^

VI.

Teorema generale intorno alle deformazioni che fanno equilibrio

a forze che agiscono soltanto alle superficie.

Siano due sistemi di spostamenti u' , v' , ir' ; ii\ v" , iv" ; a questi sistemi

facciano equilibrio le forze applicate alle superficie che hanno rispettivamente

per componenti L', M', N' ; L", M", N". Essendo:

X==Y = Z =

le equazioni (12) divengono:

l)o: Ita' Ity 2l>h' liz 2-òg'

D DP' D dV 7) DP'

-ìx 2-òh' 7>y W liz 2V7=

-ìx 2l)g' liij 2V' 'is '^C

Moltiplichiamo la prima equazione per u"dS, la seconda per v"dS, la

terza per w"dS, sommiamo e integriamo a tutto lo spazio S occupato dal

41
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corpo. Ellettiiaudo la solita integrazione per parti e ponendo mente alle

equazioni (18) che debbono esser verificate alle superficie:

TU'
"^P' '^^\^ ^P'

„, -SP' _^ 1)P' _^ ^P'

^=2V"'^2V'*"^^'
avremo :

= — f(L'u"-i-M'v" + Wv')da

- (i—a"

trova

Applicando lo stesso processo alle equazioni relative ad u",v",w" si

= — r(L'V+MV+ Ww') da

ì)P" DP" DP" DP" :>P" 7)P" A

Ora essendo P' e P" le funzioni che si ottengono dalla funzione omo-

genea P di 2° grado quando alle sei variabili a , ò , ... si sostituiscono una

volta a' , b' . . . e l'altra a" , b" , ... , si ha:

—-a -\ = —Tra H
ìa ^a

dunque:

(35)
f
(LV'-f M'y"-+ Kv") da = f(L"u'-\- Wv'-^~ K'w') da

e abbiamo il seguente teorema:

Se in un corpo solido elastico omogeneo, due sistemi di spostamenti

fanno equilibrio a due sistemi di forte applicate alla superficie, la somma
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dei prodotti delle componenti delle forze del primo sistema per le com-

ponenti degli spostamenti negli stessi punti del secondo^ è uguale alla

somma dei prodotti delle componenti delle forse del secondo sistema per

le componenti degli spostamenti nei medesimi punti del primo.

Prendiamo :

u" = l -h ry — qg

v" =m-\- pz— rx

w"= n -f- qx —py

a" = b"= e" = f"= g"= h" =
avremo :

la" Ib"

e quindi :

L" = , M" = , N" = 0.

Sostituendo nella equazione (35) si ottiene:

l fh'da -+- m Cwdff+ n ( Wda

+ p {{Wz — Wy)da-^q {{Wx — L's) da

4- r \{\ly — MV;) da=

la quale dovendo essere verificata qualunque siano l ,m ,n ,p ,q ed r dà

le sei note equazioni che sarebbero necessarie e sufficienti per l'equilibrio,

se il corpo fosse rigido; e quindi si ha il teorema noto che per l'equilibrio

dei corpi elastici sono necessarie le condizioni che assicurano l'equilibrio dei

corpi rigidi.

Ora prendiamo:

avremo :

u =aiX-\- a^y -h a^z

v" =aiiX-\- Uìy+ aiS

y}"=aiX + aty-h aiZ

a"= «1 , b" = «2 , e" = «3

f" = Ut ,
g"= «5 , h" = «6

r =^ ^r^t A,-s ttf as «
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7 — 2—, A|,a, — C|
7»a

àP

(36)

^.rf — 2^, Aj, a, — Ci

^^^' = 2J,A,,a.= 2C4

-jP"
—777 = 2^s Acs flj = 2 Ce .

Qualunque siano i valori di Ci , Cs , ...
,
purché non siano tutti uguali

a zero, potremo determinare sempre le sei quantità fli , «j , ... in modo che

queste equazioni siano soddisfatte.

Sostituendo nelle equazioni (13) si ottiene:

L" = C,a-4-C6^+C5)'

M"=C6a + C,/J-^C,y

e la equazione (35) dà:

!>[L'(ai.r -f- a^y + «s^) -4~ M'(a6a; -f- at y -I- «<«)

N'(a5-'P -+- fl4y -f- «3*)] rfff

= {{u\Q^a -h C»/? -f- Cs)-) -4- y'(C,a + C,/9 H- C4 y)

-\- w'(Gia -+- e?+ G^yy]da

.

Essendo costanti le quantità C, e por un teorema noto di analisi:

—
f F^ (/ff = f

— rfS ,

- (Fyrfa=f ^c/S,
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avremo :

H- W{asX ~h atij -4- «3^)1 da

Js \ l>y i>x I

Denotiamo con a','^' i valori delle «, che si ricavano dalle (33) quando

si pone:

Ci == O2 =^ O3 = 1 ,

C, = C5 = C6 =

e con ai*"' quelli che si ottengono quando si pongono uguali a zero tutte

le C , fuori che C,- che si prende uguale alla unità, e denotando con «"
,

v'r iw'r i valori di u",v",ic", quando si pongono per le a, i valori ai''\

avremo :

(37) [&dS= - f{L'uo'-hM.'v':-hmc'o')d<f

r^ (^s = — Uvìì: + M'y;' + ^'w';) da
Js Da' Jo

r^ (iS =- — {{h'u^+ M'y^+ N'R^n da
Js Dy J<,

(38)
-^^ ^'

,
,

^^'

r /^ Dm/\
^g _ _ r^L'^ + M't;;' + ìi'ìv':) da

Js \ Hz Dy J J,

r /w ^ ^\ ^g _ _ r^,^^,, ^ ^,^„ _^ ^,^^,.^ ^^
Js \ 7)03 7)5 / Jd

Js \ "3«/ ^.r / Ja

le quali danno le variazioni di volume, le somme di tutti gli allungamenti
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nelle direzioai dei tre assi, e di tutti gli scorrimenti paralleli ai tre piani

coordinati, in funzione delle componenti delle forze.

Quando il corpo è isotropo:

— H lai -hai -hai ~h 2 {a*, -hai -hai)']

onde:

A,, = Ai, = A33 = — (A -+- fi)

^n = A55 = Aes = — 2/t

A18 S= At3 ^= A31 ^A

Ah ^=^ A15 =^ Ais = A,4 = A25 =^ A;8

= A3, = Aas = A36 = A,6 = A56 = Ae, =

e le equazioni (36) divengono :

2(A -I- jtt) a, + 2Aas -+- 2Aa3 = — C,

2ia, -4- 2 (A -f- /t) a» + 2Aa3 =— C.

2Aa, + 2Aa2 -h 2(A -+- /i) 03 = — C3

2/ta4 = — C, , 2;uas = — C5 ,
2,ua6= — 0«

.

Quindi ponendo :

Ci = Ct == O3 = 1 , C^ =^ C5 = Oe =
avremo :

1

«1 = flj = flj =
2(31 -hi<)

at = ai = ae =

«0 =

Vo =

wl= —

2 (3A -+-/«)

V
2(3A-l-/n)

i

2(8i-l-A«)

e quindi la equazione (37) darà:
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Se le forze sono normali alla superficie e costanti, cioè se :

poiché :

i xada=
\

y^d(T=
\
sydff^— [ rfS = — S ,

Jfj Ju Ja Js

denotando con ^S la variazione di volume del corpo, avremo:

^S _ Sp

che dà il rapporto della variazione di volume al volume del corpo.

Ponendo :

C, = l , C2=-C3 = C, = C5 = C, =

abbiamo :

a, = 2X~Ì- /ji
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e a cagione della equazione (39):

(40) r^.^S = -' C0'^SH-^[L'.rf..
. s Da- zi . s

Analogamente :

(40)

Ponendo:

abbiamo :

Ja ^y li Js. 2fi . 'o

^s 'òi l-'Js 2/1 Jo

e,
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VII.

Deformazione di una sfera sotto l'azione della gravità.

Sia una sfera S di materia solida elastica omogenea isotropa, soggetta

all'azione della gravità g. Prendiamo l'origine delle coordinate nel centro

della sfera, e l'asse delle « positive in direzione opposta a quella della gra-

vità. Sia R il raggio della sfera, ed /" la funzione potenziale della gravità;

potremo prendere:

Poniamo:

M = m' + m" , V ==v' ~\- v" , w =: ic' -+- io" .

Per le componenti u ,v' , w' degli spostamenti che fanno equilibrio alla

forza (0,0, — g) nell'interno del corpo potremo prendere (n.° V):

gQ 7) r(R — /)rfS'

7>a'Js

V =

w

gQ D r (R — /)cffl'

87r(A+ /i) liyJs r

gg D r (R— s') dS'

8n{l -+- /t) 7t5 . 's

Ora la funzione potenziale:

^^ HR — /) dS'

Js r

per i punti interni ad S è data dalla equazione:

Y = 2.[r^(r-J)-,.^ + ,^ + .^)(|-0]

e per i punti esterni ad S dalla equazione:

47rR^

3j/a;2 + yJ + 22\ 5(a;

42
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come è facile a veiilicarsi per mezzo del teoieiua dato da Dìrichlet nel

voi. 29 del Giornale di Ciulle. Quindi avremo:

onde:

9Q

u = — '(M)
2(A + ..)

V == —

tu = —

2(AH-/.)

gg I
R^ -4-2R5 3^' -f- x* -h t/*]

&

4(>i ^/i)\ 8 5

, i)// 'iiv' Ite' .9e(R — ?)

7»a: "^y "^; 2{A— ii)

OQ l
CàX-hfi)R (5A-t-3/tU >

5

W ,
"ìw' gqy

is ?»/ 5(A-f-;U)

?x 7)«
~

h{i.-\-(.i)
'

Poicbò i coseni degli angoli clu' la noi male alla sniierlìcie della sfera

fa cogli assi sono rispettivamente:

« - -
,j , '^ - -

li ' >" - -
Il
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le componenti delle tensioni alla supei-ficie saranno:

T'^ gga? / (3^+ m)R _ (bX-j-2^iU)

(A-h/e)li\ 3 5 J

(A+/t)R\ 3 5 j-

Ora, denotando con a la siipertìcie della sfera, abbiamo:

( L'da ^ , ( M'da = ,

= — g^rfif^R'

Quindi non si potrà avere l'equilibrio con sole deformazioni, e dovremo ap-

plicare alla superficie forze in dilezione dell'asse delle s, la risultante delle

quali sia uguale ed opposta al peso della sfera. Denotando con Z queste

forze, gli spostamenti {u" , v" , ic") dovranno soddisfare in tutta la sfera

all'equazioni (32), nelle quali sono prese uguali a zero le componenti delle

forze, ed all'equazioni:

^\2x 7)i// \ ^yj^ ^\22 -ìyj^

sopra tutta la superficie o". Quindi potremo applicare le equazioni (39)

e (40).



— 332 -
Sostituendo nella equazione (39) i valori di L'.M'.N' dati dalle (42),

avremo :

Js >^U-hn).c 10(X -h n) (SI -^ fi) J,

.".''/eli r..;. 1 i
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si Irò va dal piano orizsontale che passa per il centro^ il parallelo cui

sono applicate le forse.

Sostituendo nella prima delle equazioni (40) i valori di L' , M' , N'

dati dalle (42) abbiamo:

r 1^' rfS = - - f 0"^S + 4- fl-'.^^ d<f
Js vX IJ,Js 2uJa

Ma:

onde

_ _ 2i.TTgg R' ^

jx^d(T = ^nR* , fsx'dcfr^o {*)

fiu" 2gQ7T-R*
^

X r
Js-òx 9(X-hiM) 2^c(•àX+f^)J,^^''•

A.\)\)ia.mo inoltre:

Js 'òx 9(X-+-i.t]

onde:

Analogamente :

r^rfS = ---^ r fzsda.
S ^X 2u(òX-i-u)Ja

i^dS= ,^ .fzsda

Js i<s 2fi(òX-i- i.i)J,

Quindi abbiamo contrazione nella direzione verticale e dilatazione nella oriz-

zontale, e queste stanno sempre tra loro come 2l~h fi sta a X .

(*) Nella JFemoria orjgìjiale è scritto zxda^^Q perchè nel calcolo era stato tra-

scuratu uri fattore x. In questo punto inoltre, sono stati corretti diversi errori di stampa.

0. T.
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Vili.

Dilatazione di un elemento qnaluiKiue ili un corpo elastico isoti>o|>o

sotto l'azione di forze che agiscono soltanto alla sniM-rficie.

Se prendiamo:

>i ,1 .1

dove r è la distanza di im punto qualunque di coordinate (x , i/ . s) da un

punto di coordinate {x',y ,s') dello spazio S occupato dal corpo, poiché:

r

avremo :

1)X ~ìy Is

Quindi se le tre funzioni f . ?/ , f sono tiaite. continue e a un sol valore,

insieme colle loro derivate, e soddistuno alle tre equazioni:

(43) (2X + ix)— ~hnJ*v = 0,

(21 -f- j«)— + fiJ'w = ,

in tutto lo spazio S, anche le tre funzioni tt".v".u''\ soddisfaranno a

queste equazioni, e saranno tinite, continue e a un sol valore, insieme colie

loro derivate, in tutto lo spazio S', che si ottiene toj^liendo da S uno spazio s

piccolo quanto si vuole che contenga il punto (.r',//,/) nel quale la fun-

ziono - e le sue derivate divengono inlinite. Quindi potremo applicare il

teorema del ii.° VI, purché si prenda il contorno di S' che è composto della

superlicie a che forma il contorno dello sp;izio S, e della superticie a' con-

torno dello spazio s.
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Nello spazio S' gli spostamenti {u',v',w') fanno equilibrio alle forze

(L',M',N') che agiscono sopra la superficie ff, e alle tensioni (X',Y',Z')

che agiscono sopra la superficie a' e sono date dall'equazioni:

e gli spostamenti {ìi",v",ir") fanno equilibrio alle forze (X" , Y" . Z")

componenti delle tensioni che producono sopra ff e a' gli spostamenti

1 1 h(i 1 1\
7)- ì- 7)-\
r r ri

7).r ' "3?/ ' :i2/
e alle forze (X», Yo,Zo) componenti delle tensioni pro-

dotte sopra (Teff' dagli spostamenti (?,»?, f). Pertanto la equazione (35)

diviene:

(45) \da

- f[(X" + X.) »+ (T" -h T.) !)+ (Z"+ Z.) »'] liir

+ f [(X" + X^) u! + ( Y" + Y„) y'-f- (Z" + Zo) M)'] rf(T'.

Se prendiamo per s una sfera infinitesima col centro nel punto (a-', «/', /),

poiché Xo , Yo , Zo , ? , jy , f , X' , Y' , Z' , u ,v' ,w' sono quantità sempre

finite e continue, avremo:

f (Xoz/+ Y„y'+ Zow) rfff' = .
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Abbiamo inoltre:

e poiché, se denotiamo con p la normale alla siipeiHcie diretta verso l' in-

terno dello spazio S':

dx . dy ds

dp dp dp

Sarà:

1

"^
dp 'òx

1

dp 'òy

1

'^ dp 1)3

e quindi la equazione (45) diviene:

1 11 1
ì)-

,
?- ì)- ,

^-

'^ Ticc dp ix Ity dp liy

(46)

X(

l)s dp l)i /

=
\

](X"+ X„)u--h{r'~hYo)v-h(Z"-^Z,)w'

1

Ora sopra la sfera a':

d__d_
dp dr
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dx ^ dìi dz

dr dr dr

1 1

r dy r dx

~ix dr l\y dr

1 1

r dz r dy

^y dr ^s dr

e dall'equazioni (44) si ottiene:

1 11
X — = — 2/0 ~ — u —

~ix l>x dr Ix dr

/Il 1\

I ^^ ^ r "Sto ri «a;

\ Ix Tix- to T*^ 7>x Iz / c?r

1 1 1

l)y Isy dr ^«/ rfr

/ 1 1 1\

— a\ h h ì-r
\ T^y l)x ~òy liy Tiy 1)Z

' dr

1 1 1

7>i? 1)S dr 'ìz "Jr

/ 1 l 1\

I "??« r "àt; r "ìw r I a£

\ :^5 7)x D^- ì?/ Dì 7)* / dr

43
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onde:

.i .i .i

Tta: 7>y 7)z

1 / 1 ^1 ^1\
r „ I du' r do' ' r die' ' r 1

2m \ 1 1
/

r Vrfr ~iix dr T>w air "Jj /

d
T= — 2X& — _, _

f/r \dr 1x dr T>y

Ora:

^ <^\

&— da' = — AnQ

essendo il valoio di &' nel punto (a' ,
y'

, z') . Inoltre :

Ci - -\
\ idu' r , d '•

I , ,

\ ~; — u ~r
~— / daU^t \ dr ^x dr 1w/

I
I
du' u

<
'^^ '^ \ j ' <>\

'Ja'\dr r' dr r^ 1

^{'J^da'.
. a< r* dr

Ma:

I T— rfs = — u'a da' = — Ita /•* dm
Js 1)X Jo' . ro

essendo ro la superficie della sfera di raggio uguale alla unità. Quindi:

r' dr \ — dcs=z — u'a ;•» dm

e derivando rapporto ad ;• :

Jm lix l)x . 'in r* dr ^ 'a' r* dr

C(du''^r .d^r].. ^ -iu'

«. o'^ dr ^x dr ^x/ 'ix

(') In questo ciilculo a
, fi . y riipiiresL'iilario i cosiMii dellu normale a a' dircMn verso

riiileriio di j .

0. T.
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e analogamente:

\ Idu r , d r\ ^v
\ V I Uff = 477—

<-^o' V dr ~^ij dr liy / '^yl)y,

1,

e quindi:

\
\du r , d ri,, , ^w
\ -3 w -.

I da = — 4:71
^,'\dr 7i2 dr ~ìz/ 7)5

-|- 1 1 1"5- '3- li-
fy y* -v»

X'—- -4- T'— + Z'—
L_ ~òx Ity 1)2

/ ^1 1 1\-

l , d ' r , d r , d r\

\ dr Jic dr Dw dr l)z /

—

— 8a-(A-|-/i)

dff'

e la equazione (46) dà:

0= — 1

87r(7-+-;u)^

1 \-l

Xlttì-*)-"'tó-')

-te-I — [(X"+ Xo) u' + (
Y" -+- Yo) V + (Z" + Zo) w' i da

.

Ora:

X"=— 2/t

1

a r

dp Dee
'

1

^ dpl,y'

Z"= — 2/i

1

g r

fi(j» Ili
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Onde:

1 11 1
-ò-

,
-ì- -ì-

,
1-

M n V V (tv
(47) ^M'-^H-2/tt;'^~-+-N'— + 2/ta;'--—

-I- L' ,t - Xo m' J M' »; — y„ y'+ N' f — Zo w'
j

(/<r.

Quindi quando fosse determinato un sistema di funzioni ? . »; . f finite, con-

tinue e a un sol valore insieme colle loro derivate, che soddisfacessero alle

equazioni (43) in tutto lo spazio S, e sulla superticie <r alle altre:

1

1

i ^r
T, — 2/t -^ =

1

Z. - 2,u f— =
dp DJ

si avrebbe la funzione che dà il coefficiente di dilatazione di un elemento

qualunque del corpo, espresso soltanto per le forzo date (L',M',N'). La

doturiniuazione delle funzioni ? , »; , f che corrispondono alle funzioni di

Green nella determinazione delle funzioni potenziali, olire in generale molta

difficoltà. Ma si può procedere anche con un altro metodo per fare sparire dalla

espressione (47) i valori di u'.v',ìr'. Questo metodo è una generalizzazione

di quello che io ho datii nella mia Memoria: Sopi-a le fumioni sferiche^

pubblicata nel ialino vnlume degli Amiiiii di matematica per risolverò il

problema analogo per le funzioni potenziali.

Lo spazio S occupato dal corpo sia compreso tra duo sfere concentriclie,

la maggioro ff, di raggio K, , la minore ff, di raggio Rj . Prendiamo nella

equazione (47):

f=,^=f^-0:
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avremo :

—
-, r) l;—I- m;—

87r(^ + /*) l<-/a, I— Da; Dy
n;

1
7)-
r

(48)

(, d r , d r, , d ^^1,
Ux~ h Vii f- '<'! 3 / "<''iH- 2jw \ ?<, 7——

1-1 1 1
7)- 71- Ti-
/ 7» y»

L_ ^ Da; ^
7)t/ 7)5

,\«^

1

I o 1 ' ^ '
, d r

Wi ;)]./ \d(r
dpt '02

dove sono distinti coli' indice rispettivo i valori che si riferiscono alle due

superficie.

Se distinguiamo con un apice le coordinate del punto interno allo

spazio S, a cui si riferisce il valore di 0, avremo in serie convergente in

ugual grado per tutti i punti della superficie ff^ :

1 00 'n p

r v Rr' ^
'

e per tutti i punti della superficie tfo:

1 _ g- Rg P„

r 4- C'"^'

(*) Il Betti espone il suo metodo con insufficiente chiarezza. In breve, si può dire,

esso consiste nello sviluppare le derivate di - e quindi la 0. data dalla (48), in serie

di funzioni sferiche e nellVliminare poi le incognite da ciascun termine di questa serie

per mezzo del teorema di reciprocità. Quest'ultima quistione diventa risolubile facil-

mente a causa della semplicità delle funzioni sferiche.

0. T.
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v„ = e" P..

P.. v„
u„ = ^n+i ^sn+l '

sarà sopra a, :

llX "T- 7)»

"«•y — ìy

1

7)S V ì)5

-sUn du,. -au,.

che soddisfano alla equazione:

e ^—^ ,

—^ ,
—-^ saranno funzioni di x ,y .s , omogenee di grado - (« ^ 2)

e quindi :

essondo Y„+, , Y^^., , Yó'+i funzioni sferiche di ordino « -; 1

.

Sopra ffj avremo:

^y — -ny e'"*'

1^ =, y "iV» 1

Ji T a* <»'
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e sarà:

^^" R/!_i 7
^*» Rn-l 7/

^ " — TJn-i 7"

l)x l>y ^z

e Z„_i , Z^_i , Z"_i funzioni sferiche di ordine n — 1

.

Ora:

dpi dq
'

Quindi :

d ìiU» w + 2 w+ 2 DUn

fi?/Ji 7)a;
~ Kr' "*' ~

Ri ^ic

d -aUn w + 2 , -rt -f 2 7)U«

a!;), ìy ~ R."-^
""'~

R, Dy

d_ TiU^ _ w + 2 „ _ n-+-2 'aU»

Abbiamo inoltre:

quindi :
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Prendiamo gli spostamenti:

ÌV'" = /""(e)'^ + A"-.(e)

dorè:

/•-„_,(^) = A;-^B;(.'4-c;r'"*'-

Saranno soddisfatte le equazioni (43) quando si abbiano le due:

(2A -+- /t) [2« B; - (« -^ 1) (a/i + 3) C„] + 2/t(2« -M ) b; =

(2i -t- /«) C2(« + 1 ) B,. + «(2« — 1 ) C;,] -K 2,H (2« -i- 1) B„ =

ossìa :

c„ = 2«„b;, , c; = 2«_,._, B„

essendo :

_ n(2l-hfi)-h(2n-hl)iJ,
'*"~

(n-hì){2n-h 3)(2A-f-ju)

e per « = 0:

Bo = (•).

Denotiamo con (F', . G'„ , H,',) e con (F^' , Gó' , H") le componenti delle

forze che rispettivamente debbono applicarsi alle superficie cr, e a, per te-

nere in equilibrio il corpo dopo che ha ricevuto jitli spostamenti (Un,v„yW„).

Ponendo :

F..(?) = 2A0„^H-.u(^ + ^^"+^^ + ^-ì

H„(e) = 2A 0„ - H- /« I
— h — 1- ^— - + —— -

(*) Ad e Co restano indeterminate e nel seguito, non si snprobbo (tire se per una

bvibta per dcsideriu di Eimmclria, C„ è indiciito con ll'o. 0. T.
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avremo :

Fn = Fn(Ri) , G'i = 0„(Ki) , HJj = H„(Ri)

f;'= - P„(R,)
,

g;'= - G,.(R2) , h:; = - h„(r,) .

Quindi :

e ponendo:

Po = — 2[2/e Ao — (3^ + fi) B; p^] ^

F, = - 6 /t (A. + B, ?' - ^j B; p^) ^'

+ 2/.(l-a_,)B.%

e per k> 1 :

F„ = - 2 n (« + 2) (A,. + B„ q' - /?„ B; e^'-^)
%i

+ 2;tt(«— 1) (a; -f b;?^ — ;?„,._, B,. r'»-') ^"-» z„_, o
dalle quali si ricava:

f;= - 2 [2/t A„ - (3A + M) b; Rj]
Il

f;'= 2 [2.U A„ - (3;. + fi) b; ru |ì

f; = - G ,(. (A. + B, Rr - ,5, b; r^)
I^

-f-2,t(l-«_,)B.||

F," = 6 /t (A , + B, Ri - /?, R^ BI)
I'

— 2a((1
— a-.)B,

2

RI

{*) In tutta la quistionc trattata qui dal Betti è utile tener presente le due identità:

Si avverta, inoltre, che in tutto questo calcolo si è cercato di eliminare non pochi errori

dì stampa che compaiono nella Memoria originale. 0. T.

44
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e per ?j> 1 :

f; = - 2 /< (« + 2) (A,. + B,. R!- /?„ b;, Ri-') 1^
H-2/.(«— ])(A; H-B; Ri -/?.„_, B„R,'"-') Ri'- Z„-.

F;' = 2 M (« -^ 2) (A„ -^ B,. Ri - ,3„ B; R^-')^
— 2fi(n — l){A:-^ B; m— ^_„_, B,. Rr'"*') R?-' Z„_.

ed analoghe espressioni per G^ , H', ; G" , H^'

.

Ora abbiamo nel corpo due stati di equilibrio: quello in cui sopra a,

si hanno le forze (LI , MI , NI) e gli spostamenti («I , v'i , w[} e sopra «r. le

forze (LÓ,MÓ,N.>) e gli spostamenti (mó , ;C , m'j) ; e quello in cui sopra ff,

abbiamo le forze (F', , G,', , E'„) e gli spostamenti {u'„ , v'„ , u-'„)y sopra ff» le

forze (F^' , G),' , H") e gli spostamenti («", f',' , ?/7 ,','), e quindi:

r (f; ui -I- G>i -^ h;, >r[) da, + r (f;' «; ^ g;' v: -h e: wi) da,
.a, ^ a,

- ( (LI «;, -f- MI v'„ ^- K ":.) da, ^^
(
(Uu:: + M;i;: -f- N>;;) da, .

J(S, . <J,

Ora determiniamo le costanti A„ , 15„ , A,'. , BI, in modo che sia:

(53)

F;.= 2m(«4^2)^j!^ , F;' = 2m(..-1)|5^Z„_..

Per ciò dovremo soddisfare alle seguenti equazioni:

2,«A„ -(3>l^ .OB;Rf= — 2m

2(<Ao — (3A + ,<i)B;r? =
B, = U

A,— /?, BIRJ= -e'

A, -/9, BIR|= OC)

(*) A'i resta indctcrniinaln e nil sognilo è ]>ustn dal Betti tacitamente eguale a zero.

0. T.
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e per « > 1 :

A„ H- B„ ni - /?„ Rì"-^ B; = — q'"

A„ + B„R=— /?,.Rì''^'B; =
a; + b; Rr - ;5_„_. Rr^"*' b„ = o

a; -- b; ri- ^_,.-, Rr^"-' b„ = -^
dalle quali, ponendo:

R, = <,R,

si ricava:

V
3

Ao = 1 7 , Bó Ri
2.a

'«
1 r3

A, = j^'^ , b; r!= .,/ 3,

5 e' 2>i + /i

1 — ,:^ 3X4-,«

e per rt> 1 . essendo :

f„ = /?,. /?_„_, (1 - »;»"-') (1 — ,f"^')
-^ rj'"-' (1 - Tì'r

Bf ^" ' ?„ ?•"*' ' f„ Rr^
2

e quindi osservando che le derivate di Y, sono uguali a zero abbiamo:

, / 3(A+ /t) \Yi»—
V

' (3A + /.)(l-r/)/Rf
(54)

3(A+ ;u)^3 Y.
"* (3A + ,i)(l-7?»)E|

r/ 5(A + ,0 \
, 5(2;.-^^) -| p-



— 348 —
e per « > 1 :

(54)

2(2«^i)a^M)^r-' (, a _,,..-.. _£:i ,„«n _,«)??::

W

Sostituendo nella (52) i valori (53) e (54) e riducendo con essa la (49)

si ottiene.

a _ 5(2A -^ ,<t) / f //T ' _^ , 4 T '\ 7o
a-T(i-,;^)(3;.-^^)(>i-+-M)"R.Jm^^^'"^''

^''^^''

^- (m; + »;^ m;) z; -t- (n; + 1?^ n;) z;'» rfa.

1 ^\T 2n+j / n_,.„-.y"
47r(2A-^ju) (-^L("^l)(«+2)f,A ' «"

+ (n: + n; ,-) nv.) <i.] - J[^^|^ (/^..d
- .,"-)

^ -.-(i-^M g)X((L; ';•-'+ l;)z..-.

-h (m; ,;"-« -f m;) /,;,_, - (n; »;"-' -^ n;) z:_,) </a)^
j

.

Se le Torze applicate alle due superficie si fanno separatamente equili-

brio, quando il corpo è reso rigido, si avrà:

( L; (iin = r L; do) = r M; dm = =

(*j Ter « = ed «=1, «', ,u"n...- acquistano forma indetcrminata i cui limiti

coincidono con i valori di u'o , u"o , h'i . u", , ... 0. T.
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e quindi sparirà il termine che contiene Ta^^T^^^TI^. Basta però che L;,L2,

M[ , ... siano esprimibili per funzioni sferiche perchè questo termine si an-

nulli. Infatti in tal caso, soltanto la parte costante che non può influire

sulla deformazione del corpo potrebbe dare un risultato differente da zero.

Quando le forze sono normali alle due superfìcie e costanti, abbiamo:

l; = -f, - = F,Y, , m; = f,y; , N; = F.y;'

l;= -f^y, , m; = — f^y; , n;= -p,y:'

onde:

^i^t-^, [k I - ,') P- ,( - ^'ìg ;
(>?.- ^=)X(^iZ. +rx. +r;K) é

8

Ma

quindi :

e rimane:

Y?+ y;» h- y;'^ = 1

Y,z, + y;z;+ y;' zr = — 2?^

r (Y? -+ y;= -t- Y'rì dm = 47T

f (Y, Z, + Y; Z; + Y[' Z'/) dm =

^_ 3(F,,;^-F0

Quando :

il corpo è una sfera e abbiamo per questa:

0_ 1 ^ (2^+1) (2^ + 3) q'« r ,

4-m;yu + n;y;v,)^«'-
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IX.

Rotazione *li un elemento (|iialuni(iie di un corpo ehistico i.sotrojto

sotto l'azione di forze che agiscono soltanto alla supei'ticie.

Poniamo :

dove al solito:

r' = {x - x'Y + iy- j,y ^ (.' - sy ,

e ?,»?,? sono funzioni fluite, continue e a un sol valore insieme colle loro

derivate, che soddisfano all'equazioni (43) in tutto lo spazio S occupato dal

corpo. Le funzioni u" , v" , w" soddisfaranno all'equazioni (43) e saranno

finite, continue e a un sol valore insieme colle loro derivate in tutto lo

spazio S' che si ottiene togliendo dallo spazio S una sfera s piccola quanto

si vuole che abbia per centro il punto {x ,
y' , s'j. Sia a il contorno di S.c'

quello di s, (T e ff' formeranno il contorno di S'.

Siano: X" , Y" , Z" le componenti delle forze che debbono applicarsi

/ - - \

al contorno per aver l'equilibrio dopo gli spostamenti \-— , .

\ 0^ oX

Xo , Yo , Z, quelle da applicarsi per aver l'equilibrio dopo gli spostamenti

(f , j; , i). Avremo sopra la parte di contorno a :

x"= -M(:f-+—^«--4^

\ (i V V ^ 1~~ ^\ dp Ix
"*'

~^tf
"~

:^x 7»y
^'

~ '' V '01/ i>i
" ~

:!x 'òi I
Z"

, .
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e sopra la parte di contorno er':

„ I _a r r_ dx r dy \

\dr ~òy ~ix l>ì/ dr ~ìx^ drl

„ I d^ r r dx^ r^ d]i 1

\ dr l^x l\y^ dr l)x ^^/ dr/

I r dx r d'I/ ì

\ 1)11 7)3 dr 1)X 7)5 dr/
Z" = ,. .

\ '7»!/ 'ìs dr 7)a;

Siano (L',M'.N') le componenti delle forze date che agiscono alla super-

ficie ff, ed (u' , v' , iv) le componenti degli spostamenti clie fanno equilibrio

a queste forze. Alla superficie o' agiranno le tensioni (X' , Y' , Z') date dal-

l'equazioni :

y, roj/a'^_i /du^ '^dx l^dy^ Iw' dz \"~|

\_ dr \dr ~ìx dr ~òx dr 1x dr/_\

V Vntr.'dy ( dv liu dx
,

~òv' dy liw' dg\~\

1_ dr \ar 'òy dr ~òy dr 7>y «r/_|

-7' Foi/T^'^ ,
/^^' ,

^^i' dx
,

lìv' dy "??<' 6^«\~|L= — 2/10 -;--)- a I
1

;
1

p+ —
I

|_ dr \^r l>z dr Is dr ~òz drj_\

Quindi al sistema di forze (X" H- Xo , Y" -f- Y" , Z" -4- Z„) , che agiscono

sul contorno di S', fanno equilibrio gli spostamenti {u" ,v" ,tc"); e al si-

stema di forze (L' , M' , N') che agiscono sopra la parte a e (X' , Y' , Z')

che agiscono sopra la parte a' dello stesso contorno, fanno equilibrio gli

spostamenti (u\v\io'), e si può applicare la equazione (35). Avremo

dunque :

Ol'm" + IVv' + N'm;") rfff + r (X'«" + Y'v" + TIiv") da'
J <t J a'

=J [(X" H- Xo) u' + (Y" -4- Yo) v'+ (Z" -f- Zo) w'] da

f [(X" ~h Xo) u' + (Y"+ Y„) y' H- (Z" -h Z,) w'] da'.
v-'d'
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Ora si può prendere intìnitesimo il raggio della sfera a' e le funzioni

X' , Y' , Z' ; X, , l'o , Zo ; J , »; , ^ ; n' . v , te sono sempre finite ;
quindi :

( (X'J + Y'i;-^-Z'nrfff' = 0,

f (XoM' + To y' ^ Z,w) da'= 0,
Ja'

e l'equazione precedente diviene:

(55) jjx'^^-Y'^-X"«'-Y".'-Z".|/.'

= f [(X'+ X,) u'+ (Y"+ Yo) v' -+- (Z"+ Z,) tv' - Va"— M'<>" - N'a;"] da.

-o'

Sostituendo i valori trovati per X' e Y', abbiamo:

'^_Y'— = 2«(—— — ——

)

X'

_£t_/V ;?j/\ r F/ "a»;' _ ~òv'\ dx / 'òii' '^ic'X

'^ r'\^x~ ^ìj)'^^ DslX^y ^sìdr \-òs Dx/

~^\'ìx 'òyìdrj

e sostituendo i valori che X" , Y" , Z" hanno sopra a', si ottiene:

-(^- .^)^
"^

dr \" Dy -òs ' -ìx 7>t/ ^
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e quindi :

1 1
7)- 7)-

X'— — Y'— — u'T' — v'Y" — w Z"
liy l>a:

/Il 1 1\

^ \ dv r dìi r , d r , d r\
2;«\- — — — V \~u -. /

\dr ^x dr liy dr Ix dr ~òy /

l 1

( l > r , r\
l i to — ?) — i

r* \ Do- 7>y / (dr\ ?// l\s i

1 1
:3- 7)-

u — ic — \

^ ^_ ;ì ^\
^S lìX I

1 1
7)- 7)-

;5__?£_ _ 71 7>g I >
•

^x 2t/ / )

dy

dr

Poniamo:

ed osserviamo che si ha :

1

r^ dy
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£ /J^_^\ , /i r^ / Mv'r) _ Mw'y)\

r* \ :»^ -Dy } >•' \_dr \ -^s ?«/ '

dr\ rirc 7).- / dr\ -iy Itx '_}
'

Ora sopra a' abbiamo >• costante, e iiell' interno di s, le funzioni u\v\ic\y

sempre finite, continue e a un sol valore insieme colle loro derivate. Quindi

per un teorema noto:

Ja' r \_dr\ 7)- ^y / dr\ yx liZ ì

dr \ "?// "Sx- /J

e integrando si ha:

CI .1 .1 \

- I I rfy' r , d r du' r
, , rf ' r

| , ,

'^Ua'Xdr 'ìx dr ^x dr Dy dr ^ij'

^Jc' r' \-òx -òy f
' \ -iy ì)x/

e la equazione (55) dà:

4/r/ti

(') Questa formula, iiellii Moiiuiria oriniiiulo, non contiene il termine N'C sotto l'in-

tegralo esteso a a, e dei fcrmini nnaloglii mancano le due formolc seguenti.

0. T.
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e analogamente :

liv' ~ìw' 1

~dz Tiy ^nf.iJa
[x." + x;) a' + (y;-+ y;) v' -+- (zr + z;) w'^ da

àIt'tó-")-'''tó-J L'I, da .

- _^ ^ -L {[{X + x;') «' 4- (y;' -+- yd y' + (z;' + z;') w'j 6?0'

iì?IKif+J-nif-4+"'J

e rimarrebbero a determinare le funzioni I , »/ > f ; li . */! ^ f i 5 12 . '?j > ^i > i"

modo che fosse :

Xo -]- X" = , Y„ + Y" = , Z„ + Z" =

x;-4-x;' = o , y;+y;'=o , z;+z;' = o

x;' + x;' = o ,
y;' + y;' = o , z;' + z;' = o,

Prendendo :

I = >? = ? = Il = »;. = f . = •• =

abbiamo :

~iV, ~ÒV 111 V" '
I V ..'

I
f/" ' T '=

) \ A ?< + 1 D ~\- ù IO L
liy ~ìx 47r/t <-/a \ "Sy

da

l)v' Dm?' 1
x;'m'+y;'jj' + z;'m5' — M'

T^u'^\~r;v' + z';iv

1 i\
D- l)-\

'— -hK— ìda
'Ì2 i>y/

N'— + L'— /(iff.
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X.

Deteriiiinazi<»ne della defoniiazioiio di ini corpo clastico

isotropo sotto razione di forze qiialuiK^ue.

Abbiamo veduto nel paragrafo V come si può determinare la deforma-

zione di un corpo elastico isotropo sotto l'azione di forze qualunque, quando

si sappia determinarla nel caso che sia sotto l'azione di forze cbe agiscono

soltanto alla superfìcie, e nei due paragrafi precedenti abbiamo dato un me-

todo per la determinazione in questo ultimo caso delle quattro funzioni:
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Ma:

fa&da==— f—dS,
Ja Js llZ

Ja ap II Js 1)X

Onde la equazione (58) diviene:

Ora:

quindi:

I

Lrfo- =
^ a

ossia la somma delle componenti parallele all'asse delle x delle forze che

agiscono alle superficie dev'essere uguale a zero; lo stesso troveremmo per

le altre due componenti come avevamo già trovato nel paragrafo VI.

Reciprocamente se:

JL rf<r =

avremo dalla equazione (57) :

Ja ap n Js 7)x

Quindi la determinazione della funzione u è ridotta alla determinazione

in uno spazio S di una funzione che vi sodisfa alla equazione :

quando sono dati i valori di y- sopra tutto il contorno, ed è sodisfatta
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per questi la coDdìzione:

i ^ da = — ( FrfS.
dp Js,dp

'

Questa funzione esiste ed è determinata a meno di una costante quando i

Talori di -/- siano continui come nel caso che consideriamo.
dp

Quello che abbiamo detto per a può ripetersi per v e per io

.

XI.

Deformazione di un cilindro retto sotto l'azione di forze

cLe agiscono sopra le basi.

Denotiamo con wi ed wj le due basi e con a la superficie laterale di

un cilindro retto di altezza /. Prendiamo l'origine delle coordinate nel centro

di gravità della base mj , il piano di questa per piano delle x , y, e la di-

rezione positiva delle s dalla parte in cui si trova il cilindro. Sopra la

base ù), agiscano le forze (L, , M, , Ni), sopra la base a»? le forze (Lj,M5,Ni),

e nessuna forza alla superficie laterale a.

Siano u , v , ic' tre funzioni finite, continue e a un sol valore insieme

colle loro derivate che sodisfano all'equazioni (43) in tutto lo spazio occu-

pato dal cilindro che supporremo elastico, omogeneo e isotropo. Per il teo-

rema del numero VI, avremo:

(Ij,«I -+- M,wl-f- N,W|') (/eo, -I- (L,u',~!-U,i\~hìi,w'i)dw,
^ (U, . 'oli

(59) =
(

(L;w, -h-Mlt?, -l-N;/o,)«to, -f-
(

(LIm, -4- M;y, -+- N;(r,) (/w,

-f I (LÓMo -t- MX -+- N>o) (^«^

dove (ti , V , w) denotano gli spostamenti che fiinud equilibrio alle forze

(L, ,M, ,N,) (Li,M, , N,), ed (L',M',N') le forze che fanno equilibrio

agli spostamenti iu',t>\io') o sono distinti cogl indici 0, 1 e 2 rispettiva-

mente i valori relativi alle superficie a, m, ed u>t.
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e alle tre di 1° ordine:

(62) A' = , H' = , B' =

saranno evideiiteniento sodisfatte le equazioni (43), G' ed F' saranno indi-

pendenti da j, e quindi:

g; = g; , p; = p;

e se sopra il contorno delle seiioni rette del cilindro è sodisfatta la equa-

zione:

g;,«.h-f;,/?, =
avremo:

l; = m; = n; =

Li = — Lj = — G

m; = -m:. = — F'

e quindi la equazione (59) diverrà:

(63) r [(Mj — «i)G'+(y8— y,)F'J (/(»,— [ «c.C'rfa),-!- ) m>sC;(/o)j

=
)

(L,2<;+ M,i;;-f-N, »;)</(»,+ 1 (LsalH-MsyJ-f-NsM);)^*»)».

L'equazioni (62) d:\nno:

—
-f-— = — —— =

7)y 'òx ' ~òx 'ìy
~

quindi :

u' -J- iv' = y(x -I- il/ , s)

.

Dalle due equazioni (60) si ricava

onde:

lix* "02 7>2/' "ìi
'

~ìu- ìt/ 'il

= 0.
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Ma dalle (62) si ha ancbe:

lu' X ~iw'

7)a; 2A + fi ^5

e quindi :

'òx' 'ìy-

Onde la funzione —^ non contiene x -\- iy ed è funzione della sola :r.

Dalla equazione (61) si ricava:

da cui:

=

e quindi è di primo grado rispetto a j, come pure ^2 , e abbiamo:

-OS

Dalle equazioni :

^ = « + i3 + («' + b's) i

1>X
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onde:

1)X

!i = _ ^ / yw _ . Vw \

Onde ponendo:

Ma:

e quindi :

= 2rr^i--^i>'-(-'^i^-^)ir

2X + fi

y == I [a+ b: — (a' -+ b's) q ^^ ^^v"*^

+ (a; + iy) y,(«) + y,(5).

$= (x +.»^ +^ = a + *. + («'+ *'.).

^ = ^ ' ^= a^-bz + W+h'z)i

<fx = c-\- ei-\-{c' -V- e's)

i

e finalmente:

»3,

y = A -^ /« 4- ^V^ + (a' + /e'.'^-¥-^

onde :

+ [_c+ es -+ {e + e's) Q (x + iy)

+ X La 4- ** - (a' -h b's) Q ^-^"t'^^'

0,2' bz^
Il = /i "^ /iJ+ -^ H-— -4- (e 4- (?i) .r — (e -f- e'j) y

+ T ((a -f- hz)
•^'~^'

-h («' 4- i» ,ri/)

v' r= A' -f- A'; -(- -^ -f-— + (e + es) y + (c + et) x

-\- X Uà' -f- b'ì) ^^-^~- H- (fl 4- bs) ry\ .
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Ora :

—- = — z = e -i- es -h t[_{a + bs) X -i~ (a' -h b's) y]

e quindi:

"
' 2

IO = Qa.+ ^) u; + ^«'^ -4- ^) y] + W(a;
, y)

Con questi valori lequazioni (00), (62) sono sodisfatte; e la (61) diviene:

+ 1- = (2/ -H u) \- uJ^iv

che sarà sodisfatta prendendo:

Quindi:

«+"2"
w -\as + —jx — U3+— hj

ed avremo:

G'= ,e^A+ ^^ea;-/y+(r+ 2)é'a-y+ ^[»x»+ (2-T)y^] + ^)

F'=,»^A'+ é'x+ (l+T)^y+ (r^-2)*xy+ |[iry^+ (2-T)^']+^)

C'= -2;«(l+^)/^^ + (a+ è5)x + (a'+ è'^)y).
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Se:

V =

è la equazione del contorno della sezione ietta, rimane da sodisfare alla

equazione:

sopra tutto il contorno della sezione.

Sostituiamo nella equazione (63) i valori trovati di u',v',w', G' ,¥'

e C ed eguagliamo separatamente i termini moltiplicati nei due membri

per le costanti arbitrarie e, a ed «'. Avremo le tre equazioni seguenti:

(67) r ((L, 4- LO .- -^ (M, -^ Mi) !/
— - N.>\ <ìw

. ui\ ti
2/«(i + T) r=—

I
(iCi — ir,)a(D

T , uj

= — 2/i(l-f-T) (iVi — w,)xdw
- Il)

(69) [(^ + T..y (L. + L,) ^ '^(//'-^')
(M. -4- M,) - ///N,) </«o

= — 2/t(l + r)
)

{tct — Wi)yd(ii).

Se le forzo applicato alle basi sono uguali in intensitil e in direzione in

ciascun punto di ciascuna base, avremo :

L, H-Li = , MiH Mj = , N, -f- N, =

e le tre equazioni precedenti divengono:

Ci w ^N
UCi tt'i ) di» = —-—

r

Jm 2/l(l-t-T)

("j — «-il ;' di»= - -—.
'm 4 II

J^(/r,-«.,)yi« = -:^

'(1 ' o

/•M

^/((l M)
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essendo :

Lj rfo» = L , Mj c?w = M , Nj fl!« = N
Jia Jay Jio

JX rfft) = I y d(0 = 0.

Denotando con ó rallungamento del cilindro, dalla prima abbiamo:

2/t(l + T) 2/t(3;i-h((t) '

come si deduce anche dall'equazioni (40). Ora dalla (39) si ha:

( ©WS = {l^d)u)'—lw = (l -i Ó) (m'— w)+ów = ^J'^^^: ^

essendo w' la base dopo la deformazione. Quindi:

e il coefficiente di ristringiraento della sezione è:

~
fi{3l + fi)

•

X
Il coefficiente di contrazione lineare sarà la metà, cioè

2;tt(3A-|-Ht)'

e il rapporto dei coefficienti di contrazione lineare e di allungamento sarà:

21 -h /J,

Le altre due equazioni dicono che le forze parallele alle basi, producono

spostamenti nel senso dell'asse e danno le coordinate del centro di gravità

di una materia distribuita sopra una delle basi con densità proporzionale

allo spostamento relativo.

L'equazioni trovate sono indipendenti dalla forma della sezione perchè

G' ed F' sono indipendenti dalle costanti e , a ed a, e quindi l'equazione

al contorno della sezione è sodisfatta da sé.

(*)perN,=.. • 0. T.
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Eguagliando separatamente nella equazione (63) i termini moltiplicati

nei due membri per le costanti e' , b « b' dopo aver posto:

k= gb , k'= g'b'

e supponendo le basi simmetriche rispetto agli assi delle x e delle y, si ha:

l\ (Mjx— L5y)rfa)= /t
j

(Ks— Ki) (-!—— y|-+-(yj— yi)(-r-+xl \dw,

(70)

iT, ,/»ra;'-+-(2 — T)y' "dUA= ,j^|_(..-«.)( V-^+^-^17)

-^{vt — Vi)i{T + 2)xy-{-^-A (/w — 2/i(l-f-T)M xwtdto.

Ora dalia (68) si ricara:

2ju(1+t) I xwtdw =^2fi{^l ~\- r) I a(«t — icijdco
Jia Jm

— fX^'^''

onde:

(71) (^/-|)j^L,rfa,+ ^J^(^»-t/')L,rfa,

rn W ^a' + (2-T)y'
, _ ,

7^U.\= ^J^ L(«.
- «.)

^ 2
-^ ^+ -^)

+ (y, — i».) ^(» -H 2) ;ry +
-^)

J </a,

e analogamente :

(72) (^''~f)
£M«'^«+ ^£(y'--^')M.rf«

= mX [(«.-«,) ((^ + 2) ..-^4-^)

,/ry' + (2-T) j'
, -, ^U;\-l.
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Le funzioni U' , Ui , Di' debbono sodisfare in tutto il corpo all'equazioni ;

e sopra la superficie laterale a alle seguenti:

Se le basi del cilindro sono ellissi di equazione:
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essendo A' < 1, e denotiamo con /u e >• i coseni degli angoli che la tangent*

all'ellisse la cogli assi delle x e delle y, e con ;* la distanza dal centro

duU'ellisse della tangente stessa (*), avremo:

X V y /i

Se T è lo spostamento relativo dei punti delle due basi corrispondenti allo

stesse coordinate x ,y; e /it' , v' i coseni degli angoli che questo spostamento

fa cogli assi delle :/ e delle y, avremo:

Mi M, =TI«'

Vt — Vi = tv'

e quindi:

(M2— M>)
B*
~ (^' ~ ''' ^ A^

=
;;

('''* +'•»)= ^ •

Denotando con 6 l'angolo di cui ha girato il raggio vettore r intorno al

centro, abbiamo:

T cos (t , /) ^ rtì

,

quindi prendendo il valor ineilio di questa rotazione che darà la torsione

del cilindro, ed osservando che è uguale per tutte le ellissi omotetiche il

rapporto - corrispondente alla stessa direzione del raggio vettore e che

quindi si possono prendere i valori di queste quantità relativi al contorno.

avremo :

'^""
A' + B» •

La funzione:

(*) Veramente è snlt.mto p —— , inentro l.i distanza in quistioiio no ilif-

ferisco pel f.ittore h'. Il risultato porfi non vii'nt' altcradi piTi-li.'' al contorno A = 1.

0. T.
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sodisfa alla equazione:

J- U, =

in tutto il cilindro; e se prendiamo:

(2— T)B2-f-(T-(-4)A^
«2 = -^ ^

6(B^ + 3A^)

^ A''[BM-2(r+l) A^]

^
—

B- -4- 3A-

sodisfa alla (74) sopra tutta la superfìcie laterale a del cilindro.

Sostituendo nella (71) ed osservando che si ha:

I x' dm =—-—
, t '«- «60 =—-

—

Jm 4 Jio 4

si ottiene:

(f-*^^^ +¥»*-«•>)

che dà la flessione del cilindro.

Nel caso delle basi circolari abbiamo:

A=B
1 2r + 3„,

onde:

"^ "' ~ W{^X+ /.) 3/i(3>l + ^t) Wj ^' •

Quindi se il raggio è piccolo rispetto alla lunghezza l, la freccia è appros-

simativamente proporzionale al cubo della lunghezza, e se è grande molto

rispetto alla lunghezza è approssimativamente proporzionale alla lunghezza.

47
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XII.

Deformazione di un ooriio omogeneo elastico isotmpo

sotto l'azione del ealoi-e.

Se ad un corpo omogeneo elastico isotropo K che si trova a una data

temperatura in equilibrio di elasticità, si comunica calore in modo che la

sua temperatura varii, e l'aumento di questa sia dato da una funzione U

delle coordinate dei punti di K, è evidente che questa variazione tenderà a

produrre una trasformazione del corpo K , che consisterà nel variare tutti

gli elementi lineari e il coefficiente di allungamento sarà proporzionale al

valore di U in questo punto. Avn'mo dunque :

dds J^ rfx^ 1)V dy* ~òic ds^

ds lìx ds* l)y rfs' ^* ds*

(
-jv -jir \ dy di / ]uv_ ^\ rf£^ /_Dm JS£W.r rfy

^ "*"
-iy) ds ds~^\l>x

'^
7)?/ ds ds \'ìy Ix) ds ds

= AU

e /e sarà il coefficiente di dilatazione lineare del corpo K

.

Dovendo questa equazione esser sodisfatta qualunque sia la direzione

dell'elemento, potremo prendere successivamente uguali a zero due delle tre

quantità -^ , ^ , -f e l'altra uguale ad uno; avremo quindi:
ds ds ds

^ ' l>x l>y Ili

Potremo prenderne una uguale a zero e due uguali a -^
, e avremo:

o

^ '
DJ 7)?/ l)x 1)3 Tiy l)x

Dalle ultime, derivando, si ha:

=

T).'" D» ?« Il)
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Sommando e ponendo mente alla prima si ottiene :

lis 1)1/

e analogamente:

=

^'^
^0 ,

^^ =
llX llS 'ÒX Ili/

e quindi:

l)^u Vv _ l)^w

~!)a; ly l>s ' l)x Dy lis ' Tìx 7)y D«

e sostituendo i valori tratti dalle (75) :

"3^ 7)2 7)5 7)a; Dx 7)y

Dunque il corpo non potrà trasformarsi come porterebbe la variazione di

temperatura data U, se U non è della forma:

U = fi{x) + fpt{y) ~\- (fii^z)

.

Le equazioni (75) integrate daranno:

« =J 9i{x) dx + X(ft{y) -+- x<pz{s) + ^i{y , i)

V = y<fi{x)+
J

ifi{y) dy -4- y<f^ [s) + V* (•? . x)

w= i9ì{x) -+- Z(pi{y) ~hj (pi{s) dì 4- t/'3(^
, y) (') •

Derivando la prima rapporto ad y, la seconda rapporto ad x, sommando

ed osservando la terza delle (76) si ha:

Derivando rapporto ad x:

(*) In queste forinole le <p,,ip,,(p, sono quelle che entrano in U divise per k,

ma nel seguito ritornano ad essere quello che entrano in U.

0. T.
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e derivando rapporto ad y:

9'ì{y) -+- spl'(-y) =
e analogamente si trova :

if\'{x) -+- gij'ii) =

e quindi:

<p,{x)= a,x~\~ bt , g>2(ij) = a,y -i- bi , sPsW = «3* -t- *$

e quindi non potrà aversi la trasformazione che tende a produrre la varia-

zione di temperatura U, a meno che non sia :

U = a,x- 4- Utif + flaJ -f- C

ossia a meno che U non sia una funzione lineare delle coordinate.

La deformazione corrispondente a questa variazione di temperatura sarà :

u = /cxia,x -+- aty -f- a-^s) — k ^ (u;' -+- y* -t- i^)

V = ky{aiX -\- a,y + OiS) — k — (x' -f- ?/ --1- s^)

w = ksiUiX + aty -+- a^z)— k^(x'-hy*-h --') (*).

Quando U non è una funzione lineare delle coordinate, avverrà una

deformazione per la quale si produrranno forze elastiche, e si avrà l'equi-

librio, quando la variazione prima del potenziale sar;\ uguale a zero. Ma
iu questo caso le forzo del calore sono nulle soltanto quando sono soddisfatte

• .„..,„,> , „ ^M '^v 'òw
lo equazioni (Ih) e (70), e non quando sono nulle T~ « T~ >

~ o *" ^eri-
o.r oy Oa

tìcano le (7(>). Dunque il potenziale si ottcrrìi da quello che si è ottenuto

ner il caso che non \ aliasse la teiuiieratura, ponendovi /.U invece

(*) III quohti' formolo è falla iislrazioiie ila spostaiiicnti riiiiili cil ó Irasciirala, senia

rairioiii', la cniitanto C.

0. T.
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di — ,
— — kv in luosro di — , e /cu in luogo di — . Dunque

il potenziale di un elemento sarà:

P = — A (0 — BkUy — ni— — kuY

2 LV ^^ T)y/
~*~

\ Da; W Vy "^a;/ J
'

il potenziale di tutto il corpo:

fprfK

e per l'equilibrio sarà necessario e sufficiente che si abbia:

6 fpdK = 0.

Da questa equazione col solito processo si ottengono le equazioni:

{21 -hfi)— + nJ^u= 2/i(3>l+ fi)^

(2>H-/t)— + nJ^w = 2A(3>1 + ;w)—
'^S 7)-*

che debbono esser sodisfatte in tutto lo spazio occupato dal corpo, e le

altre che debbono esser verificate alla superficie che ne forma il contorno :

21 A0 -+-/(, ) a~h fi\ I/^ + mI — +— ÌY
\

' W ^\-!iy l>xì^ '^V^^ ^xJ

= 2/t(3A+ n) Uà

/7)z<'
,

"Dm\
,

/iiw
,
Dy\^

,
„/,„

,

7)w\

= 2/5;(3A + /^) Uy .
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Queste equazioni furono date quasi contemporaneamente da Duhamel (') e

da F. Neuniann (*).

Ora se u , v , w' sono le componenti di spostamenti che sodisfano in

tutto lo spazio occupato dal corpo K, all'equazioni (43), e se L' , M' , N'

sono le componenti delle forze che applicate alle superficie a contorno del

corpo K, fanno equilibrio agli spostamenti u'.v' ,ìr', si dimostra come nel

n. VI che si ha:

f(L'm -h Wv -h Kw) da

= — 2k(U -h fi) ]V(ua -+- v'p 4- w'y) da

^ Jk\ D.t ^y 1)S J

Ma:

I ( u (- V 4- IO 1 aK
Jk\ 1)X 7)y l)i

}

= —
I
U(M'a + y'/J -+- wy) da — fuQ'rfK

e quindi:

j (L'm + M'y -f- N'«) da = 2>t(3A+ /i) fue'dK .

Se prendiamo:

u' = X ,
y' = y , w' = i

saranno soddisfatte le equazioni (43) e avremo:

L' = — 2(3>l-f-/<)a

M'=— 2(3/-f-/i)/»

N' = — 2(3AH-/t)y

quindi:

)
[uà -+ y/J 4- icy) da = — 3/i

j
UrfK

f) Méinoircs prcBcntévs ii l'Acadómic de l'uri». T. V, 1838, pap. -140.

(•) Abliandlun^cn dor Borlincr Akadcinio ìiuk dcin Jalirp 1811. II.
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Onde:

»y K -^K

cioè la variasione totale di volume è indipendente dalla forma e dai

coefficienti di elasticità del corpo, e si ottiene moltiplicando l'aumento

totale della temperatura per tre volte il coefficiente di dilatazione lineare.

Supponiamo ora che il corpo sia limitato da due sfere concentriche.

L'origine delle coordinate sia nel centro e i raggi delle due sfere siano R,

ed Rj ed R, > Rj

.

Prendiamo :

1 1 1

D- D- "3-

• ^^_Z '=— ' T

dove :

r« = (cr — x'Y + (y — y'Y -+-{s— z'f

.

Queste tre funzioni sodisfaranno le equazioni (43), e con un processo di

calcolo uguale a quello tenuto nel n. Vili, denotando con ©„ il valore tro-

vato ivi per © ed osservando che invece deirequazione (52) abbiamo in

questo caso la seguente:

f (F;m, -h G>, -+- H>,) da,+ r (F>,+ g;>, -h B'^ic,) da,

=— 2A(3A+j(t)rr U,(M;a-^t;;/?+w;,)')c?tf,+ r U,(M>+y;'/S+i<;l»rfff2

-\-
I

—— Un +—— Vn + —- Wn )
aS

si ottiene:

(78) ©=©0— ,\, , J > (^— Kn +— f ,. +— «'» )CÌS
^ ' 47r(A -}-;«) |_T- Js \ 7).T Dy 7)^ /

dove S' denota tutto lo spazio occupato dal corpo, esclusa una sfera infini-

tesima descritta intorno al punto {x',y',s'), punto a cui si riferisce il

valore di ©.
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Se D è funzione soltanto della distanza e dal centro, abbiamo il va-

lore di ©, dalla foruiula trovata nel n. VJII nel caso delle forze costanti

sopra le due sfere che formano il contorno del corpo, ponendovi :
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Q sarà lo spostamento nella direzione del raggio vettore, e avremo:

(83) e =^ = f_^^A

e sostituendo il valore di dato dalla equazione (83) nella (82):

e integrando:

(84) e^Q-m. =j^ ((3-1+ M)XV'</e+ ^^Kf-^Xr^^''^0

•

Le tre equazioni (77) che debbono esser sodisfatte sopra le superficie

ffi e ffa trasformate in coordinate polari si riducono alla unica:

la quale, a cagione della (83), diviene:

(X + /t) —^ = k{^X+ i«) U

onde sostituendo il valore di dato dalla (82) si ha sopra la superficie ffj :

Onde:

Qa = S5 57 ^Q^dq
iij 11,2 ^'Ra

e sostituendo questo valore nella (84) si ha finalmente:

2nk

(A+m)?MR?-R^)
Ìq' {^'\iq^dQ-n Pu^'t^p— Ri {""-[iQ'dÀ

(*) Anche in queste pagine abbiamo cercato di eliminare diverse trascuratezze che

s'incontrano nella redazione delle formole nella Memoria originale.

0. T.

48
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Per (> = Ri si avrà :

„ 3/i:R, Cn,

e per il coefficiente di dilatazione 0:

e_<«£!Q)_.,.„ ,

2„i.-

Per la sfera piena:

Ro =
onde:

che coincide colla formula data da P. Neumann (') e Borchardt {').

Se le siiperticio ff, e a^ sono in contatto con sorgenti costanti di calore,

si hanno temperature stazionarie determinate dalla equazione :

z/« D = .

Quindi:

U = A-4--
Q

oye:

D,U, - D.Ro
A=

B= — Ri Rj

R. — R.

R,-R.

n z-Fa _l3B 3 BII;R;(R. -R.n

B/iA

(A-+-,,)p'(R?-li^)
r(e^(Ri -+- R.) 4- R.U.) (U, - R.) - e«(R? - R2)~|

.

{') ADianillunf^en dcr Bcrliiier Akadeniie aiis doni Jaliri- 1811, li.

(') Mouatsberichte dcr k. A. dor Wisscnschafteii zn Derlin voii Januar 1S73.



— 379 —

XLII.

SOPRA L'EQUAZIONI DI EQUILIBRIO

DEI CORPI SOLIDI ELASTICI (*)

(Dagli Annali di matemalica pura ed applicala, serie II, t. VI, pp. loi-iii, Milano, 1874).

In questa Memoria dimostro un teorema che, nella teorica delle forze

elastiche dei corpi solidi, tiene il luogo che il teorema di Green ha nella

teorica delle forze che agiscono secondo la legge di Newton, e quanto alle

applicazioni mi limito a dedurne formule analoghe a quella di Green per

le funzioni potenziali, per esprimere il coefficiente di condensazione e le

componenti della rotazione di un elemento qualunque di un corpo solido

elastico, omogeneo ed isotropo deformato per l'azione di forze date arbitra-

riamente. Altre applicazioni si troveranno nella Teorica della elasticità che

si pubblica nel « Nuovo Cimento ».

Sia S lo spazio occupato da un corpo solido elastico omogeneo e e la

superficie che ne forma il contorno
; q la sua densità ; X , T , Z le compo-

nenti, secondo tre assi ortogonali x ,y ,s , delle forze che agiscono in tutti

i punti del corpo ; L , M , N le componenti delle forze che agiscono alla

superficie o. Siano u , v , w le componenti degli spostamenti che i punti del

corpo hanno ricevuto quando il corpo si è deformato, in guisa che le forze

elastiche sviluppate fanno equilibrio alle forze date. Denotiamo con P il

potenziale di queste forze elastiche in un elemento del corpo. Se poniamo:

, liw
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il potenziale P sari) una funzione omogenea di secondo grado delle sei

quantità a,b,c,f,g,h, con i coefficienti costanti se il corpo è omogeneo.

Affinchè il corpo solido sia in equilibrio è necessario e sufficiente che in

tutto lo spazio S siano soddisfatte le equazioni a derivate parziali di 2° ordine

„_ 7> Ì)P 1> 7)F -a 7)P

n\ I Y— ^ ^^
I

'''
"^^

I

"^ ^^
^' ^^ Dx 2l>h D^ Db -ig 2Df

g _ ^ -aP /a "aP 7) 7)?
^ Dx 2'òg 7>y 27)/" Di De

e sopra tutta la superficie a lo equazioni a derivate parziali di 1° ordine

Da 2Dk'^ 2Dg
'

dove a
, fi , Y denotano i coseni degli angoli che la normale alla superficie ff,

diretta verso l'interno dello spazio S, fa colle direzioni positive degli assi

delle X
, !f e s.

Siano dati due sistemi di forze X , Y , Z , L , M , N applicate allo stesso

corpo solido elastico, e distinguiamo con un apice le forzo del 1° sistema

e le componenti degli spostamenti che loro fanno equilibrio, e con due apici

le forzo e gli spostamenti del 2" sistema. Moltipliciiianio rispettivamente lo

tre equazioni (1) nelle quali tutte le quantità sono distinte con un apice

per u"dS , v"dS ,w"dS, sommiamo e integriamo a tutto lo spazio S. Effet-

tuando la nota integrazione per parli nel secondo membro e ponendo niente

all'equazioni (2), avremo

(a)

( Q f (Xu" I Y'v" ) Z'm'") t/S =- —
f
(L'm" - M'y" + N'tc") da

\
. 8 .
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Applicando lo stesso processo all'equazioni (1) con due apici, si trova

(4)

qJ (X"u' + T'v' -h Z"w') dS = —J(L"u + W'v -+- Ww') da

f/ìP" ,, 7)P",,, DP" ,, 7)P'' ,
,

7)P" , D^'A ,r.

Ora essendo P' e P" le funzioni che si ottengono sostituendo, nella funzione

omogenea di 2° grado P , alle a , b , e , f , g , h una volta le stesse lettere

con un apice e l'altra con due, sarà

quindi sottraendo la equazione (4) dalla (3) si ottiene

C{L'u" -h M'v" -f- N'w") da-hQ ( (XV -f- Tv" 4- Z'w") dS

= ({L"u' + M"v' + Ww') da-hQ f (X"u'+ T'v'+ 7,"w') dS.

Onde il seguente teorema:

Se, in un corpo solido elastico omogeneo, due sistemi di spostamenti

fanno rispettivamente equilibrio a due sistemi di forze, la somma dei

prodotti delle componenti delle forze del primo sistema per le corrispon-

denti componenti degli spostamenti degli stessi punti nel secondo sistema

è uguale alla somma dei prodotti delle componenti delle forze del secondo

sistema per le componeati degli spostamenti nei medesimi punti del primo

sistema.

In questo teorema è supposto che le componenti degli spostamenti nei

due sistemi siano funzioni finite continue e a un sol valore insieme colle

loro derivate prime in tutto lo spazio S.

Se il corpo è isotropo il potenziale P ha la forma:

P = — A(a 4- 6 + e)' — [Ji{a' -h 6^ + c= + 2/^ + 2g^ -j- 2h^)

e le equazioni (1) divengono

{2l-h (i)^-\~IJìJ^u-ì-qX=

(5) <J(2A+ /0^+ ^^^y + eT =

{2X -h(i)—-h iid^w 4- ^Z=
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il sistema delle forze (X' , Y' , Z') che agiscono sopra ciascun punto di S'

,

delle forze (L' , M' , N') che agiscono sopra la parte tf del contorno di questo

spazio, e delle tensioni (Li , MI , NI) che agiscono sopra l'altra parte a' del

contorno, essendo a' la superficie che separa lo spazio S dallo spazio s ,

e il sistema degli spostamenti {u' , u' , w') che fanno equilibrio a queste

forze. Abbiamo inoltre il sistema di forze che risultano dalle tensioni (L",

M" , N") ed (LI' , MI' , Ni') prodotte rispettivamente alle superficie e e ff'

(1
1 1\

7)- a- D-\
r r ri—

,
—

,
— /, e di

^x liy ~ìs I
dagli spostamenti \—; ,

—
,
— /, e di quelle che risultano dalle tensioni

(L» . W , N") ed (L? , M? , N?) prodotte dagli spostamenti (f , *, , C), e il si-

stema degli spostamenti {u" , v" , w") che fanno equilibrio a questo sistema

di forze. Quindi possiamo applicare il teorema precedente, ed osservando

che lo spazio s può prendersi infinitesimo, e perciò

e che

si ottiene

r {LW ~hmv'-i- mw') da'= 0,

X" = Y" = Z" = ,

(V)

= r [(L" + L«) u' -h (M"+ M») ?;' + (N"+ N«)m;'] da

-+- r(LlV + MIV+ NiV)rfcr'.



— 384 —
Ora sostituendo i vaioli di L| , MI , NI tratti dalle (6), ed osservando che

se prendiamo per a' una sfera col centro nel punto (x', y\z') abbiamo sopra a'

dx (/(/ di

'*~~dr ^~
(ir

^~ dr

e quindi:

CI ^l A ,,MLi-^'-f-M;—^ + n;—"),

J'^'L- dr ^\dr ;)a- dr Dx dr 7>»/_J

e sostituendo per L!' , MI' . NI' i valori dati dalle equazioni (6) quando in

esse si ponga

1 1 1
"a- "D- T)-
r r ru=r~ , y = — , il- = —-

,

l)x Dy lit

si ottiene

r (L;'m'+ Ml'y' 4- n;'«:') da'=

n \ \ t
d ^

. I
d. r, , d ri,,= — 2,a \u' :r —- -h v'
j~ -— -i- to' -j- —-

I da .

l'o' \ dr ^x dr ^y dr Ds
'

Onde:

,,-.... ÌA['v'-hìi['ic')da' =
Dy ' ^~ ' '

'

=. - 2A (
0' '-^ da'- 2, fl^' ^' - «'^ ^^) rf.'

^o' (/r ' Jo'\dr Dx drDx/

C (dv' ^r , d^r]
, , ,

C(d,r' ^r , d '^r\. ,

1 \"3 — V -, / da — 2u \ -, w / da'
'Jn'Xdr .ìy dr Tu) ^ >a>\dr Di dr Dz '^'J,' \dr :>y

= 87r(il + /«)

denotando con il valore ili 0' nel punto x'
,
y' , /.
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Sostituendo nella equazione (7) si ottiene

+ r[(L" + L») %'+ (M" + M") v' -h (N" + N°)t«'] da

Essendo la sfera s infinitesima e f , ?/ , C , X' , T' . Z' funzioni sempre finite

sarà :

f(X't + Y'»; + Z'f)rfs = 0;
• s

abbiamo inoltre, denotando con t il raggio della sfera infinitesima s , e con

va la superficie della sfera di raggio uguale all'unità,

\T— -hY'— -hZ'-^ìds = — (M (X'a
^s \ 1>X 1)U 1>S / Ja Jm ^

Y'S + Z'y) dr dm
ny —' ' '

che è infinitesimo dell'ordine di e. Dunque l' integrale triplo, invece di esten-

derlo allo spazio S' si può estendere allo spazio S' più lo spazio s, ossia

allo spazio S

.

Se ora le funzioni ? , »? , f si prendono in modo che sia

L° -4- L" =
M°+ M" =
N» + N" =

avremo :

49
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e così il coefficiente di condensazione espresso per le sole quantità date

(L' , M' , N' , X' , Y' , Z').

Le tre funzioni ^,tj,C, che qui tengono il luogo che la funzione di

Green ha nella espressione dello funzioni potenziali, hanno un signitìcato

fisico, come lo ha la funzione di Green nella elettrostatica.

Infatti :

1

UP od/

N» = — N"= 2,t -—
dp l)s

quindi il teorema:

Le funzioni ^ ,t) ,C esprimono le componenti degli spostamenti che

'prende un corpo elastico isotropo per fare equilibrio a forze applicate

alla superficie soltanto, l'azione delle qvali è per ogni punto di appli-

cazione uguale in intensità e direzione a quella esercitata da un elemento

magnetico situato nel punto {x' ,
y' , /), di momento 2/t , coll'asse paral-

lelo alla normale alla superficie nel punto di applicazione, sopra un polo

magnetico situato in questo punto.

Prendiamo :

.1 .1

1)1) Pa-

dove r ha sempre lo stesso signilicato e ? , »; , C sono funzioni finite, con-

tinue e a un sol valore insieme colle loro derivate, che soddisfano in tutto

lo spazio S all'equazioni (5), nelle quali:

X" = Y"= Z" = .

Lo funzioni u' , v" , n-" saranno anch'esse finito, continuo e a un sol valore

e soddisferanno alle stesse equazioni in tutto lo spazio S' che si ottiene to-

gliendo da S la sfera infinitesima s che ha il centro nel punto [x'.y ,z').



— 387 —
Denotiamo con Li , MI , Ni le componenti delle tensioni dovute agli spo-

stamenti m' , v' , to' sopra la superficie sferica o' contorno dello spazio s:

con L" , M" , N" le componenti delle tensioni, dovute agli spostamenti

.-,,-,- superficie ff, e con L;',M[',NI' le componenti

delle tensioni dovute agli stessi spostamenti sopra a' \ con L° , M* , N° le

componenti delle tensioni sopra ff, dovute agli spostamenti (J , »; , f ) e con

LJ , M? , Ni quelle sopra a' dovute ai medesimi spostamenti. Osservando che

si ha

(8)

r(L;f+ M[»?+ N;r)c?(r' = 0,
J <s'

r (L?«' + Wiv' -\- W[w') rfff' -= .

j q'

e che

X"= T" = Z" =0

avremo, applicando il nostro teorema

+ «Sìy(^

+

V + ^'(- i'+ ')+ ^'d '^

= r [(L"+ L») u' + (M" + M») v'+ (N" + N°) w'2 d<f

+ f (L['u' -+- M['v' +- NI'w') da'.

Sostituendo i valori delle componenti delle tensioni L' , M', abbiamo

1 1/1 1\

Dy l,x~~ \dr Da; (^r "Dy/ r'' \ìa; Ity)

\ r/W _ 7it/\ rf^ /^ _ W\ c?y /V _ ;;az/\ di~ì
~^ ^ l)s\_\l)y

~
lis) dr \1)2 -^x) dr \~òx litjjdrj
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e sostituendo i valori delle componenti delle tensioni Li',Mi",Nr, dovute

agli spostamenti \— , ,0/ sopra la superficie <r', si ha

' Lrf/- \ "^^^ 1)1/^2/ dr\ ^x :>; Iti*/

dr \ l>y lìS liX 'òsi-A

Onde:

= 2/.

1 l

L; — — M;— — L," u — M," o' — N," w' =

(dv' _r^
, à _r^ ^_Z 'A t] _i E i^ "^mA

rf?- 5.z; rfr 7>a; rfr T^y rfr 7)y/ ?•' \7).i- ì)y /

[t/^ I y^_17 _ V^JI^
I

rfy I -a" ^ _ d'*'
~^

\

dr \ ^y l,s 1 dr \ ^s "Jj; /

dr \ Iti 7)y /J
Poniamo :

i— i'

—r = ^

ed osserviamo che .si lia

1 1

r aa" r dy

Dy rfr "ìx dr' "
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avremo :

1 1

D- -ò-

l; -^— m;—— l;v - m['v' — m'w' =

\ «ir "3x dr ~ìx dr ^ij dì'~ìy/ r'^\l\x 1)1/1

^ rd^/}(vj) _ 1>{w'y)\ ,di / Mw'y) __ Mu'y) \ ds/ ^(u'Y) _ Xvj)\~\

'r'\_dr\ 71^ l^y } dr\ "da; lis / dr\ Tiy itx /J

Moltiplicando per da' e integrando a tutta la superfìcie ff', se osservianao

che r è costante sopra a', ed ;«'
,
y' , to'

, y sono funzioni finite e continue

insieme colle loro derivate in tutto lo spazio s, e quindi l'integrale dell'ul-

timo termine per un teorema noto è uguale a zero, avremo:

\ l; — — m; —— l;v — m['v' - n;'k/ I da'

r/ - - ^- 7)-\
\ l dv' r , d r du' r , d r\

, ,2a \- — V -, -T- 1- M 1 1 df^
Ua'Xdr "ix drl)X dr l^y dr liy I

'^ Jo'\7)x i>yl r^ \i>y 'òx/

Sostituendo nella equazione (8) si ottiene:

+ r [(L" + L") ic + (M" + M») v' -+- (N" + N») «.•'] da

Abbiamo posto lo spazio S invece di S' perchè anche in questo caso l' in-

tegrale esteso alla sfera infinitesima s è uguale a zero.
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Se determiniamo f , »; , C in modo che sia sopra a:

L" + L« = , M" H- M» = , N" 4- N° = ,

avremo :

Anfi(i-?:)=-X[4'-)-"-(4'-J-J-

- J. L^' (i^
+

f )

+

À- ^'+ ')+«J ''s

cioè la componente della rotazione dell'elemento che si trova nel pnnto

(x' ,y' ,2') espret^sa per le sole forze che agiscono sul corpo.

Formule analoglie si hanno per le altre due componenti.
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XLIII.

UN TEOREMA SOPRA LE FUNZIONI POTENZIALI.

(Dal Nuovo Cimento, ser. II, t. XII, pp. 75-79, Pisa, 1874).

Le derivate seconde della funzione potenziale di un corpo di forma e

densità qualunque, sono finite in tutto lo spazio, e discontinue soltanto lungo

le superficie che formano il contorno del corpo, o separano porzioni di esso

nelle quali le densità dilferiscono di quantità finite. La differenza dei valori

che le derivalo seconde hanno dalle due parti di queste superficie è data

dal seguente

Teorema. — Se Xi , Xt , x^ , som le coordinate rettilinee ortogonali

di un punto qualvnque, «i , aj , «3 i coseni degli angoli che la normale

alla superfide di un corpo K fa rispettivamente con i tre assi delle coor-

dinate^ Q è la densità^ Vi la funzione potenziale di K nei punti esterni,

Vo nei punti interni, in un punto qualunque della superficie sarà sempre:

i-,\
"3 Vo ^ Vi

(i) — — iTToaras-
l)Xr l)Xs l)Xr 'ÒXs

Da questo si deduce immediatamente la differenza dei valori delle de-

rivate seconde rispetto a due direzioni qualunque.

Se a,
, «2 , «3 ; «1 , «2 , «3 denotano rispettivamente i coseni degli angoli

che due direzioni / ed l' fanno cogli assi, avremo :

rfv ^- -av

dl~^ l>xr
"'

d'Y ^^ VY ,

di di'~^^ -^XrltX,"""'

onde:
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essendo p la uormale alla superfìcie. Dalla (2) si ha immediatamente

dp- dp-
= — 4nQ

Se la densità del corpo K è discontinua lungo una superficie o, le deri-

vate seconde della funzione potenziale convergeranno verso valori differenti

dalle due parti di a.

Siano So ed Si gli spazi occupati dal corpo dalle parti opposte di a,

Q„ e Qi le densità, V,, e V, i valori della funzione potenziale rispettivamente

in S» ed S,; U la funzione potenziale della porzione di K che occupa So,

W quella della porzione che occupa S, , e distinguiamo cogl" indici ed 1

i valori di U e W secondo che si riferiscono a punti interni o esterni allo

spazio occupato dalla porzione di K alla quale apparlenguuo. Avremo evi-

dentemente :

W, ^ VUo ^ VW,

l)Xi "S^r liXi 7>a',- 7)^, 7).Tr

Sottraendo, ed osservando la equazione (1) per le funzioni U e W, si

ottiene al limite :

7) Vo Ti Vi
^

7)a;, "iav 7»a", ?a-r

Dal precedente teorema si deduco quello relativo alla discontinuità delle

derivate prime della funzione potenziale di una superficie, dato da Clau-

sius (').

Infatti, sia ff la superficie, ó la densità di'lla materia distesa sopra

la medesima, a, la superficie luogo geometrico delle estremità delle nor-

mali a <T tutte di una stosso lunghezza h. Denotiamo con S^ lo spazio

compreso tra a e a,, con Si lo spazio esterno a Sj che termina a a, . Con-

sideriamo il corpo K che occupa So , e che iia la densità uguale a q lungo

la normale a a nel punto ove la densità superficiale è rf, e sia

gli = é

.

Passando al limite per A = 0, la massa del corpo K diverrà uguale evi-

(') Die Potential/unction und da» /'otential vor. It. Clausius, § 27.
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dentemente alla massa distesa sopra la superficie <r, e la funzione potenziale

di K diverrà eguale alla funzione potenziale di ff.

Prendiamo ora a considerare una normale alla superficie ff in un punto /t,

la quale come è noto sarà normale anche a Ci in un punto /ti, e sul pro-

lungamento della normale prendiamo in S, un punto m distante da /ti di

una lunghezza h. Denotiamo con Vi e V, rispettivamente la funzione po-

tenziale di K in Si e in S,,. Se li è suflìcientemente piccolo, avremo:

Sommando e osservando che essendo continue le derivate prime:

dove V denota la funzione potenziale nello spazio esterno a K che termina

alla superficie e, si ottiene:

\ Da:,- '„ \ Dic; ';;, -7- 1_\ Dar,- Dx^ /[jl \ IXi "ìXr /[j.,J

Passando al limite per /( = 0, a cagione dell'equazione (1) si ha

(*) La dimostrazione del Betti, cosi com'è qui presentata, certamente non regge;

e non è facile dire fino a qual punto ciò dipende da trascuratezza nella redazione di

questa Nota ragione per cui la ho lasciata inalterata. La debolezza della dimostriizione

sta principalmente nell' uso della formola

la quale si può applicare soltanto al limite, per /i = 0. Nel caso dell'A. poi, al limite

il corpo K diventa la superficie <r e la detta formola non è più contenuta nella (1).

La dimostrazione si può migliorare, ma sembra difficile renderla esente da qualunque

obbiezione.

0. T.

50
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Se / è una direxione qualunque che fa con gli assi angoli i cui coseni

sono «1 , «j , cj avremo :

(il llOCi

onde

dp dp

La equazione (3) esprime il teorema di Clausius.
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XLIV.

SOPRA LA FUNZIONE POTENZIALE
DI UNA ELLISSE OMOGENEA

(Dagli All'i licita Reale AccaiiemÌLi dei Lincei, ser. II, voi. II, pp. 262-26J, Roma, 1874,75)

La funzione potenziale di un ellissoide eterogeneo, la cui densità è

costante in ogni strato elementare omotetico alla superficie, e variabile da

uno strato all'altro con una legge determinata, come ho dimostrato nella

Teorica delle forze che agiscono secondo la legge di Newton, è data dalla

formula :

r' r°° rìl

(1) V = 2nabc P(/j) h dh ^
essendo

—+ i^-+- — = 1

la equazione della superficie,

a* b^ e*

l'equazioni delle ellissoidi omotetiche tra loro e alla superficie; denotando Ao

la massima radice della equazione

^ ^^;,,
A+ tìi* X-hb^ A + c

ed F(A) esprimendo la densità.

La materia dm contenuta in un cilindro elementare la cui base è un

elemento du della sezione principale normale all'asse s, e .che termina
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alla »uperticie, sarù:

fV'-(S+Ì) «!'• -(5+1^)

e quindi in ogni cilindro elementare la quantità di materia sarà proporzio-

nale direttamente alla base.

Sostituendo nella (1) il valore (2), integrando per parti ed osservando

che ad A = corrisponde Ao = oo , abbiamo per la funzione potenziale di

questo ellissoide

V= 2,a«..| ,/i_^-£L;_J-_^-x

dH

1
(A + a')(A-+-*'-)(>l-{-c')

Poniamo

ca

e facciamo crescere indefinitamente «r e diminuire e in modo che rimanga

costante rf; l'ellissoide conservando la stessa massa diverrà un'ellisse omo-

genea, e il suo potenziale sarà

V = 2nabó t/ 1 —
, , ,

— t^ . — -^
;

ì'X{X-ha'){X-hb*)

dove X„ è la massima radice della equazione

-jt-,-^- + ^ = l

X-ha'^ X-hb'^ X

(•) Nella Nota originale è trascurato il fatture 2 ed è posto 1 por limite iHperioro

dei duo integrali. 0. T,
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XLV.

SOPRA IL MOTO DI UN SISTEMA

DI UN NUMERO QUALUNQUE DI PUNTI (*).

(Dagli Atti della Reale Accademia dei Lincei, ser. Ili, Transunti, t, I, pp. 129-130, Roma, 1876-77).

Dato un sistema di un numero qualunque di punti che si attraggono

si respingono reciprocamente con forze funzioni soltanto delle loro distanze,

e che quindi ha un potenziale dipendente solo dalla sua configurazione, e

dati la configurazione e il moto iniziali, è possibile e vantagioso risolvere

separatamente i due problemi : determinare prima in funzione del tempo la

configurazione e la velocità dei suoi cangiamenti, e poi dedurne la posizione

del sistema rispetto a un piano di direzione invariabile, e ad una retta di

direzione fissa nel medesimo? Lagrange, per il primo, nel 1772 trattò in

questo modo il problema dei tre corpi, e precisamente un secolo dopo. Otto

Hesse nel Giornale di Creile trattò ugualmente lo stesso problema. Non fu

eifettuata finora, per quanto è a mia notizia, la separazione dei due problemi

nel caso generale di un numero qualunque di punti, che io ho l'onore di

comunicare a questa illustre Accademia.

Siano: jk, .to» , »?3 , ... ?w„ le masse degli n punti del sistema: ^u',ì]n',^ii'

le coordinate di mi relative al punto m,' ; rw la distanza di nii da mir ; uu'

la velocità con cui il punto w,- si muove relativamente al punto mir.

^ (fi — \\
Dall'equazioni ordinarie della Dinamica si deducono equa-

zioni che esprimono le derivate seconde delle 1%' per le rat e per le uw,

altrettante equazioni che danno le derivate prime delle u]it espresse per le

rw ,
per le derivate prime delle r,v , e per -'^ -^ delle quantità :

Qii'i"= Sii' S'i'i" ~h '>]ii' ìfi'i" + ^ii' d'i" — f't' Si'i" — i?,V Vi'i" — di' ^i'i" i

(*) Questa Not& è un sunto dei risultati contenuti nella Mem. XLVIL 0. T.
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e finalmente ^ equazioni clie danno le derivate prime di

, , Aui,- -A- (2« — 1)(2« — 2) . ,queste p espresse per le r. Abbiamo quindi -^ -^ integrazioni

da effettuare, cioè molte di più che se non separiamo i due problemi. Ma
questo aumento è soltanto apparente. Infatti, consideriamo il sistema com-

posto degli n punti Wc e degli n— 1 che hanno per coordinate : fi, , j;!,- , Cu

Le distanze di questi 2« — 1 punti si esprimono per le -^
a

quantità : le r ,
?-'

, w , p . Fra queste distanze si hanno ^^ —
di

relazioni espresse per determinanti simmetrici di 4° ordine. Abbiamo dunque

integrali del nostro sistema di equazioni differenziali e

rimangono a effettuarsi soltanto 6« — 9 integrazioni. Due altri integrali del

nostro sistema, indipendenti dai precedenti, si hanno dall' integrale delle

forze vive e da uno clie è una combinazione di quelli delle aree. Quindi

rimangono soltanto (5/< — 11 integrazioni da effettuarsi. Se prendiamo per

variabile indipendente una q invece del tempo, si hanno in — 6 equazioni

di secondo ordine tra le sole r. Integrate queste equazioni si ottiene, effet-

tuando una quadratura, la q espressa per il tempo. Quindi con (3» — 12

integrazioni e una quadratura si può determinare in funzione del tempo la

configurazione del sistema e le velocità dei suoi cangiamenti. Risoluto questo

problema si ottiene la posizione del sistema rispetto a un piano invariabile,

e ad una retta di direzione fissa nel medesimo, per mezzo degli altri due

integrali delle aree e di una quadratura. Pertanto abbiamo il seguente:

Teorema. La integrazione deU'equasioni del moto di un sistema di

n punti, che si attraggono o si respingono reciprocamente con forte fin-

zioni soltanto delle loro distame, si può ridurre all' integrazione di 'òn — 6

equazioni differenziali di 2" ordine fra altrettante distanze reciproche,

con una variabile indipendente, che dopo effettuate le integrazioni, si

determina in funzione del tempo, mediante una quadratura. Determinate

le distanze reciproche dei punti in funzione del tempo, se ne può dedurre

mediante una sola quadratura, il moto del sistema rispetto a un piano

invariabile di direzione e a una retta di direzione fìssa nel medesimo.
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XLVI.

SOPRA I SISTEMI TRIPLI DI SUPERFICIE

ISOTERME E ORTOGONALI

(Dagli Annali di matematica pura ed applicata, serie II, t. Vili, pp. 158-145, Milano, 1877)

È noto il seguente teorema dovuto a Lamé:

Non esistono altri sistemi tripli di superficie ortogonali e isoterme, fuori

che quelli dei quali fanno parte superficie cilindriche e coniche, i sistemi

di superficie di secondo grado omofocali, e il sistema di paraboloidi che è

un caso limite di questo ultimo.

La dimostrazione che ha dato di questo teorema il suo scuopritore è

molto complicata, e soltanto mediante considerazioni geometriche è stata dal

sig. Serret diminuita questa complicanza. Quindi mi è sembrato non inutile

di pubblicare la seguente dimostrazione che è interamente analitica e sem-

plice.

Affinchè un sistema triplo di superficie sia ortogonale e isotermo è ne-

cessario e sufficiente che denotando con

y, = cost. ìji = cost. 2/3 = cost.

l'equazioni dei tre sistemi di superficie, e con a;, , x» , X3 le coordinate car-

tesiane, l'elemento lineare dello spazio espresso per le coordinate curvilinee

2/1 1 2/2 > 2/3) prenda la forma

ds^ = dx\+ dx\ -+- dxl= tpttp3 dyl 4- ipzH'i dy\ 4- ViV2 dyl

dove xpi è una funzione delle y che non contiene la yi.

Le condizioni trovate in generale da Riemann, Christoffel e Liepschitz

per l'equivalenza delle forme differenziali omogenee di secondo grado e che

per questo caso furono trovate da Lamé, sono espresse da due sistemi di
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equazioni a derivate parziali, ai quali può darsi la seguente forma:

0)

, ^ lloglV. iJogjA/^ -a log t V'i -a log i/«//i

,
Vlogt/y^

, ... "a' log t/y^ ,,, ì) log t>« ^ log yif>,

_ 7>iogi^i/^-aiog|-i^
,

-aiogiV, DiogtVi

.,
T'-' log 1 »/^3

. ,„ V log
1 >3

V:
"a log 1 i/'o D log 1 i/'3

V2

?yi "?2/i

"alogl't/'s 7) log tVi ,
D log

tVi D log 1Va
'iyt

— 1//3

ì»y8 Dys Dys

(2)

-<//,

^' Dy3 ^y.

"aV^3 Tt</'.

V.
a»/i "ayj

"?2/2 Dys

'5»/'3 "ay^i

7)2/1 "Jys

"syi "ays

V=

V'^

— V=

7)1//! "ai//;

7)j//, -31/;.

Dys '^ifi

:0

0.

Affinchè l'equazioni (2) coesistano dovrà essere

"ay^i 'òrpi ^1//, Di/Za 'ai/Za Dl/'i

u =
"Syi "ayi "Syi Dyj 7)yi "Jys

T^ys ^y3 7)2/3 ^y? "ays "ays

'aV'i ;a>/^ T)»/'; itfij _ 7>v>3 "m^'i

"iyj 7)»/i "ay» 7).vi "ayi "ays

^ /7^ ;ai^ ])j^ , 2^ ;aj/^ "ay^aV
\ >'/! 7)«/3 "ay. '^i/t "ays :>yi /

Ora lo derivate delle funzioni ip non possono annullarsi altro che quando

alcuno dei sistemi di superficie è cilindrico conico; non possono neppure
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divenire infinite, quindi se i sistemi di superficie non ne contengono dei

cilindrici né dei conici dovrà essere

ossia

l)y, l>y; liì/i

Di/Zi Tu//; -jìps

1>!J2 l)«/3 ~òy\
=

lìp. 'Òlp2 = 0.

Questa equazione esprime la condizione necessaria e sufiìciente perchè ima

delle tre funzioni, per esempio, xpi, sia una funzione delle altre due indi-

pendente dalle y\ iyì,yi. Avremo dunque

Sostituendo nella seconda dell'equazioni (2), avremo:

Dunque ìpt è funzione omogenea, di grado primo, di ipi e tpj. Onde

Ponendo

avremo

(3)

Poniamo

ip, = f, f{a) .

dÌ0g]/a ' {d\og\/ay

51
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Poiché xpi non contieno _?/}, o ìpj è indipendeute da j/j, avremo:

(4)

.
^^ log 1 1^1 ^ _ "^ log 1 ft

] :>log|V. _ ,
7) log fa

e sostituendo i valori (3) e (4) iielle equazioni (1) si ottiene:

Vlogt«
, ./, ,,, VlogJ^_ /Trlogt^Y

.yì
'^(^-^'>

.y1

-a' log t/« , Viogt/« _ . /iJogY"Y_

-/<r+r-r)(^")"-«(.-r)(^=)'

Se uioltiplicliianio \a prima di queste equazioni per /", la seconda por f"
— 1,

la terza per — 1 e le sommiamo, avremo :

Poiché la forma dell'elemento lineare è positiva, t/'iV: ^ V^iV'j 8ono posi-

tivi sempre e quindi anche e - ossia / l'd «. Dunque il 2" fattore

non può essere zero, se tutti i termini non sono nulli, ossia a costante, ma
se è costante a, sarà costante anche f{a) o quindi t/', e tf', non potranno

difìerire da i/'i altro che per un fattore costante. Ma j/»;, non contiene y,

quindi rp, non conterrà y, , ipt non contiene y?, quindi i/', non conterrà

neppure y, e non potrà essere altro che una costante; e quindi anche tp.
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e 1//3 costanti, e l'elemento lineare ha i coefficienti costanti e i tre sistemi

di superficie sono tre sistemi di piani ortogonali. Avremo dunque necessa-

riamente, escludendo questo caso,

f<+ 2/"2 — 2/" r=:
.

Ma

onde

'

rflogl/a daf ' ' da^ f^ ciaf """ \da) T

f^ c+ da

ossia

ed inchiudendo le costanti iu t//, e 1/^3

,

'/'s = Vi + V3 •

Ma t/Zj non contiene yj . Quindi :

Dy2 7)2/2

e poiché t//i non contiene y,, e t/Zj non contiene ya, queste due derivate

saranno funzioni della sola «/j e avremo

?//, = A2 — A3

rp3 =— Ao -f- Al

e

ìpi = Al — A3

ed A; funzione soltanto di ?/,-.

La forma dell'elemento lineare per tutti i sistemi tripli di superfìcie

isoterme ortogonali che non contengono sistemi cilindrici e conici, sarà dunque

(5) ds' = (A, — A2) (A, — A3) e, dy\ -t- (A2 — A3) (A, — A») ^2 dyl +
+ (A, — A3) (A2 — A3) fls o?2/|

dove le 6i e le Aj sono funzioni soltanto di y,-.



— 404 —
Determiniamo ora tutte le sostituzioni che danno all'elemento lineare

la forma (5).

Ponendo

B, = (Ai — A..,){A. — A.>,)#.

bisogna integrare il sistema di equazioni

(6)

dove:

cioè:

avremo

e aiììncbè

Vx
'iya'ìl/^
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dove:

(8) a = 2
^(/'^^)f

,

?('«^«)f

(vfir)
Bu

(vfis)
Bu

i?W.)|-i|(w.,|

ossia :

C +

+^(^'^^-^^"'^^-^"Br^-^37.r

Ora l'equazioni (1) e (2) non sono altro che condizioni di trasfornaabilità, cioè :

=

onde quando queste siano soddisfatte, avremo sostituendo nella (8)

DBj ^B;

(vis) (vlr)
< Bi -pr Bu.
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Poiché l'equazioni (6) sono lineari rispetto alle p e alle loro derivate,

gli integrali più generali avranno la forma

dove fli , a. e as sono le tre costanti arbitrarie, e le Y„ funzioni soltanto

delle ì/i e non delle costanti arbitrarie, cbe sodisfano all'equazioni (6). Pren-

diamo tre sistemi di valori per le costanti: A,, /«,,»•,. Avremo

Aflinchè le tre funzioni x ,x' , x" che otterremo dalla (9) diano (*) la forma

(5) è necessario che si abbia

(8) p\ -hp? + ?>;'' = B, ,pi +;,;« -hp"' = B.
, pl-hp',' -^p';* = B,

onde

^ (^l -+-fi\-+- vi) Yì. + 2y {/., X,, -+- fi, ,«,, + V, iv) Y„ Y.-, = B,

^ (^ì -+-
i«! 4- l'I) X^ -+- 2^ {l. X,r -hii,(i^-h- r, .y) Y« Y.r,= B,

2 (Il + fil + vi) YÌ3 -h 2 y ( A, X, + ,., ^,- -+- V, »v) Y„ Y^3 = B,

.

5 si?

Se

t

saranno soddisfatte le (8) quando si abbia

^'H-M*H-»''= 1 , X,X^-hfi,n^-hv,v,' =

ossia quando siano X
, fi ,v i coseni degli angoli che determinano la dire-

zione di un sistema triplo di assi ortogonali, rispetto agli assi coordinati.

Quindi le costanti degli integrali determinano soltanto la posizione delle su-

perficie isoterme e non la loro natura e trovato un sistema, questo è l'unico.

Basterà dunque trovare una sola soluzione che dia aUelemeuto lineare

la forma (ò).

(•) diano cioè all'espressione d.r' -{- dx'' -\- d.v'" In forma (5). l'or rendere intelli-

gibile questo ])unto, ubbianiu fatt" diverse correzioni, nulle formole. cercando di interpre-

tare il pensiero dell'A. Altre correzioni sono state fatte in altri punti della Memoria.

0. T.



— 407 —
Le equazioni (6) in questo caso divengono

Isy^ 7)^2 A, — Aj ' " 7)^2 Dys A» -
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Questa sostituzione fa acquistare all'elemento lineare la forma

.,, _ (A, -A.) (A, -A:.) A." (A.-A.)(A.-A.)A2_ ,

''' ~
(A, - a.) (A, -a,) (A, -a,) ^' (A, -a,) (A, -a,) [A,- a,)

"-"^

(Al— A3) (A.— A3) a; ^ ,

—-rdy
(A,— fli) (A3— fli) (A3— «3)

e preudendo:

dki

t
3

\\ki— a,) (Ai— flj) (Ai— fls)

= tOi.dyi

abbiamo la forma (5). Il sistema di superficie è unico. Con che riman di-

mostrato il teorema di Lamé.
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XLVII.

SOPRA IL MOTO
DI UN SISTEMA DI UN NUMERO QUALUNQUE DI PUNTI

CHE SI ATTRAGGONO O SI RESPINGONO TRA LORO

(Dagli Annali di malematica pura ed afipUcata, serie li, t. Vili, pp. 501-jii, Milano, 1877)

La determinazione del moto di un sistema di un numero qualunque n

di punti che si attraggono o si respingono reciprocamente con forze fimzioni

soltanto delle loro distanze, e che quindi ha un potenziale dipendente sol-

tanto dalla sua configurazione, si può ottenere mediante la risoluzione dei

due problemi seguenti: 1." dati la configurazione e il moto iniziali del si-

stema, determinare per un tempo qualunque le 3« — 6 quantità che deter-

minano la configurazione e le loro derivate prime ;
2.° determinate in fun-

zione del tempo queste quantità dedurne le coordinate e le componenti delle

velocità di ciascuno degli n punti, rispetto a tre assi fissi nello spazio. Fu
il primo, Lagrange, nel 1772 (') clie fece questa separazione nel problema

dei tre corpi, e ridusse la risoluzione del 1.° problema alla effettuazione

di 7 integrazioni, e la risoluzione del 2." a una sola quadratura. Un secolo

dopo Otto Hesse trattò (-), però meno felicemente, la stessa separazione

nello stesso problema. In questa Memoria io considero il problema generale

degli n corpi, e riduco la risoluzione del 1.° problema alla effettuazione di

6«— 12 integrazioni e a una quadratura, e ne deduco la risoluzione del 2.°

mediante una sola quadratura. Quindi il problema dei tre corpi è ridotto

soltanto a 6 integrazioni.

I.

Siano n punti ?Wi , Wj , ... ?w„ che si attraggono o si respingono con una

forza funzione soltanto della loro distanza. Denotiamo rispettivamente con mi.

(1) Oeuvres de Lagrange, t. 6, pag. 229.

(«) Creile, ?oI. 74, pag. 97.

52



— 410 —
mt,...m„ le loro masso, con ;•„(, la distanza di /»<, da »?(,, con a'o , i/a , *.

le coordinate cartesiane di Wa, e poniamo

(1) lo6= a*a Xu , 1]ab= ì/a l/b , Cab = ia -^ò •

Il potenziale del sistema sarà

(2) P = g ma mt fir^b)

e ponendo

(3) {ab)
'̂ab

le equazioni del moto saranno

d}Xa

dt°
V m,(sa) fj,

d* i

Sottraendo da queste equazioni rispettivamente quelle che si ottengono mu-

tando l'indice a nell'indice b, avremo

d*Ìab

di'
= — M(ab} Sab H- ^ ruc [(ab) U -h (bc) he+ (ca) ?„]

(4) { -^= — M(^^) r^„b + S '»c [_{ab) »;«;,
-+- {bc) Tjbc H- (ca) i;„]

^* =- TA{ab) U H- ^ »«c [(«*)U+ (*^) ^fcc -h (ca) Uì

dove

M = V TO,

n.

Poniamo:

(Ó) Pabe = fo^ fte "f" '?«» '/fcc -f" Cab Cbe

Avremo

7'dfcc+ Pacb ^^ ^^ (fob "+- fci) he
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Sab ~T~ ?ca ^ Soft

otterremo

(6) Pabc H- Pacò = — rie

e analogamente

Pbca ~T~ Pbac ^^ ^ac

Pcab -+- Pcba = — rlb

sommando la prima e la terza e sottraendo la seconda di quest'equazioni,

avremo
2 '' 2

/n\ „ '"gc r-gt, rie
{') Pabc —

^

e quindi pabc funzione delle sole distanze scambievoli dei punri in

.

Se ora moltiplichiamo rispettivamente le equazioni (4) per 'iab^'fìabXab-,

sommiamo e poniamo

(8) q,,,= {ab)~{bc)

avremo

"'' ~dF ~^ '^"^ ~5Ì^ "^ ^"^"^ "^ ~ ^{ab) r-gb -^ 2 ^MPsab q,ab + Psba qsba)

Ponendo

ulb

e sommando questa colla equazione precedente, otterremo

(9) i ^° = '4(, — M(a*) rlh -h 2 ?«s(i9sa& g-sab+ Psba Qsha)

III.

Poniamo

(10) Qabc= 2 ^ab ?fcc — ^ ?a6 fòc

denotando le derivate al modo di Lagrange.

Con una trasposizione degl' indici a e e si ha

?c6o ^^ i Sc6 S6« 2 Ssb Séa
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e sommando

(11) Pofcc H- ?cbo = .

Dunque le Qabc pei' "na trasposizione degl' indici estremi non mutano in

valore assoluto ma soltanto nel segno.

Permutando circolarmente i tre indici si ha

Qbca = 2 ^bc fco — ^ ?6c ha

sottraendo questa equazione dalla (10), abbiamo

(12) Qabc — Qbca = 0.

Dunque le gate non mutano valore permutando circolarmente i tre indici.

Poiché qualunque permutazione degl'indici si ottiene mediante una sola

trasposizione e una sostituzione circolare, le permutazioni sugi' indici non

danno nessuna nuova funzione Qabc-

Tra le quattro funzioni g„bc • Qbcd , Qcda i Qdat esiste sempre una relazione.

Infatti

Qabc = 2à Sa6 Sbc — ^ Sub Sfcc

Qbcd = ^ ?(,r >cd — 2i ^1" ^d

Qcda^ Zi Sed Sda 2i Se* ^da

Qdab= 2d ^da ?a(> — 2i ^«io * a*

sonomando la prima e la terza, e sottraendo la seconda e la quarta di queste

equazioni, si ha

=:s(^:^+o(sV+fda)
Qabc— Qbcd -h Qcda — Qdab

V/t' _i_t' \/t ^k \

ed essendo

fo6 H- fCd ^ — (he -t- Sda)

^ab ~l~ fCd ^ — {he ~l~ ?da)

avremo

(13) Qabc Qbcd -i' Qcda Qdab =

. „ («— l)(rt — 21 ... . ,. .

quindi per mezzo delle ^ -^ funzioni con un indice comune ed
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uguale per esempio alla unità, si esprimono tutte le altre, e il numero

delle Qabc essenzialmente distinte è uguale ad .

Sommando colla (10) la equazione

Pabc= 2i ^ab ^bc + 2 ^ab ^bc

abbiamo

(14) ^^abh, = i{p'abc-hQabc)-

Se ora moltiplichiamo le equazioni (4) rispettivamente per fófc > '?a6 » Cd e

sommiamo, avremo

(15) i -—= M/Vaò) r'ab -4- i 2 ^ÀQasb qazb -^ p[ab q,ab + p'sba ^sba) •

IV.

Moltiplichiamo rispettivamente le equazioni (4) per ^bc , Vbc , Cbc e som-

miamo. Osservando che si ha

2 ^bd ^be = 2 ^bd(^bd+ Sdc) = Pbdc "H ^6d

2 ^<Jo f6c ^^ 2 f<Ja(?ti(i ^- ^dc) = Pbda — Pcda

otteniamo

^r:b^bc=-^Hab)p,tc-h

-h^rris [{ab) ^Uc -+- (*«) {Pb,c -+- ri)+ (sa) {pb,a — Pesa)']

^K'bha= — M{be)Pabc +
-+- 2 msl{bc)2)abc -+- ics) {pcb —Paso)+ («*) {Pasb+ ^L)]

s

sottraendo si ottiene

ÌdQabe
—TT- = — mPabc qabc mcPbca Qbca — W^a Pcab ?ca6

+ 2 1^t{.Pbsc qbsc -hPcsa qca + Pasb ?osi<) •

(*) La sommatoria rispetto ad s, in questa formola, deve intendersi estesa a tutti

i valori diversi da, a ,b , e

.

0. T.
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V.

(17)

Le equazioni (9), (15) e (16) insieme coU'equazione

drab

dt
= r.ab

^. (2« — l)(2w — 2) . . ,.„ . ,. ,. ,

formano un sistema di equazioni differenziali di 1° or-

dine fra altrettante funzioni r ,r' ,u e q . Queste -^ quan-

tità sono funzioni delle — -^ — distanze reciproche dei 2n — 1

punti che hanno per coordinate

(0,0,0) , (^la , 1]^a , fio) , (fio , J?lo , Cl'o) ,

, ,
(2« — 4)(2«-5) .......

le quali hanno tra loro ^ -^ relazioni, quindi si avranno al-

trottante equazioni tra le quantità r,r' ,u e q. Queste relazioni si otter-

ranno inalzando a quadrato, ed uguagliando a zero, i determinanti dei tre

tipi seguenti

su S|3 Slo Slb

rìn 1)1% rjia »;ii,

Cit fl3 Sia Clb

U

,

su Sl3 Slo Slb

r

'/Il '?1.T Ijia rjìh

bu i>13 i\a iìb

= ,

su S13 Sia S16

';u »;i3 ';io »?i6

su il3 ila Slb

= 0.

Il numero dei primi è di ^
; il numero dei secondi è di

(«— l)(n — 3), il numero dei terzi è di ^ '^ . Quindi in tutti

, (2« — 4) (2« — 5)
saranno precisamente -^ '-^ .

Inalzando a quadrato e ponendo

l^obe = fot fhe "H "Jol" '/de "^ fo^ ft«
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avremo :

(18)

(19) M„5=
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Integrando e ponendo

«ab =
f]ab 'TJab



Onde
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e integrando

(26) i2»»<.'«i'«ai.= MP + /i.

VII.

Tra le (2n— !)(«— l) quantità r,/'', u e q, abbiamo le equazioni

(18), (19) e (20) in numero di {n— 2) (2« — 5), e le due equazioni (25)

e (26). Quindi in tutto 2n^ — 9«+12 equazioni, le quali possono riguar-

darsi come altrettanti integrali del sistema di (2« — 1) (« — 1) equazioni

differenziali di 1° ordine (9), (15), (16) e (17). Rimangono dunque a effet-

tuarsi soltanto (2« — 1) (« — 1) — 2w^ -+-9«— 12 = 6w — 11 integrazioni.

Poiché il tempo t non comparisce esplicitamente in questo sistema di equa-

zioni, se prendiamo per variabile indipendente una delle p per es. ^213

,

sarà da farsi un'integrazione di meno. Dunque con 6n— 12 integrazioni

potremo determinare tutte le quantità r,r\ u e (j in funzione di ^ais e

di 6w — 12 costanti arbitrarie. Poi per mezzo di una quadratura dall'equa-

zione (16) in cui è posto a = 2,6:=l,c = 3 ricaveremo t espresso per

Qn3 e anche ^2,3 in funzione di <, e quindi le quantità r , r' , u e q espresse

in funzione del tempo e delle costanti arbitrarie.

Le costanti arbitrarie saranno 6n — 9, cioè 6n — 12 portate dalle in-

tegrazioni, una dalla quadratura e le due h e K. Per determinarle basterà

che siano date le 3«— 6 quantità che determinano la configurazione ini-

ziale, le 3w — 6 derivate delle medesime rispetto al tempo, tre sole delle

velocità relative iniziali u.

Così è ridotta la risoluzione del 1° problema alla effettuazione di

6n — 12 integrazioni e ad una quadratura.

Vili.

Per risolvere il secondo problema, cioè per dedurre dalla risoluzione

del primo problema la determinazione del moto del sistema rispetto a un

sistema di assi fisso nello spazio, ci serviremo delle equazioni (21), nelle

quali, se prendiamo per piano delle xy il piano invariabile, dovrà porsi

(27) c, = , (-2 = , K = ^3

e del principio della conservazione del centro di gravità.

53
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Poniamo

(28) Gabc =

Inalzando a quadrato, avremo

rìb

(29) G=,. = Pale

Sab S(»c Sbc

Vai> Vbc Vfcc

i>ab b III: b fcc

Pabc

fbc

i ( V'abc —Qabc) — T ( V'abc+ V'acb)

i (.v'abc Qabc)

— ì {P'abc+ P'acb)

cioè Gabc, che esprime il sestuplo del volume della piramide che ha per

vertici i punti Wa ,»»(,, Toc e il punto di coordinate (?J,e , ',jc , C'bc) ('), è fun-

zione soltanto delle quantità r ,r' ,ti, e q.

Dalle (28) si ha immediatamente

(30) G..ba =

e riprendendo i valori di «„<, , §ab . ìab del n. VI

\ «ab ìcd -t- ^ab ^^cd H" ^ab ^cd = «ab fca+ fiab ^ea+ yab ^co —

I «ab ^da — fiab 'ida Yab Cda

Poniamo anche

Otcob — Gdab-

(32) •'^abc
—

Job ^bc fbc

Va*- Vbc V'bc

Qab 5bc »bc

Inalzando a quadrato, otterremo

«ab

(33) ' obc ^abc

1 (P'abc -+- Qabc)

^abc

ulc

\ (p'abc -i-p'acb)

i (p'abc -Ì~Qnbc)

— ì (p'abc + P'acb)

rie

(*) I vertici del totniciiro. qui come in sepiiito, l)iso<;n:i iiremlcrli un pn' diversa-

mente; la cosii e però di secondaria importauM. In tutta questa Menioria simn stati cor-

retti diversi erruri di stanii)a clic nnn lio creduto di segnalare dettagliatamente.

0. T.
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Quindi Fabc, cioè il sestuplo del volume della piramide che ha per vertici

i punti nib , Toc e i due di coordinate {'S'ab , t]'ah , Cab) , {S'oc , Vi'c . Cbc) , è fun-

zione soltanto delle quantità r ,r' , u e q . La espressione di Fabc si deduce

da quella di Gabc, mutando le r nelle u, \e p nelle n e viceversa, mutando

il segno alle p, e lasciando invariate le p'

.

Dalla (33) si deduce immediatamente

(34) Faba =

(35) «ab ^cd -+- t^ab ^cd + Yab Zcd= F^ab ^rf(i6

Moltiplichiamo ora le equazioni (21), nelle quali sono posti i valori {'2,1),

rispettivamente per Ìcd,rjcd-,Ccd, sommiamo, osservando la (31), avremo

(36) Mcd = ^ ma VlbiGcab — Gdab)

e moltiplicando per ^U r i/d ^ ^d , sommando, ed osservando l'equazione (35),

otterremo

(37) K Ci= y, ma mb{ r,„„ — F^ab)

Se moltiplichiamo rispettivamente per «„( , §cd , Ycd e sommiamo, osservando

le equazioni (23) e (24), avremo

(38) K/erf = "^m,:, mi, \{pcab —Pdab) {^cah — Tliab) —
— 7 [{P'cab—P'daby — {Qcab — Pria!,)''] !

•

Poniamo ora

à'ab = fab -+- V'ab = ?^a6— Cab

a cagione dell'equazione (36) le à^b saranno funzioni delle sole r, r', u e q.

Ponendo

Scd = ^cd COS (fcd

Vcd= ^cd sen q>cd

avremo

Yed ^ ^Id <Prd

e dalla (38) si ricaverà q>'^d mediante una quadratura e cos'i avremo ^cd i ^cd,

Ccd espresse per il tempo e le costanti arbitrarie. Trovate le coordinate re-

lative di due soli punti del sistema si hanno tutte le altre senza ulteriori

integrazioni. Infatti abbiamo

fcii ?c6 + Vcd Vob= — Pbcd fcd ice = ^
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ed l funzione soltanto del tempo e delle costanti arbitrarie. Quindi

Sci Scb COS {g>cd — (feb) = l

dalla quale si ricava y^i, e in conseguenza ^cb . Ve b< Cc6 in funzione del tempo

e delle costanti arbitrarie.

IX.

Determinate le coordinate relative in funzione del tempo e delle costanti

arbitrarie si avranno le coordinate assolute per mezzo del principio della con-

servazione del centro di gravità. Se X , Y , Z sono le coordinate del centro

di gravità, avremo

X = A,<-i-B, , Y = k,t-hB, . Z = A3Ì-^B3

'^maXa = MX

y,m„y„ ^ MY

^m„ga =MZ.
Ora

Xa = ^ab -f Xb ì y,i = »/«(. -h yb . 2(1 = taft -+- Ih

dando a h tutti i valori da 1 ad « e moltiplicando rispettivamente le equa-

zioni che si ottengono per mt, e sommando si ottiene

MXa
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XLVIII.

SOPRA IL POTENZIALE DI UN SISTEMA

DI CONDUTTORI ISOLATI CARICHI DI ELETTRICITÀ

E DI COIBENTI ELETTRIZZATI COMUNQUE

(Dal Nuovo Cimento, ser. Ili, t. II, pp. 249-252, Pisa, 1877).

Siano dati un numero qualunque di corpi conduttori isolati: K, , Kj , ...

K„, ai quali siano state rispettivamente comunicate le quantità di elettri-

cità: Ei,Ej,... E„, e uno o pili corpi coibenti elettrizzati comunque, i

quali occupino uno spazio che denoteremo con S. Siano: q la densità elet-

trica in un elemento qualunque dello spazio S; ff la superficie o il com-

plesso di superficie che limitano questo spazio ; ff; la superficie del condut-

tore Kj; V la funzione potenziale di tutta l'elettricità del sistema, quando

in tutti i conduttori questa si trovi in equilibrio; Ci il valore di V sopra

il conduttore Kj. È noto che la funzione V sarà espressa dalla formola

(1) Y^2iCiUi + w

dove Mi è la funzione potenziale dell'elettricità in equilibrio del solo sistema

dei conduttori, che si avrebbe, quando tutti i conduttori, eccettuato Kj, si

ponessero in comunicazione colla Terra, e a K; si comunicasse tanta elet-

tricità quanta è necessaria per portare sopra di esso il valore della funzione

potenziale al valore uguale alla unità ; w denota la funzione potenziale dei

coibenti elettrizzati nel caso che tutti i conduttori K( fossero posti in co-

municazione colla Terra. Quindi :

sopra K|

,

sopra tutti gli altri conduttori,

M|= 1

Mj =
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sopra tutti i conduttori, e

(2) J*w = inQ

nello spazio S. Se poniamo:

arremo :

(4) % = I,c,y,i^%

Ysi= Yis

ed Nj denoterà la quantità di elettricità che rimarrebbe sul conduttore Kj

quando in presenza dei coibenti elettrizzati tutti i conduttori fossero stati

posti in comunicazione colla Terra.

Ora il potenziale P dell'elettricità di tutto il sistema sarà:

(5) P = i ^, r V?, da, + J r VprfS.
.ai Js

Ma sopra tf/ abbiamo:

^ ai

onde:

(6) f YQid(ti = Ci'E,.

Ponendo mente alle equazioni (1) e (2) si ottiene:

{yQd^ =^ fv^/'wrfS
Js w Js

Per il teorema di Green abbiamo:

( u, J' ir (/S = \ u,
'— da — w -'- da

Ja Ja dp Ja dp

dove le derivate rispetto alla normale p sono prese andando verso lo spazio
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esterno ad S . Ma per lo stesso teorema, essendo io = sopra tutti i con-

duttori ed Ui= 1 sopra Ki ,ui = sopra tutti gli altri conduttori :

r dw , e dio , r dui ,

M, -j- rfff -f- —~ dai= \ w-r- d(y
Ja dp Jaidpi ^'a di)

onde:

e

r div
,

. „ r d>c , l dut ,

—-d(Si — in^i = — t/t-]-d(f-h iv-rda
Jaidpi Ja dp Ja dp

(7) r m J^w dS=— inSi

.

Poniamo :

(8) ^ [ wJ^wdS= j wQdS= 2q

Q denoterà il potenziale dei coibenti elettrizzati quando tutti i conduttori

siano stati posti in comunicazione colla Terra.

Sostituendo nella equazione (5) i valori (6), (7) e (8) avremo:

F = i2,Ci{Ei— -!!Ìi)-hq.

Ma dalle equazioni (4) si ricava:

Ci = 2,q:i(Es— ìis)

qa= qu •

Onde:

(9) P = i 2. -Si q.i (E, - N,) (E,- NO + Q

.

Quando non vi siano i coibenti elettrizzati

Q= , Nj =

e quindi:

(10) P = 1J,:2,^,,E,E,

che è la espressione del potenziale di n conduttori elettrizzati data da

Helmholtz e Thomson.
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Pertanto avremo il seguente teorema:

// potenziale di un sistema di conduttori carichi di elettricità e

di coibenti elettrizsati comunque è uguale al potemiale dei coibenti, che

si avrebbe quando tutti i conduttori fossero in comunicasione colla Terra,

più il potenziale che si avrebbe per i conduttori sottratti all'azione dei

coibenti, quando nella espressione di questo si sostituissero alle quantità

di elettricità comunicate a ciascun conduttore, queste quantità stesse di-

minuite delle quantità che rispettivamente rimarrebbero sopra i condut-

tori stessi, se sotto l'azione dei coibenti fossero stati j'osti in comunica-

zione colla Terra.
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XLIX.

SOPRA UNA ESTENSIONE DEI PRINCIPII GENERALI

DELLA DINAMICA

(Dagli Ani della Reale Accademia dei Lincei, ser. Ili, t. II, Transunti, pp. J2-;4, Roma, 1877-78)

Nelle lezioni di Riemann pubblicate dal sig. Hattendoift" col titolo:

Schwerej Elektricitàt und Magnel/smus si trovano esposte le condizioni

necessarie e sufficienti affinchè sia verilìcato il principio di Hamilton nel

moto di un sistema libero o soggetto a legami indipendenti dal tempo,

quando le forze dipendono non solo dalla posizione e configurazione, ma

anche dal moto del sistema (*). Se queste condizioni sono soddisfatte, Rie-

mann ha dimostrato che è verificato anche il principio delle forze vive.

Nella sua dimostrazione egli suppone che la funzione delle forze contenga

soltanto razionalmente e al 2° grado le derivate delle coordinate rispetto al

tempo. Ma la dimostrazione vale anche per il caso generale, e si ha l'esten-

sione del principio delle forze vive contenuta nel seguente:

Teorema 1°. Quando è verificato il principio di Hamilton e la funzione

delle forze V dipende dalle coordinate: q^ e dalle loro derivate prime ri-

spetto al tempo: q\, è sempre verificato il principio delle forze vive:

T=.P-i-A

(*) In questa Nota il Botti suppone, in altri termini, che le componenti della forza

acceleratrice applicata ad un punto del sistema materiale, abbiano la forma:

^^yV_^3V_
Y -— -~ ~ z—— ———

^ " ~ ìiXs di ^Xs '

^

Jl!/s di Di// ' '^ 3-s dt iSs

dove V è funzione delle x e delle x". Quasi contemporaneamente al Betti la quistione

che forma oggetto della presente Nota è stata approfondita da A. Mayer nei Math. Ann.,

Bd. XIII, p. 20, 1878. Si può consultare anche Lévy, Comptes-rendus, t. XCV, p. 772,

anno 1882.

0. T.
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dove T è la forza viva, P il potenziale del sistema, o questo si deduce dalla

funzione delle forze mediante la equazione

Io ho osservato che di una estensione analoga sono suscettibili anche

gli altri due principi: quello della conservazione del moto del centro di

gravità e quello della conservazione delle aree, ed ho l'onore di presentare

a questa illustre Accademia l'enunciato dei due nuovi principi generali.

Teorema 2°. Quando ò verificato il principio di Hamilton e la funzione

delle forze dipende soltanto dalle coordinate e dalle loro derivate prime ri-

spetto al tempo, affinchè sia verificato il principio della conservazione del

moto del centro di gravità, è necessario e sufficiente che V non varii mu-

tando l'origine delle coordinate, e comunicando a tutti i punti una stessa

velocità nella stessa direzione.

Teorema 'ò°. Se la funzione delle forzo V fosse invariabile per la mu-

tazione dell'origine, ma cangiasse comunicando a ciascun punto una ugual

velocità in ugual direzione, dei sei integrali relativi al centro di gravità

non se ne avrebbero altri che tre:

dove X, V, Z sono le coordinato del centro di gravità, M la massa del si-

stema e in V sono sostituiti allo coordinate i loro valori espressi per le

coordinate del centro di gravità e per le coordinate relativo.

Teorema 4». Quando è verificato il principio di Hamilton, la funzione

delle forze 'V dipende soltanto dalle coordinate e dalle loro derivato rispetto

al tempo, e non varia mutando comunque la direzione degli assi, allora V

sarà funziono soltanto dello distanze: r, dei punti dall'origine, delle distanze:

r,i dei punti tra loro, dello loro derivate rispetto al tempo: ?\ , ó .
delle

velocità as.solute: /', e delle velocità relative: v,, , e avremo sempre i tre

integrali primi delle equazioni dilferenziali del molo del sistema, relativi
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alle projezioni delle aree:

dAsi

.^, + 2-^-22,^)^ + 2.V,

dt
-"'

"ayli dt

dove A, , Bs , Cs rappresentano le projezioni dell'area descritta da r, intorno

all'origine e Ajj , Bs( , Ga quelle dell'area descritta dal raggio r^i intorno al

punto Ws

.

Se V dipenderà soltanto da r, , r^i ed r^ , r[i si avrà il principio della

conservazione delle aree ordinario.

Fra le derivate rispetto al tempo delle projezioni delle aree descritte

da Vs , Vsi e dal raggio vettore del centro di gravità che potremo denotare

con Q , R , S , avremo sempre

_ dk,
TI, <^Q ,

1 V dka

^ dB, ,,(^R
,

1 ^ rfB„

_ dO, -, rfS ^ 1 „ ^ dC„
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SOPRA LA TF.ORIA Dlìl CON DENS ATORI C)

(Dal Suovo Cimenlo, scr. HI, t. V, pp. 119-153, l'isa, 1879)

La teoria matematica dei condensatori, quando non si ha liguardo alla

azione del coibente, fu data per la prima volta da Giorgio Green nell'opu-

scolo intitolato : Au Essay on the applicalion of mathematical analysis lo

the theories of Electricity and Magnetism, pubblicato a Nottingham nel

1828, e ristampato poi noi volumi Hi», -14, 47 del giornale di Creile. Il sig.

K. Clausius nel volume 8G degli Annalen tier riusik uud Ohemie di Poggen-

dorff, pubblicato nel 1852 fece osservare clie in questa teoria si tiene sol-

tanto conto della elettricità che deve trovarsi sopra le facce dell'armatura

che sono in contatto col coibente, trascurando all'atto quella di-lle altre parti

delle superticie delle armature; ed ha trattato il caso della tavola di Fraukliu

con armature circolari, quando la loro grossezza sia infinitesima e si possano

riguardare come superticie. Nel libro di prossima pubblicazione intitolato:

La teorica delle forse che agiscono secondo la legge di Neirion e sue

paplicasioni all' Kletlricità e al Magnetismo io ho determinato la l'unzione

potenziale dell'elettricità in «(juilibrio sopra una tavola di Franklin, quando

le due armature si estendano indelinitamente da una parte, e da un'altra

siano terminate a uno stesso piano normale alle loro facce, senza supporre

infinitesima la loro grosse/za. Ma senza considerare le armature come super-

ficie matematiche si può anche completare la teoria di Green, e determinare

l'ordine di grandezza delle cariche che si trovano sopra le parti delle loro

superticie che non sono in contatto col coibente tanto per la tavola di Franklin

quanto per la bottiglia di Leyda nel modo che vado ad esporre.

(*) QucBta Muinoria è riprodotta iitl § bui condensatori del libro dell'.V.: La teoria

delle forte che agiscono

0. T.
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Un condensatore è formato da du« strati di materia conduttrice sepa-

rati da uno strato sottilissimo di materia coibente. Se lo strato coibente è

una lastra piana il condensatore sarà una tavola di Franklin, se è la parete

di una bottiglia sarà la bottiglia di Leyda.

Siano K e K' i due strati conduttori, C lo strato coibente, a e a' ri-

spettivamente le superficie di K e K' che sono in contatto con C , e ffi e

ff[ le rimanenti superficie di questi strati. Denotiamo con y e y' le rispet-

tive capacità elettriche di K e di K' e con yi il coefficiente d'induzione,

cioè la massa di elettricità che si trova sopra uno dei due conduttori quando

sopra esso la funzione potenziale è uguale a zero e sopra l'altro è uguale

alla unità. Se comunichiamo rispettivamente ai due conduttori K e K' le

masse elettriche E ed E', la funzione potenziale V di questa elettricità in

equilibrio sopra i due conduttori sarà uguale a una costante Ji sopra K e

ad una costante h' sopra K', ed avremo

(1) E =hy + h'r, ,

(2) E' = hy, + h'y ,

Se denotiamo con P il potenziale, sarà

(3) P = ^(>'/i^ + 2j'iWi' + //H-

Se le superfìcie «r e or' sono chiuse, e <r' è contenuta nello spazio rac-

chiuso da e, ponendo in comunicazione fra loro i conduttori K e K', e ca-

ricandoli di tanta elettricità che si abbia

A = A'= 1

,

sopra a' lelettricità libera sarà uguale a zero, e sopra ff, avremo la quan-

tità di elettricità y» che sarebbe sopra ffi se non esistesse a' nel suo interno

e sopra ff, fosse h^\. Quindi le equazioni (1) e (2) daranno

yi> = y+ri , o = y, + / ;

onde

(4) yi = — Y',Y — Y' = Yo-

Se la superfìcie a è superfìcie di livello rispetto alla funzione poten-

ziale Q' che sopra a' e uguale alla unità sarà facile determinare y. Infatti,

se denotiamo con Ql il valore costante che questa funzione Q' prende sopra
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la superficie di livello «r, la fiinzioiiL'

0'—

1

^ q;-i

sarà uguale a zero sopra a' ed uguale all' unità sopra <r, o darà la (unzione

potenziale nello spazio racchiuso tra a a a' della elettricità che si trova

sopra queste superficie. Quindi se yó denota la capacità elettrica di a' quando

non vi è ff, cioè ponendo

''«=4;; l^'^'''An . 'a' dp

la massa di elettricità y, che si troverà sopra a' in comunicazione colla

terra quando la l'unzione potenziale sopra a è uguale all'unità, sarà

r

(5) y, = _/ = -^A^,

e sostituendo nella seconda delle equazioni (4) avremo

t

Yo
(6) Y = yo

q; — 1

Supponiamo ora che le superficie a', u e ffi siano ellissoidi omofocali.

Se denotiamo con a',b',c' i semiassi di a\ con e e e, rispettivamente i

semiassi minori di <r e di <r,
,
ponendo

a'* — b'*

l -a e - * - ^,. _ ^,. ,

avremo, osservando che )'o è il valore di M quando V, --
1 (*)

l , l

Y» = T ^ Yo= —
amtg— amtg -r

amtg —

q; = - '

amtg^

essendo k il modulo delle funzioni ellittiche.

(*) Il liimbijlo V( e un simbolo del libro dell'A. Ria citato, dove rappresenta il valore

che il potenziale di unn massa elettrica in equilibrio sopra la superfìcie di un ellissoide

acquista su questo ellissoide. 0. T.
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Sostituendo i valori trovati nelle equazioni (5) e (6) otterremo

amtff aruto: -r
"e ° e'

r = -i
(amtg - amtg - — amtg -j f

Ci 6 /

Se a = b' cioè se l'ellissoidi sono di rivoluzione il modulo k diviene

uguale a zero e la funzione amtg diviene arctang ; se è' = e cioè se l'el-

lissoidi sono di rivoluzione intorno all'asse maggiore, il modulo k diviene

uguale all'unità e quindi la funzione amtg diviene una funzione logaritmica.

Se abbiamo a' — è' = e' = R' , e = R e ^i = R, , cioè se l'ellissoidi sono

sfere concentriche, avremo ^= e quindi

RR' /„ _^ RR' \
>''=">' =R^R' '

'' = - r + R^R')-

In quest'ultimo caso se non vi fosse lo strato K' e sopra K la funzione

potenziale fosse uguale all'unità la massa E» di elettricità sopra K sarebbe

E„ = -R,.

Se invece vi è anche lo strato K' e questo è in comunicazione colla

terra, la massa E di elettricità che dovrà trovarsi sopra K affinchè la fun-

zione potenziale vi sia uguale all' unità, sarà

^=^''(^+r:r^r')

L'energia : — P, cioè il lavoro meccanico che si potrà produrre colla

scarica del condensatore si otterrà dall'equazione {•">) ponendovi h = \ ,

/i' = , e avremo

^ = 2^T"^R, r:^)

Supponiamo ora che le superfìcie ff e ff' degli strati conduttori K e K'

le quali sono in contatto collo strato coibente C non siano chiuse; la su-

perficie ff, sarà una continuazione della superfìcie a e formerà con a l'in-

tero contorno di K , e trj sarà una continuazione di ff' e formerà con a'

l'intero contorno di K'.
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Supponiamo inoltro clic lo superficie a a a' siano i luoghi geometrici

dell'estremità delle normali innalzate sopra una superficie s e prolungate di

una lunghezza costante ed uguale a -
17 dalle due parti opposte di s.

ù

Siano comunicato ai due strati isolati K e K' tali masse di elettricità.

che la loro funzione potenziale sia uguale ad h sopra K e ad A' sopra K'.

Cominciamo dal determinare le densità elettriche sopra le superficie a e a'

.

Se ,H e /t' sono i punti nei quali la normale in un punto m della su-

perficie s incontra rispettivaiucutc le duo superficie <r e <r', poiché V è \ina

funzione a cui nello spazio non occupato da massa può applicarsi il teorema

di Taylor, avremo rispettivamente nei punti ,u' e ,/(

-'-.'(^)'-i(^y--

doTe coir indice zero denotiamo i valori nel punto /i , coll'apice quelli nel

punto /t'.

Prendendo ora per origine delle coordinate cartesiane il punto m . per

asse delle ^ la normale /n^u', e per assi delle d- e delle y le tangenti alle

due linee di curvatura di s nel punto w, ed osservando che nello spazio

esterno ai conduttori è : ^'V = 0, avremo

La superficie a è una superficie di livello, e l'asse delle 2 b noiinali'

a ff nel punto /« ; dunque in questo punto sarà

— = ,
—- = 0,

7>a' l)y

il valore di V nel punto di a di coordinate lf/.i-,0, — 7^9-^ às\ sarà

uguale a quello che ha nel iiunlu lii cdordinate (ó,(), — ,,.'/)< •' q"ii"li

iV 7)'V r/.r-'
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Ora la retta condotta per /i parallelamente all'asse delle x è tangente

a una linea di curvatura di e, e se denotiamo con Ro il raggio di curva-

tura corrispondente, il quale sarà intrinsecamente positivo o negativo secondo

che la linea di curvatura volgerà nel punto fi la convessità o la concavità

verso la regione delle 2 positive, avremo

onde

lìx^ Ro lìs

Denotando con E'„ l'altro raggio di curvatura di ff nel punto /( , otter-

remo analogamente

-a-v _ J_ ;3V

Dy""
~ R; Ds

'

e quindi l'equazione (8) diverrà

^^^ (^Jo^^I^Mr^^r;)-

Se denotiamo con R, ed RJ i raggi di curvatura di a' nel punto fx',

avremo analogamente

Sostituendo nell'equazione (7) i valori (9) e (10) ed osservando che

si ha

otterremo

(11)

\DsJ, \dph
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Se la grossezza g dello strato coibente C è molto piccola in confronto

alle dimensioni delle superficie a e a, potremo limitare lo serie clie for-

mano i secondi membri delle (11) ai soli termini che abbiamo scritto; e

denotando con R ed li' i raggi di curvatura di s nel punto w; . sarà

Ro = R— 2 ' 1^= ^ — 2'

R, = R+ | , r; = r' + |,

e nei limiti di approssimazione a cui ci arrestiamo, potremo sostituire nei

termini moltiplicati per (/, ad R„,R', e ad U, , Ri lo quantità corrispon-

denti R ed R', e ponendo

R"^R'~^'
avremo dalle (11)

(12)
h'-h/ gv\

Ora se denotiamo rispettivamente con dUe , dvo ; du' , dv' ; du , dv gli

elementi delle linee di curvatura nei punti corrispondenti /«,/«' ed ni delle

superficie <r , a' ed s, abiiiamo

duo : du :(/m = R— |:R+ |:R,

dv„:dv':dv = li' --l/.ìi'-h^:^';

onde

duo =rf«(i-4)../«'=rf.(i+4-),

dv, = dv{l-^^),dv- = dv(l-^^),

dalle quali moltiplicandi si deduro

(13) da = ds(l-%),da- = ds(^l~^^'l)
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Moltiplicando rispettivamente le (12) per le (13) otterremo

Onde

(14) g'da'= — Qda,

e nei limiti d'approssimazione stabiliti

oda = — gdff =^ -, ds
,ing

e quando sia 7« =^ 1 , A' =— 1 , avremo

df
(15) Q'd<y'= —Qd<t=:

"*

271^

Se denotiamo con v la funzione potenziale della elettricità distribuita

sopra le superficie a e a' colle densità determinate dall'equazione (15), e

con ro , r' ed r rispettivamente le distanze dei punti fi ,
;«' ed m dal punto e

a cui il valore di v si riferisce, avremo

Se le distanze del punto e dai punti m della superficie sono tutte mag-

giori di - ^ , come è per i punti di ff, e di cj , sarà in serie convergente
2

1 ^ (— l)"ff" r

ra~ T 2M.2.3... « dp"
'

1 " .9» r

onde

ri -7- 2M.2.3... « dp"

= — y ^

r, r, V2-".1.2.3...(2«H-1) dp^"-^'

11 00
o'""*"' r
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Sostituendo questo valore nella equazione (10). poiché a questa serie

può applicarsi l' integrazione, avremo

1 °° g*"
\

^
(17) y =~—Y 2«". 1.2.8... {2h ^ TìJ> df"*'

'^*

Denotando con w la grandezza apparente della superficie s veduta dal

punto e, abbiamo per il primo termine

2n <Js dp 2ti

Determiniamo l'ordine di graudez'/a degli altri, limitandoci al caso della

tavola di Franklin e della bottiglia di Leyda.

Nella tavola di Franklin la superfìcie s è piana, e possiamo prendere

l'asse delle x normale ad s. Poniamo

.j ^ r r _ 7)'Ua,._i
'"""

rfjw'"*' ds'"*' l,s^ '

Neil' intorno di s avremo la funzione Us„_i e le sue derivate finite e

continue e sarà sodisfatta l'equazione: .^Uj,,-! = U, quindi per un teorema

noto, se denotiamo con t] il contorno di s, sarà

Jr\ 1)X 1)1) '^lì/ dij

Ma dalla teoria delle funzioni di Legendre, abbiamo

DUtn-i r

7>y l)y 7)«'
In— I ^tn4-l
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dove Xj,, e Tj,, sono due funzioni sferiche; quindi

JTJ,„^, ds-
J

^X,„
f^
- Y,„

^^J
^Z. •

Denotando con ri la minima distanza del punto e dal contorno rj avremo

JU2„+1 ds=
ri"*'

'

ed Ajn+i sarà una quantità dell'ordine della dimensione di rj.

Nella bottiglia di Leyda la superficie s è un cilindro circolare retto,

e il contorno jy è formato dalle circonferenze delle basi. Prendiamo l'asse

del cilindro per asse delle s, e poniamo

a;=^tcosO
, y = tseud.

Avremo

U^,.., = ^'U,„_, DU^n

La equazione ^-U?,,-, :^ in questo caso diviene

l'i , !> Ui,,-! 1 7) Ujn-

Deno tando con K il raggio delle basi del cilindro, sopra la superficie

s sarà

RU,„., + U..--R—j^^ R—^^'
ds ^Uds do.

Onde

r/u... ds+J U.. ds = - K^JÌ(^ + i,^) d. de

_R2 fC^^tn-^
de _ 1 -aU5,„_i &\

J-A ;)s «^»; R^ ^6 d,J
'^'

Osservando che si ha
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otterremo

rJ^U.„.. ds -^ [d... ds = Uj'^ dr) ^-^ ,

essendo B}„_i una quantità dell'ordine di grandezza di R.

Avremo dunque le seguenti equazioni:

KJ^U=„., ds + J^U,,. ds = ^1^ ,

R fUs,. ds+
f
U„._, ds=^-^

,

R fu, ds-h fu. (is=^,

dalle quali osservando che si ha

I Ui fl!s = 0)

,

si ricava

A.

X^."*.
^^ =^[- (i)'" - 1'(-

1
)' «' (li)'""'"']

=

rf»*'

Dunque tanto nel caso della tavola di Franklin quanto in quello della

bottiglia di Leyda la equazione (17) darà

"" 2n li;r — 1.2.3... (2nH-l) \2r, '
r,

'

dove At„+i è una quantità dell'ordine di grandezza delle dimensioni del

contorno. Onde il secondo terniiuo è già di tor/o ordine rispetto al primo

e quindi trascurabile noi limiti di apiìrossimazione che ci siamo assegnati.

Avremo dunque

(18) "=-Ù'

e nei punti distanti dalla superficie s più di g , la funzione potenziale
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dell'elettricità, data dalle equazioni (15) sopra ff e a\ sarà uguale alla fun-

zione di un doppio strato omogeneo disteso sopra s

.

Denotando con w la funzione potenziale della elettricità in equilibrio

che si troverà sopra e, e (r[, dovremo avere sopra ffi

Vo = ifo + Wo = 1 ,

e sopra «rj :

V= ««' + y' =— 1

.

Se ff, e a\ sono i luoghi geometrici dell'estremità delle normali ad s

flì lina 1 nnnrVio'/'jn /»Aafant.A nnriìillp flflprolungate dalle due parti di s , di una lunghezza costante uguale ad - 5'

,

e j è dello stesso ordine di grandezza di g, avremo

Per un noto teorema dovuto a Stokes, si ha

1 ldii\ 1_ f sen(r/:) cos(;)w) . _ «i

dove fli è dell'ordine delle dimensioni del contorno rj. Dovrà dunque essere

sopra ffi

(19) w.-
f̂i

e sopra a[

(20) M,'=— -^
.

Ora se uniamo e, e al mediante una superficie ffo che avrà una di-

mensione dell'ordine di grandezza di g, avremo una superficie chiusa t, e

potremo determinare una funzione potenziale che sopra le parti e, e ff| di -r

abbia i valori dati dalle equazioni (19) e (20) e sopra e, valori che si

attaccano con continuità ai precedenti. Essendo tutti questi valori dell'ordine

di grandezza del rapporto di ^ ad r in tutta la superficie r, fuori che in

un tratto vicino al contorno i] la cui estensione è dell'ordine di grandezza



— 440 —
di g . sarà w una funzione di questo ordine di «grandezza, e dello stesso

ordine sarà la densità sopra a, e <rl . e quindi nei limiti di approssimazione

assegnati trascurabile rispetto alla densità della elettricità di a e a' clie è

dell'ordine di grandezza di' .

Per calcolare le masse E ed E' dell'elettricità di K e di K' quando

h = \ , II' = — 1 , basterà dunque tener conto soltanto di quella cbe si

trova sopra la superficie «r e ff', e dalle equazioni (15) e (12) avremo

E'= fe'dc'= ;r- =>'.-/
S

2ng

^^=i^''=-à-o2ng •

'"

onde

Sia ora )-„ la capacità del conduttore x che sarà uguale approssimati-

vamente alla capacità dei due conduttori K e K' quando sopra ambidue

sia A = 7/ = l. Sommando le equazioni (1) e (2) avremo

/o = >'

+
'-y. + y' = Sly + j-i)

,

e quindi

1

y. H- y = o y.. >

Li

dalle quali si ricava

^ ^ ~ 47rg
'

e por l'energia potenzialo — P dall'equazione (3) avremo
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Nel caso della tavola di Franklin, quando s sia un circolo di raggio R

abbiamo

2R
n

ed è

avremo quindi

7rR'(/t — h'Y -+- 2g-R{h + h'Y

56



— 442 —

LI.

SOPRA L'EQUILIBRIO DI UNA MASSA DI GAZ PERFETTO

ISOLATA NELLO SPAZIO

(D»l Nuovo Cimmlo, ser. Ili, t. VII, pp. 26-55, Pisa, 1.S80)

Nella termodinamica si prendono per unità di massa e di lavoro rispet-

tivamente il chilogrammo e il chilogrammetro, cioè queste unità si riferiscono

alla gravità sopra la superfìcie terrestre, e ciò torna utile per le applicazioni

ai fenomeni che si presentano sopra la terra. Ma quando si tratta di masse

qualunque, libere negli spazi celesti, sopra le quali agiscono le sole forze

newtoniane che emanano dai loro elementi, conviene prendere invece le unità

assolute, cioè quelle che si riferiscono alle sole unità di lunghezza e di

tempo.

Imaginiamo due sfere omogenee ed uguali, che abbiano i loro centri

a una distanza uguale alla unità di lunghezza; se le loro masse sono tali

che ciascuna eserciti sopra l'altra un'attrazione uguale alla unità assoluta

di forza, ciascuna di queste masse sarà uguale alla unità assoluta di massa.

È facile determinare in chilogrammi il peso dell'unità assoluta di massa

sopra la superficie della terra. Infatti, se prendiamo per unità di lunghezza

il millimetro e per unità di tempo il secondo, la gravità alla superficie

della terra espressa in unità assolute di forza sarà

g = 9800.

Ma denotando con M la massa della terra espressa in unità assolute, con R
la lunghezza del raggio terrestre espressa in millimetri, si ha

M

Se /i è la massa terrestre espressa in chilogrammi, prendendo la den-

sità media uguale a 5,6, abbiamo:

iov = 4r'5.6R'-
ó
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Ora i numeri M e /« sono in ragione inversa delle rispettive unità di massa

;

dunque il rapporto m dell'unità assoluta al chilogrammo sarà:

H Ì7T- 5,6 R

cioè l'unità assoluta calcolata a meno di '/,oo è uguale a 15 chilogrammi

e un quarto.

Un chilogrammetro espresso in unità assolute di lavoro sarà uguale

a ; una caloria assoluta sarà m volte la caloria ordinaria. Poiché
m

una caloria ordinaria equivale a 424 chilogrammetri, una caloria assoluta

equivarrà a 424000 g unità assolute di lavoro. L'equivalente meccanico del

calore sarà dunque in unità assolute :

E = 424000 g

ed

1=A= '

E 424000^
'

esprimerà il numero di calorie a cui è equivalente 1 unità assoluta di lavoro.

Consideriamo una massa M di un gaz perfetto immobile e isolata nello

spazio. Sotto l'azione delle forze newtoniane che si esercitano tra i suoi

elementi, prenderà la forma di una sfera e la densità si distribuirà unifor-

memente intorno al centro. Denotando con V la funzione potenziale di tutta

la massa sopra uno dei suoi punti, con p la pressione e con q la densità,

per l'equilibrio dovremo avere la nota equazione:

dp dY
^'^ dr-'di^'

e tra la pressione, la densità e la temperatura assoluta T l'altra:

(2) ^ =£^^T

dove ^p denota il calorico specifico a pressione costante e e,; quello a vo-

lume costante.

Se R è il raggio della sfera e la densità q, che è funzione soltanto

del rapporto tra la distanza del punto attratto dal centro della sfera e il

raggio R, è data dalla equazione:

(3) .= r(>-g),
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la funzione potenziale V di tutta la massa sopra «no dei suoi punti sarà:

(4) V = 27rR' r F(l -r'u'ìdu (').

-

dove P denota la primitiva di F' che è uguale a zero quando la variabile

è uguale a zero.

Integrando per parti, la (4) diviene:

(5) V = 2/rR» F (l - ^) + 47rR' r* f F'(l — r'u') u*du .

Derivando la (1) rispetto ad r abbiamo:

Sommando la (5) colla (t3) moltiplicata per r si ottiene:

(7) v=2.R'f(i--)-^..

Il potenziale P della massa sopra se stessa sarà (•) :

(8) P = 2;rJ"vF'A— ^^r'rfr =

-4,.H'j;'>(l-g)p(l-g)r.,ir-2.("fp'(. -;;),-,/..

Ora

=-X"'-('-^)l('-!^)--

(') Vedi: Teorica delle forse newtoniane e $uc applicazioni alla cleUroslatica e ni

maijneliimo, del pr<>(. Rnrico Botti. Pisa, Ti)). Nistri. 1879, pag. 83.

(*) Vedi: Teorica delle forte newtoniane ecc., pai». 119.
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Ma

onde :

e la equazione (8) diviene:

P ^= — Art —r- gr^dr

.

Jo dr ^

Ponendo mente alla equazione (1), si deduce:

P= — 47r {""^r^dr.
J, dr

Integrando per parti, se la pressione alla superficie è uguale a zero,

avremo :

(9) ? = \2n \ pr*dr.

Il numero Q di calorie contenute in tutta la massa sarà dato dalla equa-

zione

Q= 47rc„ r Tgr'dr,
Jt

la quale, osservando la (2), dà

(10) Q _ ±E£^ r%,.^,

.

Dividendo la (9) per la (10), e ponendo

^ j.— «,

si ricava

(11) AP= 3(A— 1)Q

ed abbiamo il seguente teorema

« In una massa di gaz perfetto in equilibrio, il potenziale diviso per

« l'equivalente meccanico del calore è uguale al numero di calorie contenute
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. nella massa moltiplicato per tie volte il rapporto del calorico specifico a

. pressione costante al calorico specifico a volume costante diminuito della

• unità ».

Questo teorema è stato dato dal sig. Augusto Ritter nelle Memorie

pubblicate negli Annali di Wiedemann sotto il titolo: Untersuchungen ueber

die Coiistitulion gazfòrmiger Wdtk6i"per.

Se la massa gazosa perde una quantità rfQ di calore, diminuirà di vo-

lume e quindi il potenziale aumenterà di rfP, e il lavoro fatto dalle forze

per questo auiiionto si convertirà in una quantità AefP di calore. Il calore

die rimarrà nella massa aumenterà di òq = kS^ — S()^\ il potenziale di-

verrà P -+- rfP, e per l'equilibrio dovremo avere

AP -^ ArfP = 3 (A — 1
)
(AJP -- Q — dQ)

.

Sottraendo la (11) si ottiene

(3A— 4)ArfP = 3(A— l)(rQ

òil = AÓP — àq = g^^:^ àQ

ed abbiamo il seguente teorema

i. Quando la massa gazosa perde una quantità di calore óQ. la quan-

• tità di calore contenuto nella massa aumenta di una quantità uguale

cfQ
• a "

.

3/t —

4

Se questa quantità di calore si distribuisce uniformemente in tutta la

massa in guisa che ogni elemento (/M di massa ne riceva una quantità

uguale dq, avremo '

_ àQ rfM
'^^~ (3A-4)M •

ne risulterà un aumento di temperatura óT, e avremo

dU
'^" (3A-4)M'

onde

Ora per l'aria

-^ =-(ÓCp-4c,).
MtTT

<:„ = 0,2375 , e, = 0,1684
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onde

S = — 0,0389 rfT
,M

ed abbiamo il teorema

« Se il calore che perde o acquista la massa si distribuisce uniforma-

li mente iu tutta la massa, in modo che ogni elemento di massa ne perda

« acquisti quantità uguali, il calorico specifico della si'era è negativo e

uguale a —0,0389.

Se si allontana o si avvicina al centro una massa di gaz ugnale alla

unità, affinchè la sua temperatura divenga uguale a quella che ha il gaz

alla nuova distanza è necessario variare di JQ la quantità del calore con-

tenuto in essa, ed abbiamo

Onde se non è verificata la equazione

il gaz nella nuova posizione avrà una temperatura più alta o più bassa

della temperatura del suo intorno, e non sarà in equilibrio. Dunque affinchè

si abbia un equilibrio tale che per ogni spostamento nella direzione del

raggio non venga tolto, è necessario che sia verificata la (12). Questo equi-

librio che il sig. Reye ha chiamato equilibrio indifferente e che si potrebbe

chiamare col sig. Ritter equilibrio termico, è quello a cui tende una massa

gazosa.

Dalla equazione (12), osservando la nota equazione

^_ \ d { ^dN\ .

si deduce

Moltiplicando per Idr , integrando tra ed R, e supponendo T = alla

superficie, si ha

r' dr =
-'0 av
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Sostituendo il valore di — dato dalla (12), si deduce
ar

(13) A
(^

^..rfr = £?Q = A-Q.

- "* (^ S-).
+
^"X"

''^ '" ''= " ("f).
-^ ^^

Ma per r= R si ha

M d\ M
R ' rfr

""
R'

•

Onde

1 ^^^'• = 2P-—

,

e la equazione (13) diviene

la quale, ponendo mente alla equazione (11), dà

(14) R =
(5A — 6) Q

Onde il seguente teorema

« In una massa di gaz perfetto che si conserva sempre in equilibrio

« meccanico e termico, il raggio della sfera che essa occupa è sempre diret-

• tamente proporzionale al quadrato della massa e in ragione inversa delia

• quantità di calore clie contiene ».

Denotiamo con /« la massa, e con r il raggio della terra, e sia:

M = nju , R := sr
;

avremo

Q- _ A n fx

M hk — 6 s r
'

Ora:

'* = ^r , 5A — = l,or> , A= ^r~^ , .,. .,— .,v,.,
, "- 424000 i^'
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LII E LUI.

SOPRA IL MOTO DI UN ELLISSOIDE FLUIDO ETEROGENEO (')

(Dagli Alti della Reale Accaiìemia dei Lincei, Transunti, ser. Ili, t. V, pp. 201-202, Roma, i88i ;

riprodotta nel S'ucvo Cimento, ser. IH, t. l.K, pp. 218-220, Pisa, 1881).

La deterininaziDiie del moto e della figura di una massa lluida soggetta

alle forze newtoniane di attrazione tra i suoi elementi, quando sono date le

condizioni iniziali e la forma ellissoidale, è stata trattata colla maggior

generalità soltanto nel caso clie il fluido sia omogeneo. Ora la ipotesi della

omogeneità non permette di applicare i risultati alla teorica della tigura

dei pianeti, perchè non può suppoisi die la loro massa sia omogenea. Perciò

io ho preso a trattare la quistione supponendo il fluido eterogeneo.

Denotando con a . b , e i semiassi della superficie della massa iu un

tempo i qualunque, ho supposto la densità q variabile colla legge espressa

dalla formula

e = F'(l-/i'),

essendo // il rapporto di omotetia drlli'Uissoide ometetica alla superficie,

sopra la quale si trova il punto di densità p; cioè ho supposto la densità

costante in ogni strato omotetico alla superficie e variabile da strato a strato.

Denotando con « , i/» e y i tre angoli di Kulero die determinano la

posizione degli assi principali della superficie rispetto a tre assi fissi, con

«1.1/^1 e </, i tre angoli di Eulero che determinano la posizione del sistema

di assi introdotto da Riemann nel caso del fluido omogeneo, la risoluzione

del problema si riduce alla determinazione di un integrale completo della

(') Qupsta Nola ì- ini suntip ildhi M<nii.riii si').'iirii(i', snlln sli'ssci iir^'oiiicnto, »lla

ijuale riniaiidiuino iiiiclic )ier k- osservazioni elio vaiiim iHlte tni rlMitlati ciiMiiciiiti diill'A.

T.
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equazione a derivate parziali di primo ordine con 9 variabili indipendenti:

Ab a) \c bì ^\a g /
( ,

, i il±9^ , (izz^lT .

,

^^
J_ J_ 1 ì ' ((b~cy (h+ cY

a^~^ b'^~c^ )

(h + h,Y (k-h,Y {k^k.Y {k— k,Y )^ {c — aY (c~j-aY {a — bY (a-i-bY ]

_J a— \nabc^~ I •=: = costante

j ¥'{\—h^)h*dh
'0

dove P è la primitiva di F' che si annulla quando la variabile è uguale

a zero, e si ha

Ps+ P^cosfl , ^ ,
P;+ P: costi,

S
=

-:zrf>
sen ip — P, cos ip , rji== —

—

sen i/'i — P, cos ip,

,

Ps-hPsCosS
,

_
, , P3+ P;cose,

,
, T>'

h= —

^

cos li' + Pi cos ìp , hi =——— cos rp, -+- Pi sen i//,

,

sen sen #,

k= ?t , ki = K

DV DY 1,Y

P _^ p _^ P _^^'-
i>e '

^^-
7>v

'"" ^y
'

P'_il p'=^ P' = 2I
'

DÉ'i ' ' Di/', ' ' "3(Pi

Di questa equazione si hanno facilmente 5 integrali, che colla equa-

zione stessa formano un sistema Jacobiano di 6 equazioni a derivate par-

ziali di 1" ordine con 9 variabili. Dunque con i metodi di Lie e di Meyer

la determinazione dell' integrale completo e quindi la risoluzione del pro-

blema in tutta la sua generalità è ridotta a trovare un solo integrale comune

a 6 equazioni differenziali ordinarie, un solo integrale comune a 4 equa-

zioni diiferenziali ordinarie, e un solo comune a due sole equazioni ordinarie,

come nel problema «lei tre corpi.
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Nel caso in cui la tìgura della massa si conserva invariabile, il moto

è permanente, e le equazioni, che debbono essere veritìcate tra i semiassi

e le quantità che determinano il moto, non ditlerisconn da quelle trovate

nel caso della omogeneità, altro che per il fattore

f ["'fhi-a') dh

pF'(l — A')A* dh

che vi comparisce in un sol teimine. Dunque conoscendo il moto della massa

e la sua figura, potremo dedurre il valore di questo fattore e quindi una

condizione a cui deve soddisfare la legge di distribuzione della densità nel-

r interno della massa.
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LIV.

SOPRA I MOTI CHE CONSERVANO LA FIGURA ELLISSOIDALE

A UNA MASSA FLUIDA ETEROGENEA

(Dagli Annali di malemalica pura ed applicata, serie II, t. X, pp. 175-187, Milano, 1881).

La determinazione dei moti per i quali è conservata la figura ellissoi-

dale di una massa fluida (*), soggetta alle sole forze di attrazione newtoniana

tra i suoi elementi, è stata trattata, nel caso che il fluido sia omogeneo,

da Dirichlet (') e nella via aperta da questo eminente geometra hanno pro-

gredito Dedekind (*), Brioschi {^), Riemann {*) e Padova (^). La ipotesi della

omogeneità rende però inapplicabili alla teorica della figura dei pianeti i

risultati ottenuti; perciò io ho creduto utile di considerare invece il fluido

(*) In questa Memoria l'A. prende abbaglio. Dirichlet, infatti, non studia ì moti

che conservano alla massa fluida la figura ellissoidale; dimostra, invece, soltanto che,

quando le particelle di una massa fluida omogenea si attirano con la legge di Newton,

le equazioni di Lagrange sono soddisfatte supponendo le coordinate di un punto della

massa, all'istante t, funzioni lineari delle coordinate dello stesso punto all'istante ini-

ziale, con l'altra ipotesi compatibile con la precedente che la massa sia, inizialmente e

quindi sempre, limitata da una superfìcie ellissoidale. È vero che, malgrado il modo di

esprimersi, il Betti resta nel campo delle ipotesi di Dirichlet. Ma il punto fondamentale

che a lui è sfuggito, è clie soltanto nella ipotesi dell'omogeneità è possibile soddisfare

sicuramente alla condizione che la pressione assuma ad ogni istante, sulla superficie del-

l'ellissoide, un valore costante.

Sull'argomento, oltre agli autori citati dal Betti, si possono consultare; Tedone,

Il moto di un ellissoide fluido..., Annali della R. Scuola norm. di Pisa, voi. VII, 1895;

StekloiF, Problème du mouvement d'une masse fluide..., Annales de l'école normale supé-

rieure, serie 3*, tomo 25, anno 1908 e serie 3", tomo 26, anno 1909.

0. T.

() Creile, voi. 58, pag. 181.

(«) Creile, voi. .58, pag. 217.

(») Creile, voi. 59, pag. 63.

(') Abhandlungen der K. G. der Wissenschaften von GOttingen, Bd. 8.

(') Annali della R. Scuola Normale superiore di Pisa, voi. 1°.
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eterogeneo, e colla densità variabile da uno ad un altro degli strati omote-

tici alia siipertìcie della massa. Con questo non aumentano all'atto le difli-

coltà della integrazione: tutte l'equazioni rimangono le stesse, soltanto un

termine vi comparisce moltiplicato per un coefficiente numerico il valore del

quale dipende dalla legge con cui varia la densità da strato a strato, e si

riduce alla unità nel caso che questa sia costante.

Diviclilet ha trovato che nei moti i quali conservano alla massa fluida

la figura ellissoidale le coordinate di uu elemento del fluido si possono espri-

mere per funzioni lineari omogenee delle coordinate iniziali e che quindi

la determinazione dei coefficienti e in conseguenza dello coordinate dell'ele-

mento dipende da 8 equazioni dilVerenziali ordinarie di 2° ordine, che si

deducono dall'equazioni fondamentali della Idrodinamica sotto la forma data

loro da Lagrange. Di queste equazioni egli ha trovato 7 integrali primi sol-

tanto; quindi per la soluzione generale rimanevano ancora da integrarsi

9 equazioni ditferenziali ordinarie di primo ordine. Riemaun ha decomposto

la sostituzione di Diriclilet e ijuiudi il moto del fluido in due: uno dei

quali è la rotazione intorno al centro, del sistema degli assi principali del-

l'ellissoide, l'altro è quello a cui è dovuta la deformazione della massa.

Cosi ha reso più evidente la natura del moto, ed ha ottenuto, per la deter-

minazione di questo e della figura, 2 equazioni dilVerenziali di 2" ordine e

() di 1°, con tre integrali primi. Quindi restava ancora da integrare un si-

stema di 7 equazioni dirt'erenziali di 1° ordine.

Con i metodi generali della Dinamica io, servendomi delle variabili di

Hieuiann, ho costruito l'eciuazione a derivate parziali «li 1° ordine, la quale

con un suo integrale completo dà per mezzo di semplici derivazioni tutti

gl'integrali dell'equazioni differenziali del moto. Per dedurre questa equa-

zione da quella che esprime il principio di Hamilton bisogna in questo ag-

giungere alla energia cinetica aumentata del potenziale del sistema la deri-

vata rispetto al tempo di una l'unzione delle variabili che deve con^ervarsi

costante in conseguenza delia invariabilità della massa, moltiplicata jiei un

coefficiente indeterminato. Ora io trovo che la derivata rapporto al tempo

di questo coefficiente è eguale alla dill'erenza tra il valore della pressione

alla superficie e il valor uiedio della pressione in tutta la massa moltipli-

cata per un coefficiente numerico il cui valore dipendo dalla legge con cui

la densità varia da strato a strato. Trovo quindi il valore delia derivata

del coefficiente indeterminato espresso per le quantità che determinano il

moto e la figura, e in conseguenza ottengo il valor medio della pressione

espresso per la pressione alhi .^llp(ili(ie e per queste quantità.

Dall'equazioni canoniche ho anche dedotto un'equazione analoga a quella

trovata da Jacobi per un sistema di punti soggetto a forze che hanno una
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funzione potenziale funzione omogenea delle coordinate, dalla quale si pos-

sono dedurre analoghe conseguenze rispetto alla stabilità del movimento.

Della equazione a derivate parziali di 1° ordine con 9 variabili indi-

pendenti trovo facilmente 5 integrali Jacobiani. Quindi per ottenere la solu-

zione generale resta soltanto a trovare un integrale completo di una equa-

zione a derivate parziali di 1" ordine con 4 variabili indipendenti, cioè un

solo integrale di un sistema di 6, un solo integrale di un sistema di 4, e

un solo integrale di un sistema di 2 equazioni ditferenziali ordinarie di

1° ordine.

§ 1-

Sia data una massa fluida che abbia la figura di un ellissoide di semi-

assi: Ai,A2,A3. La densità q non sia costante, ma varii soltanto da una

all'altra dell'ellissoidi omotetiche alla superficie, quando per centro di omo-

tetia si prenda il centro di figura della massa; cioè sia q funzione soltanto

del rapporto di omotetia h . Potremo prendere

(1) p = F'(l-A=).

I moti del fluido siano tali che, sotto l'azione delle sole forze di attra-

zione newtoniana tra i suoi elementi, la massa conservi sempre la forma

di un ellissoide. Dopo un tempo t qualunque siano: a, , 02 , a^ i semi-assi

della superficie; a: , y , :: le coordinate, riferite agli assi principali dell'ellis-

soide iniziale, dell'elemento di fluido le cui coordinate iniziali riferite agli

stessi assi erano J^o > J/o > -0 I
e J , */ , C siano le coordinate dello stesso ele-

mento riferito agli assi principali nella posizione che essi avranno nel tempo t.

Avremo evidentemente

. ^ := ax + ^ y +}'^ ,

(2) ìj= a'x + ^'y + y'z
,

i ^ = a"a: + i?'V + y"^
,

ed a
,

|S
, y , ... saranno i coseni degli angoli che gli assi principali dopo il

tempo t fanno cogli assi principali nella posizione iniziale.

Se i moti sono tali che, gli elementi i quali nella posizione iniziale

si trovavano sopra Tellissoide omotetico alla superficie, di equazione

,.2

A? ^ Al
"^

Al
~ '
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dopo uu tempo qualunque si trovino sopra l'ellissoide che ha lo stesso rap-

porto di omotetia colla superficie, avremo

I* v' t'i-_ _L ZL _|_ i_ _ ;,!

ai al al

e quindi

onde
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essendo ^, , (/j , q^ le componenti secondo gli assi J , 'J < C della rotazione di

questo sistema di assi.

Dall'equazioni (3) si ricava

d^ dai ì
,

»/ f

dt ai Ui ttì «3

fn\ , drj dat 1] C I

^ dt dt Ui «3 «1

ai dt «3 «1 a»

essendo Ti , rj , Ts le componenti della rotazione di un sistema di assi A',

secondo i medesimi assi.

Sostituendo i valori dati dalle formule (7) nelle (6), e quelli così otte-

nuti nella equazione (4) si avrà

^ \ C ridai ^ , .V, X H'

Poniamo

J= a, A costì , j; = «2 A sentì cos y , t = f's /i sen <* sen y

.

Osservando la equazione (1) e integiando a tutta l'ellissoide S, avremo

(8)
^^y

\
X y (^-h (a?-f-a?+,)('/i+2 + r?+2) — 4«jai+,(^,+jr;,,j .

Il potenzialo P dell'ellissoide soggetta alle forze di attrazione newtoniana è

Y = n^(Aa\a\ {\\\—}i^)dìi f ^ (')

(') Vedi Nuovo Cimento, serie III, t. 9, jiag. 224.

58
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dove F è la primitiva di F' che si annulla qiiaudo laigomento è uguale a

zero e

D =
I

(«; + X) (al -+ X) (al + X) .

L'equazione delle forze vive sarà

T — P = costante.

4 f
Dividendola per -7Ta,asa3 F'(l — h')h*dh. osservando che per la inva-

3

riabilità della mast.a

(9) «,«2 03 = A, AjA:,,

e ponendo

(10)

., f'F\ì—h')dh
"5 _;_0

( 'f'(1 — h^)h*dh

"^ dX

''-8 ^

(11) Q = 27rA,A,A3
, „ ,

(12) = 1 2.- [(«' + «^0 (qU + rU) — 4«.- a,>. y.*s r,^,] ,

avremo

(13) ^ 2 ^^ 4- 0-»;Q = costante.

Per ottenere l'equazioni differenziali del moto sotto la forma canonica,

e per determinare l'equazione a derivate parziali di primo ordine, che con

un suo integrale completo dà tutti gli integrali dell'equa/ioni del moto,

poiché in questo caso a cagiono della (9) abbiamo

(14) ^-^ =^ a, di

i)asterà premiere la funzione



— 459 —
esprimere Qi , qi , qs per gli angoli di Eulero 0^ ,62 , tì^ e delle loro deri-

vate colle note formule

ji = d'i sen Oi sen d^ — O'i cos 6,
,

(16) { qi= tì!,seadiCOsdi-h 0[sen 0i,

?3 =— ^3 cos di + «l ;

esprimere analogamente ri , rj , ìs per altri tre angoli Euleriani 0^ ,6^,eg,

cioè prendere

I ri =6'^ sen 64 sen 0^ — d[ cos ^5

,

(17) < r, = «6 sen (9^ cos 65 -I- 64 sen #5

,

f rj = — e; cos e, + e;

,

sostituire nella (13) a -—
^

, 6', i loro valori espressi in funzione delle de-

rivate di H data dalla (15) rispetto a queste stesse quantità, e finalmente

porre invece delle derivate rapporto alle -tt e alle 6', le rispettive derivate

di una stessa funzione rapporto alle «j e alle #( (').

Ora se poniamo

«! = —- =—- = (aUì -+- aUt) qi— 2ai+i a.+s r,-

,

dffl dVi

(18)
\

«i = T— = -— = («i+i -+- a'+z) n- — 2«i+, fft+2 i-i

,

avremo

—T7 ==—r= /^i = — «1 cos ©2 + Ili sen 02

,

^—j == —-7 = ;j3 = {hi sen ^2 -f- hi cos »j) sen tì; — hi cos 0, .

(') Mayer, Ueher aUgemeinen Integrale der dynamischen Di/ferentialgleichungen.

Math. Annalen, voi. XVII, pag. 'M2.
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Dalle quali, scrivendo
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Onde, ponendo mente alla equazione (14), si deduce

y.-

(28) f^ =TT

L'equazione a derivate parziali di prim'ordine della quale per integrare

l'equazione del moto, basterà determinare un integrale completo, sarà dunque

l'equazione

(30) H = ^ + — (,Q= costante

nella quale e 12 sono espresse per le gi e le pi mediante l'equazioni (26),

(21), (24) e (29) e denotando con W l'integrale è posto

§ 2 C).

Determiniamo ora il significato fisico del coefficiente ,u . Abbiamo l'equa-

zioni canoniche

(32)
dy,__l>E ^n ^(0-^Q)

_
^

di 7*a,- Mi Da.

(*) I §§ 2 e 3 sono ristampati integralmente per quanto i risultati in essi contenuti

sieno erronei perchè in essi è supposto che la pressione sulla superficie dell'ellissoide

assuma un valore costante. Ma, anche all' infuori di ciò, si può notare che nelle equa-

1)0 ."10 c>0
zioni che l'A. ricava dalle equazioni di Lagrange va cambiato il segno a -— ,

-— ,

-— ;

OtZi Odt 0«5

che la relazione P— — rfS = - ti A, Aa A.b— , è falsa in generale, e che infine la

Js di ai 3 ioi

(36), nell'ipotesi che i risultati fino alla formola (35) sian giusti, andrebbe modificata cosi:

^ ,

1 r,
,

„ 1 dm'
,

1 , 1 / (hi+ kiY {hi-ki? \~|

af
0. T.
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Dalla (21»), ponendo mento alle (27). j-ì ottiene
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dendo per V la nota espressione della funzione potenziale di un ellissoide

eterogeneo ('), si dimostra facilmente l'equazione

? ^7 - <^S = - TT Al A, A3 1? r—^
^V ? ^^ _ 4 „ , , , _1Q

Onde

Js ^^ ai 3 Jo \ <^^ ^«1 /

Confrontando questa colla equazione (38) si deduce

a fi Js 1>S

^TiAiAsAs F\l — h')h'dh

Ora per un teorema noto abbiamo

( ;^jrfs = — {n^^da— { ndS,
Js ^? Ja 1)P Js

essendo p la normale alla superficie a della massa diretta verso l' interno.

Se 77^ //o quantità costante sopra tutta la superficie a, osservando che

si ha

—
(
^—-da= rfS = 3 7j-AiAjA3,

avremo
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e ponendo

1

5 ( 'f'(1 —h')h*dh
-

otterremo

(34) -^ = 5«(/7„- //„);

quindi
-J^

negativo finché il vaici- medio della pressione sia maggiore della

pressione alla supertìcie della massa.

La equazione (34) ci dà il modo di esprimere il valore medio della

pressione in funzione delle k,k,a e
—

- . Infatti se poniamo con Jacobi
'^ al

avremo

Ora

^ = - (^i ,E) = -(ix,Si)- (,« , 0) -r (a* , »? Q)

.

e sostitueodo alle g, i valori dati dalle (27)

. „. ^ di' «?

Abbiamo inoltre

/ I0\_V^^® 1 / (/t,-4-A-.)' _ ihi-/c,Y \
"'•^ ^a^Mi 2 '^\(a.>,— «..,)• (a,., -4- fl*.,)*/
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e quindi

djii

dt

„ rffl? 1

^ ai

(36) /7„= /Z„-
5«

§ 3.

Dall'equazioni (32) se ne può dedurre una analoga a quella trovata

da Jacobi per i sistemi di punti soggetti a forze che hanno una funzione

potenziale, funzione omogenea delle coordinate (').

Moltiplicando le (32) rispettivamente per ai , «2 , «3 , sommando e os-

servando che si ha

2*f, = » • 2».||= -2«
. S«|?,—

Q

si ottiene

(37) 2:«.f
= 20-,Q

Dalle (27), ponendo mente alla (14) si deduce

^^*'
dt ~^dt''

Ma denotando con C la costante della equazione (30), abbiamo

Onde

(38)

^^ = -20 + 2,;Q + 2C.

^^*^' = ~^®"^^''*^^~^^'

(') Vedi Teorica delle forte Newtoniane, pag. 131.

59
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e sommando la (37) colla (38)

Sostituendo i valori (27) e (34), avremo

(39) ^^^a!=';Q + 2C + 15f(/7„-/7o).

Da questa si deduce che mantenendosi sempre il valore medio della pres-

sione maggiore del valore della pressione alla superficie, non potrà aversi

stabilità nel movimento se la costante C non è net^ativa.

Passiamo ora a trattare la integrazione della equazione (30).

Poiché in essa non compariscono le due variabili 0^ e 0^, due inte-

grali Jacobiani saranno

(40) Ps — Ci , Ps = C2,

e sostituendo & p, e po le costanti Ci e d avremo da trovare l' integrale

completo di una equazione a derivale pariiali con 7 variabili indipendenti.

Applicando le operazioni designate col simbolo di Jacobi definito dalia

equazione (35) si trova

{hi , A.vi) = hi+i , (/ti , ki^t) = Ai+j , (//, , As) = .

Onde

(^,H).-=(A.,0) = 2^(A,./..) = ^^;/...-^A,.,.

Ma

e quindi

2© _ 1 hi -+- A( l h i
— k i ^

Vn ~ 2 (a,+, — fli+s)* 2 («i+i + fli+j)'

(Ai , H) = }<+i A<+i — y,+, hi^., .
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Analogamente si trova

(fCi , il) ^ r,+i fCi^-i — fi+t fCi+ì ,

e per conseguenza

Dunque abbiamo due integrali

(41)

ed essendo

questi integrali sono Jacobiani.

Sostituendo nelle (41) i valori dati dalle (21) e dalle (24) si ottiene

^\+ V\-^Pl = Cz , ^\+ p\+ v\= c^

e ponendo mente all'equazioni (20), (23) e (40) avremo

i"»+ ~ ^ ' .^ni fl
'

"
' = ^3 ,

(42)

cì+ pl
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Due altri integrali indipendenti dalle Qì e dalle «, si trovano facil-

mente, cioè

, , ,

,

( Ri sen »3 — », cos 63 = costante,
(44) ^

/ K| sen ft« — Pi cos o^ ^ costante.

essendo

R, =_ sen e, -^ , R, = — sen e^ —

-

Con i sette integrali (40), (42), (43) e (41) non si possono ottenere più di

cinque equazioni che colla (oO) formino un sistema Jacobiano, e quindi i

due integrali (44) non possono servire a diminuire ulteriormente la difficoltà

della integrazione della equazione (30).
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LV.

SOPRA LA PROPAGAZIONE DEL CALORE

(Dalla CoUectaiica nnilheiiiiiticii in memoriam Dominici Chclini, pp. 252-240, Milano, iSStj

È noto che la propagazione del calore in un corpo solido qualunque

che occupa uno spazio S è determinata dallo stato iniziale, dalle condizioni

al contorno tf che limita lo spazio S e dalla equazione a derivate parziali (')

nella quale V denota la temperatura nel tempo ( in un punto dello spazio S,

che ha per coordinate cartesiane a'i , Xi , X3 , ed i coefficienti a,-, sono in

generale funzioni delle coordinate, dipendenti dalle conducibilità nelle dif-

ferenti direzioni, dalla densità e dal calorico specifico del corpo nel punto

\Xi f X2 , X3)'

Nel tempo iniziale ^ = la temperatura V» sia espressa da una fun-

zione arbitrariamente data in tutto lo spazio S:

(2) V, = /"(a;, .Xj.iCj).

Se il corpo sia isolato in uno spazio del quale è data in tutto il tempo

la temperatura v, sopra la superficie a dovrà esser verificata in tutto il

tempo la equazione (")

(3) A(V-t;) = :^.a,2:s«.-,^,
OXs

nella quale h denota la conducibilità esterna ed a, , «2 , «3 sono i coseni

(') Vedi Lamé, Lefons sur la théorie analylique de la Chaleur, pag. 27.

(*) Ivi, pag. 30.
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degli angoli che la normale alla superficie a diretta verso l' interno dello

spazio 8 fa cogli assi delle Xi,cr, ,X3.

Sia U una funzione del tempo / e delle coordinate, la quale insieme

colla sua derivata prima rispetto al tempo e colle sue derivate prime e se-

conde rispetto alle coordinate si conservi finita e continua in tutto lo spazio S

e in tutto il tempo da <= a t= ti

Jloltiplichiamo la equazione (1) per XJdtdS e integriamo, estendendo

la integrazione a tutto lo spazio S e a tutto il tempo /, . Denotando rispet-

tivamente con V, , Ui e con V,, , Uo i valori di V ed D corrispondenti a

t^ t, e a t^O, avremo

(4) fv.U.dS- fv.UorfS

Jo Js\l)l ^ Ti^i ^x,f

Sia ora (' un valore di l maggiore di /, ed U sia tale che quando uno

spazio s qualunque non contiene un punto {u-'i , a'j , x'3) si abbia

(5) lira rUrfs = 0,

e quando uno spazio s' contenga il punto (^I , x', , rj) sia invece

(6) lim \\]ds' = io,

ed U si conservi sempre dello stesso segno fincliè /, non supera /'.

Decomponiamo lo spazio S in (liiei)arti: una s' che contenga il punto

(a'I , Xj , a'a) e l'altra .v che non lo contenga. Denotando con "V un valore

compreso tra il massimo e il minimo dui valori che prende V, in s', e con

V" uno compreso tra il massimo e il niinimo di (luelli che prende in s,

avremo

(7) fv.U, rfS= rV,U,rfs'-+ fv.U.ds

= V'Ju,rf«'H-V'>Ju.rfs,
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e ponendo mente alle equazioni (5) e (6), otterremo

(8) lim rV,U,(iS= V'«.

Ma la equazione (6) vale qualunque sia la grandezza di /. Quindi dimi-

nuendo indefinitamente s', se la funzione V ha un limite determinato col-

l'avvicinarsl al punto {a:[ , .tó , xl), V sarà il valore di V in questo punto

nel tempo i = t' e passando al limite, la equazione (4) diverrà

(9) V'<B = r Vo U„ dS - r'dt r da S.- «< S U ^^ «» t^ — V ^. «.•^ 1

Se oltre alle condizioni notate sopra, la funzione U soddisfa anche in

tutto lo spazio S alla equazione

la equazione (9) diverrà

(11) a)V'= [Yo\]odS-h ^dt f(iff2.«.(v2.««i^— U2s«"T^V

e se la funzione V soddisfa anche alla equazione (3) sarà

(12) tóV'= rv„D«(/S +

^dt
1^

VììXiv - V
(
AU - 2.- «.• 2^ a,i ^X] da

.

Quando la U soddisfacesse sopra ff alla equazione

(13) AU=2:i«i2»«rf^ '

avremmo

(14) V' = - rv,UoÉ?S + -^ prf^ r^Uyc^ff,

e quindi il valore di V, in ogni punto interno allo spazio S , sarebbe espresso

per funzioni date.
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Se la conducibilitii è uguale in duo direzioni qualunque opposte l'una

all'altra, sarà (')

flj» = flrf -

e se il corpo è omogeneo i coefficiienti </,, saranno costanti. In questo caso

una funzione U che soddisfa alle equazioni (5), (6) e (10) è la seguente:
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Decomponiamo lo spazio S in due parti : una delle quali s' sia un pa-

rallelepipedo col centro nel punto {x[.x[,x'zì e coi lati paralleli agli assi

e di lunghezza 2«i , 2«2 , 2£». L'altra parte denotiamola con s. Avremo, en-

dentemente,

_ 4a'{t'—t)

_ {x,—x/f _ (-g.—-g.O*

Ponendo

X\ — xl ;r. — ^5 Xt— x'^

:
= ^1 . .

= i'.

2a\t' — t 2b)t' — t 2c]t'— t

si ottiene

«j

2aV''— ' 24K—

f

•2L-1f— f

Ora

dove / denota un valore non minore di i; . Onde

lim j e di= ,

I7=X - T,

e quindi

lim ]\]di = 0.

t=t' '^»

Lo spazio s' nella equazione (6) quando è soddisfatta la (5) può pren-

dersi grande quanto si Tuole. Avremo quindi

.""" _ 1J.--.'/' ,-'=^ _ (r.-.r.T /^«^ _l£iZ:£/}!
ia\t'—!) I ^5'(f—f)

I
l.-'(r'—

e dxi 1 f ^^-Tj I f dX}
lim Urfy = lim ,

—
_, ,

t=r'-v t=f«^—X H— / «^ —X )f — t «-—X W—

/

J X ^ X w X

60
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Duuqiie colla funzione U data dalia formula (15) saranno soddisfatte le

equazioni (5) e (6), avremo
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Abbiamo inoltre

\Jdt= \ r ^^ = ^= 1 e dg=-^ •

Pertanto la equazione (19) diviene

(20) r lj= fd. ^< «.. ^, «, (V !li- 4= ^)
Quando

a,-,= , a,-,- = 1

abbiamo

D = 1 , y, = {x, — x[f + (xi — «;)' + (^3 — x'^y = r'

la equazione (20) diviene

4/1 J» \ Dp r Djo/

che è la formula di Green.

Quando lo spazio S è infinito in tutte le direzioni, la temperatura e le

sue derivate sono eguali a zero sopra tutto il contorno tr, che in questo

caso è una sfera di raggio infinito; quindi la equazione (19) diviene

8]/n'''Djc r-

dove C denota la porzione di spazio in cui, per t = 0, la funzione V è dif-

ferente da zero.

Se il corpo è isotropo, avremo

flù= , an=-k==— ,

dove K denota la conducibilità, e il calorico specilìco e ^ la densità. Onde

(x. — x[Y + (x, — a;;)^ + (xa — ^3)' r^

9 7. =A

(21) V' = . ^- ,
,—

-
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Il prof. Beltrami ha osservato che questo valore di V moltiplicato per

inkdt' e integrato tra e oo dà una funzione che è uguale alla funzione

potenziale newtoniana di una massa distribuita nello spazio C colla densità V,;

qnal è il significato fisico di questa funzione? (').

Per rispondere a questa dimanda consideriamo un elemento piano da»

nel punto (x\ , x'. . xD e sia p una direzione normale a doa. Denotando con

d*q la quantità di calore che attraversa l'elemento dm nella direzione nor-

male p nel tempo dt' ; avremo

d*Q = — K^da> dt'= — cpk^ rf« dt'.

Sostituendo il valore di V dato dalla equazione (21) (*) e integrando

tra <'= e t' = t , otterremo la quantità di calore dq che attraverserà dm

nella direzione p nel tempo t , cioè

, \'^kt'^

ed anche

(22) dq=—

r

2]'h

dog J3_ i CQYjdS dm _S_
\
££T

In l)p' \ r Zn\n V
e tVc

c^
1 r '-,,

Ora sia H, la quantità di calore contenuta in una porzione del mezzo

che occupa uno spazio uguale alla unità, quando la temperatura è zero,

ed H la quantità di calore contenuta nella stessa porzione, quando la tem-

peratura è V,; avremo

H — H, = ceV,.

Chiamiamo intensità calorifica la differenza H — H, e denotiamola con /u.

La equazione (22) diverrà

r

^23) dq I^^UiLS^.^^^ hi^L-^',,.
4^ V )

r 2rt\7i 'ip' r

(') Vedi il KnoTO Cimento, serie UT. tomo I, pag. 20.

(*j In qaeato panto la dicitara è stata alquanto modificata per eliminare uno scambio

di notaiioni. 0. T.
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Il primo termine del secondo membro è una quantità indipendente

da kt . ed il secondo membro converge a zero col crescere di At. Quindi

il piimo termine dà il limite verso cui converge, col crescere di xk, la quan-

tità di calore che durante il tempo t attraversa dm nella direzione p'; ma

easo è anche uguale al prodotto di -— per la componente secondo la dire-

zione opposta a p dell'azione newtoniana esercitata sopra una massa uguale

alla unità concentrata nel punto (xl , X; . ^3) da una massa distribuita in C

colla densità uguale alla intensità calorifica iniziale ; dunque abbiamo il

seguente teorema:

Se un netto isotropo, che si estende all'infinito in tutte le direzioni,

nel tempo i = ha alla temperatura zero tutti i suoi punti, tranne quelli

che occupano una porzione di spazio C. j' quali hanno temperature espresse

da una funzione qualunque V, , il limite verso cui converge, col crescere

del rapporto della conducibilità al prodotto del calorico specifico per la

densità, la quantità di calore che durante un tempo dato % piccolo quanto

si vuole attraverserà un elemento piano dio in una direzione normale p,
dui

sarà uguale al prodotto di — per la componente secondo la direzione

opposta a p' dell'azione newtoniana che eserciterebbe sopra una massa

uguale alla unità concentrata nel punto per cui è condotto l'elemento da

una massa distribuita in C colla densità in ogni punto uguale alla inten-

sità calorifica iniziale corrispondente.
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LVI.

SOPRA IL MOTO DEI FLUIDI ELASTICI

(Dal Kuovo Cimento, ser. IH, voi. XIV, pp. 45-51, Pisa, 1885)

(1)

L'equazioni del moto dei fluidi clastici, sotto la forma di Lagrange, sono

^' di' l>a,~^'
v^, 8 = 1,2,3

(2)

~òXì
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e introdurre ancora un'altra funzione da determinarsi, cioè la temperatura,

e stabilire, oltre l' equazioni (1), (2) e la relazione somministrata dalla

esprerienza tra p , v e la, temperatura, un'altra equazione.

Sia T la temperatura assoluta, e

(3) P=p{v,T)

la relazione data dall'esperienza tra jo , w e T.

Se denotiamo con -— la quantità di calore che un elemento di fluido
V

di massa: ^ e di coordinate iniziali «i , «2 , «3 acquista nel tempo t, e

dS
con fi l'entropia della massa unitaria, ossia con /t — l'entropia dello ele-

mento di massa: — , e con E l'equivalente meccanico del calore, avremo

dalla Termodinamica,

, udS
d-

^éi'^fh'^
Ma per la conservazione della massa

dSd-
V
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Dalla (6) iutegraudo si ottiene

C-i
(7) U = T-f-T'_| ~dv

denotando con t una funzione della sola T.

Derivando la (7) se ne deduce:

7»T T ~«!T T 7)TJ "ìT " '

Sostituendo nella (5) e integrando

essendo C una costante.

Nel caso dei gaz perfetti, denotando con Cp e con e,, i calorici specifici

a pressione e a volume costanti, abbiamo

T
p = 'E{Cp — c^)- ,

e Cp e Cv costanti. Onde

/t = C -+- E tf„ log T + E (Cp— <•») log V .

log y = log T— logf + costante

M = C+ Elog——

,

Ma

onde

e ponendo

tv

(9) M= C + Et«log^ (•)

e anche

(10) /t = C. -+- E f-v log T D*-'

.

(•) In questa forinola e nel seguito abbìaniu iiilroilotto il fattori' e,, che non com-

pare nella memoria originale. 0. T.
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Se poniamo

(11)
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Se le forze hanno una funzione potenziale V, la (1)" e la ( 14) divengono

di Da,

(ir.)
7)Mi

"àAs-H Da,

~òa.
s= 1 ,2,a

Se gli elementi del fluido non acquistano uè perdono calore sarà Q = 0,

e quindi la (4) diverrà

dpi,

di
=

ossia

/' = ^'o

deaotaudo con /(o l'eutropia al principio del tempo.

Se W è una funzione di a, a» «3 e /, e denotiamo con W la derivata

(li W rispetto a /, dalle equazioni (l'>) si deduce
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Ponendo

^Y = Xi , Xì , Xz

si ottengono le tre equazioni

^'^^>
dt ~^'" ^'

^Xs ^2^p\ ^xc^, ^Xi^, te., ^XiJ '

'~ ' ''^'^-

Se denotiamo con J il parametro differenziale di 1° ordine, con n,, , «t ed n

ordinatamente la normale alla superficie di ugual pressione (isobara), la

normale alla superficie di ugual temperatura (isoterma) e la tangente alla

intersezione della isobara e della isoterma per un punto (xi Xt X3) del fluido,

le (20) prendono la forma

(21) ^ = V, ;; f^ 1^ + ^^ i/TfjT sen («^ , «,) cos (axi)

.

Se le isobare coincidono colle isoterme in tutto il tempo e in tutto il fluido,

sarà

sen(«p , «t) = 0,

e quindi

dt ^ 1)X,

le quali hanno per integrali

essendo le A., funzioni di a^a-ia^ indipendenti da t.

Se Wo ^, sono i valori di y e ?, per < = 0, avremo

A, = V, ì\

e quindi

Siano :

«i = ai (So)

l'equazioni di una lìnea vorticosa per ;: ^ 0, e roj la velocità di rotazione

nel vortice; sarà
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L'equazioni della linea, formata degli stessi elementi dopo il tempo t , sa-

raiiuo

le componenti del vortice saranno f , , ^. , jFs . e avremo

dxi ds

on.ie il teorema trovato da Helraholtz per i tìuidi incompressibili:

I/i uà /laido elaslico, sullo l'azione di forze che hanno una fumione

potenziale, se le isobare coincidono sempre con le isoterme, gli elementi

che formano un filetto vorticoso al principio del tempo formano un filetto

vorticoso in tulio il tempo.

Ma per il principio della conservazione della massa, se denotiamo con

de l'area della sezione normale del filetto, abbiamo

«0 da ds = dea dsf,

onde

m da = oj, da^

e abbiamo l'altro teorema:

In un fluido elastico, sotto l'azione di forze che hanno una funzione

potenziale, se le isobare coincidono sempre colle isoterme, un filetto vor-

ticoso conserva uguale in tutto il tempo il prodotto della grandezza del

vortice per la sua sezione normale.

Consideriamo ora il caso in cui gli elementi del fiiiido non acquistano

uè perdono calore; avremo

Q = u

e ([uiiidi

j(t' =

e la (!!!) diverrà ponendovi W = n,

"77 ^"'^^' .dt
"^

^x,
(22) 77^'^'^-6=''

e integrando

^ ^ iXi ^ 7)a<

Se ói„ è la liingliez/a della normale alla superficie di entropia /i»,

prolungata sino all'incontro colla superlicio di eutropia /io • ''/'», e óso è
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la porzione dell'asse del vortice m,,, compressa tra le superficie /Jio e jUo-l-'^jWo»

sarà

(24 ) vo ^:, ^'>^= Vo i'TJ^ m, cos {ór, , ós,) = ^.^^1^S^2:±2^ rf^^

.

Decomponendo il vortice (Ji , Jj , ?j) in due : uno coll'asse r normale

alla superficie di entropia /x(Xi x^Xi) == fioiai aìtts) , e uno coll'asse fi si-

tuato in questa superficie, e denotando con ro, la grandezza del primo vor-

tice con cB^ la grandezza del secondo, avremo

fi= m, cos()'^,) + «'iaC0s(»'i , Xi)

e quindi

(25) ^,t,f,- = .^^fta,, = -^— =^^.

Sostituendo i valori (24) e (25) nella equazione (23), si otterrà

_==__COS(rfn,'fSo)

e ponendo ugual massa per l'elemento, sarà

Va óv dff = V (fvo daa

e quindi

aj, da = Wa cos (rfvg , rfso) fi^ffo •

Se chiamiamo intensità del vortice in un elemento il prodotto della gran-

dezza del vortice per l'area della sezione dell'elemento normale all'asse,

avremo il seguente teorema:

/« un fluido elastico, sotto l'azione di forze che hanno una funzione

potenziale, se ogni elemento non acquista né perde calore, le intensità

delle componenti dei vortici secondo le normali alle superficie di uguale

entropia si conservano costanti in tutto il tempo.

Dunque se al principio del tempo sopra una superficie ff, di entropia

costante e non esistono vortici, i vortici che potranno comparire nel seguito

del tempo sopra la superficie a formata dagli stessi elementi di fluido,

nella quale la entropia avrà lo stesso valore e, avranno tutti gli assi si-

tuati sopra a.

Un ugual risultato si ottiene se ogni elemento perde o acquista una

quantità di calore proporzionale al tempo e alla temperatura assoluta. Infatti
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in questo caso sarà

e quindi dalla (4) avremo

f==-

S=-^
e la (19) diverrà anche in questo caso, ponendo W=ft. poiché * è una

costante,
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/

LVII.

SOPRA UNA ESTENSIONE DELLA TERZA LEGGE DI KEPLERO

(Dai Rendicoitii del Circolo Matematico di Palermo, t. II, pp. I4';-I47, 1888)

Imitando quello che, in un caso analofro, ha fatto il Cerruti, abbiamo creduto su-

perfluo far ristampare la presente Nota, la (jualo, malgrado il titolo diverso, non è altro

che una redazione affrettata di quella che segue.

0. T.
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LVIU.

SOPRA LA ENTROPIA DI UN SISTF.MA NEWTONIANO
IN MOTO STABILE

(Dai Rendiconli arila Reale Accademia dei Lincei, ser. 4", v. IV, pp. 115-115, Roma, 1888)

" Se denotiamo con P , T e <I> il potenziale, la energia cinetica e la

funzione di Jacobi di un sistema NeAvtoniano, i punti del quale sono in

moto gli uni relativamente agli altri, avremo:

ri,
'

dove Mi è la massa concentrata nel punto »??,-, M è la somma di tutte le

masse, /•,•, la distanza di ?«, da ot,, y,s la velocitii relativa di «,• ed Ws-

» Diremo che il sistema è in moto stabile quando il valore di <P si

conserverà sempre compreso tra due valori finiti, avrà un numero infinito di

massimi e di minimi, e denotando con t„ il tempo impiegato a passare dal

1° all' «"'"0 dei massimi o minimi di <P , —^ o sarà indipendente da ti ,

n — 1

oppure cel crescere di n convergerà verso un limite determinato.

» Nel primo caso il valore costante di questo rapporto, nel secondo il

limite di esso, lo chiameremo tempo periodico medio e le denoteremo

con 6 e*).

(*) La somiiiiitoriii deve intendersi estesa solo alle coppie disfinte di valori r ed s,

T inoltre è sol" la energia cinetica relativa. 0. T.

(**) Qui abbiamo aggiunto le parole: e lo denoteremo con 8. l>. T
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" Indichiamo con y„ il valor medio di y nel tempo l„, cioè poniamo

— 1 ru
9>»=T ) 9 dt

« La equazione di Jacobi e quella delle forze vive, integrandole tra

e t„, divengono

(1) = M2ìnimsi—\ — 2h

" Se TT è un valore compreso tra il massimo e il minimo di (
—

) ,

K„
^

\ Vi, I

e yj è un valore compreso tra il massimo e il minimo di {n]s), e poniamo

h
H=:

2mi m.

dall'equazioni (1) e (2) avremo:

e quindi R„ e v„ indipendenti da w. Li denoteremo con K e ?>, e li chia-

meremo la distanza media e la velocità media del sistema.

« Dall'equazioni (3) si deduce

(4) ^^ = 1-

e quindi

2f = P.

K Ora per un sistema in moto stabile, per n sufficientemente grande e

per le variazioni che conservano la stabilità del moto ('), è veriticata la

equazione di Clausius

(5) — rfP = JT-l-2Trflogfl

(*) Nella Nota seguente il Betti dimostra la (5) ed in essa Nota è fatta anche

l'ipotesi, che qui non è ricordata, che le variazioni delle velocità sieno di ordine supe-

riore rispetto alle variazioni delle coordinate dei punti del sistema. 0. T.
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la quale con i valori trovati diviene :

M ^, y««' M ^, M&' ,

onde

essendo /f' una costante e abbiamo il teorema:

« Le variazioni del moto di un sistema Newtoniano in

moto stabile non mutano il rapporto tra il cubo della di-

stanza media e il prodotto della massa per il qu ad iato del

tempo periodico medio (*).

• Denotando con E la energia totale del sistema la equazione (5) può

scriversi :

(fE — 2T rf locr v'b = u

anche sostituendo il valore di dato lialla (6)

rfE -TdlogMR = 0,

e quindi: la entropia del sistema è uguale al logaritmo de!

prodotto dell a m a s s a per la distanza media».

{) Notiamii ((ui che se, cume ci par naturale. l'A. lia volut" a)iplicare. in questa

Nota, il teorema da lui liimostrato nella sesjucnte, nei diversi muti variiiti che carli con-

sidera, la massa deve considerarsi costante.

0. T.
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LIX.

SOPRA LA ENTROPIA DI UN SISTKMA NEWTONIANO
IN MOTO STABILE

(Nota II, dai Rendiconti della Reale Accademia dei 1, lucei, ser. 4^, v. IV, pp. 195-198, Roma, t888)

« In seguito alla Nota pubblicata nei Rendiconti dell'Accademia, voi. VI,

fase. 5°, reputo conveniente di aggiungere la dimostrazione dell'applicabilità

del teorema di Clausius ai siatemi Newtoniani in moto stabile, dalla quale

dipende la determinazione della loro Entropia.

" Le funzioni :

y= i- .2 Wj r? = «P + 0,

dove Ti denota il raggio vettore di mi e la metà del momento d'inerzia,

rispetto all'origine (*), del baricentro, in cui si riguardano concentrate tutte

le masse, hanno gli stessi massimi e minimi, e sodisfano alla stessa equa-

zione differenziale di 2° ordine. Potremo dunque, in vista delle ulteriori ap-

plicazioni, considerare la funzione (p invece della (P.

« Un sistema di valori delle coordinate di tutti i punti del sistema

determina la loro posizione ; diremo che determina la posizione del sistema,

e denoteremo questa con una lettera.

• Se le coordinate dei medesimi punti in due posizioni a e b differi-

scono tutte di quantità inlinitesime, diremo che le posizioni a e b sono

infinitamente vicine.

(') A questo punto ho cambiato la iirimitiva dicitura : e ® la energia cinetica, nel-

l'altra: e la metà del momento d'inerzia ecc.

0. T,
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- Denoteremo eou óabf lu v:iriazione che riceve una funzione qualunque f

delle coordinate, nel passare da una posi/ione a dei sistema a una b infi-

nitamente vicina; cioè porremo:

"Se a . b . e sono tre posizioni del sistema intinitameute vicine, per

ogni coordinata sarà :

^ac = ^ab -^- ^bc ì

e quindi

(1) ^acf=^abf-^'^bcf-

" Chiameremo traiettoria di un sistema in moto, e denoteremo con una

lettera, la serie linearmente infinita di posizioni che il sistema prende col

variare del tempo.

« La variazione che una coordinata, per esempio a:,-, riceve nel passare

dalla posizione h che ha sopra una trajettoria nel tempo /, alla posizione e

che ha sulla stessa trajettoria nel tempo l-hót. sarà:

(2) àbcXi = x'iàl

.

» Consideriamo ora una trajettoria A di un sistema in moto stabile.

Sia la posizione del sistema all'origine del tempo, a sia una posizione

sopra A. nella quale la funzione y lia un valore massimo o minimo e /„

il tempo in cui il sistema ha la posi/ione a; avremo

« Sia B un'altra trnjettoiia dello stesso sistema e o' la posizione che

ha sulla medesima il sistema all'orifiiue del tempo. Chiamiamo cnrrispoii-

dcnti duo pll^i/ioni, una in A l'altra in B, i-iie prende il sistema per lo

stesso valore del tempo, e supponiauio che le posizioni corrispondenti siano

infinitamente vicine e il moto sia stabile in ambedue le trajettorie. Le po-

sizioni di massimo e di minimo della funzione tp non saranno corrispondenti,

ma infinitamente vicine e se u è una posizione di uiassiuio o minimo dì (f

sopia A, ti e la posizione di massimo o minimo di (p sopra B, infinitamente

vicina ad «, avremo

<Pc=^a-^ f''n. 9

e quindi, a cagione della (3).

dòge y _
dt

~"'
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Se é è la posizione corrispondente ad a, ponendo mente alla equazione (1),

otterremo :

dògi <f _ dóf,c9>

(4) ''ir~~ dt

« Supponiamo che le variazioni delle velocità siano infinitesime di 2° or-

dine, mentre le variazioni delle coordinate sono di 1° ordine, cioè che le

variazioni infinitesime delle coordinate avvengano in tempi finiti, sarà:

(5) ^= ^"'' (*' '^^' ^ ^' ^^' "^ '"'• ^^'^ •

Sostituendo nel 2° membro della equazione (4) e rammentando le equa-

zioni (2), otterremo:

(6) -^--^laàta,

essendo T» la energia cinetica del sistema nella posizione a, e ta il tempo

in cui si trova in a, ta- ^ta il tempo in cui si trova in e.

« Ora sia «' un'altra posizione di massimo o minimo di y sopra A

,

h' la posizione corrispondente, e la posizione di massimo o minimo di y

infinitamente vicina ad a' sopra B, e i»' il tempo .iella posizione a'. Avremo

analogamente :

(6)'
<iJ^^-2Ta,óta>.

Affinchè il sistema dal descrivere il tratto aa della trajettoria A passi a

descrivere il tratto bb' della trajettoria B, è necessario che sia verificata

la diseguaglianza

(rfP + JT) dt — 2mi{x[ rfa'b' X, -+-
y'i óa'h' y, + -' ^a-h' Si) -+-

e se osserviamo l'equazioni (5), (6) e (6)', e denotiamo con /„ il tempo im-

piegato dal sistema a passare dalla posizione a ad a, avremo:

(rfP + (JT) ^„ -h 2 (T„' òta' — T„ òl,) > .

ito

() In questa forraola e nelle successive il Betti, certamente per distrazione, scrive

soltanto il segno >. Noi abbiamo aggiuto il segno = che solo resta valido nel caso di

legami bilaterali e che è quello di cui trae profitto nella Nota precedente. Abbiamo
O TP

inoltre aggiunto il significato di 6. u. i.
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