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Hatarozzuk meg a féfesziiltségeket az alabbi fesziiltségi tenzor esetén:
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Megoldéas

Cardano képlete harmadfokii egyenlet megoldasara
A kovetkezs Osszefiiggések G. A. Korn, T. M. Korn: Matematikai kézikonyv miszakiaknak.
Miiszaky Konyvkiado, Budapest, 1975 alapjan keriilnek ismertetésre.

Egy harmadfoki egyenlet felirhat6é az alabbi alakban:
P rar+br+c=0. (2)

Az z =y — a/3 helyettesitéssel a fenti egyenlet az alabbi redukalt egyenletre egyszertisodik:
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Tovabba vezessiik be még az alabbi paramétereket:
3 2
o=(5) +(3). a=y-i+va B=y-i-Vo (5)

Ezen paraméterek hasznalataval a (3) egyenlet megoldasai:

A+B  A-B

A fenti megoldéasok ismeretében az eredeti (2) egyenlet gyokei is szamithatoak az x =y —a/3
helyettesités alapjan.




Megjegyzés: A harmadfokt egyenlet ., Cardano-képlet” néven ismert analitikus megoldasat
Gerolamo Cardano (1501-1576) publikilta elGszor az ,Ars Magna” munkajaban 1545-ben. A
konyv megemliti, hogy a megoldasi modszer Scipione del Ferro-hoz (1465-1526) vezethetd
vissza, valamint azt, hogy az altalanos megoldas Niccolé Fontana-nak (1500-1557) koszénhetd,
aki Tartaglia ,,the stutterer” (a dadogo6s) néven is ismert. Tartaglia az elGallitott megoldast
titokban tartotta, nem publikalta, és miutan Cardano ismertette elGszor, igy az 6 nevéhez kotik
a megoldast. Erdekes megjegyezni, hogy Cardano diakja volt Ludovico Ferrari (1522-1565)
aki aztan kés6bb a negyedfoki egyenlet analitikus megoldasat allitotta el6. A torténet to-
vabbi részletei megtalalhatéak példaul a Paul J. Nahin: An imaginary tale: The story of /—1,
Princeton University Press, 1998 konyvben.

Szimmetrikus masodrendli 3x3-as matrixok sajatértékeinek analitikus szamitasa:
Az el6z6ekben bemutatott algoritmus tetszéleges harmadfoku egyenlet megoldasara alkalmas.
Szimmetrikus masodrendii 3x3-as matrixok karakterisztikus egyenlete viszont speciélis szerke-
zetd harmadfoki egyenlet, ami biztositja, hogy a gyokok mindig valésak. Ebben az esetben
a harmadfokt egyenlet megoldoképlete lényegesen leegyszertisithets. Az alabbiakban ennek
ismertetése kovetkezik a szimmetrikus fesziiltségi tenzor példajan keresztil.

A fesziiltségi tenzor karakterisztikus egyenlete:

)\3—0'[')\2—|—0'[[')\—0'[[[:O, (7)

ahol a skalar invariansok szamitasi képletei:

o = trg, (8)
o = % ((trg)Q —tr (g.g)) , (9)
o = detg. (10)

A (7) egyenlet gyokeire az analitikus megoldéas szamithaté az alabbi formulakkal:

A= % + P-cosfl |, (11)
o= 24 Pos|o— 2T (12)
2= 3 cos il
or 2
A3 = — + P-cos|0+ —| | (13)
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) = garccos {f el UI;;I - UIH} : (15)

A (11)-(13) formulék biztositjak, hogy teljesiiljon a sorrendre vonatkozd Ay > Ay > A3 feltétel.

A kovetkezdkben mindkét megoldasi algoritmus hasznalatéaval szamitjuk a f6fesziiltségeket a
jelen példanal.




1. MEGOLDAS

Az (1) fesziiltségi matrix skalar invariansai:

oy = tra = 10 + 40 — 20 = 30,
1 2 10 —20| |40 50 10 30
o = 5 ()~ (z0)) _) —20 40 ‘ ‘ 50 —20 ‘ ) 30 —20 )

= 0-3300—-1 100 = —4400,

10 —20 30
orrr = detg =1 —-20 40 50
30 50 —20
= 10 (40 (—20) — 50?) + 20 ((—20)* — 50 - 30) + 30 ((—20) 50 — 40 - 30)

= —121 000.
Vagyis a karakterisztikus egyenlet az alabbi alaki:
A? =30+ A% — 4400 - A+ 121 000 = 0.
Az els6ként ismertetett megoldasi algoritmusban szereplé paraméterek szamitasa:

a=-30, b=-4400, = 121000,

2
p = (—4 400)—@:—4 700,
—30)\*  (=30) (—4 400
q = 2<( . )> | )(3 )+121000:75000.

Tovabba

3 2 —4700\* /75 000>
0 = (g) +(g) :< ; ) +< 5 ) = —2,4390463 x 10°,

A = W—% +/Q= {’/—37 500 + \/—2, 4390463 x 10°

= \3/—37 500 + ¢ - 49386, 701614 = 29, 227367 + i - 26, 691341,

B = ﬂ—% -/Q= {’/—37 500 — \/—2, 4390463 x 10°

= \3/—37 500 — 7 - 49386, 701614 = 29, 227367 — 7 - 26,691341.

Ennek ismeretében a keresett gyokok (6) felhasznalasaval:

yi = A+ B =58 454734,

A+B A-B

Yy = — ; +i V3 = —29,227367 — 46, 23076 = —75, 458127,
A+B A-B

Y3 = — ; —i V3 = —29, 227367 + 46, 23076 = 17, 0034.




—30
Al = y1——3 = 68, 454734,

—30

o = yp— — = —55,458127,
—30

)\3 = Yz — T = 27, 0034.

A gyokok sorbarendezésével kapjuk a keresett f6fesziiltségeket:

o1 = 68,454734 MPa, 0y = 27,0034 MPa, 03 = —55,45813 MPa|

2. MEGOLDAS

Els6ként a P paraméter szamitjuk:

2 [47
P= g\/302 — 3(—4 400) = 20 5 = 79,1623,
A 6 paraméter szamitasa (14) alapjan:

1 4 2-303-9-30 (—4 400) + 27 (—121 000)
f = —arccos |— -
3 27 79,16233

= 0,740077 = 42,4033°.

A keresett gyokok (11)-(13) képletek felhasznalaséaval:

30
Al = 5+ 79,1623 cos [42,40337] = 68, 4547,

30
Ao = 79,1623 cos [42,4033° — 120°) = 27,0034,

30
A3 = 3 + 79,1623 - cos [42,4033° 4 120°] = —65, 4581.

(40)
(41)

(42)

Vagyis ugyanazt kapjuk mint az el6z6 megoldasnal kozolt (36) szerinti eredmények. Megélla-
pithato, hogy az egyszertsitett mésodik megoldasi algoritmus lényegesen egyszertibb mint az
els6ként kozolt altalanos megoldés. Tovabbé, a mésodik modszer esetén az algoritmus biztositja

a féfesziiltségek sorbarendezését is.




